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UvoD

Skriptd Uvod do predmetu Deskriptivna geometriaujgeny pre budlcich Studentov
a Studentov prvého &nika bakaldrskeho stiip Stavebnej fakulty a Fakulty architektury
Slovenskej technickej univerzity.cebny text obsahuje zakladné pojmy potrebné prawstud
predmetu Deskriptivha geometria a svojim obsahame pbkryva obsah pripravného Kurzu
deskriptivnej geometrie, ktory prebieha pred nastugtudentov na Stadium na spominanych
fakultach a jeho hlavny dige zhrnutie diva zo strednych Skol, pripadne jeho doplnenie.

V prvej kapitole gebného textu su podrobne spracované ohniskovénuktskuzé&oseiek,
tedria je doplnena dokazmi, rieSenymi Ulohamigea iadaniamd’alSich Uloh.

V d’alSejcasti skript je prefad zakladnych pojmov zo stereometrie, vlastnostobezného

a Specialne kolmého premietania, a tiez ich apikagerspektivnej afinite. V problematike
perspektivnej afinity st uvedené jej vlastnostiyaabrovinného Gtvaru a osobitne obraz
kruznice v perspektivnej afinite a z nich vyplywagtkonstrukcie.

Obsahom Stvrtej kapitoly cebného textu je zobrazovacia metdoda Mongeova prejek
Podrobne spracovana teodria a rieSenie praktickyoh s0 clenené do dvockasti, préom
prva z nich sa zaobera problematikou polohovychh @alruhd metrickych uloh. Aplikacia
predchadzajucich metdéd je ukdzand na obraze taligminoduchych priamkovych pléch
v Mongeovej projekcii, a tieZ ich rezov rovinou.

Verime, Ze tebny text bude vhodna pomécka pri Studiu predmetskbptivna geometria a
Zelame jeh@itate’om ve’a ispechov.

Autorky
Bratislava, 2014






Symboly a ozn#&enia

E? dvojrozmerny euklidovsky priestérovina)

E* trojrozmerny euklidovsky priestor

O logickéa spojka ,a stasne*

AB,C, .. body

abec, .. priamky

a, fy Vi ... roviny

m=AB priamkam je ugena bodmA, B (A # B)
a=ABC rovinaa je utena bodmi, B, C (A, B, C nelezia na jednej priamke)
a=Ab rovina a je utena bodonA a priamkoub (A O b)
a=ab rovinaa je ugena priamkama, b (a || b aleboa x b)
AlDb bodA lezi na priamkd

AOp bodA lezi v rovines

allg priamkaa lezi v rovines

A=B bodyA, B su totozné

a=b priamkya, b su totozné

a=p roviny a, [ su totozné

allb priamkya, b st rovnobezné

all B priamkaa je rovnobezna s rovino

all g roviny a, B s rovnobezné

axhb priamkya, b su r6znobezné

axp priamkaa je réznobezna s rovingsi

axp roviny a, B su réznobezné

allb priamkya, b su navzajom kolmé

allp priamkaa je kolm& na roviny3

allp roviny a, B st navzajom kolmé

anb={R} priese&nikom priamoka, b je bodR
an B={R} priese&nikom priamkya a rovinysje bodR
anf=r pries€nicou roving a g je priamkar

| AB| vzdialenog bodovA, B, resp. dka tiseky AB
| A bl vzdialenos boduA od priamkyb
|A Bl vzdialenos boduA od roviny 8

|a, bl vzdialenos priamoka, b, aka || b



| a, Bl

%(a, b)
%(ABQ)
L4CW5)
%(a, P

| x(a,b) |
k(S )

lha (Zha)
lsa (Zsa)

(A, A)

vzdialenog rovina, B, aka || B
uhol priamola, b

uhol priamokAB aBC

uhol priamkya a roviny 3

uhol rovina, £

velkos’ uhla priamola, b

kruznicak so stredom v bodga polomeronr
podorys bodwA

narys bodA

bokorys bodlA

sklopena poloha bodd

otocena poloha bodA

pbdorysny stopnik priamlky

narysny stopnik priamky

pbdorysné stopa roviny

narysna stopa roviny

hlavna priamka rovinyr prvej (druhej) osnovy
spadova priamka roving prvej (druhej) osnovy
usporiadana dvojica afinne zdruzenych bodov



1 OHNISKOVE VLASTNOSTI KUZE DOSECIEK

Nazov kuzéoseky naznauje, Ze budeme hovdrio krivkach, z ktorych kazdu je mozné
ziska rezom rotanej kuzéovej plochy rovinou. V histérii ako prvy si tato wocnos’
uvedomil Menechmos okolo roku 350 pr. n. l. a ithdfom sa zaoberali afalSi staroveki
Gréci. Apolonius z Pergy zaviedol pomenovania @iy ,parabola“ a ,hyperbola“ vo
svojich 6smich knihach o kubese&kach asi okolo roku 200 pr. n. I.

Kuzeloseky rozdd’ujeme na singularne aregularne. Ako je ukdzan®©ba 1.1, rezom
rotanej kuzé&ovej plochy rovinou, ktora neprechadza jej vrchaolgaregularna kuzeseka,
ato kruznica (1.1la), elipsa (1.1b), parabola (1.atebo hyperbola (1.1d). Singularne
kuze'oseky: bod, priamka, 2 rovnobezné priamky, 2 r6znokeinamky — su rezy rotaej
kuze'ovej (prip. valcovej) plochy rovinou, ktora prechadsrcholom kuziovej plochy (prip.
je rovnobezna s tvoriacou priamkou valcovej plochy)ejto kapitole sa budeme vendva
vlastnostiam jednotlivych regularnych kiideeiek a ich dotgnic suvisiacich s ohniskami.

Obr. 1.1



1.1 Elipsa

Definicia 1.1.1: Elipsa je mnozina vSetkych bodov v rovine, ktoragjimod dvoch pevnych

bodov'F, 2F (ohnisk) kontantny sét vzdialenosti  vassi ako vzdialenasohnisk'F a®F.
Poznamka:V pripade, Ze ohnisk& su totozné, definicia vyjgbody kruznice.
Z definicie 1.1.1 mbéZeme body roviny Vzaldom na elipsu charakterizava

« bodXje naelipse= [X'F| + |X?F| = 23, kde2a > |'F°F |,

« bodX je vonkajsi bod elipsy- |X'F| + X ?F| > 2a,

« bodX je vnitorny bod elipsy | X'F| + | X?F| < 2a.

Uloha 1.1.1: Zostrojte body elipsy, ktora je dana ohniskdfj 2F a dzkou 2 > |'F?F|
(Obr. 1.1.1a).

RieSenie (Obr. 1.1.1b):Zahradnicka konStrukcia bodov elipdyefinicia elipsy hovori, Ze
stet vzdialenosti bodu elipsy od ohn$k °F sa rovna ttke 2. Na pomocnej Uske KL,
ktorej dZka je &, zvolime bodR tak, aby jeho vzdialenésd bodovK aL bola v&Sia ako
poloyica rozdielu trky Useky 'F2F adzk%/ 2a. Nech KRl ='r, |LR| = r, potom plati

't + ?r = 2a. Zostrojime teda kruznick (*F; 'r), 2k( F:%r)all ¢ F r) % (F; r). Prieseéniky
X, 2X kruznic'k, %k a prieseniky 1Y, 2Y kruznicl, “l st body elipsy, lebo §mijui podmienky
definicie. Vdbou d'alSieho boduR na Uséke KL a opakovanim postupu konStrukcie
zostrojimed’alSie body elipsy.

1r 2r
D B € = S —
K L K R L
lk//,—
lF 2F I‘\ A
a)
Obr.1.1.1

Zo zahradnickej konsStrukcie bodov elipsy vyplyva élipsa je sumerna piad stredu
Suseky 'F ?F, pod’a priamky'F ?F a poda osi Us&ky 'F °F, teda:

= Sje stred sumernosti elipsy
» Priamka'F ?F = 'oje os simernosti elipsy a nazyvamdljavna os elipsy
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= Os Useky 'F°F je tieZ os simernosti elipsy, oZogemeiju %o a nazyvameed’ajsia
os elipsy

Body elipsy na jej osiach nazyvame vrcholy elipsy:

= hlavné vrcholy A B zostrojime nanesenim &g s dZzkoua od streduS na hlavnu os
elipsy. Ukazeme, Ze pre hlavné vrchélyB plati definicia 1.1.1:

|'FA|=|%FB]|, tedal FA|+|%FA|=| *FA| +| *F%F| +| ?FB| =| AB| = 2a.

= ved’ajSie vrcholy C D zostrojime ako priegaiky ved’ajSej osi s kruznicou, ktorej
stred je ohnisko a polomer ge

Dalsie pojmy a ozngnia (Obr. 1.1.2):

= di?ka hlavnej polosia= |SA = |SB|,
dizka vedrajsej polosib = |SC| = |sDI,
= excentricita:e = |'FS| = |FS],

charakteristicky trojuholnik elipsy:A'FSCje pravouhly trojuholnik, ktoréhoizky
odvesien s@, b a dZka prepony je, teda plata® = € + b?,

sprievod# bodu elipsysa nazyvapriamka (prip. ustka) spajajuca bod elipsy
s ohniskom, a tieZ vzdialenb®hto bodu od ohniska, sprievedioznaujeme’s, %s,

C VS

D

Obr. 1.1.2

Tvar krivky v bode vyjadruj@skula¢na kruznica (osculum je latinské slovo, ktoré znamena
bozk). Oskulana kruZnica sa dotyka krivky v tomto bode a ichépkvivosti v tomto bode sa
rovnaju. Uvedieme vlastnosti a konsStrukcie os&jah kruznic vo vrcholoch regularnych
kuzd'oseiek. Ich polomery su uvedené v [3].

Uloha 1.1.2:Zostrojte oskuléné kruZznice vo vrcholoch elipsy damép, CD (Obr. 1.1.3a).
RieSenie(Obr. 1.1.3b)
Polomer oskulkénych kruznic v hlavnych vrcholodk B elipsy poda [3] je:

rh=rb= L
a
a polomer oskutmych kruznic vo velthjSich vrcholocl€, D elipsy poda [3] je:

2
p_4a

=r- =—,
b

11



Z toho vyplyva konstrukcia stredov tychto oskulgch kruznic. NechE je priesénik

dotyénic elipsy vo vrcholoctA aC (EC ||AB, EA||CD). Kolmica z boduE na priamkuAC

pretina hlavnu os elipsy v bo&2, ¢o je stred oskutmej kruZnice vo vrchold a vedajsiu os
elipsy v bodes”, ¢o je stred oskutmej kruZnice vo vrchol€. Potom oskuléna kruZnica vo
vrchole A je K* (S% r* = |S*Al) a oskul@na kruznica vo vrchol€ je k© (S°; r°= | S°CI).

Oskula&né kruznice vo vrcholoclB aD zostrojime vyuzitim simernosti elipsy fadjej

streduS.

lc E C

\‘\ kA’,/'// kB kC
5
Al S B AL S S S B
\\\ kD
15 S
\F\§
a) b)
Obr.1.1.3

1.2 Hyperbola

Definicia 1.2.1:Hyperbola je mnoZina vSetkych bodov v rovine, ¥tbr absoltitna hodnota
rozdielu vzdialenosti od dvoch pevnych bod&y “F (ohnisk) je kon&tantnd, rovna &aslu
2a a je mensia ako vzdialertoshnisk'F, °F.

Z definicie 1.2.1 méZzeme body roviny ¥aldom na hyperbolu charakterizéva

« bodXje na hyperbole- | [X F| - |X?F|| = 2a, kde2a < |'F?F |,

« bodX je vonkajsi bod hyperboly | |X*F| - |X?F|] < 2a,

« bodX je vnitorny bod hyperboly: | | X*F| - | X?F|| > 2a.
Uloha 1.2.1:Zostrojte hyperbolu danti ohniskatfi, °F a dzkou 2 < |*F2F |(Obr. 1.2.1a).
RieSenie(Obr. 1.2.1b)

Bodova konstrukcia hyperbolpefinicia hyperboly hovori, Ze rozdiel vzdialetigej bodu
od ohnisk sa v absolitnej hodnote rovridkd 2. Dizka pomocnej Gsky KL je 2a,
teda zvolime bodR na priamkeKL leZiaci mimo Usé&ky KL tak, aby dZka Gséky LR bola
vasia ako polovica rozdieluiiky useéky 'F2?F a dzky 2a. Nech |[KR| =%, |LR| =7,
potom plati |'r -?r| = 2a. Zostrojime teda kruznicék (*F;r), 2k °F;%r) all ('F; %),
4 (°F; 'r). Prieséniky X, 2X kruznic *k, % a prieseniky 1Y, 2Y kruznic !, 2 st body
hyperboly, lebo siiiaji podmienky definicie (nakko plati|'r - | = 2a).

12



Z absolatnej hodnoty v definicii hyperboly vyplyvee hyperbola pozostava z dvoch vetiev,
pre ich body plati:

- bodXlezi na 1. vetve- |XF| - |X?F| = 23,
- bodXlezi na 2. vetve- |X?F| - IXF| = 2a.

2a 2a r
| K | IR

K L

|« r >
2
(0]
1y
et
lk, Zk/'
| | " A—
= 2 .‘ I'. I 'AS
S
X 2y
a) b)
Obr. 1.2.1

Z konStrukcie bodov hyperboly opisanej v ulohe 11.2yplyva, Ze hyperbola je sumerna
pod’a streduS iseky 'F °F, a tieZ potia priamky'F °F a poda osi Gs&ky 'F *F, teda:

» Sje stred sumernosti hyperbagly
= priamka'F ?F = ‘o je os simernosti hyperboly a nazyvamélavna os hyperboly

» 0s Useky 'F2F je tiez os simernosti hyperboly, ozngme ju®o a nazyvame
ved’ajSia os hyperboly

= nanesenim idky a zo streduSna hlavni os hyperboly dostaneme\jgholy A B,
pre ktoré ukazeme, Ze plati definicia:

I'FAl = [?FBI, tedal |*FAl - 12FAl | = |AB| = 2a.
DalSie pojmy a ozrinia (Obr. 1.2.2):
» dizka hlavnej polosia= |SA = |SH,
= excentricita:e = |'FS| = |FS]|,

= na vedajSej osi hyperbola nema Ziadny bod, avéikka vedajSej polosi bje
definovana akaislo:

b=+¢€"-a?,
= tedab sa rovna iike odvesnycharakteristického trojuholnika hyperbohAASE
ktory je pravouhly, tkka prepony je ad’alSej odvesny je,

13



= gprievod& bodu hyperbolysa nazyvariamka (prip. usga) spéjajuca bod hyperboly
s ohniskom, a tieZ vzdialentb®hto bodu od ohniska, sprievédiozn&ujeme’s, s,

= dotyenice hyperboly v jej nevlastnych boddcka nazyvajiasymptoty hyperboly-
oznaujeme ich'a, 2a, plati pre ne, Ze prechadzaji bodSm s hlavnou osou zvierajl
uhol ¢, pre ktory plati:

b
tgg=-.
a

Obr. 1.2.2

Uloha 1.2.2:Zostrojte asymptoty hyperboly, ktora je dana ekami'F, °F a vrcholmiA, B
(Obr. 1.2.3a), a tieZ oskuiaé kruznice v jej vrcholoch.

RieSenie(Obr. 1.2.3b)

a) Asymptoty hyperbolyako dotg¢nice hyperboly v jej nevlastnych bodoch charaktgtiz
priebeh vetiev hyperboly. Z uvedeného ulga ktory asymptoty zvieraju s hlavnou osou
vyplyva ich konsStrukcia. Vrcholomd vedieme priamkyp kolmu na hlavnu os. Zostrojime
kruznicu k so stredomSa polomerom rovnajacim sa excentricéePrieséniky priamky p

s kruznicouk st body'E a’E. Asymptoty hyperboly st priamky = S'E a%a = S°E.

b) Oskulaéné kruznicevo vrcholoch hyperbol@, B maju podia [3] polomer:

A=yB= b_2

a
a z toho vyplyva konstrukcia streds oskuld@nej kruznice vo vrcholeA ako priesénika
hlavnej osi hyperboly s kolmicou na asymptéaubodom?’E. Potom oskukna kruZnica vo
vrchole A je K*(S% r* = |S*Al). Oskul&ni kruznicu vo vrcholeB zostrojime vyuZitim
sumernosti elipsy pdd vedajSej osi.

r

! Nevlastné body st v geometrii chapané ako bodskemene, v ktorych sa pretinaji navzajom rovnobezné
priamky.

14



b)
Obr. 1.2.3

1.3 Parabola

Definicia 1.3.1: Parabola je mnozZina vSetkych bodov v rovine, kton@ju rovnaku
vzdialenog od pevného bodEb (ohniska) a od pevnej priamkly(nazyvanej riadiaca priamka
— direktrix), ktord bodonfr neprechadza~ [ d).
Z definicie 1.3.1 mdéZeme body roviny Vadom na parabolu charakterizéva

+ bodX je na parabole- |XF| =X, dl,

« bodX je vonkaj$i bod paraboly |XF| > X, dl,

« bodX je vnitorny bod paraboly |XF| < |X, dl.

-
=

A\J

d d d' 1
+ ,,’l S —

b)

Obr. 1.3.1
15



Uloha 1.3.1:Zostrojte bod paraboly danej ohniskdfa riadiacou priamkod (Obr. 1.3.1a)
a oskul&nu kruznicu v jej vrchole.

RieSenie(Obr. 1.3.1b):

a) Bodova konstrukcia parabalyvolime siTubovd’nu vzdialenog x v&Siu ako polovica
vzdialenosti medzi ohniskorf a riadiacou priamkod. DiZku x povaZujeme za vzdialends
hradaného bodu paraboly od ohnigka s&asne od riadiacej priamld; Zostrojime kruznicu
k so stredom v bod& a polomeromx a priamkud' rovnobeZnu s priamkod, pricom
vzdialenog priamokd a d' je x a priamkad' lezi v tej polrovine ohratenej priamkoud,
v ktorej leZi ohniskd=. Prieséniky X, 2X kruZnicek a priamkyd" st body paraboly.

Z konStrukcie tychto bodov vyplyva, Ze parabolaijenerna pokh priamkyo prechadzajicej
ohniskomF kolmo na riadiacu priamkd:

* 0je 0s sumernosti paraboly

= Vrchol parabolyje bodV na jej osi, pre ktory plati, 2é rozpd'uje vzdialenog medzi
ohniskomF a riadiacou priamkod, ¢o vyplyva z definicie.

= Vzdialeno$ medzi ohniskonk a riadiacou priamkod nazyvameyarameterp.

b) Oskulahd kruZnica vo vrchole parabolyolomer oskuknej kruZnicek’ vo vrcholeV
paraboly sa rovna jej paramepa jej stredS’ leZi na osi paraboly, tedal& (S’; r = p).

Sprievodée bodu X paraboly:
1. sprievodt 's je priamkaFX,
2. sprievodt s je priamka prechadzajlica bodotikolmo na riadiacu priamkd.

1.4 Vlastnosti dotynic kuzd’osaky

K formulacii vlastnosti do@§nic kuz&oseiek zavedieme pojem vonkajSieho a vnutorného
uhla ich sprievodiov. VonkajSi uhol sprievodicov bodu elipsy a hyperboly je ten uhol, ktory
obsahuje jej hlavné vrcholy a pod vonkajSim uhlgrievodiov bodu paraboly rozumieme
ten uhol, ktory obsahuje jej vrchol. Susedny uhoheknu nazyvamevnatorny uhol
sprievodi¢ov bodu kuzZ&oseky.

Vlastnosti doty¢nice elipsy a hyperboly

Veta 1.4.1:V kazdom bode elipsy alebo hyperboly existuje priadna jej dotynica, ktora je
osou vonkajSieho uhla sprievédv tohto bodu dotyku.

Dokaz

a) elipsa (Obr. 1.4.1): Zostrojime priamkuako os vonkajSieho uhla sprievéov boduT
a dokadZeme, e kazdy jej bdk£ T je vonkajsi bod elipsy. Nech bd® je stimerny
s ohniskom?F poda t, potom 2Q leZi na priamke'FT aplati | T?Ql = |?FT|, teda
I*F2Q| = [*FT| + |%FT| =2a. Zvorme na priamke t Tubovdny bod R#T.
Z trojuholnikovej nerovnosti vyplyva, Zel'FR| + |RPQ| >|'F?Ql =2a, akelze
IRQ| = IFRI, plati |'FR| + [?FR| > 2a, odkid’ vyplyva, e bodR je vonkajsi bod
elipsy, teda priamkgje dotynica elipsy v bodd.
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Obr.1.4.1

b) hyperbola (Obr. 1.4.2): Zostrojime priamkiuako os vonkajSieho uhla sprievéav bodu
T a dokaZeme, Ze kazdy jej bBd T je vonkajsi bod hyperboly. Nech b6@ je stimerny
s ohniskom?F pod'a t, potom °Q lezi na priamke'FT a plati |T2Q| = |?FT/, teda
I*F2Ql = | I*FT| - |?FTI| =2a. Zvolme na priamke t Tubovdny bod R#T.
Z trojuholnikovej nerovnosti vyplyva, 2éF ?Ql + [RPQ| > |'FRI, pricom ['F Q| = 2a
a|RPQl = |FRI, potom platil 'FR| - |?FR| < 2a, teda bodRr6zny od bodur je vonkajsi
bod hyperboly & je dotynica hyperboly v bodel. Podobne by sme postupovali aj
v pripade, ak by bod leZal na druhej vetve hyperboly.

Obr. 1.4.2

Poznamka: Kolmica na dotynicu v bode dotyku sa nazyva normala Kiasstky a rozpduje
vnatorny uhol sprievodbv bodu dotyku, ozriijeme jun.

Veta 1.4.2: Mnozina piat kolmidP zostrojenych z ohnisk na vSetky datice elipsy alebo
hyperboly je kruznica so stredom v strede prisluknge’'osetky a polomerom rovnajucim sa
dizke jej hlavnej polosi, tzv. hlavn& vrcholova kricak (S; r = a).

Dokaz (pre elipsu na Obr. 1.4.3, pre hyperbolu na Obt.4): Nech bod’Q je stimerny
s ohniskom °F poda t. O trojuholnikoch 'F?F?Q a S?FP plati, ?e pomer stran
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I'F2F| : |S?°F| =2:e=2:1 al?F?Ql : |?FP| = 2: 1, uhol pri vrcholéF maju spolény,
teda st podobné a musi platie pomer strah'F?Ql : [SPl =2 : 1. Z dékazu vety 1.4.1 pre

obidve kuZ&oseky vieme, Zel'F%Q| = 2a, potom|SP| =a, a teda body leZia na hlavnej
vrcholovej kruznici.

Obr. 1.4.3
2
'a %0 a
2
| 2

5 k \\\ ,]—’”"is

oA,

a"\\” : \\ \ 10

--" S B 2F |\\\\

Obr.1.4.4

Veta 1.4.3: Mnozina vSetkych bodow) simerne zdruzenych s jednym ohniskom Ilaod

vSetkych dotynic elipsy alebo hyperboly je kruZznica so stredondruhom ohnisku
a polomerom rovnyma

- mnoZina bodoV¥Q stimernych éF pod'a vietkych donict: 2 (*F; 2a),
- mnoZina bodovQ sumernych &F podia vietkych dotsnict: !l (°F; 2a).
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Dokaz: V dokaze vety 1.4.1 je uvedeny aj dokaz| #’Q| = 2a a kruznicél je znazornena
pre elipsu na Obr. 1.4.3 a pre hyperbolu na Oldr4l1Analogicky platia tieto vlastnosti aj pre
druhé ohnisko.

Uloha 1.4.1: K nenarysovanej elipse danej ohniskat®i *F a vrcholmi A, B zostrojte
doty¢nicut prechadzajucu bodoR a jej dotykovy bodr (Obr. 1.4.5a).

RieSenie (Obr. 1.4.5b): Hadame bodP — péatu kolmice vedenej z ohniska, naff, na
hradanu dotynicu t. Zostrojime hlavnu vrcholovu kruznidw(S; r = a), na ktorej bodP leZi.
Ked'ze RP je Wadana dot§nica, vieme, ?eRP 0 °FP, zostrojime Thalesovu kruZnidu
opisani nad priemeroR?F. Bod P je priesénikom kruznick al. Ak bodR je vnatorny bod
elipsy, tloha nema Ziadne rieSenie, ak Bddzi na elipse, tloha méa prave jedno rieSenie a ak
bod R je vonkajSi bod elipsy, Uloha ma dve rieSeniappotiadané dot§nice sut=RP

at' = RP". Zostrojime bodQ, ktory je simerny s ohniskofiF pod’a dotynice t. Potom
priesénik priamky'F2Q a priamkyt je dotykovy bodT. Zostrojime bod'Q', ktory je
simerny SF podrat'. Potom priesénik priamky®F *Q' a priamkyt' je dotykovy bodr".

a) b)
Obr. 1.4.5

Uloha 1.4.2: K nenarysovanej elipse danej ohniskat®i *F a vrcholmi A, B zostrojte
doty¢nicut rovnobeznu s priamkasia jej dotykovy bod (Obr. 1.4.6a).

RieSenie (Obr. 1.4.6b) Hradame bodP — patu kolmice vedenej z ohniska, naff. na
hradanu dotynicu t. Zostrojime hlavnu vrcholova kruznidu(S, r = a), na ktorej bodP lezi
a ohniskom 'F vedieme priamkup kolm( na priamkus. Priamkap pretina kruZnicu
k v bodochP, P' a nimi vedieme Fadané dot§nicet at' rovnobezné s priamkos Dotykove
body najdeme rovnako ako v Ulohe 1.4.1.
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a) b)
Obr. 1.4.6

Uloha 1.4.3: Zostrojte hyperbolu dant stredo® asymptotou'a, dizkou hlavnej polosa,
excentricitouve (e > a) (Obr. 1.4.7a).

RieSenie(Obr. 1.4.7b): Hadame ohniskdF, F hyperboly. Ke’ze asymptota je dotpica
hyperboly, zostrojime vrcholovil kruzni&U(S, r = a), ktora pretina asymptota v bodoch'P
a’P, ¢o su paty kolmic vedenych z ohnf$k ?F na asymptotda. Ohniska'F, F hyperboly
st prieséniky priamokp aq vedenych bodm{P a P kolmo na asymptotda s kruZnicou

| (S, r =¢). Uloha ma 2 riedenia, na Obr. 1.4.7b je skon¥ané jedno z nich, a to hypebola
s ohniskamtiF, °F.

Obr. 1.4.7
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Uloha 1.4.4: Zostrojte elipsu alebo hyperbolu dant ohniskdFy hlavhym vrcholom
A a dotgnicout (Obr. 1.4.8a, Obr. 1.4.9a).

RieSenie(Obr. 1.4.8b, Obr. 1.4.9b): PriamKeF je hlavna ogo hradanej kuZkosesky. Ak
ju dotyenicat pretina medzi bodmd, 'F, Gloha nema rieSenie. Inak zostrojime Bodktory je
patou kolmice vedenej z ohnisk& na dotgnicu t. Body A aP leZia na hlavnej vrcholovej
kruZnici, teda jej stre@je priesénik hlavnej osfo s osou &y AP. Ak usporiadanie bodov
na hlavnej osi je také, Ze ohnisk®leZi medzi hlavnym vrcholom a stredonS, rieSenim je
elipsa (Obr. 1.4.8b), inak je rieSenim hyperbolar(Q.4.9b).

t I t
/ ' p _—
A° °'F
a) b)
Obr. 1.4.8
1 [o] o A
F
t t
a) b)

Obr. 1.4.9

Uloha 1.4.5: Zostrojte elipsu alebo hyperbolu dant ohniskdn dotyénicou t, dotykovym
bodomT a dZkou hlavnej osi & (Obr. 1.4.10a).

RieSenie(Obr. 1.4.10b): Hadame ohniskéF. Zostrojime bod'Q simerny s ohniskorF
pod’a dotynicet. Pretozel ?F'Ql| = 2a, zostrojime kruZnick so stredontQ a polomerom
2a. Priesénikmi priamky’QT s kruZnicouk st dva body, a to ohnisK& elipsy a ohniskGF'
hyperboly.
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Obr. 1.4.10
Vlastnosti doty¢nice paraboly

Veta 1.4.4: V kazdom bode paraboly existuje prave jedna jefydoca, ktord je os
vonkajSieho uhla sprievogbv tohto bodu dotyku.

Veta 1.4.5:MnoZina vSetkych bodo® sumerne zdruzenych s ohniskdimpod’a vSetkych
dotycnic paraboly je riadiaca priamkia

d

Obr. 1.4.11

Dokaz viet 1.4.4 a 1.4.50br. 1.4.11): Zostrojime priamkti ako os vonkajSieho uhla
sprievodtov boduT a dokazeme, Ze kazdy jej bBd T je vonkajsi bod paraboly. Nech bod
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Q je sumerny $ pod'at a bodP je pata kolmice z ohniskia na dotg¢nicut. Zo sumernosti
pod’at vyplyva zhodnos trojuholnikovFPT aQPT. Potom platil FT|= |QTI|, teda bodQ

leZi na riadiacej priamkeé, ¢im sme dokazali vetu 1.4.5. Zke na priamke 'ubovd’ny bod

R# T. Potom zo simernosti pbal priamkyt vyplyva, ?e|RQ|= |RF| > IR, d, teda bodR

je vonkajSi bod paraboly. Mé6Zeme povédze kazdy bod na priamke6zny od boddr je

vonkajSi bod paraboly, a tetle dotynica paraboly v bod€ a veta 1.4.4 plati.

Veta 1.4.6:Mnozina piat kolmid® zostrojenych z ohniska paraboly na vSetky jej ¢ate je
vrcholova dotgnicav paraboly

Dokaz (Obr. 1.4.11): Nech bod je priesénik riadiacej priamkyd s osou paraboly.
O trojuholnikoch DFQ a VFP plati, 7e pomer stran |DF|:|VF[=2:1
alQF| : [PF| =2:1 a uhol pri vrchol& maju spolény. Potom uvedené trojuholniky su
podobné a musi pldti ze uhly pri vrcholoctD aV su oba pravé, teda priamka= VP je
rovnobeZnd ¢ a dotyka sa paraboly v jej vrchole

Poznamka: Kolmica na dotynicu v bode dotyku sa nazyva normala paraboly angeme
ju n. NechN je priesénik normalyn s osouo paraboly,Y je priesénik dotynicet s osou
paraboly &K je pata kolmice vedenej z dotykového bofltna os paraboly. Potom platia
nasledujuce vlastnosti:

a) Useka KN sa nazyvasubnormaéla paraboly, jej #ka je konstantna pre kazdu
dotycnicu paraboly (r6znu od vrcholovej dohjcev) a rovna sa parametpu

b) Uselka KY sa nazyvasubtangentaparaboly, jej t#ka nie je konstantna a plati, ze
vrcholV je stredom subtangenty.

c) Dizka uséky YN je si&tom subnormaly a subtangenty paraboly a plati,hrés&o F
je stred usgky YN

Uloha 1.4.6:K nenarysovanej parabole danej ohniskBra riadiacou priamkoul zostrojte
dotycnicut prechadzajucu bodoRa jej dotykovy bod (Obr. 1.4.12a).

RieSenie(Obr. 1.4.12b): Haddme bod® — péatu kolmice vedenej z ohniskana Hadanu
dotycnicu t. Pod’a vety 1.4.6 body leZia na vrcholovej dotyici v, ktora je rovnobezna
s priamkoud vo vzdialenosti rovnajlcej sa polovici paramefraKed’ze RP je hadana
dotycnica, vieme, Z&kP [0 FP, zostrojime teda Thalesovu kruZnicwpisand nad priemerom
RF. Bod P je priesénik kruZnicek a vrcholovej dotynice v. Ak bod R je vnuatorny bod
paraboly, Uloha nema Ziadne rieSenie, ak BoteZi na parabole, Uloha mé prave jedno
rieSenie a ak bodR je vonkajSi bod paraboly, uloha ma dve rieSeniggotom HWadané
doty¢nice sut = RP at' = RP'. Zostrojime bodQ sumerny & pod’at a bodomQ vedieme
sprievodé 's dotykového bodu kolmy na riadiacu priamtkuleho priesaik s dotgnicout je
hradany dotykovy bod. Dotykovy bodT' zostrojime rovnakym postupom.
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a)
Obr. 1.4.12

Uloha 1.4.7:K nenarysovanej parabole danej ohniskBra riadiacou priamkoul zostrojte
dotycnicut rovnobeznud s priamkasi(Obr. 1.4.13a).

RieSenie(Obr. 1.4.13b) Hfadame bodP — péatu kolmice vedenej z ohniskana Hadanu
dotycnicu t. Zostrojime vrcholovu dotyicu vako v predchadzajacej ulohe a ohniském
vedieme priamkyp kolmua na priamkus. Priamkap pretina vrcholova doticu v v bodeP
a nim vedieme lladana dot§nicu t rovnobeZnu s priamkosi Dotykovy bodT najdeme ako
v Ulohe 1.4.6. Uloha nema rieSenie v pripade, isnkas je rovnobezna s osou paraboly.

d d

\
\
P
\
\
S .

Q

d
d - d

a) b)
Obr. 1.4.13

Veta 1.4.7(Obr. 1.4.14) Spojnica priesikaR dvoch r6znych dotynic paraboly so stredom
S Use&ky spajajucej dotykové body je rovnobezna s osataloly.
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Obr. 1.4.14

Dokaz (Obr. 1.4.15): Nech bo® je priesénik dotyknict at' paraboly. BodonR ved'me
priamkuo' rovnobeznu s osoo paraboly a ukdZzeme, Ze priamKgrechadza bodor§, ktory
je stred uUsé&ky TT' spajajucej dotykové body. Ned je bod simerny s ohniskof pod’a
dotycnicet a bodQ' je bod sumerny s ohniskof pod’a dotynicet'. BodyQ a Q' leZia na
riadiacej priamked a na sprievodbch ?s a’s' bodovT aT' rovnobeZnych s osam paraboly.
Body P aP' su paty kolmic vedenych z ohniskana dotynicet at'. O trojuholnikochRPF
aRPQ plati, Ze su pravouhlé, maju spénd odvesniRP a zhodné odvesriyF aPQ. Potom
uvedené trojuholniky su zhodné a musi pglate aj stran)RQ aRF st zhodné. Analogicky aj
pre trojuholnikyRP'F a RP'Q'plati, Ze si zhodné, a tedéZkly stranRQ' aRF sa rovnaju.
Z predchadzajucich rovnosti vyplyva, B®)' a RQ su zhodné. Potom trojuholnRQQ' je
rovhoramenny, ateda priamk@ je jeho vySkaz boduR na stranuQQ'. Této vySkao'
prechadza tieZ bodoi®' ktory je stred usky QQ', a teda priamka' je os sprievodiov °s
a’s'bodovT aT". Z uvedenych vlastnosti vyplyva, Ze st@dseky TT' tieZ leZi na priamke
o', teda plati veta 1.4.7.

d
Q' y

Pl
/ F 4,°

EZAANSRVAS s K

P

/ -.:.:"-. ZS
? ” T\

t
Obr. 1.4.15
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Uloha 1.4.8: Zostrojte parabolu dan( détyicami t, t' s dotykovymi bodmiT, T
(Obr. 1.4.16a).

RieSenie (Obr. 1.4.16b): Zostrojime stre8 Use&ky TT' a spojime ho s prieseikom R
dotynic t, t'. Ked’ze plati veta 1.4.7, priamka = RSuréuje smer osb paraboly, a teda aj
smer jedného sprievagi kazdého z dotykovych boddva T'. Zostrojime tieto sprievod s
a’s' rovnobezné s osou paraboly (kolmé na riadiacu peidrobomi danymi bodmT aT".
Kazdy zo sprievodov 's a 's' bodov T a T' je stimerny s prvym sprievagim poda
prislusnej dotinice t a t'. Priesénikom tychto sprievodbv 's a ’s' je ohniskoF a nim
vedieme 0% paraboly. Riadiacu priamkd zostrojime kolmo na os paraboly pomocou bodu
Q sumerného s ohniskompod’a niektorej z dot§nic.

Obr. 1.4.16
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Cvicéenia

1. Zostrojte elipsu danu (ozéenia su opisané v kapitole 1) (Obr. 1):
a)'F, %F, M - bod elipsy. b) S 'F, M — bod elipsy. c) A C,a a<|AcC|.

d)'F, C, b, b< |*FC|. e)!F, a e M—bod elipsy. ) F, a, M, M' — body elipsy.
9)'F, C, e e< |'FC|. h) A, C, b. i) 'F, C, M = bod elipsy.
a) b) c)
o M oM o C a
1 (o] o 2 o o
F F 1 °g A

f)

) . h) c ) ]
it ° :

Obr. 1

2. K nenarysovanej hyperbole danej ohniskdfj °F a vrcholmiA, B zostrojte dotynice
prechadzajuce bodoR(Obr. 2a).

3. K nenarysovanej hyperbole danej ohniskdfj °F a vrcholmiA, B zostrojte dotynice
rovnobezné s priamkaai(Obr. 2b).

a) b)

Obr. 2
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4. Zostrojte hyperbolu danu (Obr. 3):

a)'F, a, lo. b)S ‘at a c) 'F, S M — bod hyperboly.
d) 'F, 2F, M — bod hyperboly. e)'F, ‘a, a. f) 'F, '0, a, M — bod hyperboly.
g9) o, 'a, a. h) S 'a a e a<e i)'F, a e a<e M- bod hyperboly.
b) c)
s i °S
a
o °M
1F lN
h) \1 1 i) T
a Ia ' Ia
e 1-° e
s I F I
Obr. 3

5. Zostrojte elipsu alebo hyperbolu dant ohnisKéna tromi dotgnicamit, t', t* (Obr. 4).

Navod na rieSenie (1. variant): Zostrojime b&Jy', P" ako paty kolmic vedenych z ohniska
'F na dotgnicet, t', t'. StredShradanej kuZzeoseky najdeme ako stred kruZnice opisanej
trojuholnikuP P'P", ktora je zarowvie hlavna vrcholova kruznica.

Navod na rieSenie (2. variant): Zostrojime bo@y'Q', 'Q" ako body stimerné s ohniskdm
pod’a dotgnict, t', t*. Ohnisko?F hradanej kuZBpsesky najdeme ako stred kruZnice opisanej
trojuholniku’Q *Q' *Q", ktorej polomer je &
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Obr. 4

6. Zostrojte elipsu alebo hyperbolu danu (Obr. 5):

a)St,ta. b)Sa Tt TOt c) 'F,t,t, a.
d)'F, o, T,t, TOL e) A St f) 'F,t,ae
g)St ae h) 'F,a T, t, TOt i) A B, t.
a)
S o
d)
T
9)

[e]
> [ —>]

o

Wo

Obr. 5
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7. Zostrojte parabolu danu (Obr. 6):

a)o, F, M — bod paraboly.
d) p, F, M —bod paraboly.

b) d, t, p. c) d, p, M — bod paraboly.
e dt T, TOt. f)t F, M- bod paraboly.

g)o,d,od, M- bod paraboly. hyF, t, T, TOt. i) o,v,t,o0w.
Dvt, T, TOL. K) F, t,t. D vt t.
m) F, p, Q — bod riadiacej priamkyg.  n)F, o, t. 0)d, M, M' — body paraboly.
a) b) t c)
oM P d M o p
d
F y
0
d) ) i f) )
M p d M
o T )
Fo Fo
9) d h) t )
0 T t 0 $
M° 0
F
p) t k) { ) v
T / t AN
oF
v
m) n) 0 0) :
Q, IIP / t - / d
F o
M
° F
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2 ZAKLADNE POJMY ZO STEREOMETRIE

Predmet Studia priestorovej geometrie (stereomejgieEuklidovsky priestor ako mnozina
bodov ajeho podmnoziny. NajjednoduchSie podmnoZingstoru su priamky a roviny.
Euklidovsky priestor budeme ozmwa E*. V tejto kapitole vam ponlkame piiaid
zakladnych pojmov, faktov a tvrdeni zo stereomgttieré zohraju dolezita ulohudialSich
kapitolach. Za zname povazujeme zakladné geométnqmkmy ako Usika, polpriamka,
polrovina, vzdialenas dvoch bodov a podobne. Takisto povaZzujeme za znZakéadne
geometrické konstrukcie ako konstrukcia stredukigeosi uhla, osi Us&y a podobne.

V prvej ¢asti tejto kapitoly sa venujeme tomu, ako mézt bgdané priamky a roviny a aka

modze by ich vzajomna poloha. V druhgjasti si zopakujeme pojmy uhol a vzdialetos

zakladnych geometrickych utvarov a v tretagti uvedieme vety o rovnobeznosti a kolmosti
priamok a rovin. Stvrt&ag’ je venovana jednoduchym plocham a telesam.

2.1 Uréenie priamok a rovin a ich vzajomna poloha

Priamka je jednozigae utena dvoma réznymi bodmi. Ak maju priamky spolé dva rézne
body, potom maju spotomé vSetky body, t. j. priamky su totoZné.

Vzajomna poloha dvoch priamok

Priamkya, b sir6znobezné & X b), ak lezia v jednej rovine a maju spéty prave
jeden bod (priesmik).

= Priamkya, b sirovnobezné @ || b), ak lezia v jednej rovine a nemaju spwip bod
(rovnobeZné rbézne priamky) alebo maju spovsetky body (totoZné priamky).
» Priamky simimobezné€ ak nelezia v jednej rovine.
Rovina je jednozna&ne uréena
= troma r6znymi bodmi, ktoré nelezia na jednej prianzk= ABC,

= priamkou a bodom, ktory na nej nelei+ Ab,

= dvoma réznymi rovnobeznymi priamkanai=ab, a || b,
= dvomi r6znobeZznymi priamkamdg = ab, a X b.
Vzajomna poloha dvoch rovin
» Roviny a, 8 st rovnobezné @|| B, ak nemaju spolmy bod (rovnobezné rozne
roviny) alebo maju spotmé vSetky body (totozné roviny= f).

= Roviny a, f su roznobezné @ X ), ak maju spolent prave jednu priamku
(priese&nicu).

Ak maju dve rézne roviny spalny bod, tak maju spotmu prave jednu priamku, ktora tymto
bodom prechadza.
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Konstrukciu priesénice dvoch rovin si budeme ilustravaa H

priklade. S z G
Uloha 2.1.1 Dana je kock?ABCDEFGHa bodM na hrane E & E
AE, roviny a a 8 su utenéa =MFH, f=BGE (Obr. 2.1.1a).
Urcte priesénicu rovina ag. M :
RieSenie: (Obr. 2.1.1b) Priesmicu rovin aaf urcime ,,:- ------- -f--Jc
pomocou dvoch bodov, ktoré patria obidvom rovindneto D
body ziskame ako priesgky roznobeznych priamok A’ B
BEn MF={L}. 7
Hladana priesmica je priamka = KL. H'a K 7 G
Vzajomna poloha priamky a roviny E & ; ‘
» Priamka a a rovina 8 su rovnobezné @ || B, ak '
nemaju spolény bod alebo maju spainé vSetky body L!
danej priamky (priamka lezi v rovirze1 f). ’:f) _______ e
» Priamkaa a rovinag surdoznobezné & X £), ak maju
spolany prave jeden bod (priesgk). A Obr.211b

Ak dva rézne body priamky leZia v rovine, tak waejovine
leZi cela priamka.

Vzajomna poloha priamks a roviny a. Postup:

1. A; A je pomocna rovina, ktora obsahuje priamku Takych rovin je nekokee vea,
vyberieme jednu z nich tak, aby bola r6znobezravimou a.
2. rr=Ana.

3. rn m; mozu nastatri r6zne moznosti: G
a) r n m=g, potonm|| a, .
b) r n m={R}, potomm X a,
c) rn m=m, potomm0 a.
Teraz si ukazeme tento postup na konkrétnom peklad
Uloha 2.1.2 Dan& je kockeABCDEFGH a bodM na hrane C
DH, priamka ma rovina S su utené m=DF, a=ACM,
(Obr. 2.1.2a). Uite priesénik priamkyma rovinya . A B
Obr. 2.1.2a
RieSenie:(Obr. 2.1.2b) Pomocnu rovini= DBF, ktor4 musi
obsahové priamkum volime kolmo na rovinu dolnej podstavy
kocky. Uz z Obr. 2.1.2a vidime, 2@ X a, t.|. zostrojime H G
pries€nik priamky s rovinou. M
Postup: E—~~—m F
1. A, A=DBF, i O
2. r;r=An a=KM, e
a LY
3. R{R}=rnm A e
2 K
B
Obr. 2.1.2b
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Vzajomna poloha troch réznych rovin
Tri r6zne roviny m6zu mav priestore jednu z piatich poldh:

= VSetky tri roviny su navzajom rovnobezné (Obr. 2a). MnoZzina vSetkych navzajom
rovnobeznych rovin sa nazyva osnova rovin.

= Dve roviny sU navzajom rovnobezné atretia je dnidznobezna (Obr. 2.1.3b).
S touto situéciou suvisi veta 2.1.1.

= VSetky tri roviny su navzajom r6znobezné a majul@pual prave jednu priamku
(Obr. 2.1.3c). Mnozinu vSetkych rovin, ktoré magpodlecnu jedinu priamku nazyvame
zvazok rovin a ich spotod priamku nazyvame os zvazku rovin.

= Roviny sa po dvojiciach pretinaju v troch réznychamkach, ktoré sd navzajom
rovnobezné (Obr. 2.1.3d).

= Roviny sa po dvojiciach pretinaju v troch réznychamkach, ktoré sa pretinaju
v jedinom bode (Obr. 2.1.3e, f). Mnozinu vSetkyokin, ktoré maju spotmy jediny
bod nazyvame trs rovin a ich sp@ig bod stred trsu.

Obr.2.1.3a Obr.2.1.3b Obr. 2.1.3c

3‘

Obr. 2.1.3d Obr. 2.1.3e Obr. 2.1.3f

Veta 2.1.1: Pries€nice roviny r6znobeZznej s dvoma rovnobeznymi rovingl navzajom
rovnobezné priamky (Obr. 2.1.3b).

Veta 2.1.2: Priesénice troch rovin, ktoré sa po dvojiciach pretinajiroch réznych
priamkach maju spotmy jediny bod (Obr. 2.1.3e), alebo st v3etky twaégom rovnobezné
(Obr. 2.1.3d).

Obrazok 2.1.3f ilustruje Specialny pripad trochiroxg v, y, ktoré maju spokny jediny bod
O, a ktoré su navzajom kolmé. Prigsiee tychto rovin, priamkyx=7m7n v, y=7mn L4,
z=un v st navzajom kolmé priamky. Utvar zloZzeny z rowirv, 4, priamokx, y, z a bodu
O nazyvame pravouhly suradnicovy trojhran a prosti@om neho definujeme pravouhly
suradnicovy systém.



2.2 Uhly a vzdialenosti

Uhol Tubovdnych utvarov je definovany prostrednictvom uhla avgriamok, preto si

najprv pripomenieme definiciu tohto pojmu.

Uhol priamkyp s rovinoua je definovany ako uhol priamak
g, kde g je pries€nica roviny a s rovinou A, ktora obsahuje

Uhol dvoch priamok

Ro6znobezné priamky zvieraju Styri uhly. Ak su tigtgri uhly zhodné (Obr. 2.2.1a), tak
priamky su navzajom kolmé aich uhol markest 90°. Ak uhly nie si zhodné, tak
priamky zvieraju dva zhodné tupé a dva zhodné asilg (Obr. 2.2.1b), pod uhlom

takychto priamok rozumieme ich ostry uhol .
Verkod uhla rovnobeznych priamok jé.0

Uhol mimobeZnych priamof, q je definovany ako uhol dvoch réznobeZnych priamok
p’, q’, ktoré su s priamkanyp, qrovnobezné. Zwajne salubovd’nym bodom jednej
priamky zostroji priamka rovnobezna s druhou priam{Obr. 2.2.1c).

q
B y ,
9 |
e/ |
5 ;
q i

/}- _______ y
Obr.2.2.1a Obr. 2.2.1b Obr.2.2.1c Obr.2.2.2
Uhol priamky s rovinou
q

priamku p aje kolma na rovinua, x(p, @) =x(p, Q)
(Obr. 2.2.2). Akp || a, tak (p, a) | = C.
Uhol dvoch rovin

Uhol rovina a g je definovany ako uhol priamak g, kdep, q
su priesénice rovin a a B srovinou A, ktora je kolma na

obidve rovinya aj £, aj na ich priesmicur, x(a, B = x(p, Q)
(Obr. 2.2.3). Aka || S, tak [x(a, B) | = C.
Vzdialenog’ bodu od priamky

Vzdialenos boduA od priamkyp je vzdialenog bodov AP, f
kde P je pata kolmice vedenej z bodAna priamkup /

(Obr. 2.2.4). Postup:

Obr. 2.2.3

1. A A0AO0AOp,
2. P{P}=Anp, A&
3. |AP|=|Ap|

Obr.2.2.4
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Vzdialenog’ bodu od roviny

Vzdialenos boduA od roviny a je vzdialenos bodovAP, kde
P je pata kolmice vedenej z boduna rovinua (Obr. 2.2.5).
Postup:

1. kAOkOkOag,
2. P:{P}=kn q,
3. |AP|=|A .

Vzdialeno®’ priamky od roviny

Vzdialenos priamkyp od rovinya je definovana len ag || a
a je to vzdialenasl'ubovd’ného bodu priamkp od rovinya .

Vzdialenog’ dvoch priamok

Q

o—

----0

Obr.2.2.5

Vzdialenos dvoch priamok je definovand len pre rovnobeznéarpky a mimobezné

priamky.

» Vzdialenog dvoch rovnobeznych priamok je vzdialetioBubovd’ného bodu jednej

priamky od druhej priamky.

» Vzdialenog dvoch mimobeZznych priamgk g je vzdialenog bodovA, B, pre ktoré plati
Alp, BOg, ABOpaABLg. PriamkaAB sa nazyva osou mimobeznych priammlq

(Obr. 2.2.6h).

Na Obr. 2.2.6a su zobrazené mimobezné priamky a
bodyQ, R, ktorych vzdialenassa rovna vzdialenosti priamak
g hapriek tomu, Ze priamk& = QR nie je osou tychto
mimobeznych priamok. V praxi zugne nezostrojujeme 0s
mimobezZnych priamok, ale prave taku dvojicu bod&e au
bodyQ, R. Konstrukcia bodo®, R:

1. P; P Oprlubovdny bod ,

q;PO0q 09 [l g,

A A=pq,

Q; QI glubovdny bod,

k,QOkOkOA,

R {R} =k n A,

. |IRQI=1p.ql

Ak chceme zostrafi os mimobeznych priamok pokigeme
v konstrukcii (Obr. 2.2.6b):

No kWD

8. g ROQ"0OQ” || q,

9. A{Al=q np ]

10. kK AOK OK OA,

11. B;{B} =k’ n q,

12. Priamkak” = AB je os mimobeZnych priamog, q a tiez
plati |JAB |=|p, q |-

'c|> \

1 0

N

---o0

\
Il

N,

1
q
“
Q «k
Obr. 2.2.6a
1 a
/q
q"
/{
B k
Q k
Obr. 2.2.6b
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Vzdialenogs’ dvoch rovin

Vzdialenog dvoch rovin je definovana len pre rovnobezné rmpvieko vzdialenas
'ubovd’ného bodu jednej roviny od druhej roviny.

2.3 Rovnobeznog a kolmog’ priamok a rovin

V tejto casti si pripomenieme najdodlezitejSie tvrdenia calyeznosti a kolmosti priamok
a rovin v Euklidovskom priestore.

Kritérium rovnobezZnosti priamky a roviny: Priamka je rovnobeZna s rovinou prave vtedy,
ked’ je rovnobeZzna s nejakou priamkou tejto roviny.

Kritérium rovnobeZnosti dvoch rovin: Dve roviny sU navzajom rovnobezné prave vtedy,
ked” jedna rovina obsahuje dve r6znobezné priamkygldarrovnobezné s druhou rovinou.

DalSie va’ahy rovnobeZnosti priamok a rovin:

= Bodom, ktory nelezi v danej rovine, prechadza pjésiaa rovina rovnobezna s danou
rovinou.

= Ak su dve roviny rovnobezné, tak kazda priamkadngg roviny je rovnobezna
s druhou rovinou.

= AkallbOb]| c, potoma || c(tranzitivnog rovnobeznosti priamok).
= Ak a|| SOA| y potoma || y(tranzitivnog rovnobeZnosti rovin).
= Akal|lbObl| y potomal| y

= Akall BOSI y potoma || y.

Poznamka: AvSak musime kyopatrni, nie kazdy wah, ktory vytvorime tymto sposobom,

je spravny. Uvedieme dva priklady:

1. akall BSOS c, potom nemusi platj Zea || c. Na Obr. 2.3.1a st znazornené priamky
a=EG, c = FH a rovina8= ABC, zrejme platia || S02|| c, ale priamkya, ¢ nie su
navzajom rovnobezneé.

2. ak a|lbOb| y; potom nemusi plati ze a || y» Obr. 2.3.1b zobrazuje situaciu, kde

a=ACF, b = EG a rovinay= ACH. Vidime, Zea || bOb || y; ale rovinya aynie st
navzajom rovnobezneé.

H G H G
a : K b ; B
: y! a b
Do ___JC DL e
s Z
A B A B
Obr.2.3.1a Obr.2.3.1b
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Veta 2.3.1:Ak je priamka rovnhobezna s dvoma r6znobeznyminamwii, tak je rovnobezna aj
s ich priesénicou.

Teraz sa budeme zaobéreolmog’ou. Pripoméme, Ze priamka je kolma na rovinu prave
vtedy, kel je kolma na vSetky priamky tejto roviny, ale vxiraie je mozné ovetikolmog’
na vsetky priamky, preto teraz uvedieme ufitokritéria kolmosti.

Kritérium kolmosti priamky a roviny: Priamka je kolm& narovinu prave vtedydkge
kolma na dve r6znobezné priamky tejto roviny.

Kritérium kolmosti dvoch rovin: Dve roviny su navzajom kolmé prave vtedydkedna
rovina obsahuje priamku kolmu na druhu rovinu.

Uloha 2.3.1 Dana je priamka a rovinaa. Priamkoup ved'te rovinuA tak, aby bola kolma na
rovinu a.

RieSenie: Ak p O a (Obr. 2.3.2a), tak kazda rovina prechadzajuca qoanp je kolma na
rovinu a, vSetky rieSenia tvoria zvazok rovin, ktorého ogopriamkap.

Ak priamkap nie je kolma na rovinu a (Obr. 2.3.2b), tak existuje jedina rovida ktord je
rieSenim ulohy. Rovind je ukena dvojicou réznobeznych priampkq, kde priamkag je
kolmica na rovinux prechadzajuctubovd’nym bodom priamky.

Obr. 2.3.2a Obr. 2.3.2b

DalSie va’ahy kolmosti a rovnobeZnosti priamok a rovin
» Existuje jedina priamka prechadzajuca danym bodoim& na danu rovinu.
» Existuje jedin& rovina prechadzajiuca danym bodomé&ma danu priamku.
= VSetky priamky kolmé na danu rovinu su navzajormaohezné.
= VSetky roviny kolmé na danu priamku sU navzajonmobezné.

= Ak su dve r6znobezné roviny kolmé na ta istu royitak aj ich pries#nica je kolma
na tato rovinu.

Veta 2.3.2:Rovina je kolma k dvom r6znobeznym rovinam préaiezly, kel je kolma na ich
priese&nicu.

2.4 Jednoduché plochy a telesa

V tejto casti uvadzame definicie jednoduchych priamkovyabcipla pojmov, ktoré s tym
suvisia. Zaobera sa budeme len takymi plochami, ktorychéwéci Gtvar je uzavrety
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n-uholnik alebo kruznica, pas Stadia sa stretnete so vSeobecnejSimi definiciam
jednoduchych pléch.

Hranolova plocha a hranol
Dany jen-uholnik ABC... v rovinea a priamkas réznobezna s rovinod.

Hranolova plocha (Obr. 2.4.1a) je mnozina bodov vSetkych priamoknabeznych
s priamkous, ktoré pretinaju obvodh-uholnika ABC.... Ak smer tvoriacich priamok je
kolmy na rovinu utujucehon-uholnika, tak plocha sa nazyva kolma, inak sa veazjkma.
Priamky, ktoré plochu vytvaraja, sa nazyvajariace priamky plochy an-uholnik ABC... sa
nazyvaur¢ujuci n-uholnik plochy. Priamka plochy prechadzajuca vrcholomholnika je
hrana plochy a mnozina vSetkych priamok plochy prechfdzeh stranoun-uholnika tvori
stenuplochy.

Hranolovy priestor je mnozina bodov vSetkych priamok rovnobeznychiangkous, ktoré
pretinajun-uholnik ABC....

Hranol (Obr. 2.4.1b) j&ag’ hranolového priestoru ohra&ena dvoma ré6znymi rovnobeznymi

rovinami a, a’, ktoré su réznobezné so smerom tvoriacich priam@k|| o', az a’, a }f 9).

Prieniky hranolového priestoru s rovinami @ sa nazyvajpodstavy hranola. Vzdialena’s
rovin a, @ je vySka hranola. Kolmy hranol, ktorého podstgagravidelnyn-uholnik, sa
nazyvapravidelny n-boky hranol.

Obr.2.4.1a Obr.2.4.1b

Ihlanova plocha a ihlan
Dany jen-uholnik ABC... v rovinea a bodV, ktory nelezi v roviner.

Ihlanova plocha (Obr. 2.4.2a) je mnoZina bodov vSetkych priama&ré prechadzaju bodom
V a pretinaju obvod-uholnikaABC.... BodV sa nazyvélavny vrchol plochy.

Ihlanovy priestor je mnozina bodov vSetkych priamok, ktoré prechgdzaodom V
a pretinajin-uholnik ABC.....

Ihlan (Obr. 2.4.2b) je¢ag’ ihlanového priestoru ohrafna vrcholonV a rovinou wujuceho
n-uholnikaABC..., ktory nazyvam@odstavaihlana. VzdialenasboduV od roviny podstavy
je vySka ihlana. Ihlan, ktorého podstava je prawgen-uholnik a pata vysky je stredom
podstavy, sa nazyvaravidelny n-boky ihlan.
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Obr.2.4.2a Obr.2.4.2b

Kruznicova valcova plocha a valec
Dany je kruhK s obvodovou kruznicokiv rovine a a priamkas roznobezna s rovinoa.

KruZnicova valcova plocha(Obr. 2.4.3a) je mnozZina bodov vSetkych priamokabeZnych

s priamkous, ktoré pretinaju kruznick. Kruznicuk nazyvameur ¢ujucou kruznicou plochy.
Ak smer tvoriacich priamols je kolmy na rovinu ufujucej kruznice, tak plocha sa nazyva
rotatna (méze vznikniirotaciou), inak sa nazyva Sikma.

KruZnicovy valcovy priestor je mnozZina bodov vSetkych priamok rovnobeZnychiankou
s, ktoré pretinaju krukK.

Valec (Obr. 2.4.3b) jetag’ valcového priestoru ohramna dvomi r6znymi rovnobeznymi
rovinami a, a, ktoré su ré6znobezné so smerom tvoriacich priasoRrieniky valcového
priestoru s rovinamip, @ sa nazyvajjpodstavy valca. Vzdialenasrovin a, a je vysSka

valca.Rota¢ny valecje valec, ktorého tvoriace priamky su kolmé namawpodstavy.

Obr.2.4.3a Obr.2.4.3b

Kruznicova kuzePova plocha a kuzé&
Dany je kruhK s obvodovou kruznicokiv rovine a a priamkas roznobezna s rovinoa.

Kruznicova kuzePova plocha (Obr. 2.4.4a) je mnozina bodov vSetkych priamolqrét
prechadzaju bodor a pretinaju kruznick. Bod V sa nazyva vrchol plochy. Ak spojnica
vrcholuV so stredonS urcujacej kruznice je kolma na rovinudaujucej kruznice, tak plochu
nazyvame rotna kuzé&éova plocha.
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Kruznicovy kuzelovy priestor je mnozina bodov vSetkych priamok, ktoré prechfidza
bodomV a pretinaju krukk.

Kuzel (Obr. 2.4.4b) j&as’ kuzg'oveho priestoru ohratena vrcholonV a rovinou kruhik,
ktory nazyvamepodstavou kuze’a. Vzdialenos vrcholu V od roviny podstavy je vySka
kuze'a. Kuzé, pre ktory plati, Ze spojnica vrchoMiso stredomSpodstavy je kolma na
rovinu podstavy, sa nazyvatacény kuzel’.

Obr. 2.4.4a Obr. 2.4.4b
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Cvicéenia

1. Dana je kockeABCDEFGH Vymenujte vSetky priamky, ktoré H G

prechadzaju vrcholont adals§im vrcholom kocky a su s priamkou : 4

m=BC (Obr. 1): E/ F

a) rovnobezné,

b) réznobezné, m

c) mimobezné. DT [~ /C
A B

2. Dana je kockeABCDEFGH Vymenujte vSetky priamky, ktoré

prechadzaju vrcholonkt adalsim vrcholom kocky a su s rovinou obr.1
a = ACH (Obr. 2): ’ s
a) rovnobezné (oddvodnite pi@), '
b) réznobezné (dte ich priesénik). E F
. a
B
; B
3. Dana je kockaABCDEFGH Dokéazte, Ze rovinya=ACH, A
[B=BEG sl navzajom rovnobezné (Obr. 3). Obr. 2
H G
E F
B
a
D C
4. Dana je kockaABCDEFGH Dokéazte, Ze rovinya = ACH, A' B
L=BDH su navzajom kolmé. (Pomdcka: dokazte, Ze priaARge
kolma na rovinlBDH) (Obr. 4). Obr. 3
H G
E F
B

. R
)__________
7

7

(@)

Obr. 4
5. Dana je kockdBCDEFGH BodM je stred hranfeF. Zostrojte pries#nicu rovina a .
a) a=AFH, 5=CGM,
b) a=ABG, [=DEG.
6. Dana je kock?ABCDEFGH Bod M je stred hranyEF, L je stred hranyGH. Zostrojte
priesé&nik priamkym a rovinya.
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a) a=BEG m=DM,
b) a=ACG m=BL.

7. Dany je pravidelny Stvorboky ihlakBCDVa bodyK, M, L, K je stred hranZV, M je stred
hranyAV, L je stred hranpV. Zostrojte:

a) priese&nicu rovinaap, a=BDV, f=ACL,
b) pries€nik priamkym a rovinyy, m=CM, y= BDK.

8. Dana je kockABCDEFGH | AB| = 5cm. Graficky utte uhol priamkym = HB a roviny a:
a) a=ABC

b) a=BCG,
c) a=DCG.

9. Dana je kockABCDEFGH | AB| = 5cm. Graficky utte uhol roving a 2
a) a=ABC f=BEG
b) a=ACF, 8= ACH,
¢) a=ACF, 8=BEG.

10. Dana je kockABCDEFGH | AB| = 5cm. Graficky utte vzdialenog

a) boduE a rovinya = DBF,
b) boduE a roviny5=DBG,
c) priamkym=HF a rovinys=DBG,
d) rovin=DBGa y=AFH.

11. Dany je pravidelny Stvorboky ihlaxBCDV, | AB| = 5cm a vyska v = 7cm. Bdtl je stred
hranyAV, L je stred hrangV, M je stred hranypV. Graficky ugte uhol priamok:

a) p=AD,q=BL,

b) a=AB, b=KL,

c) ¢c=BC,d=KM,

d) e= AL f=CV.

12. Dany je pravidelny $tvorboky ihlaBCDV, | AB| = 5cm a vy$ka v = 7cm. Bdd je stred
hranyAV, L je stred hrangV, M je stred hranpV, Sje stred podstavy. Graficky tie:

a) uhol priamkyp = SVa rovinya = ACM,
b) uhol roving=BDK, y=BDL,
c) vzdialenos priamkym= AD a rovinyd= BCV.
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3 ROVNOBEZNE PREMIETANIE A PERSPEKTIVNA
AFINITA

Premietanie je zakladny prostriedok na zostrojehieazu priestorového objektu vodgine

zobrazovacich metéd v deskriptivnej geometrii. Retamie je zobrazenie priestofi? do

roviny E%. Premietanie moZe Bystredové alebo rovnobeZné, v tejto publikacii sdeme

zaoberé len rovnobeznym premietanim do roviny, hlavne jedmecialnym pripadom,
kolmym premietanim do roviny.

Perspektivna afinita je zobrazenie, ktoré ma v dgsknej geometrii bohaté vyuzitie, lebo
zjednodusSuje rieSenie mnohych uloh, napr.camé roviny v kolmom premietani alebo
konStrukciu rezov niektorych telies.

Prvé dvecasti tejto kapitoly st venované rovnobeznému preanie, tretiatas’ je venovana
Specialnemu pripadu rovnobezného premietania, kabmgremietaniu. Stvrtéas’ sa zaobera
perspektivnou afinitou a piatags’ afinnymi konstrukciami elipsy.

3.1 RovnobeZné premietanie

Definicia 3.1.1: Nech 77 je Tubovd’na rovina v priestoreE® asje priamka, ktora nie je
rovnobeZna s rovinouzr RovnobeZné premietanie je zobrazenie priesitao roviny 7z

ktoré kazdému bodX O E* priradi bod X; O 77 tak, Ze XX || s. Rovinu 77 nazyvame
priemefia, priamkas uréuje smer premietania a priamigf = XX; nazyvame premietacia
priamka boduX.

Poznamka: Priemety Utvarov oziajeme rovnakym pismenom ako pévodny Gtvargqom
vpravo dole napiSeme vhodny index, v pripade rogaoného premietania do jednej
priemetne je to index ,1“, ak budeme fr@ruhd, resp. tretiu priemat, pouzijeme index ,2",
resp. ,3"“

Rovnobezny priemet bodu

Rovnobezny priemet bodu je vzdy bod, ktory je mdiegk premietacej priamky bodu
a priemetne. Priemet bodu, ktory lezi

v priemetni, je ten isty bod. Na obrazku s

3.1.1 je zobrazeny rovnobezny priemetS
bodov A a B, ktoré leZzia v opaych
polpriestoroch vzFadom na priemétu 7
abodu C, ktory leZi v priemetni.s" je
premietacia priamka boduA as® je
premietacia priamka bodst

Priemet utvaruU je utvar U;, ktory je
mnozinou priemetov vSetkych bodov
atvaru U. Premietacie priamky vSetkych
bodov GtvaruU vytvaraju premietaci Utvar,
U, je prienikom premietacieho Utvaru
a priemetne. Ak utvafU lezi v priemetni,
tak jeho priemet je zhodny s pévodnym Utvarom, t;j= U. NajjednoduchSie geometrické
Gtvary su bod, priamka a rovina.

Obr.3.1.1

43



Rovnobezny priemet priamky
Ak priamkaa nie je rovnobezna so smerom premietania, tak @t@cii Gtvar priamky je

rovina, oznaime ju A* (@OA°0A| s). Priemet priamkyaje priamka a,=A%n 1
(Obr. 3.1.2a). Premietaci Gtvar priamky ktor4 je rovnobeznd so smerom premietania, je
priamkab, preto jej priemetom je jediny bdd=b n 77(Obr. 3.1.2b).

Veta 3.1.1: Rovnobezny priemet priamky je bod, ak je priamkanobezna so smerom
premietania, inak je rovnobezny priemet priamkyika.

Definicia 3.1.2:Stopnik priamky je priegaik priamky s priemeébu.

Stopnik priamkya v priemetnizrozna&ujemeP? Na Obr. 3.1.2a, b su zobrazené stopiiky
aP° priamoka ab. Priamkac rovnobezna s priemeiu stopnik nema, jej rovnobezny priemet

je priamkac; || ¢ (Obr. 3.1.2¢).

Obr. 3.1.2a Obr. 3.1.2b Obr. 3.1.2c
RovnobezZny priemet roviny

Ak rovina a nie je rovnobezna so smerom premietania, tak @taeie priamky vsetkych jej
bodov vyplnia cely priestor, preto priemetom ta&egjoviny je cela priemeés, t.j. oy =77
(Obr. 3.1.3a). Ak roving je rovnobezna so smerom premietania, tak preniiétaar roviny
S je samotnd roving a jej rovnobezny priemet je jedina priamia= £ n 77(Obr. 3.1.3b).

Obr. 3.1.3a Obr. 3.1.3b Obr. 3.1.3c

Veta 3.1.2: Rovnobezny priemet roviny je priamka, ak je rovimanobezni so smerom
premietania, inak je rovnobezny priemet roviny qeié@meta.
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Definicia 3.1.3:Stopa roviny je pries@ica roviny s priemebu.

Stopu rovinya v priemetnizozna@ujemep®. Na Obr. 3.1.3a,b st zobrazené stpfya p*
rovin a a 5. Rovina yrovnobezna s priema&u stopu nema, jej rovnobezny priemet je cela
priemetia )4 = 77(Obr. 3.1.3c).

Pre mnohé konStrukcie v deskriptivnej geometriiddlezité dve sustavy priamok v rovine:
hlavné a spadové priamky.

Definicia 3.1.4:Hlavna priamka roviny je
priamka roviny rovnobeZna s priemet.

Spadova priamka roviny je priamka roviny
kolma na stopu tejto roviny.

Poznamka: Hlavné priamky roviny a
oznaujemeh” a spadové priamkg”. Ak
pracujeme s viacerymi hlavnymi, resp.
spadovymi priamkami jednej roviny
pouzivame ako index bod, ktorym tieto
priamky prechadzaju, t.j. pouzijeme
oznaenie i as’ v pripade, ké& priamky
prechadzaji bodom Al a av ulohe
vystupuje len jedna rovina (Obr. 3.1.4).

Pripomame si tri fakty, ktoré vyplyvaju Obr.3.1.4
priamo zo zakladnych viet zo stereometrie:

» Kazdéa hlavna priamka roviny je rovnobezna so stapeiny.
» Priamka roviny rézna od hlavnej priamky ma svopsiit na stope tejto roviny.

» Kazda spadova priamka je kolma na kazdu hlavnumiiadanej roviny, t.j. hlavné
a spadové priamky tvoria pravouhlitsgriamok v rovine (Obr. 3.1.4).

3.2 Zakladné vlastnosti rovnobezného premietania

V tejto ¢asti uvedieme vlastnosti rovnobezného premietda@é vyplyvaju zo zakladnych
poznatkov planimetrie, stereometrie a z definia@nobezného premietania. ¥alSich
castiach sa budeme na tieto vlastnosti odvalava

V1. Rovnobezné premietanie zachovava incidenciu Gtvadovar U inciduje s GtvaronV,
akU je prvok alebo podmnozird aleboV je prvok alebo podmnozirid. Napriklad:

* bodA inciduje s priamkoa znamena, Z4a [ a,
» bodA inciduje s rovinour znamena, ZzA 0 a,
» priamkaa inciduje s rovinowr znamena, za [ a.

Zachovanie incidencie bodov a priamok znamend aka, tak A, (1 a, (Obr. 3.2.1a).
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V2. RovnobeZzné premietanie zachovava rovnobeZzrmsamok, t.j. aka, b su dve
navzajom rovnobezné priamky v priestore, ktoré sie rovnobeZzné so smerom
premietania, tak ich rovnobezné priemety b, sG navzajom rovnobezné priamky
v priemetni (Obr. 3.2.1b).

Obr. 3.2.1a Obr. 3.2.1b
V3. RovnobeZné premietanie zachovava deliaci pomerbadgriamke. Deliaci pomer je
definovany pre tri kolinearne body (t. . body & na jednej priamke) takto:

Definicia 3.2.1:NechA, B, C su tri kolinearne bodyB # C. Deliaci pomer bodow, B, C je
¢islo (A, B; C) definované takto:

1. akC lezi na Gsgke AB, tak (A B;C)= —g—g
S e
2. akCnelezi na Gske AB, tak (A B;C)= @

Stred Usé&ky mozZzeme charakterizov@rostrednictvom deliaceho pomeru takto:
= bodC je stred Us&ky AB prave vtedy, ké (A, B; C) = -1,
= bodB je stred usg&ky AC prave vtedy, ké& (A, B; C) = 2,

* bodA je stred usiy BC prave vtedy, ké& (A, B; C) =% .

Zachovanie deliaceho pomeru znamendAaR, C su tri body leZiace na priamke, ktora nie
je rovnobezna so smerom premietaniy,aB,, C, su ich rovnobezné priemety (Obr. 3.2.1c) ,

(AB;C)=(A,B;C,)

tak plati:

Obr. 3.2.1c Obr. 3.2.1d
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V4. Ak utvar U lezi v rovine rovnobeznej s priemet, tak jeho rovnobezny priemet je
GtvarU; zhodny s pévodnym atvarom (Obr. 3.2.1d).

Zaujimava je otazkaj rovnobezné premietanie zachovavzkd useky alebo uhol dvoch
priamok. Vo vSeobecnosti sa tieto vlastnosti neaaétaju, ale v Specialnom pripade, ak
Usetka , resp. dvojica priamok leZia v rovine rovnotepriematou sa dka Useky aj
uhol dvoch priamok zachovaju (vyplyva z vlastngt).

3.3 Kolmé (pravouhlé) premietanie

Teraz sa budeme zaobérd&pecialnym pripadom rovnobezného premietania, faom
premietanim, ktoré je z&kladny prostriedok Monggpvejekcie.

Definicia 3.3.1:Kolmé premietanie je také rovnobezné premietakt@eho smer je kolmy
na priemaiu.

Kolmé premietanie je jednozérze ukené priemeatou. Pre kolmy priemet bodov, priamok
a rovin platia vSetky vety &sti 3.1, rovnako aj vlastnosti V1 az Véasti 3.2.

Zviet 3.1.1 a 3.1.2 vyplyva:

» Kolmy priemet priamky je bod, ak je priamka kolma priemetu, inak je kolmy
priemet priamky priamka.

= Kolmy priemet roviny je priamka, ak je rovina kolma@ priemetu, inak je kolmy
priemet roviny cela priemga.

Kolmé premietanie mé& vlastnosti, ktoré neplatiagikené premietanie:
V5. Pre dzku kolmého priemetu Ggky plati:
|ABy| =|Ag [cosg,
kde AB; je kolmy priemet us&ky AB a ¢ je uhol priamky AB a priemetnerr
(Obr. 3.3.1). izka priemetu Usky je najv&sia, akAB || 77t.j. ¢ =0, vtedy cog =1 a

plati:
|AB] = |AB,

Vo vSetkych ostatnych pripadoch je kolmy priemetkg kratSi ako pévodna Ude.

Poznamka:V premietani, ktoré nie je kolmé sa moze’ st priemet usky je dlhsi ako
pdvodna Uskka.

a

$
1A
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V6. Veta o kolmom priemete pravého uhla Kolmym priemetom pravého uhla je pravy
uhol prave vtedy, k& jedno rameno uhla je rovnobezné s prigioeta druhé nie je na
priemetiu kolmé (Obr. 3.3.2).

Poznamka: Hlavna a spadova priamka roviny, ktora nie je kolmaapriematu, je priklad
dvojice priamok, ktoré dpaju podmienky vety o kolmom priemete pravého uliavna
priamka je rovnobezna s priemeti, spadova priamka nie je kolma na priamagpreto ich
kolmé priemety su navzajom kolmé priamky.

3.4 Perspektivna afinita

Uvedieme definicie dvoch typov perspektivnej afinktoré spolu vBmi Uzko suvisia. Jeden
typ je zobrazenim z jednej roviny do druhej rovidgyhy typ je rovinné zobrazenie.

Perspektivna afinita roviny a na rovinu

Definicia 3.4.1: Nech a, @ suU dve rézne roviny sje priamka, ktord nie je rovnobezna
s rovinoua ani s rovinouda’. Perspektivna afinita roving na rovinua' je zobrazenie, ktoré

kazdému bodX O a priradi bodX™ O a tak, ZeXX" || s. Body roviny a nazyvame vzory,
body rovinya” nazyvame obrazy a priamkwmnazyvame smer afinity (Obr. 3.4.1a).

Ak a || a, perspektivna afinita je posunutim roviaydo roviny a’. Pre nas bude dolezity
pripad, k& a, ad su dve rbznobezné roviny a ~

vdalsom texte sa budeme zaoleren tymto :°
pripadom. Priesmicu rovin @ a @ nazyvame 0s="
perspektivnej afinity a oztimjemeo. Pre kazdy bod
YOo platiY =Y, t.j. bodY sa zobrazi sdm do seba*
(Obr. 3.4.1a). Body s touto vlastmos nazyvame
samodruzné. Priamku, ktorej kazdy bod je:
samodruzny, nazyvame bodovo samodruzné priamka,
Os afinityo je jedina bodovo samodruzna priamka.

Poznamka: Samodruzné body budeme oZzonet’

¢islami, napr. 1=7 2=2", .. . Priamky |
XBX' | AA”|| BB | ...|| sbudeme oznmva’ s, & Obr. 3.4.1a
S ,... .

Perspektivna afinita v rovine

Definicia 3.4.2:(Obr. 3.4.1b) Perspektivna afinita v rovipge zobrazenie, ktoré kazdému
bodu X O p priradi bod X" O p tak, Ze su splnené
nasledujuce podmienky:

1. Zobrazenie zachovava kolinearitu bodov, t. ]|,
zobrazuje priamky do priamok.

2. VS8etky dvojice bodovX, X" leZia na navzajom
rovnobeznych priamkacisrher afinity).

3. Zobrazenie ma jednu bodovo samodruznu
priamku s afinity).

Perspektivnu afinitu nazyvame kolma, ak je jej smer

kolmy na os afinity. Specialny pripad, kolma Obr. 3.4.1b
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perspektivna afinita s osoo je osova sumernés ak pre kazdy bodX O p plati:
|X, 0l =|X, 0l abody X, X neleZiace na osi afinity leZia v amgch polrovinach
s hranénou priamkolo.

Suvislog’ typov perspektivnej afinity
Rovnobezny priemet perspektivnej afinity rovioyna rovinua” v smeret do roviny p je
perspektivna afinita v roving, ak sa Ziadna z rovi@, @ nepremieta do roviny ako

priamka. Os a smer povodnej afinity sa premietnwsia smeru afinity v roving. Ak smer
premietanid je zhodny so smerom afinigy tak dostaneme identitu v rovipe

Perspektivna afinita roving na rovinud je zaloZzen& na rovnobeZnom premietani, preto ma
niektoré vlastnosti rovnobeZzného premietania, tidastnosti sa rovnobeznym premietanim
zachovaju.

Vlastnosti perspektivnej afinity roviny a na rovinu @ aj perspektivnej afinity v rovine

= zachovava incidenciu utvarov, Specialne zachovaeidénciu bodov a priamok: ak
AOa, takA" O a’,

= zachovava rovnobeznopriamok: aka || b, taka” || b,
» zachovava deliaci pomer bodov na priamkeAaB, C su tri body leZiace na priamke,
B #zCaA’, B’, C" suich obrazy, tak plati:
(A B;C)=(A,B;C).
Priamo z vlastnosti perspektivnej afinity vyplyva:

» stred Us&ky sa v perspektivnej afinite zobrazi do stredwapbriseky,
= Stvorec, obifnik alebo rovnobeznik sa v perspektivnej afinitebrazi do
rovnobeznika,
= stredovo sumerny Utvar sa v perspektivnej afinttbrazi do stredovo sumerného
Gtvaru.
Perspektivna afinita v rovine je jednoZna utenad osouw a dvojicou afinne zdruzenych
bodov (vzor, obraz). (ZWajne ju takto zadavame.) KonStrukcie obrazov bogwigmok
a jednoduchych geometrickych Utvarov si ukaZzemgrikdadoch.

Uloha 3.4.1: Perspektivna afinita v rovine je dana osmua dvojicou A, A). V tejto
perspektivnej afinite zostrojte obraz bdgluak

a) BOAA’ (Obr. 3.4.2a),

b) B OAA" (Obr. 3.4.3a).

RieSenie:a) (Obr. 3.4.2b)

Vyuzijeme vSetky vlastnosti perspektivnej afinitgefinicie 3.4.2. Postup:
1. % &= AA" (" je smer afinity),

s s $OBOS,

a; a=AB,

1;{1}=an o(1=1 je samodruzny bod priamy,

asa =T1TA,

B:{B}=sna.

o gk~ WD
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Obr.3.4.2a Obr. 3.4.2b
b) (Obr. 3.4.3b)

Ak by sme chceli postupovaovnako ako v pripade a) a pouzili by sme priamakuAB,
narazime na problém, pretode= a=s"=s®. V&imnite si, Ze priamka je samodruzna, ale
ide o iny typ samodruznej priamky ako je @sbody priamkya nie si samodruzné (okrem
pries€nika s osou), priamkanie je bodovo samodruzna.

Pri rieSeni tlohy vyuZijeme jednu z vlastnosti pekdivnej afinity v rovine, a to zachovanie
rovnobeznosti priamok. Postup:

1. m; AOm, je vhodné vybra priamku m tak, aby bol dostupny jej samodruzny bod
{1}=mno,1=1,

2. m;BOnOn| m,

3. 2;{2}=nno2=2,

4. m;m-m (m=1A"),

5. n;n-n"(n||m0O20n"),
. B;{B}=5nn.

[o2]

oA

A!
Obr.3.4.3a

Obr. 3.4.3b
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Uloha 3.4.2: Perspektivna afinita v rovine je dana osmua dvojicou A, A). V tejto
perspektivnej afinite zostrojte obraz priammyak

a) priamkamje r6znobezna s osauObr. 3.4.4a),

b) priamkam je rovnobezna s osa(Obr. 3.4.5a).

RieSenie:

Obrazoml'ubovd’nej priamky v perspektivnej afinite je priamka. @bmpriamky je ufeny
obrazom dvoch réznych bodov priamky. Ak priamka j@erovnobezna s osou afinity a je

dostupny jej priesmik s osou afinity (samodruzny bod priamky), takvyazijeme. Priamka
rovnobeZna s osou afinity sa zobrazi do priamkyobeznej s osou afinity.

a) (Obr. 3.4.4b) Priamkm zobrazime pomocotubovd’ného boduB a samodruzného bodu
{1}=mn o. Postup:

1. B; B O mrlubovdny bod,

2. B"; B - B" (pozri tlohu 3.4.1a),

3. 1;{1}=mno(1=1 je samodruzny bod priamky),

4. m=1B".

Obr. 3.4.4a Obr. 3.4.4b
b) (Obr. 3.4.5b) Priamke sa zobrazi do priamky rovnobeZnej s osou afil8tgi zobraz’
jeden jej bod.

e>

Obr. 3.4.5a Obr. 3.4.5b
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1. B; BO mTlubovdny bod,

2. B’; B » B" (pozri tlohu 3.4.1a),
3. m;B Om Om’ || o.

Uloha 3.4.3: Perspektivna afinita v rovine je dand osmua dvojicou §, SJ. V tejto
perspektivnej afinite zostrojte obraz pravidelnéhaholnikaABCDEF (Obr. 3.4.6a).

RieSenie: (Obr. 3.4.6b) Obrazom pravidelného 6-uholnikeBCDEF je 6-uholnik
A'B'C’'DE’F’, ktory uz nie je pravidelny, lebdiky Gseiek a uhly priamok sa v afinite vo
vSeobecnosti nezachovavaju, ale z vlastnosti peiispej afinity vyplyva, Ze stredS
6-uholnikaABCDEF sa zobrazuje do stredti 6-uholnikaA’"B"C’D E"F a proti’ahlé strany
6-uholnika a uhloprigka medzi nimi st navzajom rovnobezné.

Postupne sme zobrazili jednotlivé vrcholy 6-uhadnircom sme vyu?zili:

a) PriamkyEF, AD, BC su navzajom rovnobeZzné, preto aj ich obrgzly’, A'D", B'C” su
navzajom rovnobezné priamky.

b) Priamky spdjajuce bod a jeho obraz su rovnobeziséngoom afinitySS.

Samodruzny bod 4 =4", v ktorom sa musia prétipagamky AB aA'B” sme pouzili na

kontrolu presnosti rysovania.

[ 2

F!
Obr. 3.4.6a Obr. 3.4.6b
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Uloha 3.4.4: Perspektivna afinita v rovine je dana osmua dvojicou A, A). V tejto
perspektivnej afinite zostrojte obraz Utvaru, ktgrgyobrazeny na obr. 3.4.7a.

Riesenie:(Obr. 3.4.7b) Utvar na Obr. 3.4.7a je zlozenydnfuchsich Gtvarov, ozéiane B,
C, D, E, F body utvaru, ktoré ho tmju. Body Utvaru leZiace na osi afinity su samodguz
Pri rieSeni udlohy je mozné
postupovéd réznymi sposobmi.
Jednou z moznosti je vyuZitie
systému priamok kolmych na
os afinity. Najprv zostrojime
obraz jednej takejto priamky:

1. a Al0alalo
2. 1;{1}=ano,1=1
3. aa =TIA".

A

MM‘A’

Obr.3.4.7a

Postupne sme zobrazili jednotlivé body a strangtitypréom sme vyuZili:

a) Obrazy priamok kolmych na os afinity st priamkymofezné s priamkoai .
b) Obrazy priamok rovnobeznych s osou afinity su pkamovnobezné s osou afinity.
c) Priamky spajajuce bod a jeho obraz su rovnobezisénsoom afinityAA".

a
A
C D
E
3=3 1=1
Obr. 3.4.7b
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3.5 Obraz kruznice v perspektivnej afinite

V tejto casti zostrojime obraz kruznice v perspektivnejitdia uvedieme konstrukcie bodov
elipsy a jej dotynic, prcom vyuZzijeme vlastnosti perspektivnej afinity.

Veta 3.5.1:0braz kruznice v perspektivnej afinite je elipkba kruznica.

Pozndmka: Ak je afinita zhodnas alebo osova sumernystak obrazom kruznice v tejto
afinite je kruznica.

Definicia 3.5.1:Priemer elipsy je Use€ka, ktora obsahuje stred elipsy a jej krajné badyal
na elipse.

Veta 3.5.2: Nech sa kruznic& zobrazi v perspektivnej afinite do elipky Obraz stredu
kruznicek je stred elipsy', obraz priemeru kruznideje priemer elipsy’, obraz dotgnice
kruznicek je dotynica elipsyk'.

Definicia 3.5.2: Dva priemeryKL, MN elipsy sa nazyvajazdruzené priemery elipsy ak
dotycnice elipsy v krajnych bodoch jedného priemeru @énobezné s druhym priemerom
(Obr. 3.5.1a).

@]

tC

D tP

0

wn

tB

Obr.3.5.1a Obr. 3.5.1b

Poznamka: NechA, B, C, D su vrcholy elipsy (Obr. 3.5.1b). Prieme&B, CD su zdruzené
priemery elipsy, su to jediné zdruZzené priemenyssij ktoré st navzajom kolmé.

V perspektivnej afinite sa zachovava incidenciartv a rovhobezndsriamok, ale
nezachovavaju sa uhly medzi priamkami, preto plati:

Veta 3.5.3: Nech sa kruznicek zobrazi v perspektivnej afinite do elipgy. Obrazy
Iubovd’nych dvoch navzajom kolmych priemerov kruznkcgl zdruzené priemery elipky

Uloha 3.5.1: Dana je kruznicek(S; r) a perspektivna afinita s osaua dvojicou R, R)
(Obr. 3.5.2a). Zostrojte obraz kruznice danej afinite.

RieSenie:
Obraz kruznic&k v danej afinite je elipsk. Kazdy priemer kruznick sa zobrazi do priemeru
elipsy k'. V afinite sa nezachovava uhol medzi priamkankzed’'ubovd’né dva navzajom

kolmé priemenKL, MN kruznicek sa nemusia zobrazdo kolmych priemerov elipsl/, ale
zobrazia sa do zdruzenych priemekols', M'N' elipsyk' (veta 3.5.3).

Postup (Obr. 3.5.2b):

1.V afinite zobrazime stre8 kruznicek, ktory sa zobrazi do stre@ielipsyk'.
2. Zvolime sifubovd’né dva navzéjom kolmé priemefy. 0 MN kruZznicek.
3.V afinite zobrazime priememgL aMN.
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4. Zostrojime dotynice kruznicek v bodochK, L, M aN. Tieto doty¥nice sa zobrazia do
dotynic elipsyk' v bodochK', L', M' aN'. V afinite sa zachovava rovnobeztiggiamok

a preto ak® || MN, takt® || M'N". Analogicky zobrazime ostatné démyce.
5. Elipsak’ je ukené zdruzenymi priemerrii'L', M'N'.

Obr.3.5.2a tv Obr. 3.5.2b

Pozndmka: Ak nie su poZiadavky na prestiaysovania vEké, elipsuk' nartneme tak, aby
prechadzala bodnK', L', M', N' a dotykala sa zostrojenych détyc v tychto bodoch. Na
presnejSiu konStrukciu elipsy, ktord jecemd zdruzenymi priemermi, mdézeme paGuZi
Rytzovu konStrukciu, prigkova konstrukciu, alebo konsStrukciu 8 bodov a 8ydoic elipsy.
Uvedieme ich WalSejcasti tejto kapitoly.

Definicia 3.5.3:Dve navzajom kolmé osnovy priamok, ktorych obraperspektivnej afinite
sU navzajom kolmé osnovy priamok, sa nazyWdgvné smerytejto afinity .

Poznamka: Osnova priamok je mnozina vSetkych navzajom roedofich priamok.
Poznamka: Nech je perspektivna afinitatend osow a dvojicou R, R)).

- Ak je afinita kolma a nie je to osova sumenf)ydak do hlavnych smerov patria priandky

aRR! To znamena, Ze iba také navzajom kolmé priamKyg, kdep || 0 aq || RR} sa
zobrazia do navzajom kolmych priampk q' (pozri tlohu 3.5.3).

— Ak je afinita osova sumernfistak do hlavnych smerov patri nekéne véa priamok,
t.j. v osovej sumernosti sa kazdé dve navzdjorm&opriamky zobrazia do navzajom
kolmych priamok.

- Ak afinita nie je kolm4, tak existuje jedna dvojinavzajom kolmych osnov priamok,
ktora sa zobrazi do navzdjom kolmych osnov priamidéch priamkyp, g patria do
hlavnych smerov afinity a prechadzdjiubovd’nym bodomR (Obr. 3.5.3). Nech body

1a2 st samodruzné body tychto priamok. Plagi(1R2)| =| x(1R2)| = 9C, t. j.
priamky IR a R su navzgjom kolmé a priamkyRla ZR' si navzdjom kolmé. To
znamend, 7e bodR, R' leZia na kruZnicin, ktorej stredO leZi na osio a na osio™"
use&ky RR. Kruznican pretina oso v bodoch 1 a?2. Je to Talesova kruznica nad
priemerom 12. Pozri aj ulohu 3.5.2.
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Obr.3.5.3

Uloha 3.5.2: Dana je kruznicek(S r) a perspektivna afinita s osaua dvojicou § S)
(Obr. 3.5.4a). Zostrojte obraz kruznikev danej afinite. N4jdite také dva navzajom kolmé
priemery kruznice, ktoré sa zobrazia do kolmychuzdnych priemerov elipsy, t. j. do hlavnej
a ved'ajSej osi elipsy.

RieSenie:
Hradame dva navzgjom kolmé priemek, CD kruZnicek, ktoré sa zobrazia do kolmych

zdruzenych priemero'B’, C'D’ elipsyk'. PriemeryAB, CD patria do hlavnych smerov danej
afinity (pozri Obr. 3.5.3).

Postup (Obr. 3.5.4b):

1. Zostrojime 0®°° Gise&ky SS!

2.0:0n 0°°={0}.

3.n:n(O; r =| 0 =|0SY).

4.1,22nno0={1,2}. Plati: 1 =1',2 = 2".

5.A, B, C,D: 1Sn k={A, B}, 2Sn k = {C, D}. Plati: AB CD.
6.V afinite zobrazime prieme&B aCD. Plati:A'B' 1 C'D'.

7.Elipsa k' je ukena vrcholmiA', B, C' a D'. Vo vrcholoch elipsy mézeme zostroji
oskul&né kruznice (pozri tlohu 1.1.2).

Obr. 3.5.4a Obr. 3.5.4b
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Uloha 3.5.3:Dana je kruznic&(S; r) a kolma perspektivna afinita s osma dvojicou R, R)
(Obr. 3.5.5a). Zostrojte obraz kruznice danej afinite.

RieSenie:

Dana kolma afinita nie je ani zhodioani osova sumerntspreto obraz kruznic& je
elipsak'. Existuje jedna dvojica navzajom kolmych priemeAss, CD kruznicek, ktora sa
zobrazi do navzajom kolmych priemer&\B', C'D' elipsyk’, t. j. do osi elipsk'. Ked’Zze dana
afinita je kolm4, tak jedenradany priemer kruznick je rovnobezny s osou afinity a druhy
priemer je kolmy na os afinity.

Postup (Obr. 3.5.5b):
1.V afinite zobrazime stre8kruznicek, ktory sa zobrazi do stre@ielipsyk'.

2. Zobrazime priemer kruznidsB || o. Plati:AB || o = A'B' || o.
3. Zobrazime priemer kruzni¢eD [0 o. Plati:CD 0 o= C'D' 0 o.

4. Elipsak' je ukena hlavnymi vrcholmA', B' a vedajSimi vrcholmiC', D'. Vo vrcholoch
elipsy mbZzeme zostrajioskul&né kruznice (pozri tlohu 1.1.2).

R
M

R'® Obr. 35.5a R* Obr. 3.5.5b

V d’alSej ¢asti uvedieme nieko konstrukcii elipsy a jej dotpic. Pri rieSeni Gloh
budeme pouzivaafinitu medzi kruznicou a elipsou. Vhodne zvoliaimitu tak, aby sa elipsa
zobrazila do kruZnice. To mézeme utbliacerymi spésobmi, pfdom za os afinity mézeme
zvolit Tubovd’nu priamku roviny elipsy, napr. priemer elipsy,baledotynicu elipsy. Ak os
afinity zvolime vhodne, rieSenie uloh sd'we zjednodusi.

Dve najjednoduchSie afinity, ktoré zobrazia elisso stredons a vrcholmiA, B, C,
D do kruZnicek' su:

1. k - K(Sr =ISAl). Afinita je ukena osow = AB a dvojicou C, C'), kde {C} = SCn k.
Je to kolma afinita (pozri Obr. 3.5.6a).

2. k - K(S r =|Sdl). Afinita je utené osow = CD a dvojicou A, A"), kde {A} = SAn k.
Je to kolma afinita (pozri Obr. 3.5.6b).
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C' o— os afinity

k,',/’ BRISY
k€
A=A"\ S=S /B=B
\\\\ D ,’//
SN
Dl
Obr. 3.5.6a Obr. 3.5.6b

Trojuholnikovéa (zastavkova) bodova konstrukcia eligy:

Uloha 3.5.4: Dané st vrcholyA, B, C aD elipsy (Obr. 3.5.7b). Zostrojte niekka bodov
elipsy.

RieSenie:

Pri rieSeni ulohy vyuzijeme kolmu afinitu medzipslouk a kruznicowk’, Obr. 3.5.6a. Elipsk
so stredomS sa zobrazi do kruznick'(S r =| SAl). Tato afinita je ufena osouo = AB
a dvojicou C, C", kde {C'} = SCn k'. Na Obr. 3.5.7a skubovd’ny bodM elipsyk zobrazi
do boduM' kruznicek'. Nech Mg} = MM' n o, a je dZka hlavnej polosi & je dzka
ved’ajSej polosi elipsyk. Pre deliace pomery bodov plativ,(M'; Mg) = (C, C'; S =Db/a.
Vyplyva to z podobnosti trojuholnikoMMpl, CSL a trojuholnikovM'Mpl, C'SL. Zostrojime
kruznicu k'(Sr=ISCl) abod M"}=SM'nk" Platii M",M;9=(C,C:9, teda
(M",M"; § = (M, M'; Mo). Posledna rovndsplati prave vtedy, k& M"M || SMy. Z toho
vyplyva tzv. trojuholnikova bodova konstrukcia slyp

D'
Obr. 3.5.7a

Postup(Obr. 3.5.7¢):

1.k: k(S r=ISA).

2.k k(S r=|scl).
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3.p: SO p, inak je priamka l'ubovd’na.
4.M:pnk={M}.
M":pnk'"={M"}.
5.9:M' 0Oq Oq || SC
g:M"Oqg"'0q" || SA
6.M:q' n gq"={M}, M je bod elipsy.
7. Podobne zostrojiméalSie body elipsk.

C
[ ]
_ R 0]
A S B :
[ )
D
NN S
D'
Obr. 3.5.7b Obr. 3.5.7¢c

Poznamka: Ak je elipsa utena vrcholmi, tak trojuholnikovid konstrukciu mézepwuzi’ na
zostrojenie bodov elipsy a spolu s oskalgmi kruznicami vo vrcholoch elipsy nakrasli
elipsu presnejSie.

Uloha 3.5.5:Dana je elipsa. Bo8 je stred elipsy, bodf, B, C aD su vrcholy elipsyM je
bod elipsy (Obr. 3.5.8a). Zostrojte 6-uholMWNOPQRso stredonS, ktory je vpisany do
elipsy a jeho profahlé strany su navzajom rovnobezné.

RieSenie:
Vpisa’ pozadovany 6-uholnik do kruznice je jednoduchdallale to pravidelny 6-uholnik.
Preto elipswk afinitou zobrazime do kruznidé. Zvolime napr. kolmu afinitu z Obr. 3.5.6a.

Bod M Ok sa zobrazi do bodi' O k'. Do kruznicek' vpiSeme pravidelny 6-uholnik
M'N'O'P'Q'R'a jeho vrcholy afinitou zobrazime na elipsu

Postup (Obr. 3.5.8b):

1. Zvolime afinitu, ktora zobrazi elipgudo kruznicek': k — K'(S r =| SAl).
Afinita je urcena osow =AB, C — C', kde {C} = SCn k' a bodyC, C' leZia v tej istej
polrovine vzitadom na 0s.

2.V afinite zobrazime bot - M'. Plati:MM' || CC'OM' O k.

3. Do kruznicek' vpiSeme pravidelny 6-uholnM'N'O'P'Q'R.

4.V afinite zobrazime bolN' — N. Plati:NN'|| CC'ON O k.

5. Podobne zobrazime ostatné vrcholy 6-uholnika.
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Obr. 3.5.8a Obr.3.5.8b

Uloha 3.5.6: Dané su vrcholyA, B, C aD elipsy a bodRUCD (Obr. 3.5.9a). Zostrojte
dotycnice elipsy prechadzajuce boddr Ulohu vyrieSte pomocou afinity medzi elipsou
a kruznicou.

RieSenie:
Ak bod R je vnutorny bod us&y CD, tak Uloha nema rieSenie. Ak je b®&ltotozny

s bodomC aleboD, tak Gloha méa jedno rieSenie a dotigat” || AB. Ak bod R je vonkajsi
bod Uséky CD, tak uloha ma 2 rieSeniég je poda Obr. 3.5.9a nas pripad.

Elipsuk afinitou zobrazime do kruzni¢e Zvolime kolmu afinitu z Obr. 3.5.6b s osou
0=CD. Bod ROCD je samodruzny bod, t. R=R". Zostrojime dotynice kruznicek'
z boduR =R' a ich dotykové body. Dotpice kruznicek' aj s dotykovymi bodmi afinitou
zobrazime do dotyic elipsyk.

Postup (Obr. 3.5.9b):

1. Zvolime afinitu, ktora zobrazi elipgudo kruznicek': k — K'(S r =1sd).
Afinita je urtena osow =CD, A - A', kde {A} = SAn k' a bodyA, A' leZia v tej istej
polrovine vzitadom na 0s.

2.R"R=R.

3. Zostrojime dotynicet', %' kruZnicek' z boduR = R":

O: O je stred Us&y SR!
n: n(O; r =| 0S| =| ORY).
T 2T nn k' = {*T', ?T. Body 'T", ?T" sl dotykové body dotyic kruZnicek'.
v =R
2.2 = TR,

4.V afinite zobrazime dotykové body', °T"
LT AT LT

5. Zostrojime dotynice™, % elipsyk z boduR:
't 1t="TR
4 ="TR
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0- os afinity

R

[ ]
C

[ ]

A s B

[ ]

D
Obr.3.5.9a Obr. 3.5.9b

Poznamka: Na Obr. 3.5.9b je elipdanarysovana len pre lepSiu nazomosa konstrukciu
dotycnic aich dotykovych bodov nie je potrebna. Toutmndtrukciou mdzeme presne
zostroji’ obrysové Uskky a ich dotykové body pri zobrazeni riného kuzéa (pozri dlohy
4.11.3a4.12.1).

Rozdielova (pruzkovd) konstrukcia elipsy:

Uloha 3.5.7: Dané su hlavné vrcholp, B elipsy k a jej bodM (Obr. 3.5.10b). Zostrojte
ved’ajSie vrcholy elipsyk.

RieSenie(Obr. 3.5.10a):

RieSenie ulohy vyplyva z trojuholnikovej konStrukcelipsy k (Uloha 3.5.4). Zostrojime
kruznicek'(S r = SAl = a), k"(Sr = SCl =b) a trojuholnikovou konstrukciou bal O k,
kde M'Ok', M"Ok". Ak bodom M zostrojime priamkug || M'M" a ozn&me body
qn CD={1} a qn AB={2}, tak z rovnobezniko\SM'ML aSM"M2 vyplyva: | M1| =a,
[M2] =bh.

~——— o --"

D'
Obr. 3.5.10a
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Postup (Obr. 3.5.10c):

1.%0: %0 je os Us&ky AB.
2.SABn%={S.

3.n:n(M;r =|SA =a).

4.1:nn %0 ={1}.

5.2:M1n AB={2}.

6./M2| =b.

7.C,D:{C,D} D% 0l scl =|sDl =h.

Obr. 3.5.10b Obr. 3.5.10c

Poznamka: Nech a je dzka hlavnej polosi elipsk, b je dzka vedajSej polosi elipsyk,
IM1| =a alM2| =b. Ak sa Useka M1 s vnGtornym bodom 2 pohybuje tak, e sa bod
pohybuje po priamk€D a bod 2 po priamk&B, tak sa bodvl pohybuje po elips&. Preto
tato konstrukciu nazyvame ,pruzkova”“ bodova kontia elipsy, t. j. mdZeme ju vykotia
pomocou pruzku papiera s vyzeaymi bodmi 1, 2M.

Rytzova konsStrukcia osi elipsy:

Uloha 3.5.8: Dané su zdruzené priemel§t, MN elipsy (Obr. 3.5.11b). Zostrojte vrcholy
elipsy.
RieSenie(Obr. 3.5.11a):

Pri rieSeni ulohy vyuzZijeme kolmu afinitu, ktoralbzazi elipsuk so stredont do kruznice
k(S r=|SA). Afinita je ugena osouo=AB a dvojicou C,C), kde {C'}= SCn k.
LCubovd’né dva navzajom kolmé priemefL', M'N' kruZnicek' sa v tejto afinite zobrazia do
zdruzenych priemeroKL, MN elipsyk. Na Obr. 3.5.11a sme ich zostrojili trojuholnikavo
konStrukciou (pozri Ulohu 3.5.4). Najdemetal medzi zdruZzenymi priemernL, MN
elipsyk a osamiAB, CD elipsyk.

Trojuholnik K'KK" otatime okolo bodus o 9C. BodK' sa ot@i do boduN', bodK"
do boduN" a bodK do boduK,. KedZe trojuholnikyK'KK", N"NN' su zhodné, tak,N"NN’
je obdZnik so stredon®. PriamkaNK, pretina osi elipsi v bodoch 1 a 2. Plati:

[ INI =[ SN[ =b =] 2K,],
| 1Kol =[SNT| =a=[2N],
kde a je dzka hlavnej polosi elipsyk, b je dzka vedajSej polosi elipsyk. Navy3e

| 10| =120] al x(12)| = 90, t. j. bodO je stred kruZnica s priemerom 12, ktora inciduje
s bodomS,
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Obr.3.5.11a

Postup(Obr. 3.5.11c):
1. K,: bodK otagime okolo bodis o 9¢ do boduK,.
2.0: O je stred usiky KgN.
3.n:n(O; r = 09)).
4.1,2:nn KN ={1, 2}.
5.%0:'0=1S
0:%0=25
Hlavna os elipsk leZi vzdy v ostrom uhle danych zdruzenych priem&b, MN elipsyk.
6./1N| =b,[2N| =a.

7.A,B: {A B} Do 0|SA =|SB| =a
C,D:{C,D} 0% 0|Sc| =|sD| =b.

Obr.3.5.11b Obr.3.5.11c

Poznamka: Na presnejSie nakreslenie eligsyn6zeme v jej bodocK, L, M, N aA, B, C, D
zostrojt’ dotyénice, pripadne oskutaé kruznice vo vrcholoch elipsky

63



Prie¢kova bodova konstrukcia elipsy:

Uloha 3.5.9:Dané su zdruzené priemefy, MN elipsy (Obr. 3.5.12c). Zostrojtag’ elipsy
medzi bodmM alL.

RieSenie:

Uvedieme bodovu konstrukciu kruznikg ktord sa zachovalwbovdnej afinite, t. j. bude
platnd aj pre konStrukciu bodov elipky Konstrukcia bude zaloZzena na delenickgea na
rovnobeznosti priamok. V afinite sa zachovava iaoma Utvarov, deliaci pomer bodov na
priamke aj rovnobeznégpriamok.

NechK'L', M'N' su dva navzajom kolmé priemery kruznicea bodP' je prieseénik
doty¢nic kruznicek' v bodochM' alL', Obr. 3.5.12a. Ozgéme 'ubovd’ny vnutorny bod

priemeru M'N' ako bod 1' a zostrojime bod 2M'P' tak, aby 1'2|| S'P. Pravouhlé
trojuholniky 1S'K' a 2P'L' s zhodné. NavysSe ich dve dvojice stran su nawzdjolmé:
K'S'OL'P' aS1'00P2'. Ztoho vyplyva, Ze aj tretia dvojica str&l' aL'2' su navzajom
kolmé priamky. Pre ich prieseik, bod {T} = K'1' n L'2' teda plati{ x(K'T'L)| = 9C°. To
znamena, Ze bodl" je bod kruznick'. Z uvedenej konStrukcie tiez vyplyva, Ze
(S, M7 1) = P, M'; 2), co mdzeme vyuZipri konstrukcii viacerych bodov elipsy

Nech bod 3' je vrchol obEhika 1S'L3', Obr. 3.5.12b. Body.' aT' sU sumerne
zdruzené pokh priamkyS3' (leboK'l' || S3'= S3'OT'L', | S'LY| =|S'T| a bodyL', T' leZia

v opasnych polrovinach vzPadom na priamkis3'). Pretol x(S'T3")| =] x(S'L3)| = 90,
t. j. priamkaTl'3' je dot¥nica kruznicek' v bodeT".

] P' MI ‘2l P'
tM. .,.-'\“ tM.
——';’f’t}\
= -\ 3"
Ll " Ll tT
tt th
NI Nl
Obr. 3.5.12a Obr. 3.5.12b

Postup (Obr. 3.5.12d):

1. Zostrojime dotynice t¥ a t- elipsy k v krajnych bodochM al zdruZenych priemerov
KL, MN.

2.P:tMnt-={P}.

3. PolpriemerSM rozdelime na zhodnéasti, ich pdet zavisi od poziadaviek na prestios
rysovania. Ak chceme zostrbjnapr. 4 body elipsy, tak polpriem&M rozdelime na
5 ¢asti. Deliace body ozneme 1, 2, 3 a 4.

4. Useku PM rozdelime na *zhgdnésti, ich pdet je rovnaky ako pri deleni (dg SM
Deliace body oznidgme 1, 2, 3 a 4 (poradie pozri na Obr. 3.5.12d).

5. Zostrojime bodyr™, T2, T, T elipsyk:
K1n L1 ={TY,
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K2 n L2 ={T%,
K3 n L3 ={T3,
K4n L4 ={T%.

Obr.3.5.12c Obr. 3.5.12d

Este zostrojime do#picu elipsyk v jednom bode, v bodE, Obr. 3.5.12e.
1.X:XOLPO2X || KL.
2. Doty¢nica elipsyk v bodeT? je priamkaXT?.

Obr. 3.5.12e

Poznamka: Priekkova bodova konstrukcia elipsy sa pouziva hlavnedyt kel
nepotrebujeme nakresicell elipsu, ale iba obluk elipsy.

Konstrukcia 8 bodov a 8 dotgnic elipsy:

Uloha 3.5.10:Dané st zdruzené priemey, MN elipsy (Obr. 3.5.13b). Zostrojte 8 bodov
a 8 dotynic elipsy.

RieSenie(Obr. 3.5.13a):

Najprv zostrojime 8 bodov a8 dohjic kruznicek' a vyjadrime ich vlastnosti, ktoré sa
zachovaju Wubovdnej afinite, t. j. konStrukcia bude platn& aj poelp a dotygnice elipsyk.
Nech K'L', M'N' si dva navzajom kolmé priemery kruznig& Zostrojime dot§nice
kruznicek' v tychto bodoch a ich priesgiky ozn&ime 1', 2', 3' a 4'. 1'2'3'4' je Stvorec opisany
kruznici k'. Body kruznicek' na priamkach 1'3" a 2'4' ozmae O', P', Q" aR/, je to druha
dvojica navzdjom kolmych priemerov kruznidée Zostrojime dotynice kruznicek' aj

v tychto bodoch aich priesaiky ozn&ime 5', 6', 7' a 8'. 5'6'7'8' je druhy Stvorec apys
kruznicik'. Nech £ = OP'n N'3" a {X} = O'P'n S'L. Z pravouhlého trojuholnik&'X'O'
vyplyva  cos §(X'S'0)) = cos (48) =|S'X]| :/S'O| =v2:2.  Potom  plati  aj
|s'X| ;s =INZ'| :IN'3'| =+2: 2. Kvéli preliadnosti rysovania zostrojime trojuholnik
N'Z'3, zhodny s trojuholnikon®'X'O; ktory tiez ma uvedené pomeryzdk stran. Navyse
plati:| S'X| =| X'5'.
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Obr. 3.5.13a
Postup (Obr. 3.5.13c):

1. Zostrojime dotynice elipsyk v krajnych bodoch zdruZenych priemer&L, MN. Ich
pries€niky ozn&ime 1, 2, 3 a 4. 1234 je rovnobeznik opisany ekpse

2. Zostrojime bodZ O N3, pricom|N2Z| :[N3| =+/2: 2. Bod 3 otéime okolo bodN o 45
do bodu 3. Z bodu 3 zostrojime kolmicu na priamkN3 a ich priesénik ozn&ime Z.

3. Na priamkach 13 a 24 zostrojime bddyP, Q aR elipsyk:
O,P.00130P0240Z0OOPIOP || MN.
QR QU130RI240PQ| KL || OR

4. PriemeryOQ, PR su zdruZzené priemery elip&y Zostrojime dot§nice elipsyk v krajnych
bodoch zdruzenych priemer@Q, PR Ich prieséniky ozn&ime 5, 6, 7 a 8. 5678 je druhy
rovnobeZznik opisany elipge

5. Dotyenice elipsyk v bodochO, P, Q aR mbzZzeme zostrgjiaj inym spdsobom:

X: SLn OP ={X},

5:50KL OX je stred Us&ky S5,

6: P5 n MN = {6},

7:Q6 n KL ={7},

8:R7 n MN = {8} = O5 n MN.

PriamkyO5, P5, Q6 aR7 su dotynice elipsyk v bodochO, P, Q aR.

Obr. 3.5.13b Obr. 3.5.13c
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Cvicéenia

1. Perspektivna afinita v rovine je dana osm@a dvojicou A, A). V tejto perspektivnej
afinite zostrojte obraz bodsi (Obr. 1a, b, c).

A,
A’ W A

Aé

Obr. 1a Obr. 1b Obr. 1c
2. Perspektivna afinita v rovine je dana osma dvojicou A, A). V tejto perspektivnej
afinite zostrojte obraz priamky (Obr. 2a, b, c).

A A. [ ] A
0 0 A\ y O
g [ ]
::_: Ar
’A, A®
Obr. 2a Obr. 2b Obr. 2¢

3. Perspektivna afinita v rovine je dana osma dvojicou A, A). V tejto perspektivnej
afinite zostrojte obraz Stvor@eBCD (Obr. 3a, b, c).

C B
A
D —sA ;. D
A
.AI "A' C
Obr. 3a Obr. 3b Obr. 3c
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4. Perspektivna afinita v rovine je dana osma dvojicou A, A). V tejto perspektivnej
afinite zostrojte obraz trojuholniké_M (Obr. 4a, b, c).

o

M

Obr. 4a Obr. 4b Obr. 4c
5. Perspektivna afinita v rovine je dand osma dvojicou §, SJ. V tejto perspektivnej
afinite zostrojte obraz pravidelného 6-uholnABCDEF (Obr. 5a, b, c). Na Obr. 5a plati
|S ol >|S, 0l anaobr.5bplatis ol <|S,ol.

IDS,

Obr. 5a "S’ Obr. 5b Obr. 5¢

6. Perspektivna afinita v rovine je dana osoa dvojicou §, S). Zostrojte obraz kruznick
v tejto perspektivnej afinite (Obr. 6a, b, c).

K k
S
[ ]
4o
I (0]
® §
S!
Obr. 6a Obr. 6b Obr. 6¢C
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4 MONGEOVA PROJEKCIA 1. ¢ast’

Jeden z cibov deskriptivne] geometrie je zobrazenie priestgcbvobjektov do roviny a to
tak, aby obraz objektu bolo mozné zostrgomerne jednoducho, aby bol ndzorny a aby bolo
mozné z obrazu pévodny objekt zrekonStruoveri

Stadiu na Stavebnej fakulte a Fakulte architektt

v Bratislave budete ntia mozZzno$ spozné viacero
zobrazovacich metéd. V tejto kapitole sa budel

zaoberé metodou zaloZzenou na dvoch kolmyc -
premietaniach, ktord sa nazyva Mongeova projek
pod’a vyznamnéeho francuzskeho geomet
a matematika Gasparda Monge (1746 az 181
Gaspard Monge je povazovany za zaklagate
deskriptivnej geometrie, zaviedol pouzite dvo¢ .
premietani do dvoch zdruzenych priemetnip § '
umoznilo rie& ulohy o vékosti, tvare avzajomnej
polohe priestorovych objektov.

V Gvodnych ¢astiach tejto kapitoly budeme charakterizby@aojem Mongeova projekcia
a ukazeme, ako sa zostroji obraz zakladnych gemkgth Gtvarov v Mongeovej projekcii.
Dalej sa budeme zaobérpolohovymi a metrickymi Glohami a ¥l pozornog budeme
venova zobrazeniu rovinnych Gtvarov a telies. V posledéegti ukazeme pouzitie tretej
priemetne pri rieSeni uloh.

4.1 Obraz bodu v Mongeovej projekcii

ZjednoduSene mdzeme povédde Mongeova projekcia je dvojica kolmych premmétdo
dvoch navzgjom kolmych priemetni. Rovnobezné premie nie je bijektivne zobrazenie,
a teda z jedného priemetu bodu nie je mozi& yeho polohu v priestore, preto je potrebné
zada dophujucu informaciu o bode. Ak touto informaciou budialSi kolmy priemet bodu
do priemetne kolmej na prvu priemet tak dostaneme Mongeovu projekciu.

Charakteristika Mongeovej projekcie: prvu priefnetvolime vo vodorovnej polohe,
nazyvame jupbdorysia a ozn&ujeme ju 7z druhd priemeiu volime v zvislej polohe,
nazyvame junarysiia a oznaujeme ju v, /7 0 v. Priesénicu rovin 7 a v nazyvame
zakladnica alebo o.

Nech X O E*. Zostrojime dva kolmé priemety bod(y prvy priemet je kolmy priemet do
pddorysne, ozriédme hoX;, druhy priemet je kolmy priemet do narysne, Gom& hoX,, tym
sme dostali usporiadant dvojicu bodX¥;, X;], X; O 7z X, O v. Za nakresu budeme
povazovd rovinu v (narysiu). PriemetyX,;, X, zdruzime tak, Ze prvu prientet otacime do
druhej priemetne okolo osi (Obr. 4.1.1a), toto otenie nazyvamedruzenie priemetni
Bod X, O /7 sa zdruzenim priemetni @éfodo bodu v narysni, ktory opaozna&ime X,.
Vysledkom je usporiadana dvojica bod@X;, X;] v narysni, prkom plati XX, O0x. Ku
kazdému bodu v priestore vieme jednaareapriradi’ usporiadanu dvojicu bodov v narysni.

A naopak, ak mame usporiadanu dvojicu bofy X;] v narysni, pre ktoru platk;X, [ x,
vieme Kk nej jednozrime priradi’ bodX v priestore.
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Usporiadana dvojica boddw;, X;] v narysni, pre ktoru platk;X, (0 x je obrazom bodX
v Mongeovej projekcii, hovorime tiez, Zze bod§, X, su zdruzené priemety bodu X.
SpojnicuX; X, nazyvameordinala boduX.

Obr. 4.1.1b predstavuje obraz badliy Mongeovej projekcii. Pre priemety osplati: x; = x,,
budeme pouzitaozna&eniex; .

..... >

LN |

}T_‘\ N x 3\ X1.2

: \:'X]_ i JT i

;< ..... ;

S X

Obr.4.1.1a Obr. 4.1.1b

77— pbdorys#a (prva priemeia) X; — podorys (prvy priemet) bodG
V—narysia (druha priemés) X, — narys (druhy priemet) bodu
X — zékladnica, o% %, — podorys aj narys 0%j

X1 X; O %y, — ordinéla bodX
¥, X 01 0's O 77— prva (pddorysne) premietacia priamka b&du
?g* X 0% 0% O v— druha (narysne) premietacia priamka bdu

Definicia 4.1.1: Nech 77a v st dve kolmé roviny v priestorE®>. Mongeova projekcia je
vzajomne jednozrmé zobrazenie bodov priestofif na usporiadané dvojice zdruZenych
priemetov bodov v narysni.

Sdradnice bodu

Na ugenie polohy bodu v priestore pouzivame suradnigigiavu. Suradnicové roviny v,
M sU ukené takto: 7 — poddorysa, v — narysa, 4, pOmra ulvy, rovinu 4 nazyvame
bokorysia alebo tretia hlavna prientiet Priesénik suradnicovych rovi©® = 7n vn u je
z&iatok suradnicovej sustavy, priésgce suUradnicovych rovink=mn v, y=7mn U,
Z=vn i su suradnicové osi. Budeme pouZivaravot@iva suradnicovd sustavu, t.|.
suradnicové osi su orientované tak ako to moZzeuwtiet\ima Obr. 4.1.2a.

Kazdému bodw O E° vieme priradi okrem podorysi,; a narysuh, aj treti prieme#, je to
kolmy priemet boduA do bokorysne, nazyvame ho bokorys bodu Priamka s
(A 03" 03%" 0) je tretia (bokorysne) premietacia priamka badu

Pre bodA, ktory nelezi v Ziadnej suradnicovej rovirjgozri Obr. 4.1.2a), tvoria body
AAJOAAAAA; vrcholy kvadra, ktorynazyvame suradnicovy kvader bodu Pre siradnice
boduA plati:
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[x"[=|Aud =|AA|=[0A)|

v =|Av|=|AA|=|AA|=[0A|

[2=|Ani=|AA =[AA[=[0A|
Saradnice boduA OE® st orientované vzdialenosti bodd od stradnicovych rovin.
Obr. 4.1.2b vyjadruje situaciu z priestorového O#rl.2a po zdruzeni prvej a druhej

priemetne. Prva a druhl priemetzdruzime tak, Ze kladna poloy splynie so zapornou
polosou -z. Suradnice zdruZenych priemetov bagaA[X*; v, AJfX"; ZY.

M+Z
[ +Z,=-y4
A
’ ___________
: f
! ZA<
: XA
4+X 121 01,2 'Xl,%
! yA
Ay
v +y1='22
Obr.4.1.2b

Kvadranty

Pbédorysia a narysa delia priestor na dasti, ktoré volame kvadranty. Kvadrant§isiujeme
tak ako je to znadzornené na Obr. 4.1.3, t. j. &drant jecad’ priestoru nad pédorysu a pred
narysiou, kde y > 0 a z > 0. Ostatné kvadranty su charakivané:

[I. kvadrant — nad pddorjisu a za narysou,

+z
y<0az>0, " >
[ll. kvadrant — pod podory®u a za narysu, e DYTEEE RN
< <
y<0az<O, x ‘o l.
IV. kvadrant — pod podory®u a pred narymu, * : ,
y>0az<DO. Il \jy i Y/
V.
Obr.4.1.3
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Uloha 4.1.1:BodyA, B, C, D, E, F st dané suradnican-4; 2; 3], B[4; -3; 1],C[-2; -1; -3],
D[1; 3; -3],E[-3; 0; 1], F[3; 2; 0]. Zostrojte ich obrazy v Mongeovej projakc

RieSenie:(Obr. 4.1.4a)

Obrazom boduA v Mongeovej projekcii je usporiadana dvojica zdmych priemetov
(A1, A), zdruzené priemety boddimaju suradnicéy[-4; 3] aA;[-4; 5].

Uloha 4.1.2: Uréte v ktorom kvadrante alebo v ktorej priemetni éebbdyA, B, C, D, E, F

Z Ulohy 4.1.1.

RieSenie:

Zmeny jednotlivych suradnic predstavuju zmeny pplobdu v priestore, je dolezité vedisi
predstaw, ¢o znamend zmena konkrétnej sdradnice. Zmena Xx-sueadnice bodu
predstavuje pohyb v smergaxva-doprava alebo ofi@e a pretak-ova suradnica bodu nie je
dolezita pre ufenie kvadrantu. Zmengovej slradnice predstavuje pohyb v smere zozadu-
dopredu alebo opae, body s kladnoy-ovou suradnicou sa nachadzaju pred nfyst. .

v . alebo IV. kvadrante a body so zaporneavou suradnicou sa nachadzaju za néoys
t.j. v Il. alebo Ill. kvadrante. A nakoniec zmemravej suradnice predstavuje pohyb v smere
zdola-nahor alebo opae, body s kladnoszovou suradnicou sa nachadzaju nad podmnys
t.j. vI. alebo Il. kvadrante a body so zapornpovou suradnicou sa nhachadzaju pod
pbédorysiou, t.j. v lll. alebo IV. kvadrante. Z tychto uvahObr. 4.1.4b uz vyplyva rieSenie
prikladu 4.1.2 pre bodg, B, C, D: bodAje z I. kvadrantuB je z Il. kvadrantuC je z .
kvadrantu,D je z IV. kvadrantu. BodyE, F su Specidlne tym, Ze leZia na hranici dvoch
kvadrantov a teda priamo v niektorej priemetni. BoléZi v narysni & v pédorysni. VSetky
body, ktoré lezia v narysni, maju pddorys na zakiad a vSetky body, ktoré lezia
v podorysni, maju narys na zakladnici. Takéto bbdgu zohravé kI'dicovu rolu vdalSich
Gvahéach.

Z

o
ey
w

*------9

Bi-. "B N2t C, »

(93]
N
O
Q]
*--o[T
N

~
oL
N
=
5N

4 X2 X 4 .FZ 2 1 \Oi2 i--2

F

> - ——d e __e P>

Il ¢
T
-

A
>

Tle------9¢
-

Obr. 4.1.4a Obr. 4.1.4b
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4.2 Bokorysia

Bokorysia je dolezity nastroj, ktory vyuzivame napriklag@dg, ke’ nam pddorys a narys
nest&ia na rychlu identifikaciu objektu. Prikladom sicka a trojboky hranol zobrazené na
Obr. 4.2.1a a 4.2.2a. P6édorysy aj narysy obidvebes su zhodné Stvorce, az padokorysu
(Stvorec alebo trojuholnik) je mozné teleso idéifat’. Obr. 4.2.1b a 4.2.2b predstavuju
trojicu zdruzenych priemetov tychto telies po z@miz priemetni. Konstrukcii trojice
zdruZenych priemetov bodov, resp. telies je venavatocas’.

AZ
Ay
A A
X‘ O
A Y
Obr.4.2.1a
AtZ
Ay
A3 A
X Q
A; <
Obr. 4.2.2a

A 4
| ! 1 1
1 ! 1 1
! ! 1 1
| ! 1 1
1 ! 1 1
| ! 1 1
1 ! 1 1
! ! 1 1
| ! 1 1
1 ! 1 1
| ! 1 1
1 ! 1 1

X1,2, : Oy ! ' Ys

1 1 1
: 1 1 1
h | 1 1
h | i 1
1 1 , !
1 1 , !
1 1 /z
I 1 -
Ay Y1
Obr.4.2.1b
A

1

1

1

1

1

1

1

1
1 1 \ \
1 1 | |
1 1 | |
1 1 | |
1 1 ' '
1 1 \ \
1 1 | |
1 1 | |
1 1 | |
1 1 | |
1 1 | |
1 1 | |

X1,2, | O ! ' Y3
1 [} T T
1 1 1 1
1 1 II 1
1 1 1
1 1 4 !
1 1 J !
1 1 ,

1 1 _7
Ay Y1

Obr.4.2.2b
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ZdruzZenie bokorysne s narysiou

Bokorysiu zdruzime s naryisu ot@enim bokorysne do narysne okolo asiZdruzenie
priemetni a konstrukcia bokorysu bodusu zobrazené na obrazku 4.2.3a. SpojAiga [1z

je ordindla boduA spajajica narys s bokorysom| &, z| =|y*|. Na konstrukciu tretieho
priemetu bodu zwajne pouzZivame postup znazorneny na Obr. 4.2.3bk kel kruZnicovy
obltk so stredor®, , a polomerom r £y*|.

AZ
A 223_/12
N A N
A 3 A A
B R SR S fezzzaaa ©
A A3 yA

U
XA XA
2( J/—M O _ 4X1'2 /_/; Ol 2 yf
: yA i A /
/A H | 4 g
6/ 1 ; ___________ -7k
Al T Al
N\ y IR
Obr. 4.2.3a Obr. 4.2.3b

V nasledujucich prikladoch zobrazime jednoduchéstel(pozri kap. 2.4) v Mongeovej
projekcii. Zostrojime tri zdruzené priemety hranallalana, valca a kuZa a s podstavou
v podorysni alebo v narysni. Cmm tychto prikladov je rychle intuitivhe pochopeprcipu
Mongeovej projekcie.

Uloha 4.2.1: Zobrazte kolmy 4-boky hranoRBCDEFGH s vySkouv a obdZnikovou
podstavolABCDvV podorysni.

RieSenie:(Obr. 4.2.4)

Podstava hranola, ofimhik ABCD sa v pddoryse zobrazi v skétom tvare, v naryse ako
Usetka na osk a v bokoryse ako U&ka na osy. PretoZze zobrazujeme kolmy hranol, pédorys
celého hranola je olfithik A;B,C,D,, narysy tvoriacich priamok st kolmé naoa bokorysy
na osy. VySka hranola sa premietne v skirtej vekosti v naryse aj v bokoryse:
V= |AE| = |A2E2| = |A3E3|

Uloha 4.2.2: Zobrazte pravidelny 4-boky ihlaABCDV s vy3kouv a Stvorcovou podstavou
ABCDV nérysni.

RieSenie:(Obr. 4.2.5)

Podstava ihlana, StvorédCD sa v naryse zobrazi v skatmm tvare, v pédoryse ako @ka
na osix a v bokoryse ako U&ka na osiz. SpojnicaSV stredu StvorcaABCD s vrcholom
ihlanu je kolmé& na rovinu podstavy, t.3V0O v, pretoV, =S, Vrchol V je pred narysou,
preto b&né hrany ihlanvAvV, BV, CV, DV suU v naryse vidité. Narys ihlana je Stvorec
A:B,C;D, s uhlopriékami, pddorys a bokorys je trojuholnik. VySka sarpieta v skuténej
velkosti v podoryse aj v bokoryse= [SV = |S V4| = |SV3.
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Z
E, H, F, G, 23 H; E; G Fa

X2 |A2 'Dy B, |Cy O, |Ds A !Cs Bs Vs Xiz|

e - ==

Bi=F1 Vi Obr.4.2.4 Obr.4.2.5
Uloha 4.2.3:Zobrazte rotény valec s vySkow a kruhovou podstava(S,; r) v narysni.

RieSenie: (Obr. 4.2.6) Podstava valca, krief5, r) sa v naryse zobrazi v skatmm tvare,
v pddoryse ako Ugka dzky 2r na osix a v bokoryse ako Ggka dZky 2r na osiz. Rotany
valec m& spojnicu stredov oboch pods&% kolmu na roviny podstav, t. 5S 00 v, preto
S =S%. Narys valca je krutk(S; r), pédorys aj bokorys je obithik s rozmermi2r av.
VySka valca sa premieta vskutej vdkosti vpddoryse aj v bokoryse:
V=[SS[ =155 = [SS7|.

Uloha 4.2.4:Zobrazte rotény kuze' s vySkow a kruhovou podstava(S, r) v pddorysni.

RieSenie:(Obr. 4.2.7) Podstava kuze kruhk(S, r) sa v pédoyse zobrazi v skatom tvare,

v naryse ako Uska dZky 2r na osix a v bokoryse ako G&ka dzky 2r na osiy. Rota&ny
kuzd’ ma spojnicuSV stredu podstavy s vrcholom kolmu na rovinu podstavj. SVO 77
pretoV; =S,. Pédorys kuZ&a je kruhky(S;; r), narys aj bokorys je rovhoramenny trojuholnik
so zakladou?2r avySkouv. VySka kuz#a sa premieta v skutoej vdkosti v naryse aj
v bokorysev =[S = |SV,| = |SV4].

___________________________

\_¥3

5, Vi Obr.4.2.6

Obr.4.2.7
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4.3 Obraz priamky v Mongeovej projekcii

Pri zobrazovani priamky v Mongeovej projekcii vyjehne to,co vieme o priemete priamky
v kolmom premietani. Pripomime si, Ze kolmym priemetom priamky je priamka albbd.

Nech a je T'ubovd’na priamka. Zostrojime kolmé priemety priamkydo poédorysne aj
narysne, tym ziskame usporiadanu dvojiay a,] priemetov,a; je pédorys (prvy priemet)
aa, je narys (druhy priemet) priamky Tato usporiadana dvojida,;, a,] je obraz priamkya

v Mongeovej projekcii alebo tiez hovorime, ag a, su zdruzené priemety priamky.
Dvojica [a;, a;] mb6ze predstavovadvojicu priamok, jednu dvojnasobna priamku, alebo
priamku a bod.

Definicia 4.3.1: Priesénik priamky s pédory®u nazyvame podorysny stopnik priamky.
Pries€nik priamky s naryigou nazyvame narysny stopnik priamky.

Poznamka: Pédorysny stopnik priamkg oznaujeme P? a narysny stopnil®. Ozna&enie
P,* (P, ) znamena prvy (druhy) priemet pddorysného stappiiamkya, N, (N,? ) znamena
prvy (druhy) priemet narysného stopnika priamky Paiet stopnikov suvisi s polohou
priamky vzifadom na priemetne, ak je priamka s niektorou prigowe rovnobezna, tak
prislusny stopnik neexistuje (Obr. 4.3.3a, b — @8.6a, b).

7

Obr. 4.3.1a Obr. 4.3.1b

Na ilustr&nom Obr. 4.3.1a je zobrazena prianmkas/o vSeobecnej polohe viddom na
priemetne, na Obr. 4.3.1b je jej obraz v Mongegwajjekcii. Z Obr. 4.3.1a, b vyplyva
konStrukcia priemetov stopnikov priaméy

1. Priemety poédorysného stopnika:
{ P} =a, n x.,aP,®0a, aP,? lezi na ordinale bodi®.
2. Priemety narysného stopnika:
{ N*} =a; n x,aN, 0 a, aN,® lezi na ordinale bodh®.
Bod na priamke
Z vlastnosti V1 rovnobeZzného premietania (Kapit®2) vyplyva:
Ak A0 a, takA; Oa, aA; da, (Obr. 4.3.1a, b).

Uloha 4.3.1: Dané su zdruzené priemety boddy B (Obr. 4.3.2a). Zobrazte zdruzené
priemety priamkym = AB a zostrojte jej stopniky.
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RieSenie:(Obr. 4.3.2b)

1. Zdruzené priemety priamky su utené zdruZzenymi priemetmi boddy B: m, = AB,,
m, = Asz.

2. Priemety podorysného stopnika:
{ P,"} =m, n Xo { P} O my aPy" lezi na ordinale bodB™.
3. Priemety narysného stopnika:

{N™} =my N Xua { N,"} O m, aN," leZi na ordinale bodh™,

X
N,

e

&
A

N’
Obr. 4.3.2a Obr. 4.3.2b

Priamka v Specialnej polohe

Na Obr. 4.3.3a — 4.3.6a su zobrazené priamky vilpgch polohach vZladom na priemetne
ana Obr. 4.3.3b — 4.3.6b su tieto priamky zobré&zemMongeovej projekcii. VSimnite si
stopniky priamola, b, ¢, d, e.

all v b|| m cll x ddv,e0rmr
V¢ Vid,=N¢ %
> o s
NI T | NITTTTTONd .
/ L X ‘Il‘ : ll\ X : . X
N a, | E NG : \\l i
R i AN\
Obr. 4.3.3a Obr. 4.3.4a Obr. 4.3.5a Obr. 4.3.6a
&,
Il N'S b2 I ) °d. =N¢ |&
1 " 2T
Pz:‘ P . iNlb %12 y K :\ L X1z
! a g !
R’ " g q e =R
1
Obr. 4.3.3b Obr. 4.3.4b Obr. 4.3.5b Obr. 4.3.6b

Priamka je svojimi zdruZzenymi priemetmi jedno&ma utena, okrem jediného pripadu, ak je
priamka kolma na zakladnicu a pritom nie je kolm@ aa jednu priemétu. V tomto
Specialnom pripade priamka lezi v rovidekolmej na zé&kladnicu (Obr. 4.3.7a), vSetky
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priamky leZiace v tejto rovine, ktoré nie m,
su kolmé ani na jednu prientiet sa po |
zdruzeni priemetni zobrazia do jeding]
priamky kolmej na o0sx;, pricom p)
podorys priamky je zhodny sjej
narysom (Obr. 4.3.7b). Priemety takejto X
priamky musia by dougené priemetmi
dvoch réznych bodov. Ulohy tykajlce

sa takychto priamok rieSime pomocou T P™
bokorysne. UkaZzeme si to na priklade. my

Uloha 4.3.2: Dané su zdruZené priemety Obr. 4.3.7a Obr. 4.3.7b
priamkym = AB, m [0 x (Obr. 4.3.8a). Zostrojte jej stopniky.

RieSenie:(Obr. 4.3.8b)

Vhodne zvolime polohu bokorysne (t.j. zobrazime bodD a sdradnicové osy a 2),
zostrojime tretie priemetds, B;bodovA, B (pod’a konStrukcie uvedenej na Obr. 4.2.3). Treti
priemet priamkym je ms = AsBs. V trefom priemete zostrojime bokorysy stopnikov

{P"} =msn ys, { Ng"} =m0 2,
a odvodime ich pédorysy a narysy.

N™ m=m,

m=m,
[~
B,
X2 [\ X1z ]
C Al C
B:
T
Obr. 4.3.8a Obr. 4.3.8b

4.4 Obraz roviny v Mongeovej projekcii

Kolmy priemet roviny méze hypriamka alebo cela prieniet Nech rovinax ma vSeobecnu
polohu, t.j. a nie je kolma na Ziadnu prientiet ani rovnobezna s niektorou prienifi.
Pddorys rovinya je cela pddoryiga a narys roviny je celd narysa. Priemet roviny preto
uréujeme pomocou dvojice Specialnych priamok rovingmpcou stép roviny.

Definicia 4.4.1: Pries€nicu roviny s podorygou nazyvame pddorysna stopa roviny.
Priesg€nicu roviny s naryisou nazyvame narysna stopa roviny.
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Poznamka: Podorysnu stopu roving oznaujemep” a narysnua stopn®. Oznaeniep,” (p.“)
znamena prvy (druhy) priemet pédorysnej stopy npuin n,” (n,%) znamenda prvy (druhy)
priemet narysnej stopy roviny.

Na ilustr&nom Obr. 4.4.1a je zobrazena rovimavo vSeobecnej polohe viddom na
priemetne a na védjSom Obr. 4.4.1b je tato rovina zobrazena v Momggprojekcii. Stopy
roviny, ak existujd, sa pretinaju na z&kladniciodeX alebo su so z&kladnicou rovnobezné
(Obr. 4.4.7a, b). Ak je rovina rovnobezna s niettopriemetiou, tak prislusna stopu nema
(Obr. 4.4.8a, b, Obr. 4.4.9a, b).

Na jednozn&né ugenie priemetu roviny st& p,“, n,”, pre zvy3né priemety stop roviny vzdy
plati p,”= % = x5, preto toto ozngenie budeme Walsich obrazkoch vynechava

a a

Obr. 4.4.1b
Priamka v rovine

Veta 4.4.1: Ak priamka leZi vrovine, tak svoje stopniky ma si@pach tejto roviny,
podorysny stopnik na poédorysnej stope a narysnyn&ysnej stope, t.j akl a, tak
P*0p?ON*0On? (Obr. 4.4.1a, b).

Uloha 4.4.1: Dana je rovinax svojimi stopami a pddorya, priamky a, ktora lezi v roviner
(Obr. 4.4.2a). Zostrojte narys priaméy

RieSenie:(Obr. 4.4.2b)

1. Zostrojime pddorysy stopnikov priamky{ P,*} =a, n p,“, { N,*} =a; n X
2. Narysy stopnikov leZia na ordinalach a plBSf: 0 x; , aN,2 (On,”.

3. Narys priamkya: a,= P,°N,".

a

n,

X1,2

P
Tl

Obr. 4.4.2a Obr. 4.4.2b
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Bod v rovine

Bod lezi v rovine prave vtedy, ak lezi na nejakeampke tejto roviny. To vyuZivame pri
uréeni bodu vrovine. Ak chceme zwblibod vrovine a, mdéZzeme zvoti len jeden
Z priemetov, zvysny priemet musime zosttofi to pomocou vhodnej priamky roviny
prechadzajucej tymto bodom.

Uloha 4.4.2: Dana je rovinaa svojimi stopami a pédory8, bodu A, ktory lezi v rovinea
(Obr. 4.4.3a). Zostrojte narys boAu

RieSenie: (Obr. 4.4.3b) Zostrojime priamko, ktora lezi v rovinea a prechadza bodoiA.
Takych priamok je nekokee véa, zvolime si td, ktorA ma obidva stopniky dostupaé
nékresni.

Postup:

1. Pd&dorys priamky: by; A; O by.

2. Priemety stopnikov priamKy. P.”, P,>, N;°, N,°.
3. Narys priamkyb: b,= P,’N,”.
4

A, O b,aA lezi na ordinale bodA.

Ay

P.

Obr. 4.4.3a Obr.4.4.3b

Uloha 4.4.3: Zostrojte stopy rovinya = ABC. Body A, B, C st dané svojimi zdruzenymi
priemetmi (Obr. 4.4.4a).

RieSenie:(Obr. 4.4.4b)

Vidime, Ze bodyA, B, C nelezia na jednej priamke, a preto jednémeautuju rovinu a.
RieSenie bude zaloZené na tom istdiickvom fakte ako v predchadzajucich dlohach, t. j. ak
priamka lezi v rovine, tak svoje stopniky ma ngpéti tejto roviny. Kazdu stopu dime
dvomi stopnikmi, pédorysni dvoma podorysnymi a s@ifly dvoma narysnymi stopnikmi
dvoch priamok z rovinya. Ak je niektory stopnik nedostupny, vyuzijeme fak¢ stopy sa
pretinaju na zakladnici v bodg ,. Body A, B, C ndm priamo utuju tri priamky, pri rieSeni
nasho prikladu sme pouzili priamky= AB ab = AC.

Postup:

1. Poda ulohy 4.3.1 zostrojime priemety stopnikov priaraki.?, P,%, N.%, N,2.
2. Podobne zostrojime priemety stopnikov priarbk.”, P,%, N;°, N,°.

3. p"=P2P° n = NN,
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Obr. 4.4.4b

Obr. 4.4.4a

Rovina v Specialnej polohe
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Yl x (yOp)
Obr.4.4.7a
Obr. 4.4.7b

Obr. 4.4.6a
Obr. 4.4.6b

alm
a=p?

Obr. 4.4.5a
Ay
Obr. 4.4.5b

Obr. 4.4.5a — 4.4.10a zna#aju Specialne polohy rovin, ich obraz v Mongeowvajjgkcii je

na Obr. 4.4.5b — 4.4.10b.



ol T AOx  |A=nt=a,
vV vV
A 5=n° N%s
a
5 "8 A Ace. A
VA
X A x
Als
g=m \ T pe
Ah=pi=a
Obr. 4.4.8a Obr. 4.4.9a Obr. 4.4.10a
A — A = —
A n =4, A pr=m=a=a
A d L] A
1 1 2
1 1 [ ]
i X1.2 i X1,2 BY X1,2
i L P = '
‘Al ‘Al Ay
Obr. 4.4.8b Obr. 4.4.9b Obr. 4.4.10b

Ak je rovina kolméa na p6édorys (roviny a, p, 1), tak pédorysy vSetkych bodov tejto roviny
leZia na podorysnej stope roviny, ak je rovina kdlna narysu (roviny S, o, A), tak narysy
vSetkych bodov tejto roviny leZzia na narysnej stapeny. Ak je rovina rovhobezna s osru
tak jej stopy su tieZ rovnobeZné s osoa bod v rovine dodfme pomocou vhodnej priamky
(Obr. 4.4.7a, b). Rovin@ nema poddorysnl stopu a roviganema narysnu stopu. ¥ai
Specialny pripad je rovind kolméa na o, Ulohy slvisiace s touto rovinou rieSime pomocou
bokorysne.

4.5 Hlavné a spadové priamky roviny, kolmica na rowu

V casti 3.1 sme definovali hlavné a spadové priamkynso V Mongeovej projekcii su dve
priemetne, preto v rovine su dva druhy hlavnycltampok a dva druhy spadovych priamok,
a to hlavné (spadoveé) priamky prvej a druhej osn®rya osnova sa vzdy viaze k podorysni
a druha osnova k narysni.

Definicia 4.5.1:Nech je danfiubovd’na rovina. Priamka roviny rovnobezna s pbdboyssa
nazyva hlavna priamka prvej osnovy. Priamka rovouwnobezZzna s narysu sa nazyva
hlavna priamka druhej osnovy (Obr 4.5.1a, b).

Obr.4.5.1a Obr.4.5.1b
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Poznamka: Osnovu budeme pitako index Yavo hore, t. j. hlavnu priamku roviny prvej
osnovy ozn&ime *h? a hlavnt priamku rovinyr druhej osnovy ozri@me *h“. Potom napr.
oznaenie®h,” znamena prvy priemet hlavnej priamky druhej osnovy

Kolmé premietanie zachovava rovnobezhpgamok, preto pre priemety hlavnych priamok
roviny, ktora nie je kolma na Ziadnu priemfgt plati nasledujlce tvrdenie.

Veta 4.5.1:Pre priemety hlavnych priamok rovimyplati:
1. Ak rovina a nie je kolma na naryisi, tak*h, Il p,” 0h,” || X, (Obr 4.5.2a).

2. Ak rovina a nie je kolma na podons, tak’h,” || n,® 02h, || ., (Obr 4.5.2b).

n;’ ng
°hy
e . \\
I
I 1\ X12 I ch X1,2
T h T M
1 a 1
zhl I /
[l h
lhﬂ a a RL
Py Py
Obr. 4.5.2a Obr. 4.5.2b

Definicia 4.5.2:Nech je dandubovd’na rovina. Priamka roviny kolma na p6édorysnu stopou
roviny sa nazyva spadova priamka prvej osnovy.nik&roviny kolma na narysnu stopou
roviny sa nazyva spadova priamka druhej osnovy @hia, b).

Poznamka: Spadové priamky ozfajeme analogicky ako hlavné priamky, t.]. spadovu
priamku roviny a prvej osnovy ozndme 's” a spadov( priamku roving druhej osnovy
oznaime?s”. Potom napr. ozrianie’s,” znamena druhy priemet spadovej priamky rouiny
prvej osnovy.

Z vety o kolmom priemete pravého uhla (vlasth§ v kapitole 3.3) vyplyva nasledujuce
tvrdenie.

Veta 4.5.2:Pre priemety spadovych priamok rovimplati:

1. Ak rovinaa nie je kolmé na podoris, tak's,” 0 p,? (Obr 4.5.3a).
2. Ak rovina a nie je kolma na naryisi, tak?s,” 0 n,? (Obr 4.5.3b).
Désledok: Pre priemety hlavnych a spadovych priamok rovimylati:
1. Ak rovina a nie je kolmé na podoriis, tak's,” O *h,” (Obr 4.5.3a).
2. Ak rovina a nie je kolma na néryisi, tak®s,” 0 *h,” (Obr 4.5.3b).

Poznamka: Veta 4.5.2 nehovori &io druhom priemete spadovej priamky prvej osnovy an
o prvom priemete spadovej priamky druhej osnovegiotipriemety odvodime pomocou
stopnikov spadovych priamok.
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X1,2

Obr.4.5.3a Obr. 4.5.3b
Teraz si ukadZzeme pouzitie hlavnych priamok na nesSdilohy, ktorad jecasto sdad’
zloZitejSich uloh. Ak pozndme jeden priemet Utvektory leZi v rovine, jeho chybajici
priemet zostrojime n&qstejSie pomocou hlavnych priamok roviny.
Uloha 4.5.1: Dana je rovinax svojimi stopami. Dany je podorys trojuholnik&C, ktory lezi
v rovine a (Obr. 4.5.4a). Zostrojte narys trojuholnikBC.

RieSenie:(Obr. 4.5.4b)

Na rieSenie mdZzeme potiZilavné priamky prvej alebo druhej osnovy alebo emd¢ pouzi
I'ubovd’né priamky rovinya. PoZijeme hlavné priamky prvej osnovy prechadzajimdmiA,
B, C, ozna@ime ich'h®, *h®, *h",

n,

Obr. 4.5.4a Obr. 4.5.4b Py

Postup pre bod:
1. Pédorys hlavnej priamkyd, O *h* O*h || p.“.
2. Priemety narysného stopnika hlavnej priamk{} = *h* n x.,,

M O n,? ON," leZi na ordinale bodh".
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3. Narys hlavnej priamkyN," O *h,* O, || x¢».
4. Narys bodwA: A, O 'h,” OA, leZi na ordinalé\.
Narysy bodo\B aC zostrojime analogicky.

Kolmica na rovinu

Kolmica k na rovinua je kolma na vSetky priamky roviny, teda aj na p§dau a narysnu

stopu roviny, t.j.kOp? a kOn? Pretozep” ||  zvety
o kolmom priemete pravého uhla vyplyva, Ze pravypluh
medzi kolmicou a pddorysnou stopou sa zachova

v podoryse: k; 0 p,?. Analogicky: pretozen? || v, zvety

o kolmom priemete pravého uhla vyplyva, Ze pravypluh
medzi kolmicou a narysnou stopou sa zachova v earys
k., 0. Na Obr. 4.5.5 je zobrazena kolmiaa rovinua
prechadzajuca bodoM.

Veta 4.5.3: Pre zdruzené priemety kolmidena rovinu a
plati:k, O p,? Ok, O n,7

Poznamka: Na Obr. 4.5.6a si vSimnime, Ze spadova
priamka rovinya prvej osnovy a kolmica na rovina maju
spolasnu prvi premietaciu rovinu, prets,” =k, a podobne spadovéa priamka rovimylruhej
osnovy a kolmica na roving maji spolénd druht premietaciu rovinu, prefs,” =k
(Obr. 4.5.6a, b).

Py

Obr.4.5.5

Obr. 4.5.6a % Obr. 4.5.60
4.6 Polohové ulohy

Pod tymto nazvom rozumieme skupinu uloh, ktoré saberaju vzdjomnou polohou
zakladnych geometrickych atvarov. Vzajomnu pololodup a priamky sme rieSili gasti 4.3
a vzajomnu polohu bodu a roviny sme rieSikkasti 4.4. V tejtocasti sa budeme zaobéra
vzajomnou polohou dvoch priamok, dvoch rovin arpkig a roviny.
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Vzajomna poloha dvoch priamok

Zo stereometrie vieme, Ze dve priamky v priestot@umby’ rovnobezné, r6znobezné alebo
mimobezne, totozné priamky predstavuju Specialnpgor rovnobeznosti. V Mongeovej
projekcii mézu nastar6zne pripady v savislosti s polohou priamok Ratom na priemetne.

Ukazeme ako to vyzera vo vSeobecnom pripade. Mebthsu dve priamky, ktoré nemaju

Specialnu polohu vziladom na Ziadnu z priemetni, potom plati:

» Rovnobezné priamky (Obr. 4.6.1a):|l b; aa; || b,.

= ROznobezné priamky (Obr. 4.6.1B); b; aap, b, sU dve dvojice rdznobeznych
priamok abody R }=a; n by, { R} =a;n b lezia na ordinéle, su to zdruzené
priemety priesénikaR priamoka, b.

= Mimobezné priamky (Obr. 4.6.1@&i, b, aay, b, s dve dvojice r6znobeznych
priamok a body; n by, a; n by nelezia na ordinale.

b, 4,
Obr.4.6.1a Obr.4.6.1b Obr. 4.6.1c

Obr. 4.6.2a zobrazuje dvojicu rovnobeznych prianszk spolénou prvou premietacou
rovinou, Obr. 4.6.2b dvojicu réznobeznych priamak spol@&nou druhou premietacou
rovinou a priesénikom R. Na Obr. 4.6.2c sU zdruZzené priemety mimobeZnygamok,
pricom priamkaa je kolma na podorysi. DalSie Specialne pripady najdete véeviiach za
kapitolou 4.7.

b a a
2 2 a2:b2 2
R2 b2
X1,2 En X1,2 [s X1,2
Obr. 4.6.2a Obr. 4.6.2b Obr. 4.6.2c

Pozrime sa eSte na jeden Specialny pripadl, éamkya, b maja premietacie roviny kolmé
na zékladnicu, ale samotné priamky nie su kolménarjednu priemét. V Ulohe 4.3.2 sme
videli, Zze takéto priamky nie sU jednoZna ukené svojim pddorysom a narysom, ale
zadavame ich pomocou dvoch r6znych bodov. PrimiedgiZijeme bokoryisu.
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Uloha 4.6.1: Dané su zdruzené priemety priamak kolmych nax a priemety ich stopnikov.
Ur¢te vzajomnu polohu priamak b, ak

a) nemaju spokmé premietacie roviny (Obr. 4.6.3a),
b) maju spolénu premietaciu rovinu (Obr. 4.6.4a).

RieSenie: Priamky na Obr. 4.6.3a m6zu tbyovnobezné alebo mimobezné a priamky na
obrazku 4.6.4a m6zu Byovnobezné alebo réznobezné. V obidvoch pripagmstupujeme
rovnako: vhodne zvolime bokotys 4, vyzna&ime priemety bod® a suradnicovych osf z
DalSi postup:

1. Poda llohy 4.3.2 zostrojime tretie priemety stopnipagamkya: P5*, N5,

2. Podobne zostrojime tretie priemety stopnikov prigimk®;°, N.°.

3. Bokorysy priamoka, b: a;= P22 No2, by= P5° NP,

Pod’a vzajomnej polohy priamoks, b; rozhodneme o vzajomnej polohe priamakb.

V prvom pripade (Obr. 4.6.3b) su priamdgy b; roznobezné, Zoho vyplyva, Ze priamkg, b

su mimobezné. Bod; n b; = A; = B; je bokorys dvoch réznych bodo&:[1aaB O b.

al: a2 b]_: b2 al= a2 b]_: b2 22'3
a
»N2 b
N2
q
X1.2 |3 [\ X1.2

U
IR’
Obr. 4.6.3a
a,=a,=b,=h, ay=a,=b;=b, L3
N; N, N
b
N, N,
R
X12 [\ X12 [\
PP=NS =P =N} PP=Nf =P =
R
R R
y [ R -
R’ R’
] e
Y1
Obr. 4.6.4a Obr. 4.6.4b
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V druhom pripade (Obr. 4.6.4b) su priamky, bs; op& réznobezné, Zoho vyplyva, Ze
priamky a, b su r6znobezné. NavySe v bokoryse mozent&’ @& bokorysR; priesénika R
a odvodime jeho pbédorys a nams R..

Vzajomna poloha dvoch rovin

Dve roviny mézu by rovnobezné alebo r6znobezné, totozné roviny swi&pg pripad
rovnobeznych rovin.

Rovnobezné roviny

v n ng

N&

p’ p?
Obr. 4.6.5a Obr. 4.6.5b

Na Obr. 4.6.5a su znazornené rovnobezné rowiray3 vo vSeobecnej polohe viddom na
priemetne. Z vety 2.1.1 vyplyva, Ze stopy rovnolyehnrovina a S st navzajom rovnobezné
priamky a pre ich priemety plati:

Veta 4.6.1:Ak a || B, takp,” Il p/# an? | n (Obr. 4.6.5 b).

Poznamka: Opané tvrdenie neplati, existuju réznobezné rovinyprjth stopy su
rovnobezné priamky (Obr. 4.6.9).

Uloha 4.6.2: Dana je rovinao a bodM, M O a. Zostrojte stopy roviny3, ktora prechadza
bodomM a je rovnobezna s rovinau(Obr. 4.6.6a).

RieSenie:(Obr. 4.6.6b)

X1,2

Obr. 4.6.6a Obr. 4.6.6b
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Pre stopy rovinyg plati p/ Il p.? anf Il n,% tak?e nam st& zostroji' jeden stopnik
lubovd’nej priamky roviny £. PouzZijeme hlavnd priamku prvej osnovy roving,
prechadzajiucu bodo.

Postup:
1. Pédorys hlavnej priamky roving prvej osnovyM; O *h/” O0h/# || p°.
2. Narys hlavnej priamky roving prvej osnovyM, 0 *h,” 0 || x..».

3. Narysny stopnik priamkyh? { N."} = *h/’ n x.» N;" O n," aN," leZi na ordinale bodu
N

4. Stopy rovinyZ n% N,"OnfOnf I n?, p pl Il p® Opf n nf =X, 0 X

Priesetnica rdznobeznych rovin

V pripade, ak stopy rovia a8 su réznobezné priamky, taka £ su réznobezné roviny. Ich
priesénicar je urena priesénikmi stop rovin: {P"'}=pn P, {N' }=n“n i’ r =P'N'
(Obr. 4.6.7a). KonStrukcia priesgcer rovin a a Sv Mongeovej projekcii je zobrazen& na
obrazku 4.6.7b. Postup:

1. Priemety pddorysného stopnikaP{ } = p.“ n p/, Py O x.» P,'P, je ordindla.
2. Priemety narysného stopnikal§ } = n," n n,®, N/ O x,, N'N," je ordinala.

3. Priemety priesgice:r, =P, N/, r, =P," N,".

Obr. 4.6.7a Obr. 4.6.7b

V nasledujucej ulohe ukazeme konStrukciu piegs dvoch rovin v pripade, ak su
pries€niky stop body nedostupné v nakresni.

Uloha 4.6.3: Dané su stopy rovitr a3 (Obr. 4.6.8a). Zostrojte prieSgcu roving aS.
RieSenie:(Obr. 4.6.8b).

Stopy rovina a [ su réznobeZzné priamky, preto dané roviny su réeao®. Priesmicu
uré¢ime dvoma r6znymi bodmi, ktoré vzniknu ako priggky hlavnych priamok rovinyr a
hlavnych priamok roviny3 so spolénou premietacou rovinou. Na rieSenie mézeme pouzi
hlavné priamky prvej alebo druhej osnovy.

Oznamer pries€nicu rovina a B. Zostrojime ju na zaklade tejto Uvahy: kazda rdaiixa

S 0soux, , je podorys hlavnej priamky druhej osnovy rovinyaj hlavnej priamky druhej

osnovy rovinys 2h,% = *h/”. Tieto hlavné priamky st réznobezné, ich priesie bod A je
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bodom priesénice r. Dalsi bod priessice zostrojime pomocou inej dvojice hlavnych
priamok.

Postup konstrukcie bodd { A} =2h? n ?h*:

1. 7=%% %h" || %, ubovdne.

2. Narys priamkyh®: *h,” || n,” a pouzijeme podorysny stopnik prianfky.
3. Narys priamkyh?: ?h,? || n,” a pouzijeme pddorysny stopnik prianfky.
4

Priemety priestnika hlavnych priamok: f,} =%h,% n *h/, { A} O%h“OA; leZi na
ordinale bodA.

Dalsi bod pries#ice: {B}=h?nh”. Priesénicar = AB

B

5
ng 0 ng, S 2\ 2hy

2
B,

<

- 4

ZI,.!La ZZhLﬂ

\:-Fiha-\:kA. Plhﬂl
o plﬂ p'f\ \rl élﬁ
Obr. 4.6.8a Obr. 4.6.8b

DalSia Uloha demonstruje situaciu roznobeznych towtorych stopy s navzajom
rovnobezné priamky (Obr. 4.6.9a).

Uloha 4.6.4: Dané su stopy rovitr a Srovnobeznych s osou(Obr. 4.6.9b). Utte vzajomnu
polohu rovina a SB. Ak su roviny rdznobeZné, zostrojte ich priggeu.

Rie3enie: (Obr. 4.6.9c) Ulohu je vyhodné riéspomocou 7 U]
bokorysne. Rovinya a £ su kolmé na bokorysi, preto ,
bokorysy rovin st priamky. na_\
Bokorys rovinya je totozny so spadovou priamkou roviny r A

a, ktora lezi v bokorysni. V tomto Specialnom pripgodati, |\ P\ X
Ze spadové priamky prvej a druhej osnovy su totoinéﬁ p? vk
1s"=2s"= g, preto nebudeme osnovu Vtejto Ulohe \p;’ ____________ \;T

uvazovd@. Rovnaky vrah plati a pre rovinu S
F=2L=p, Obr. 4.6.9a

Zvolime polohu bokorysng, t. j. bodO a suradnicoveé osiaz. Bokorysy rovina a S uréime
pomocou stopnikov spadovych priamsSlas’. Postup:

1. Stopniky spadovej priamky roviry.

P70, =|R70,,

pddorysny stopnik: {Pfa}= P’ nsh,, P =0, P Oy,
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narysny stopnik: {sta}: ng nsh,, NS =0, Ny = N5
2. Stopniky spadovej priamky roving.

P

podorysny stopnik: {Pjﬂ }: P’ n s, = =0,,, P’ Oy, [P O,|=|R° O,

narysny stopnik: &1 & _ & _ &
yshy stop {Nz }—nf n sz’ Ny =0, Ny =N, .

3. Bokorysy rovina a3 a,=5 =B'NS, B =L =B NS .

AK as |l G5, tak a Il B. Ak as X B, tak a X . Ak suU roviny r6znobezZné, ich priésgcar je
rovnobezna so zakladnicou a jej bokorys je bmdn B;={r3;}, z bokorysu odvodime
podorys a narys priesgicer. V nasom pripade su roviny Sroznobezné.

— a0 — B
Z,3=5, =9,
i i
n? ny N5 =N;
e e Ny =N
P
X1,2 X1,2
51
4 B
Py P;
a
Py P

Obr. 4.6.9b Obr. 4.6.9c
Vzajomna poloha priamky a roviny
Priamka mo6Ze ks rovinou rovnobezna alebo réznobezna, ak priamiavine lezi, je to
Specialny pripad rovnobeznosti. Postupujeme talkjladame priesmik priamky s rovinou
a ak priesénik existuje, priamka je s rovinou r6znobezna, &apm pripade je priamka
S rovinou rovnobezna.

Dana je priamkan a rovinaa. Ulohou,
zostrojt’ pries€nik priamky s rovinou,
sme sa podrobne zaoberalicasti 2.1.
V Mongeove] projekcii  postupujeme
rovnako (Obr. 4.6.10a):

1. Pomocnarovind; midAaAO

2. Pries@nicar;r=an A, r,=m,. —
3. R{Rl=rnm.

Bod R je H’adany priesénik priamkym a
roviny a.

Obr. 4.6.10a
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Priamky m ar maju spolénu prva premietaciu rovinu, preto sa ich podorysgkpyvaju:
r. =m. Priamkur nazyvamekrycia priamka a cely postup sa nazyvwaetdda krycej
priamky .

Poznamka: Pomocna rovina by mohla by kolméa na narysu (mO A aA O v), vtedy by sa
prekryvali narysy priamokam: r, = m,.

Uloha 4.6.5 (Metoda krycej priamky): Dana je priamkan a rovinaa (Obr. 4.6.10b). Uite
vzajomnu polohu priamkym aroviny a. V pripade, Ze su rb6znobezné, zostrojte ich
priesenik.

RieSenie:(Obr. 4.6.10c) Na rieSenie pouzijeme rovihkolmua na podoryisu.

Postup:

1. Pomocna rovinad; mO A aA O 7z Pre stopy rovinyl plati:p,! =m; an,” 0 x,».

2. Krycia priamkar = a n A, r; = my, narys priamky zostrojime pomocou jej stopnikov:
{P}=r.npf P Ox..aP, lezi na ordinale bodd',
{ N/ }=r1n % Ny On% aN," lezi na ordinale bodh',
r,=PyN,.

3. MOo6Zu nasté tri pripady:

= 1, X My priamkam je r6znobezna s rovinoa. Priesénik {R}= an m: R, =r, n m,
R, O m, aR, leZi na ordinale bodR.

» 1yl mpyOr, #my: priamkam je rovnobeZnd s rovinog, m nelezi va.

" r,=m,: priamkamlezi v rovinea.

m b

Obr. 4.6.10b Obr. 4.6.10c
Viditenost’: Délezita sdag’ rieSenia uloh v geometrii je viditeog’ jednotlivych objektov,
resp. viditénos’ daného objektu viladom na ostatné objekty.

Mongeova projekcia predstavuje dva padily na objekt, vidittnog’ urcujeme pre kazdy
priemet zvlas. Pddorys predstavuje pkdd zhora, z dvoch bodov, ktoré maja zhodny
pddorys (krycie body), vidime ten, ktory je ,vysSié j. ma v&Siu z-ovl suradnicuZ-ové
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suradnice mbézeme porouha& naryse. Analogicky, narys predstavuje faxh spredu, preto
z dvoch bodov, ktoré maju zhodny narys (krycie Bodg viditd’ny ten, ktory je ,viac
vpredu®, t. j. ma véSiuy-ovu suradnicuY-ové suradnice mdézeme porovnapodoryse. Tato
metddu nazyvammetodda krycich bodov

Uloha 4.6.6: V Mongeovej projekcii je dany trojuholnikBC a priamkam (Obr. 4.6.11a).
Zostrojte priesénik priamkym s trojuholnikomABC.

RieSenie:(Obr. 4.6.11b)

Ide vlastne o Ulohu zostr@jipries€nik priamky m s rovinou a = ABC, tuto ulohu rieSime
metddou krycej priamKky:

1. Pomocnarovind; mO A aA Oz Plati:A; = my.

2. r;r=an A ri=A =m. Priamkar lezi v rovinea = ABC, preto je so stranandiABC
r6znobeznd (aspos dvomi) : Ki} =r; n ACy, {Li} =rin AB;. NarysybodovK, L:
K, O AC, al, [0 AB,. Narys priamky jer, = K,L,.

3. R{Rt=rnm{R}=r.nm, R Om aR;lezi na ordinale bodR.

ViditeI'nog’ urtime pomocou krycich bodov 1Lav pddoryse a bodov 2 a 3 v naryse:
10m,LOAB, Z > 7, bod 1 je pod bodom, preto v pédoryse G8ku 1R nevidime,
20m, 30AB, y*> V%, bod 2 je za bodom 3, preto v narysesésdR2 nevidime.

B,
At
m
1 C2 i
I X1,2
:Cl
:Bl
! m,
A
Obr. 4.6.11a Obr. 4.6.11b
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Uloha 4.6.7: V Mongeovej projekcii st dané trojuholnik§BC aKLM (Obr. 4.6.12a).
Zostrojte prienik tychto trojuholnikov.

RieSenie:(Obr. 4.6.12b)
Prienikom trojuholnikov je Ugs&a QR na prieseénici rovin trojuholnikovABC aKLM:

{Q}=ABn KLM, {R}=ACn KLM. KonStrukcia bodovQ aR je analogickd ako
konStrukcia bodwR v predchadzajucej ulohe. Viditeos’ uréime metddou krycich bodov 1

aSv pbdoryse a bodov2 3 v naryse.

Ky

Obr. 4.6.12a Obr. 4.6.12b
Podrobnejsi postup:
1. Ozna&ime priamkyb =AC,c=AB, t.].b; = AC;, b, = A,C,, ¢, = AiBy, C; = AB,.
2. Pomocnarovind; b0 AaA O iz Plati:A; =b,.

3. r; r=KLM n A, ry =A; =b,. Priamkar leZi v rovine trojuholnikaKLM, preto je s jeho
stranami réznobeznalJg} = ry n LiMy, {V4i} = ry n KyM;. NarysybodovU, V: U, O L,M,
aV, [0 K;M,. Narys priamky jer, = U,V,.

4, R;{R}:rﬂb,,{Rg}:rgﬂ bz,R]_Dbl.
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Pomocna rovina, c 0 dadl iz Plati:d, =c;.

6. ¢ g=KLMn & q.=3J =c;.. Narys g, priamky g, odvodime pomocou bodo8 T:
{S}=an LMy, {T}=0qn KMy Narysy bodovS T. SOLM, aT,dKM,.
Narys priamkyq je @, = S;T,.

Q{Qt=adnc{Q}t=@nc,Qlc.
Usetka RQje hradany prienik trojuholnikoABC aKLM.

Viditernog’ v pddoryse: krycie bodg 0 LM, 10 AB, S, = 1,. Z narysu vyplyva z> Z°
t.j. bod 1 je nad bodoa

10. Viditernog' v naryse: krycie body 2 LM, 30 AB, 2, = 3,. Z pddorysu vyplyva 3> y?,
t. j. bod 3 je pred bodom 2.

4.7 Ulohy na hranolovych plochach

Teraz si ukazeme, ako sa daju poznatky z predcidai@dacasti vyuzi pri rieSeni tloh. Ako
priklad nam poslazi hranolovéa plocha s podstavpddorysni.

Uloha 4.7.1: Dana je kolméa 5-boka hranolova plocha s podsta&B@DE v podorysni

a narysK, bodu K a pddorysL; boduL, ktoré lezia na hranolovaj ploche (Obr. 4.7.1a).
Zostrojte pédorys bodl a narys bodu.

RieSenie:(Obr. 4.7.1b)

1. Pbédorys boduK: Zadany bodK, predstavuje narys dvoch bodov hranolovej plochy
KaK": K, =K,". Ich pddorysy lezia na stranach 5-uholnk®,C,D,E; a na spoldnej
ordinéle bodoK aK’.

2.  Narys bodu_: PédorysL, bodulL je poédorysom tvoriacej priamKyhranolovej plochy:
L, = 1,. Narys boduL nie je jednoznéne ugkeny, mobze lezakdekdvek na narysd,
priamky!|.

C

1
Ll:| 1

Obr.4.7.1a Obr. 4.7.1b
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Uloha 4.7.2: Dana je Sikméa 5-boka hranolova plocha s podsta&BCDE v pddorysni
a narysK, bodu K a pddorysL; boduL, ktoré lezia na hranolovaj ploche (Obr. 4.7.2a).
Zostrojte pédorys bodi a narys bodu.

RieSenie:(Obr. 4.7.2b)

1. Pbédorys boduK: Zadany bodK, predstavuje narys dvoch bodov hranolovej plochy
KaK": K,=K,. Pédorysy bodovK aK” odvodime pomocou tvoriacich priamok
hranolovej plochyk ak’, ktoré maju spoknd druhU premietaciu rovinu, prekp =k, .
Priamkak lezi v stene wenej Useékou AB, priamkak v stene ufenej Use&kou AE,
obidve steny su pri pdhade zhora vidittné, preto aj priamkyk ak” sa v pédoryse
viditel'né. Pddorysy bodoK aK”™: K; O k;, Ky" O k" aKy, K;” leZia na spolkénej ordinale
bodovK aK’.

2. Narys bodl.: Zadany bod.; predstavuje pédorys dvoch bodov hranolovej pldclay.:
L, = L,". Narysy bodow. aL” odvodime pomocou tvoriacich priamok hranolovejchly
| al”, ktoré maja spoknua prva premietaciu rovinu, preto=1,". Priamkal lezi v stene
uréenej Usekou CD, priamkal” v stene ufenej Useékou AE. Stena s @ujucou Use&kou
CD je pri poltade spredu viditma, preto aj priamkhje v naryse vidittna na rozdiel od
priamkyl”, ktora v naryse vidit®ma nie je. Narysy bodoiz aL": L, O, L, 01, aL,,
L," leZia na spoknej ordinéle bodo\ alL’.

k=K,

I ’
2
’

’

Obr.4.7.2a Obr.4.7.2b

Nasledujuce tri priklady su venované konstrukciempiku (rezu) hranolovej plochy a roviny.
Dana bude rovinar (rezové rovina) a hranolova plocha sujacim 5-uholnikomABCDE
v podorysni a smerom tvoriacich priam&kPrienik hranolovej plochy a roviny.

» Ak axs, tak rez je 5-uholnikA’'B'C’'D'E" (Obr. 4.7.3a), Specialne ak| 77 tak
A'B'C'DE’ je 5-uholnik zhodny s tmjucim 5-uholnikomABCDE
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= Ak al's, tak prienikom moézu hky dve tvoriace priamky hranolovej plochy
(Obr. 4.7.3b) alebo jedna tvoriaca priamka (Obi7.3t) alebo prdazdna mnoZina

(Obr. 4.7.3d).

Obr. 4.7.3a Obr. 4.7.3b Obr. 4.7.3c Obr. 4.7.3d

Uloha 4.7.3: Dana je kolma 5-boka hranolova plocha &ijircim 5-uholnikomABCDE
v podorysni a rovinar (Obr. 4.7.4a). Zostrojte rez plochy rovinau

RieSenie:(Obr. 4.7.4b)
1. Poédorys A'B,’C,'D,'E;" rezového 5-uholnika je zhodny s pddorysonB,C,D;E;
uréujuceho 5-uholnika hranolovej plochy.

2. Narys A,/B,C,’D,’E,” rezového 5-uholnika mézeme zosttojpomocou hlavnych
priamok rovinya prvej alebo druhej osnovy, pouZzili sme hlavné mpig druhej osnovy.
Steny hranolovej plochy sdujucou Uuseékou AE aED nie su v naryse viditeé, preto aj
useky A'E’, D'E” rezového 5-uholnika nie st v naryse vittite

ny

’n A \:\

28 -‘IEZ
2 I\\
N

ny

Obr.4.7.4a Obr.4.7.4b
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Uloha 4.7.4: Dana je Sikma 5-boka hranolova plocha &ijircim 5-uholnikomABCDE
v pédorysni a rovina kolm& na naryisu (Obr. 4.7.5a). Zostrojte rez plochy rovingu

RieSenie:(Obr. 4.7.5b)

1. Narys rovinya je jej narysna stopa,”. NarysA, B,’C,’D,'E,” rezového 5-uholnika je
use&ka A, ’D;” na narysnej stope:A'} = an n { B,} = b, n n,7 ...

2. Body A’, B, .... leZia tvoriacich priamkach ploctey b, .... Ich pédorysy zostrojime:
{A/} Oa; aA lezi na ordinale bodé, { B,’} O b, aB,” lezi na ordinale bodB’, ...

Obr. 4.7.5a Obr.4.7.5b

Uloha 4.7.5: Dana je Sikma 5-boka hranolova plocha &ijircim 5-uholnikomABCDE
v podorysni a rovinar (Obr. 4.7.6a). Zostrojte rez plochy rovinau

RieSenie:(Obr. 4.7.6b)

,,,,,

v perspektivnej afinite. Ide o perspektivnu afinibedzi rovinamirzra a s osoup”=7n a
asmeroms|la (a je tvoriaca priamka plochy prechadzajica bodéin Priemet tejto
perspektivnej afinity do pédorysne je perspektiafiaita v rovine 77s osoup,” a smerom
s, Il a.. Najprv pomocou tejto perspektivnej afinity zoftree pédorys rezu, potom odvodime
narys rezu z poédorysu.

Perspektivna afinita v rovingzobrazi 5-uholnikA,B,C,D;E; do 5-uholnikaA; B,"C,'D, E; .
Os aj smer afinity mame, chyba nam dvojica afindeuzenych bodov (vzor, obraz), preto
jeden z bodoWw’, B, C’, D", E" musime zostrafiako priesénik tvoriacej priamky hranolovej
plochy srovinoua. Tvoriacu priamku si vyberieme tak, aby nam kan&tra dobre
vychadzala v nakresni. V naSej Ulohe zostrojimedqodD’} = d n a.
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Postup:
1. d,, d,; dje tvoriaca priamka hranolovej plochy prechadzajoodonD.
2. D {D}=dn a. BodD" zostrojime metddou krycej priamky:
1. Pomocnarovind;dd0AaAlx
2. Krycia priamkar;r=an A, r; =d.
3. PrieseénikD";{D'}=dnr=dn a.
3. V perspektivnej afinite, ktora je dena: o = p,“, dvojicaD; — D,", zostrojime body
A, By, C/, E;” ako obrazy bodo®, B,, C;, E;. KonStrukcia bod(; ":
1. 1;{1}=CD;np%1=1,
2. C{C}=anD/1.
4. A { A’} Oa,aA; lezi na ordinale bodA™. BodyB,", C,’, E,” zostrojime podobne.

Na zaver wime viditd’nog’ rezového 5-uholnikd'B'C'D'E” v pddoryse, resp. v naryse
pod’a vidite’'nosti jednotlivych stien hranolovej plochy v podssyresp. v naryse.

a

n,

na rz

N\

Obr. 4.7.6a Obr.4.7.6b
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Cvicéenia

1. Na Obr. 1 st v Mongeovej projekcii zobrazenarmkya, b, c, d, e. Urcte akd polohu maju
tieto priamky vziiadom na priemetne a zostrojte ich stopniky.

ay C d;
b, ° &
L 1
|
L X12 L X12 N Xi2 L X1 X1,2
! i <
ay . b, oc, e
d,
Obr. 1

2. Dané su body, B svojimi suradnicami. V Mongeovej projekcii zobraziriamkum = AB
a zostrojte jej stopniky.

a) Al-3;1; 6],B[2; 4; 2],
b) A[-3; 3;4],B[1; 1; 2].
3. Zostrojte stopniky priamak b, c zobrazenych na Obr. 2.

=)

C,=C»
b B,
A
X12 X1.2 & X1,2
b
ajg : Al
B.
Obr. 2
4. Zistite,¢i bod M lezi v rovinea (Obr. 3), ktora je dana
a) dvoma rovnobeznymi priamkaiaib,
b) dvoma réznobeZznymi priamkaiaib,
c) bodomB a priamkoLa.
27

o8]
&

Hoe-fofboN--
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5. Zostrojte stopy roviny, ktora ja dana bodm#, B, C, A[O; 3; 1],B[-2; 1; 2],C[1; 2; 3].

6. Zostrojte stopy rovinw, ktoré ja dana (Obr. 4)
a) dvoma rovnobeznymi priamkami,

b) dvoma ré6znobeznymi priamkami,

c) bodomB a priamkoua.

w

2

X1,2

--L--X--e

\
o
R

b, a4

7. Dané su stopy rovinyr a pédorys rovnobeZznikABCD, ktory lezi v rovinea (Obr. 5).
Pomocou hlavnych priamok zostrojte narys rovnobe?ABCD.

8. Dané su stopy rovinyr a druhy priemet bodwA roviny a (Obr. 6). Zostrojte zdruzené
priemety spadovej priamky prvej osnovy, ktora péstza bodon\.

9. Dané su zdruzené priemety spadovej priamky 2owsroviny a (Obr. 7). Zostrojte stopy
roviny a.

n; . 20
oAy
Cy Xi,2 X1,2 X1,2
D

B

Af ' a 2qa
P, Sy
pr
Obr. 5 Obr. 6 Obr. 7

10. Ukte vzajomnu polohu priamak b, ktoré si zobrazené na obrazkoch 8a) — f). Aknpkia
a, b leZia v jednej rovine, dte stopy tejto roviny.
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b,
\ . A
3\ X12

) D X1z
ob; & by
a) b)
a, b,
] =D,
u e 2 X2
b, " \al b, \
d) e)
Obr. 8
11. Dané su roving a5 (Obr. 9). Zostrojte ich priegricu.
B a
n, ) LA ;
| } ><

plﬁ

a

p! P
Obr. 9
12. Dana je rovinar a priamkaa (Obr. 10). Zostrojte priegeik priamkya s rovinoua.

na
n” 82 2
2 a2 a2 3
L
o X1,2 N K2 , %12
Ll
a
pl><a1

Obr. 10

Py
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11). Zostrojte priegaik priamky

14. Dany je trojuholnikABC a rovnobeZnikKLMN (Obr. 12). Zostrojte prienik trojuholnika

13. Dany je trojuholnikABC a priamka m (Obr.
ABCa rovnobeZnik&LMN.

m s trojuholnikomABC.

Obr. 12

Obr. 11
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MONGEOVA PROJEKCIA 2. ¢éast’

4.8 Metrické ulohy

V tejto kapitole budeme riedmetrické Glohy &ka Useéky, odchylka priamky od priemetne,
odchylka roviny od priemetne, rovina kolma na pianma vzdialenas bodu od roviny.

V kapitolach 4.9 a 4.10 budeme riegilohy tykajuce sa metrickych vlastnosti rovinného
Gtvaru.

Dizka Useky

Uloha 4.8.1:Uréte dzku Gséky AB. Dané su zdruzené priemetyB; aA.B, (Obr. 4.8.1b).

Obr.4.8.1a

RieSenie(Obr. 4.8.1a):

Usetka AB je vo vieobecnej polohe Matdom na priemetne. Preto su diseAB; aA:B;
kratSie ako Gs#a AB (pozri V5 v kapitole 3.3). Na tenie dZky Useky AB pouZijeme
sklopenie premietacej roviny priamkya = AB do priemetne Sklopenie je ottenie o 90°.
Premietacia rovina priamky pri premietani do pédorysne je rovidd= aa,. Sklopime ju do
podorysne okolo priamkg;. Bod A sa pri sklapani pohybuje po &tkruznici k so stredom
v bodeA;. Jej pédorysom je U8ka k; kolma na priamkuwe;. Polomer kruZnic&k sa rovna
|Z*| = | AA|. Sklopen polohu bodé budeme ozrimva’ (A).

Premietacia rovina priamkg pri premietani do narysne je rovimd = aa. Sklopime ju do
narysne okolo priamkgb.

Poznamka:V d'alSom texte budeme pouziveermin ,sklopenie priamky (Usky)“ v zmysle
sklopenie premietacej roviny priamky (dkg) do priemetne.

Postup:

Sklopenie rovinyl® do pddorysne (Obr. 4.8.1c¢):
1.(A): (AA Da, O(AALl = 12

2.(B): B)B.0a.O|(B)B,| = |7
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3. Sklopené poloha priamky= AB do pddorysne je priamka)(= (A)(B). Sklopené utvary
rysujeme bodk&iarkovanowiarou.

4. Kedze sklopenie roviny je zhodngyplati:| AB| = [ (A)(B).
Sklopenie roviny® do narysne (Obr. 4.8.1d):

L(A): WA Da OlA)Al = [y

2.(B): (B)B:Oa0(B)B, = [yl

3.1AB| = [(A)(B)|

Obr. 4.8.1b Obr. 4.8.1c Obr. 4.8.1d

Uloha 4.8.2:Uréte dzku Gséky AB. Dané si zdruzené priemekyB; a A;B; (obr. 4.8.2a).
RieSenie:

V tejto ulohe nie je wena poloha osx, t. j. nepozname presnu polohu pbédorysne, ale smer
ordinal utuje smer pédorysne. Kolmé priemety do navzajom abeinych rovin si zhodné,
preto moézeme v rieSeni Ulohy potifubovd’nu rovinu, ktora je rovnobezna s podaiys.
Ulohu vyrieSime sklopenim priamk#B do roviny 777 ktor4 je rovnobeZna s podotigsi

a prechadza bodoB. Skratene hovorime sklopeni priamky AB do Urovne boduB.

Postup (Obr. 4.8.2b):
1. BodomB vedieme rovinut’
B0 x5 O x5 0B1B;
2.(B) =B,
3.(A): (AA Da Ol(AAl = [2-7|
4. Sklopena poloha priamky= AB do roviny 7#’je priamka &) = (A)(B).
5. Ked'ze sklopenie roviny je zhodngplati: | AB| = | (A)(B)].
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(A

Obr. 4.8.2a Obr. 4.8.2b

Poznamka: Sklapanie do Urovne pouzivame aj vinych pripaddad je to vyhodné.
Napriklad ak su suradnice bodowké a sklopené polohy bodov do priemetne by leZzation
nakresne.

Uloha 4.8.3:Uréte dZzku Uséky AB. Dané su zdruzené priemeyB; aA;B; (Obr. 4.8.3a).
RieSenie(Obr. 4.8.3b):

Ulohu budeme riesi sklopenim priamkyAB do podorysne. Body aB lezia v opénych
polpriestoroch vzfadom na rovinuz Suradnica?” je kladna a stradnic® je zaporna, preto
sklopené polohyA) a B) lezia v opanych polrovinach vzFadom nag;. Postup je analogicky
ako v Ulohe 4.8.1. Priamky a @) sa pretinaju v bode; = (P), ktory je pddorysny stopnik
priamkya.

! - T P1=(P)

1

II /',,/ (a)

Obr. 4.8.3a Obr. 4.8.3b
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Odchylka priamky od priemetne

Definicia 4.8.1:Uhol priamky s prieméibu sa nazyvadchylka priamky od priemetne.
Poznamka: Uhol priamky s rovinou pozri v kapitole 2.2.

Definicia 4.8.2:Necha je odchylka priamky od priemetne. Tangens uhtenazyvamespad
priamky a.

Uloha 4.8.4: Dané su zdruzené priemety kvaddBCDEFGH Uréte odchylky telesovej
uhloprigtky u = BH od pbédorysne aj narysne (Obr. 4.8.4b).

RieSenie(Obr. 4.8.4a):

Odchylka priamky od pddorysne je uhol, ktory zviggeamka so svojim pédorysom.
Odchylka priamkyu od pddorysne je uhol, ktory zvieraju priamkyu;.

Odchylka priamky od narysne je uhol, ktory zviereamka so svojim narysom. Odchylka
priamkyu od narysne je uhol, ktory zvieraju priamiyu,.

Postup(Obr. 4.8.4c):

1. Odchylku priamkyu od pédorysne @fme sklopenim rovinyl" = uu; do pédorysne.
Narysujeme sklopenu polohu bodBwaH. (u) = (B)(H).
Ked'ze sklopenie roviny je zhodmyolati: | x(u, 7| = | x(u, u)| = | x((u), w)| = ¢.
Priesénik priamkyu; s priamkou () je p6dorysny stopnik priamky P, = (P).

2. Odchylku priamkyu od narysne wime sklopenim roving" = uu, do narysne.
Narysujeme sklopenu polohu bodBwaH. (u) = (B)(H).

Ked’ze sklopenie roviny je zhodngy®lati: | x(u, V)| = | x(u, up)| = | x((u), w)| = w
Priesénik priamkyu, s priamkou () je narysny stopnik priamky, N, = (N).
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N2=(N) H W -
---------- -9 II
BN / Y
E>=H> F.=G2 E o / 7
: uz /I
A2: D2 BZ: C2 : A
’ | ~ | B, P,
i L NN EERANGE
D= Hl: 1ICi=Gq .|H1 | E
- /,/ Uy E
Tr-e. |
- B |
= H — !
e o v (U)X 1 Pi= (P)
(B) N
Obr. 4.8.4b Obr. 4.8 4¢

Poznamka: Spad priamkyu vzhadom na poédorysl je tangens uhlg. Spad priamkyu
vzhladom na narysal je tangens uhla

Uloha 4.8.5: Dané su zdruzené priemety kvaddBCDEFGH Uréte odchylky stenovej
uhloprieky BG od pbédorysne aj narysne (Obr. 4.8.5b).

RieSenie(Obr. 4.8.5a):

Priamkas=BG je mimobeZzna s osox a kolma na ox. Rovinu A°=sg =s$ = PNP;

sklopime do pédorysne. V sklopenej polohéime odchylku priamkys od pddorysne aj
narysne a zarowieobidva stopnikyP, N priamkys.

4
H,=E; 4
o~
Tl
1
DL~ \4‘ Pl
P S ’5 ]
0 ° [P,=N;

Obr. 4.8.5a
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Postup(Obr. 4.8.5c¢):

1.(9: B)NG)=(9

2.Pi: 9 nsg={Ps}; P1=(P)

3.Po=N; O X1,2

4.(N): (9 n x2={(N)}

5. Nzt N2 05 Ol (N)Nz| =|NuN, | =2

6. Odchylka priamkys od pddorysne: x(s, 7l =1 x(s, s)l =1 x((5), s1)| = .
7. Odchylka priamkys od narysnel x(s, V)| =1 x((s), x1.2)l = @

N f-om.
E,=H, F2=G; E,=H> Fo= Gz\.\‘\
S
A, =D, B,=C; A= DzI B,=C; "‘.| .
i é X1,2 i P,=N; \a) /'E;N) X12
D, = Hl: :C1: G, D;= Hyi C1=Gy 3"(/G)
v
A= E; Bi=F; Ar=E; B,=F, :f‘ (B)
APi=P
Obr. 4.8.5b Obr. 4.8.5¢

Odchylka roviny od priemetne

Definicia 4.8.3:Uhol roviny s prieméiou sa nazyvadchylka roviny od priemetne.
Poznamka: Uhol dvoch rovin pozri v kapitole 2.2.

Definicia 4.8.4:Nech ¢ je odchylka rovinya od priemetne. Tangens uhfanazyvamespad
roviny a.

Uloha 4.8.6 Dana je rovinar. Uréte jej odchylky od pédorysne a narysne (Obr. 4)8.6¢
RieSenie(Obr. 4.8.6a, Obr. 4.8.6b):

Odchylka roviny od pddorysne je odchylka jej spajquiamky prvej osnovy od pédorysne.
Odchylka roviny od narysne je odchylka jej spadgreamky druhej osnovy od narysne.

Vhodne zvolimdubovd’na spadovi priamku prvej osnovy rovima ukime jej odchylku od
podorysnel x(a, | = | x(*s", | = ¢
Vhodne zvolimdubovd’nu spadovu priamku druhej osnovy roviaya ucime jej odchylku
od narysnel x(a, V| = | x(3% V)| = w
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Obr. 4.8.6b

Obr. 4.8.6¢ Obr. 4.8.6d Obr. 4.8.6e
Postup:

Odchylka rovinya od pédorysne (Obr. 4.8.6d):

1. Narysujeme p()doryﬁsf a nélryslsgC I'ubovd’nej spadovej priamky prvej osnovy roviay
Spadoveé priamky pozri v kapitole 4.5.

2. Spadovu priamku sklopime do pédorysne. Vyuzijempgedorysny a narysny stopnik.
('s) = P(N)

3. x(a, Bl =1 x(s% Bl = x((*%7), 1s¥)| = ¢

Odchylka rovinya od narysne (Obr. 4.8.6€):

o

4. Narysujeme podorys’s! a narys 2s5
roviny a.

lubovd’nej spadovej priamky druhej osnovy
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5. Spadovu priamku sklopime do narysne. VyuZijeme p@glorysny a narysny stopnik.

(%s7) = P)(N)
6. x(a, V| = 3% )| = x(%7), ?s5)| = w

Pozndmka: Spad rovinya vzhladom na pédorys je tangens uhlgp. Spad roviny a
vzhladom na narysai je tangens uhlau Spadova priamka (prislusnej osnovy) ma n&gva
spad spomedzi vSetkych priamok danej roviny. Nagfet j. nulovy spad, ma hlavna
priamka (prislusnej osnovy).

Uloha 4.8.7:Dany je pbédorys a narys domu.dtlr spad stresnej rovinBE a roviny BCF
vzh'adom na podorys (Obr. 4.8.7a).

= Fo E F>
/7 i N\

7 A

— Y =

A2 D2| : EC2| Bz Bz

I : .
I l ro
— —

Dy | | Cy! X *2

i : X1

B:

Obr. 4.8.7a Obr. 4.8.7b

Postup (Obr. 4.8.7b):

Spad roviny ABE:
1. PriamkaA,B; je rovnobeZnéa s 0sod . Z toho vyplyva, Ze priamkAB je hlavna priamka
prvej osnovy rovinyABE.

2. Narysujeme spadovu priamku prvej osnovy rowBE, ktora prechadza bodok
Jej priesénik s priamkouAB ozna&ime 1.
El10AB= E]_l]_ H A]_B]_.

3. Spadovu priamkiEl sklopime do roviny7’ ktora je rovnobezna s pddoiigsl a prechadza
bodomA. Sklopenie do Urovne pozri v Ulohe 4.8.2.
L=Q) BB | =|£F-7Z

4. Uhol spadovej priamk§1 s rovinoust’ oznaime ¢. Pédorysia je rovnobeZna s rovinou
7 preto platig = | x(E1, Bl = | x(E1, )| = | x(EL, E1dy)| = | x(E1Ls, (E)(L)]

5. Spéd rovinyABE vzh'adom na pddorysl je tangens uhla.

Spad roviny BCF:

6. PriamkaBC je hlavna priamka prvej osnovy roviBCF. Narysujeme spadovu priamku
prvej osnovy rovinyBCF, ktora prechadza bodor. Jej priesénik s priamkouBC
ozn&ime 2.F2 0 BC= F.2, O0B,C,.
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7. Spadovil priamk&2 sklopime do roviny?’
20=(2); IFu(F) | =1 Z7=2] =|F-7']

8.Uhol spadovej priamkyF2 s rovinou 77’ ozna&ime (. Po6dorysia je rovnobeZna
s rovinous7’ preto plati:

w=1xF2, 9l =1 2(F2, #)| = | 2(F2, F127)| = | x(Fs21, F)(2)]
9. Spad rovinyBCF vzhradom na pédorysl je tangens uhla.

Poznamka: VSimnite si polohu osf; ax,. V tomto pripade neplaxi = x,. P6édorys a narys su
v zdruzenej polohe, ale s od seba oddialené kw@i’adnosti. Pédorysm je na arovni
spodnej podstavy domu, naiigsje totoZna s rovinou zadnej steny domu.

Rovina kolmé& na priamku

Uloha 4.8.8:Dané su zdruzené priemety prianmist boduA. Zobrazte stopy roviny, ktora
je kolma na priamkig a prechadza bodom(Obr. 4.8.8b).

RieSenie(Obr. 4.8.8a):
Kolmicu na rovinu pozri v kapitole 4.5.
Pre pbdorysnu stopu roving plati: p;y' Oki. Pre narysnu stopu roving plati: n5 O ko.

To znamena, Ze na demie stbp rovinya staii poznd jeden stopnik priamky leziacej
v rovine a. Vyuzijeme hlavnu priamku prvej osnovy roviay ktora prechadza bodo/

Obr. 4.8.8a

Postup (Obr. 4.8.8c):
1.1 AL O O Ok
he: A0S O || %12
2. Uréime narysny stopnil priamky*h?.
3.m5: NoOny Ong Ok
4.{X12}= N3 N X2

5.pf: Xi20 pf O pff Ok
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ko

AZ. Nz _ hg
. X1,2 X1.2 ; X1,2
A :
ks hy

Obr. 4.8.8b Obr. 4.8.8¢c

Vzdialenog’ bodu od roviny
Uloha 4.8.9: Dana je rovinaa kolméa na naryisu a bodA. Uréte vzdialenog bodu A od
roviny a (Obr. 4.8.9a).
RieSenie:
1. BodomA vedieme kolmicik na rovinua.
2. Ur¢ime prieseénik {R} = kn a.
3. Vzdialenos boduA od rovinya je dzka Uséky AR.

Ak je rovina a kolma na narysu, tak je uéenie vzdialenosti bodé od roviny a velmi
jednoducha uloha, pretoZe v néryse sa rogipaemieta do priamky, = n5 .

ko
A
2t ny Az: ny = a
: | ' R
! \ E /7
X1 2 N ! X1,2 N ; : /
¢ ; é ///
Ay ke g A R 7
o pr
Obr. 4.8.9a Obr. 4.8.9b
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Postup (Obr. 4.8.9b):

1. BodomA vedieme kolmiclk na rovinua.
k1: A]_Dk]_DkJ_D pf
k2: Aszz DkzD ng

2.Ur¢ime priesénik {R} = kn a.
{Rz} = kz n ao.

3. Vzdialenos boduA od rovinya je dzka Gséky AR.
Priamkak je rovnobeZna s narysu, preto platitA, al =| ARl =| AR, | .

Uloha 4.8.10: Dana je rovinaa a bodA. Uréte vzdialenog bodu A od roviny a (Obr.
4.8.10b).

RieSenie(Obr. 4.8.10a):

1. BodomA vedieme kolmicik na rovinua.

2. Ur¢ime prieseénik {R} = kn a.

3. Vzdialenos boduA od rovinya je dzka Uséky AR.

Obr. 4.8.10a

Postup (Obr. 4.8.10c):

1. BodomA vedieme kolmicik na rovinua.
Ki: A Ok Ok O pf
ko: Ao Ok Ok O N5

2. Priesénik {R} = k n a urtime metddou krycej priamky (pozri kapitolu 4.6).

3. Dizku Gseky AR uréime sklopenim priamkig do pédorysne (pozri Glohu 4.8.1).
|A, al =IAR| =| (AR

Pozndmka: Krycia priamka je vtomto pripade spadova prianpkeej osnovy rovinya.
Podorys kolmicek je totoZzny s pddorysom spadovej priantisf prvej osnovy rovinya.
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Priamky k, 's” leZia v spolénej premietacej rovinel O 7z Rovinu A sme sklopili do
podorysne. V sklopenej polohe platk) @ (*s") O {(R} = (*s”) n (K. Tento postup
vyuZzijeme v nasledujucej tlohe.

’ 1
: A
! e
: 7 Ny
1 X122 ot I X1.2
P "
Obr. 4.8.10b ' Obr. 4.8.10¢c

Uloha 4.8.11:Dana je rovinaa a bodR, ktory v nej leZi. V boddR zostrojte kolmicu na
rovinu a a ukte na nej body, ktorych vzdialentosd rovinya jed (Obr. 4.8.11b).

RieSenie(Obr. 4.8.11a):

BodomR vedieme kolmicik na rovinua, aj na spadovd priamKis® prvej osnovy rovinya.
Priamkyk, 's” leZia v spolénej premietacej rovind O 7z RovinuA sklopime do pédorysne.
RieSenie je analogické ako v predchadzajucej uloheklopenej polohe nanesieme na
priamku k) od bodu R) dizku d. Uloha ma dve rieSenia, su to bodyaB, pre ktoré
plati:| (AR | = (B)R) | =| ARl =IBRI| =|A, al =IB, al =d.

Obr.4.8.11a
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Postup(Obr. 4.8.11c):

1. Pomocou hlavnej priamky prvej osnovy roviayréime narys bod&.

2.BodomR vedieme kolmiclk na rovinua.
k]_: R]_Dk]_Dk]_D pf
k2: R, [ k2 O k2 O ng‘

3. Podorys kolmicé je totozny s pédorysom spadovej priani&¥incidujicej s bodonR.
Najskor sklopime do pddorysne spadovd priamts?)(= (R)(P).
Spadova priamkds” a kolmicak st na seba kolmé. Sklopenie je zhodngweto aj
v sklopenej polohe plati*¢”) O (k)
®: R OKDOK D)

4. Na priamku k) nanesieme od bod®)(dizku d. Ziskame bodyA) a B), pre ktoré plati:
(AP =1B)R)| =IARl =[BR| =|A al =IB, al =d.

5. Zobrazime p6dorysy boday, B:
A A O kl DA]_(A) [l k]_
B.:: B, O kl [l B]_(B) [l k]_

6. Na priamkek; a na ordinalach doplnime body aB..

Poznamka: VSimnite si viditénog’ priamkyk vzhadom na rovinur a polohu bodowA aB.

Rovina a rozdd’uje priestor na dva polpriestory. Bédlezi nad rovinour a bodB podiou.
To bude dblezité pri zobrazovani telies (pozri kalpi4.11).

a

Py

Obr.4.8.11b Obr.4.8.11c

Uloha 4.8.12:Dany je pddorys a narys domu a stromuteivzdialenos vrcholu V stromu
od streSnej rovinBCF (Obr. 4.8.12a).
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RieSenie(Obr. 4.8.12b):
Postup je podobny ako v ulohe 4.8.10.

1. BodomV vedieme kolmicik na rovinuBCF.
PriamkaBC je hlavna priamka prvej osnovy rovimy= BCF, z toho vyplyva; [0 B, C;.

2. Priamka’s” je spadova priamka prvej osnovy roviay= BCF, pre ktor( platk; = 15{{‘.
Oznaime body: {1} ='s” n BC, {2} = 's" n FB.

3. Sklopime priamku 12 2s” abodV do roviny 77/ ktora je rovnobezna s pddoiiygs
a inciduje s bodorB (sklopenie do Urovne pozri v Ulohe 4.8.2).

4.V sklopenej polohe narysujeme priambkix ((V) O (K) O (k) O (*s).
5.(R): {(R}=("s") n (K

6. Vzdialenos vrcholuV stromu od streSnej rovirCF je vzdialenosg bodovV aR.
|V, BCF| =| VRl = (V)(R)|

Poznamka: VSimnite si, Ze v zadani nebolatana poloha ost. Pri rieSeni tejto Ulohy sme ju
nepotrebovali.

Obr. 4.8.12a Obr. 4.8.12b

4.9 Otacenie roviny

Ak skimame metrické vlastnosti rovinného Utvaruyybodné jeho rovinu otat” okolo jej
stopy do priemetne, alebo do roviny rovnobeznejengetiou okolo hlavnej priamky roviny.
Otocenie roviny je zhodna's preto v otéenej polohe su vSetky Gtvary ¢édnej roviny zhodné
so skuténymi. Najskor vysvetlime metddu ¢tnia roviny. VdalSej ¢asti budeme rie8i
pomocou otdenia roviny metrické ulohy uhol dvoch priamok a noég vlastnosti rovinného
atvaru.

Otocenie roviny do pbédorysne
Uloha 4.9.1:Rovinaa je dana pddorysnou a narysnou stopou. Dany jergédmduA O a.

Urcte ota@enu polohu bodlA pri otateni roviny a do podorysne okolo pbédorysnej stopy
(Obr. 4.9.1b).
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RieSenie(Obr. 4.9.1a):

Os ot&ania je p6dorysné stopa roviay Pri ot&ani rovinya sa bodA pohybuje po kruznici
K°, ktora lezi v rovinel® kolmej na podorysu aj na rovinua a inciduje s bodom\. Podorys
kruznicek® je Useka kolméa na podorysnl stopu roviay Stred kruznicek® je podorysny
stopnikP spadovej priamky prvej osnovy rovinyincidujicej s bodonA. Kruznicak® ma
polomerr = |AP|; to je polomer otfania boduA. DiZku useéky AP uréime pomocou
sklopenia pravouhlého trojuholnikePA, do pddorysne. Uska AP je jeho prepona a lezi na
spadovej priamke prvej osnovy roviny Pri sklapani sa bod pohybuje po kruznick’.
Otocenu polohu bodA budeme oznmva’ A,. Medzi pédorysmi bodov roviny a aich
otoéenymi polohami do pddorysne je veah perspektivnej afinity s osou afinityp? = pf

a s dvojicou zodpovedajucich si bodow;, A,.

Obr.4.9.1a

X1,2

Obr.4.9.1b Obr.4.9.1c
Postup (Obr. 4.9.1c¢):

1. Pomocou hlavnej priamky prvej osnovy roviayréime narys bodé.

2. Zobrazime podorys tej spadovej priamky prvej osnowny a, ktord inciduje s bodorA.
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'S A0 0 O pf
{P}="¢n pf

3. Sklopime pravouhly trojuholnikPA, do pédorysne. ika Uséky AP je polomer otéania
boduA, t. j.r = [AP| = [(A)(P)I.

4.(K): K)=(Pyr)
5. A {A} =1 n ()

6. Medzi podorysmi bodov roving a ich ot@enymi polohami do pédorysne jetiah kolmej
afinity s osoup; a dvojicou zodpovedajucich si boday, A,.
Uloha 4.9.2: Rovina a kolmé na narysu je dana pddorysnou a narysnou stopou. Dany je

pddorys bodlA [ a. Ur¢te ot@end polohu bodi\ pri otateni roviny a do poédorysne okolo
podorysnej stopy (Obr. 4.9.2a).

n; ko R L
l./. AI A2
Y I
X1,2 Aozt P, | X1,2
L A I
.Al A: klo opl ‘Al
o
P Pl = os afinity
Obr. 4.9.2a Obr. 4.9.2b

Postup (Obr. 4.9.2b):
1. Uré¢ime narys bodé: A, 0 n3 .

2. Bod A sa pri otdani roviny a pohybuje po kruznick’(P; | AP|). Jej narys je kruZnica
k(P2 | AsP2|) zhodna s kruznicol®. Preto nemusime polomer kruzni&® uréova
sklopenim.

3.Ac AAL D pf OlAP: = AP,
4. Medzi pddorysmi bodov roving a ich ot@genymi polohami do pddorysne jetiah kolmej
afinity s osoup;* a dvojicou zodpovedajucich si boday, A,.

Uloha 4.9.3:Rovina a kolmé na bokoryisu je dana pddorysnou a narysnou stopousi®to
rovinu a do podorysne okolo jej pédorysnej stopy é&eirafinitu medzi pédorysmi bodov
roviny a a ich ot@enymi polohami (Obr. 4.9.3a).

Postup (Obr. 4.9.3b):

1. Vhodne zvolime p6doryd; boduA, ktory lezi v rovinea. Narys boduA urcime pomocou
I'ubovd’nej priamkya, ktora inciduje s bodomA a lezi v rovineq.

2. Bod A sa pri otdani roviny a pohybuje po kruznick’(P; | AP|). Jej podorys je Uska
kolma na podorysnu stopu.
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3. Polomer kruZnic® urgime sklopenim trojuholnik&PA; do podorysne.
4. Ay {A}=18"n (K

5. Medzi pédorysmi bodov roving a ich ot@enymi polohami do pédorysne jetiah kolmej
afinity s osoup;" a dvojicou zodpovedajucich si boday, A,.

a a
ny Ny

X1,2 X1,2 /T i a aN,
| ' (1
Al )
- --=% (A)
apli/‘ L0

g —
()= Plio / Pi = osafinity
1.

<<’

1 a

St

Obr. 4.9.3a Obr. 4.9.3b
Otocenie roviny do narysne

Uloha 4.9.4:Rovinaa je dana pédorysnou a narysnou stopou. Dany jergédmduA O a.

Urcte otatenu polohu boduA pri otaieni roviny @ do narysne okolo narysnej stopy
(Obr. 4.9.4b).

n?=os afinity
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RieSenie(Obr. 4.9.4a):

Os ot&ania je narysna stopa rovimy Pri ot&ani rovinya sa bodA pohybuje po kruznid.
Narys kruZnicek® je Uséka kolma na narysnl stopu rovimy Stred kruznicé® je narysny
stopnikN spadovej priamky druhej osnovy rovimyincidujicej s bodonf. Kruznicak® ma
polomerr = |ANI; to je polomer otfania boduA. Dizku Gseéky AN uriime pomocou
sklopenia pravouhlého trojuholnilkeNA, do narysneMedzi narysmi bodov roviny a a ich

otoéenymi polohami do narysne je vZah perspektivnej afinity s osou afinityn? = n3

a s dvojicou zodpovedajucich si bodow,, A,.

o
n,

X1,2 X1,2

1
1
1
1
1
1
1
i !
! 1
! 1
® 1

Al 2 hla Al

Obr. 4.9.4b Obr. 4.9.4c
Postup (Obr. 4.9.4c):

1. Pomocou hlavnej priamky druhej osnovy rovimyrc¢ime narys bodé.

2. Zobrazime narys spadovej priamky druhej osnovympwi, ktora inciduje s bodorA.
sy: A, 0 2s5 0%s§ O ng
{Nz} = °s§ n ng

3. Bod A sa pri otdani roviny a pohybuje po kruznick’(N; | AN|). Jej narys je Uska kS
kolma& na narysnu stopu.

4. Polomer kruznicd® uréime sklopenim trojuholnikANA, do néarysne. Zka Gséky NA je
polomer otdania boduA, t. j.r = |AN| = [ (A)(N)].

5.(K): K)=(Ngr)
6. A0 {A}= 255 n (K

7. Medzi narysmi bodov rovinyr a ich ot@enymi polohami do narysne je tah kolmej
afinity s osoun3 a dvojicou zodpovedajlcich si boday, A,.
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Uloha 4.9.5:Rovina a kolma na podorysi je dana pddorysnou a narysnou stopou. Dany je
narys boduA 0 a. Ur¢te ot@end polohu bodwA pri otadeni roviny @ do narysne okolo

narysnej stopy (Obr. 4.9.5a).

ny ny = os afinity
A e AZI"'“l\'lz"g“ifg“on
X1,2 X1,2 A E N1 ./.,jliAol
Py P'= o T "210
Obr. 4.9.5a Obr. 4.9.5b

Postup (Obr. 4.9.5b):

1. Ur¢ime pbdorys bodé: A O p;*.
2. Bod A sa pri ot&ani roviny a pohybuje po kruznick’(N; | ANI|). Jej podorys je kruznica

k1°(N1;|A1N1|) zhodna s kruznicolk’. Preto nemusime polomer kruzni&® urcovar
sklopenim.

3. A0 AAo 0 ng Ol ANl =[ ANy |

4. Medzi narysmi bodov rovinyr aich ot@enymi polohami do narysne je tiah kolmej
afinity s osoun3 a dvojicou zodpovedajlcich si boday, A,.

Metrické ulohy rieSené pomocou otéenia roviny

Uloha 4.9.6:Dané su zdruzené priemety réznobeznych priamob Uréte ve’kos® uhla,
ktory zvieraju priamkya ab (Obr 4.9.6b).

p? = os afinity

Obr. 4.9.6a
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RieSenie(Obr. 4.9.6a):

R6znobezné priamky, b s priesénikom R uréujd rovinu, ktord ozn&dme a. Rovinu a
oto¢ime okolo jej pbdorysnej stopy do podorysne. Poslodystopniky priamola ab su
samodruzné body, preto na &aie priamoka a b sta&i otccit’ ich priesénik R. Otatenie

roviny je zhodnog preto platil x(a, b)| =| x (a, bo)| = ¢.

X1,2

ai

by

Obr. 4.9.6b
Postup(Obr. 4.9.6¢):
1. Pomocou stopnikov priamak b uréime stopy rovinyr = ab.
2. RO Ol O pf

3.BodR otatime do pddorysne ako v ulohe 4.9.1.
Medzi pédorysmi bodov roving a ich ot@éenymi polohami do pédorysne jet@h kolmej

afinity s osoup; a s dvojicou zodpovedajlcich si bodey R..
4.8, =R, P}

bo = Ro Pob

Otocené utvary rysujeme bodéiarkovanowiarou.
5.1 2(a, b)| =] x(a0, bo)| = ¢.

Uloha 4.9.7: Uréte pa&uholnik zhodny s piiholnikom ABCDE ktory leZi v rovine a
(Obr. 4.9.7b).

RieSenie(Obr. 4.9.7a):

Rovinu a ototime okolo néarysnej stopy do narysne. &ftde je zhodnas a preto je
p&’uholnik A,B,CoDoE, zhodny s péuholnikomABCDE t. j. maju rovnaky tvar a VRos'.
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Obr.4.9.7a

B>

A, ® L

D, X1,2

E:

Obr.4.9.7b Obr. 4.9.7¢c

Postup (Obr. 4.9.7¢):

1. Pomocou hlavnych priamok druhej osnovy rovinyrcime bodyA; aC..
2. Narysujeme bod®,, D; aE.

3. Zobrazime podorys a narystpéolnikaABCDE
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4. Ur¢ime ot@enu polohu bodlA. Bod A sa pri otdani roviny a pohybuje po kruznici
K°(N; | ANI). Jej narys je uska k3 kolma na narysnu stopu.
Polomer kruznic&® urcime sklopenim trojuholnikANA, do narysne (pozri Glohu 4.9.4).
5. Medzi narysmi bodov rovinyr a ich ot@enymi polohami do narysne je tah kolmej
afinity s osoun3 a dvojicou zodpovedajlcich si boday, A,.
Pomocou afinity zobrazime faholnik A,B,CoDoEo.
Poznamka: VSimnite si otéenu polohu pédorysnej stopy roviay

Uloha 4.9.8: Dany je poddorys a narys domu. &tér tvar streSného oknidLM, ktoré lezi
v rovine strechyABE (Obr. 4.9.8a).

RieSenie(Obr. 4.9.8b):

Rovinaa = ABE je kolma na bokorysi. Ulohu vyrieSime pomocou atenia rovinyABE do
roviny 77/ ktora je rovnobeZna s podotigsl a prechadza bodofm Osou otéania je priamka
AB, ktora je hlavnou priamkou prvej osnovy roviBE

E2 Fz
/0 N\
/ ! Y .
VA ! | \ T2
A 1Dy r 1C | B B>
1 ! rol
1 ! ! 1
I ! vl
| : : ]
: | | b | %12 L
| Dy} ! L ICy ! 1.2
I ' : . : ! : os afinity
AL 11:]?0\"_\,__!{_ _________ 4, =(4) :/,' 31:3081
Ko ™ \“\. .:.' M,
N "'\—>'~I'|'_O
1 o
S
Obr. 4.9.8a Obr. 4.9.8b

Postup:
1. Pomocou bodov 1, 2, 3dime narys trojuholnik&KLM.

2. Ur&ime ot@ent polohu bodl do roviny 77/
Priamku 4. (spadovéa priamka prvej osnovy roviABE) sklopime do roviny?’
Polomer ot&ania bodiL je | (L)(4)!.

3. Medzi pddorysmi bodov rovinABE a ich otéenymi polohami do roviny?’ je vzah
kolmej afinity s 0sowA;B; a dvojicou zodpovedajucich si bodby L.
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4. Afinitou zobrazime ot&enu polohuK,L,M, trojuholnika KLM. Trojuholnik KoLoM, je
zhodny s trojuholnikonKLM.

Poznamka: V nasledujucej kapitole budeme riggiohy podobného typu. Pomocou &taia
roviny budeme zobrazovazdruzené priemety rovinného Uutvaru danych metdbky
vlastnosti.

4.10 Zobrazenie rovinného uUtvaru

V tejto kapitole budeme zobrazavadruZzené priemety, t. j. pddorys a narys rovinnétvaru
(n-uholnika a kruznice) pozadovanych metrickych viasti.

Zobrazenie rovinnéhon-uholnika
Uloha 4.10.1: Zobrazte podorys a narys rovnostranného trojuhalnktory leZi v rovine
a O v. Dand je stranAB trojuholnika (Obr. 4.10.1a).
RieSenie(Obr. 4.10.1b):
Ulohu budeme riegipomocou otéenia rovinya do pédorysne (pozri Glohu 4.9.2).
1. Narysujeme body,, B..
2. Otocime bodA. Ziskame dvojicu zodpovedajacich si boddy A.. Os afinity je priamka

py . Afinitou urcime bodB,.

3. V oto¢enej polohe narysujeme rovnostranny trojuholniloHal ma dve rieSeniai,B.Co,
AoBoDo.

4. Pomocou afinity zobrazime bo@@y, D;. DoplnimeC,, D-.

a
o n,  __._._
n; ? e T - k3
D2 ‘/'/ \'\.
' A2 N
1 : AN
P *
L \
V! B,
P N Co \
! 1 1
' ! ' VAOZ
. T T 4
X1,.2 >/ X121 E_ rogL=, i \ Do
~ g
: e T
! \\BO P : |
B1 LR L
- 1 !
=3, N
' ~. "
I \'\‘ 'li
e > -
Ay " R - Ao
& 5=
1= %o
o . .
P1 = os afinity
Obr. 4.10.1a Obr. 4.10.1b
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Uloha 4.10.2:Zobrazte pddorys a narys $tvor&BCD, ktory leZi v rovinea O 7z Dana je
uhloprietka AC Stvorca (Obr. 4.10.2a).

e n, = os afinity
2
&

I

X1,2

X1,2

py

Obr. 4.10.2a Obr. 4.10.2b

RieSenie(Obr. 4.10.2b):

1. Narysujeme bod\;.
2. Rovinu a otatime do narysne okolo narysnej stopy. &ee bodA (pozri ulohu 4.9.5).

Ziskame dvojicu zodpovedajlcich si bod8y, A,. Os afinity je priamkan; . Afinitou
uréime bodC,.

3.V oto¢enej polohe narysujeme 3tvomsB,CoD,. Uloha mé jedno riedenie.
4. Pomocou afinity zobrazime bo@y, D,. Narys Stvorc®ABCDje rovnobeznikd,;B,C,D-.
5. DoplnimeBy, C;, D;. P6dorys StvorcABCDje Uséka A;C;.

Uloha 4.10.3: Zobrazte podorys a narys dbdika ABCD, ktory lezi v rovine a. Dané su
bodyA, B a pomer strahAB| :| BC| =2 : 1 (Obr. 4.10.3a).

RieSenie(Obr. 4.10.3b):
1. Pomocou hlavnych priamok prvej osnovy rovimyréime bodyA; aB;.
2. Rovinu a otatime do pbédorysne (pozri tlohu 4.9.1). Narysujenoeéestt polohu bodé:
'S AO'S O O py
Sklopime pravouhly trojuholnilAPA; do pddorysne. fika jeho prepony je polomer

ot&ania bodwA, t. j.r = |AP| = [(A)(P)].
K): K)=Pwsr)

A {A =S n (i)
Medzi pddorysmi bodov roving a ich ot@enymi polohami do pédorysne jet@h kolmej
afinity s osoup; a dvojicou zodpovedajucich si boday, A,.

3. Afinitou ur¢ime bodB,.
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4.V otocenej polohe narysujeme dbidik A,B,CoDo S pomerom strédmoBo| : | BsCol =2 : 1.
Uloha ma dve rieSenia, zobrazime jedno z nich.

5. Pomocou afinity zobrazime bod@;, D;. Pddorys obiZnika ABCD je rovnobeZnik
A1B:CiD;.

6. Pomocou hlavnych priamok prvej osnovy rovimuréime bodyC,, D,. Narys obiZnika
ABCD je rovnobeznild;B,C,D-.

a

N,

B>

Obr. 4.10.3a Obr. 4.10.3b

Zobrazenie kruznice

Uloha 4.10.4:Zobrazte pddorys a narys kruznikdeziacej v rovinea, ktora je kolméa na
podorysiu. Dany je stre@ kruznice a jej polomer (Obr. 4.10.4b).

RieSenie(Obr. 4.10.4a):
Pddorys kruznicé je us€kak; a narys elips&.

KruZnicak ma nekonéne véa priemerov siikou 2. Ich kolmé priemety st G&ey kratSie,
nanajvys rovnako dlhé aka §oozri V5 v kapitole 3.3).

Podorys kruznicé:

Priemer CD, ktory je rovnobezny s podonysu alezi na hlavnej priamke prvej osnovy
roviny a sa premieta do G&ey C;D; s dZkou 2. Usetka C,D; je podorys kruznick.

Narys kruznice:

PriemerAB, ktory je rovnobeZzny s namysu a lezi na hlavnej priamke druhej osnovy rowiny
sa premieta do Usky A;B; s dZkou 2. BodyA; aB; st hlavné vrcholy elipske.

ABOCD 0 'S 0 %hS = bodyC; aD, st vedajsie vrcholy elipsy,.
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=\

X1,2

Obr. 4.10.4b

Postup (Obr. 4.10.4c¢):

Obr. 4.10.4a
Zhg
n, Ay
k2
lhg
C2 Sz A D2
| |
i By :
| ' : X1,2
Ci : i
: !
$=A1=B; |
ky !
D,
p;
Obr. 4.10.4c

1. Narysujeme bo&,; na pédorysnej stop@;’ a na ordinéle bod8 S, = A; = Bs.

|cisl =Icsl =ID,S| =IDS| =t
Pddorys kruznicé je Us€ka C,D;.

2. Body Ag, B, leZia na priamkéhs incidujlicej s bodons; a plati:

|AS| =1 AS =1B,S,| =IBS| =r.

3.BodyC, aD; lezia na priamkéfhgC incidujucej s bodon%; a na ordinalach bodav aD.

4. Narys kruznicek je elipsaky, urcena hlavnymi vrcholmid,, B, a vedajSimi vrcholmi

Cy, Do

129



Uloha 4.10.5:Dané je rovinar kolma na naryisu a trojuholnikkKLM, ktory leZi v rovinea.
Zobrazte p6dorys a narys kruzniGektora je opisana trojuholnik(LM (Obr. 4.10.5a).

RieSenie(Obr. 4.10.5b):

n
\ X1,2
oKl
ol
Py PI = os afinity
Obr. 4.10.5a Obr. 4.10.5b

1. Rovinu a otatime okolo pbédorysnej stopy do pddorysne (pozri aldh9.2). Otdime
bodK a afinitou zobrazime body; aM;.

2.V otocenej polohe opiSeme trojuholnikigl M, kruznicuk,. Jej streds, je priesénik osi
stran trojuholnika<,LoMo.

3. Pddorys kruznicé je elipsak;. Zobrazime ju pomocou kolmej afinity (pozri GloBib.3).
PriemerA,B, rovnobezny s osou afinity sa zobrazi do priem&iy elipsy k;. Body A;
aB; su hlavné vrcholy elipshs.

PriemerC,D, kolmy na os afinity sa zobrazi do priem&iD; elipsyk;. BodyC; aD; su
ved’ajSie vrcholy elips;.

4. Narys kruznicek je us€ka C;D; leZiaca nan; .

Uloha 4.10.6: Zobrazte podorys a narys kruznikektora lezi v rovinea. Dany je stredS
kruznice a jej polomer (Obr. 4.10.6b).

RieSenie(Obr. 4.10.6a):
Pddorys kruznicé je elipsak; a narys elipsé,.

Kruznicak ma nekonéne vé'a priemerov siikou 2. Ich kolmé priemety st G&ey kratSie,
nanajvys rovnako dlhé aka.2
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Pddorys kruznicé:

Priemer AB, ktory je rovnobeZny s podomysu aleZzi na hlavnej priamke prvej osnovy
roviny a sa premieta do Gy Ai1B; s dZkou 2. BodyA; aB; st hlavné vrcholy elipsk.
PriemerCD, kolmy na priemeAB, lezi na spadovej priamke prvej osnovy rovinyBody C,;
aD; su vedajSie vrcholy elips;.

Narys kruznice:

PriemerKL, ktory je rovnobeZny s namysu a lezi na hlavnej priamke druhej osnovy rowiny
sa premieta do Usky KsL, s dZkou 2. BodyK; al, st hlavné vrcholy elipske.

PriemerMN, kolmy na priemeKL, lezi na spadovej priamke druhej osnovy rovinyBody
M, aN, su vedajSie vrcholy elipsko.

A

Obr. 4.10.6a

Postup (Obr. 4.10.6c¢):
1. Pomocou hlavnej priamk%ha uréime bods;.
2.Na priamkulhf‘ nanesieme od body polomerr. Body A, B; su hlavné vrcholy elipsks.

3. Ur¢ime vedajSi vrcholC, elipsyk;:
Bodom S vedieme spadovu priamku prvej osnovy rovimySklopime ju do pbédorysne
a nanesieme nau od bodu ) polomerr. | (C)(S)! =r.

Ci (O)C. 0% 0C, O g}

4.Vedrajsi vrcholD; elipsyk; je sumerny k bod@; pod’a stredis,.
Elipsak; je utena vrcholmiA,, B; aCy, Ds.

5. Na priamku 2h§ nanesieme od bod§, polomerr. Body K, a L, su hlavné vrcholy
elipsyko.
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6. Ur¢ime vedajSi vrcholM; elipsyks:
Bodom S vedieme spadovu priamku druhej osnovy rovimySklopime ju do narysne
a nanesieme na od bodu $) polomerr. | (M)(S)| =r.
My, (MM, O %s3 OM, O 2s5

7. VedrajSi vrcholN; elipsyk; je sumerny k bodi¥l,; pod’a stredus,.
Elipsak; je utena vrcholmKj,, L, aMa, N,.

Poznamka: Na ugenie dZzok vedajsich osi elipsk; a k. mdézeme pouZi rozdielovi
konStrukciu (pozri tlohu 3.5.7).

Obr. 4.10.6b Obr. 4.10.6¢

4.11 Zobrazenie telies

V tejto kapitole budeme zobrazavadruzené priemety, t. j. pédorys a narys pravigein
n-bokych hranolov a ihlanov, rataych valcov a rotenych kuzé&ov.

Uloha 4.11.1:Zobrazte pddorys a narys pravidelného trojbokétan#ABCV. Trojuholnik

ABC leZi vrovine a. Dana je jeho stran&B. Vy3ka ihlana sa rovnaiike stranyAB
(Obr. 4.11.1a).

RieSenie:

Uloha ma 4 rieenia. V rovinglezia dva rovnostranné trojuholniky so spmiou stranolAB
a vrcholV moze leza v opanych polpriestoroch vdladom na rovinua. Zobrazime jedno
z rieSeni.

Postup (Obr. 4.11.1b):

1. Rovnostranny trojuholniRBC zobrazime polh ulohy 4.10.1.
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2. Zobrazime bod, stred rovnostranného trojuholnik&C.
V otocenej polohe sme narysovel ako priesénik dvochtaznic trojuholnika®,B,Co.
Bod S, urtime pomocou afinity, alebo ho mézeme narysquégamo ako priesmik taznic
trojuholnikaA;B;C;.

3. Zobrazime vrchoV ihlana:
BodomS zostrojime priamkk kolmu na rovinua a nanesieme nau vySku ihlana:
k1D pf DkzD ng.
Priamkak je rovnobeZna s nanysu preto platit V.S | =| AB| =| ABo| OV, O ko.
V1 lezi na priamké; a na ordinale bodu.

4. Doplnime hrany ihlana a ¢ime viditd’nog’ v pédoryse a v naryse. Natanie viditénosti
mozeme pouZikrycie body (pozri tlohu 4.6.5).

Vo ko
ny s
1 RN (o]
: \'\kz
! v Aoo
X1,2 -/ X1,2
B1
A
py
Pl= os afinity
Obr.4.11.1a Obr.4.11.1b

Uloha 4.11.2:Zobrazte pddorys a narys kockBCDEFGH.StvorecABCD leZi v rovinea,
dana je jeho uhlopré&a AC (Obr. 4.11.2a).

RieSenie:

Uloha ma 2 rieSenia. V rovine lezi jeden $tvorec teny uhloprigkou. Kocka moze le¥a
v opanych polpriestoroch viladom na rovina. Zobrazime jedno z rieSeni.

Postup(Obr. 4.11.2b):

1. StvorecABCDzobrazime pokh Glohy 4.10.2.

2. Zobrazime bodE:
BodomA zostrojime priamkik kolmu na rovinua a nanesieme nau vysSku kocky.

k1D pf DkzD ng.
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Priamkak je rovnobeZzna s pédonysu preto plati:
| AiEs | =1 ABl =] AB,| DE; Ok
E. leZi na priamké; a na ordinale bodH.

3. Doplnime ostatné hrany kocky v naryse aj v pédoryéaiZijeme vlastnosti priemetu
rovnobeznych a rovnako dlhych dek.

4. Ur¢ime vidite’nos’ hran kocky v podoryse a v naryse.
Na ukenie viditénosti v naryse mézeme potikirycie body 3 = 4, (pozri Ulohu 4.6.5).

a
N2 = os afinity

n2

C,

R

X1,2

Obr. 4.11.2a Obr. 4.11.2b
Uloha 4.11.3:Zobrazte pddorys a narys rémeho kuzéa s podstavou v roving. Dany je
stredS podstavnej kruZnick a jej polomer. VysSka kuzé&a sa rovna2(Obr. 4.11.3a).
RieSenie:
Uloha ma 2 rieSenia. V rovine lezi jedna kruznica dana stred@ra polomeronr. Kuze’
moZe lezé v opanych polpriestoroch valadom na rovinur. Zobrazime jedno z rieSeni.
Postup (Obr. 4.11.3b):
1. Kruznicuk zobrazime analogicky ako v tlohe 4.10.4.

2. Zobrazime vrchoV kuzd'a:
BodomS vedieme kolmick na rovinua a nanesieme nau vysku kuzéa:
S0 pf 0% 0ng
Priamkak je rovnobezna s pddonysu a preto platil:VyS = 2r OV, O 5.
\, leZi na priamkék, a na ordinéle bodu.

3. Pddorys kuzka je trojuholnikC,D1V;.

Obrys kuzéa v naryse tvoria dotyice elipsyk, vedené z bodly, acag’ elipsy k., po
dotykové bodyT, a Q.
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4. Ur¢ime viditd’nog’ elipsyk,. Cag’ elipsy obsahujlca bad, po dotykové bodyl, aQ, nie
je viditel'na.

Poznamka: Dotycnice elipsyk, z boduV, aj dotykové bodyT, aQ, mbZzeme narysova

presne (pozri Ulohu 3.5.6).

21.0
' “h
ny P2 ng
ko 1
D,
o
S i e
B i ! :
X1.2 : i : X1.2
: 5 | |
“—> S1=A=B ) :
D! Ky i
p{ g |
Py i
V]_ Skl
Obr.4.11.3a Obr.4.11.3b

Uloha 4.11.4:Zobrazte pddorys a narys kvadkBCDEFGHs podstavolABCD v rovine a.
Dané s bodyA aB. Pomer d#ok hran AB| :|BC| :|AE| =2: 1 : 3 (Obr. 4.11.4a).

RieSenie:

Uloha ma 4 rieenia. V roving leZia dva obt¥niky poZzadovanych vlastnosti a kvader méze
leza® v opanych polpriestoroch vAladom na rovinwy. Zobrazime jedno z rieSeni.

Postup (Obr. 4.11.4b):

1. ObdZnik ABCD zobrazime pah Glohy 4.10.3.

2.Zobrazime bodE:

BodomA zostrojime kolmiclk na rovinua a nanesieme nau vySku kvadra pdé
tlohy 4.8.11.

kl O pf O k2 O ng‘
| (A)(E)| =3|ADI = 3| AD,|
Zvolili sme jedno z dvoch moznych rieSeni tak, abgE leZal nad rovinown.

3. Doplnime ostatné hrany kvadra v naryse aj v pédorys/uzijeme vlastnosti priemetu
rovnobeznych a rovnako dlhych desk.
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4. Ur¢ime vidite’'nog’ hran kvadra v podoryse a v naryse.
Pre utenie vidit¢nosti hrdn mézZzeme pouzkrycie body 3=4, a5 = 6,.

Obr.4.11.4a Obr. 4.11.4b

Uloha 4.11.5: Zobrazte pddorys a narys réteho valca s podstavou v rovime Dany je
stredS podstavnej kruzZnick a jej polomer. VySka valca sa rovna(Obr. 4.11.5a).

RieSenie:

Uloha ma dve rieSenia. V rovine existuje jedna kruznick pozadovanych vlastnosti. Valec
moZe lezé v opanych polpriestoroch valadom na rovinur. Zobrazime jedno z rieSeni.
Postup (Obr. 4.11.5b):

1. Kruznicuk, ktora tvori podstavu valca zobrazime fmdlohy 4.10.6.

2.VySku valcaSOzobrazime pokh ulohy 4.8.11.
BodomS zostrojime kolmicw na rovinua.
o0 pf Do O ng
1 (9(0)] =r

Zvolili sme jedno z dvoch moznych rieSeni tak, abg O leZal nad rovinour.

3. Druh& podstava rotaého valca je kruznic8k so stredom v bod® a's polomeront.
Kruznice k a®k leZia v navzajom rovnobeZnych rovinach, preto peiemety st zhodné

elipsy.
4. Doplnime obrys valca a &gime vidite’'nos’:
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Podorys:
Cag’ obrysu tvoria spokné dotgnice elipsk, a®k. Elipsa %k je vidite'na cela.
ViditeI'nog’ elipsyk; sa meni v hlavnych vrcholodh, B; elipsyks.

Narys:
Cag’ obrysu tvoria spokné dotgnice elipsk, a®k,. Elipsa %k, je vidite'na cela.
ViditeI'nog’ elipsyk, sa meni v hlavnych vrcholodfy, L, elipsyk..

Obr.4.11.5a Obr. 4.11.5b

4.12 Tretia priemetia

V tejto kapitole uvedieme nieRko Uloh, v ktorych je vyhodné pouZipri rieSeni tretiu
priemetiu, ktora je kolméa na podonys, alebo naryisu, alebo aj na pddorigs aj na naryisu
zarova. Polohu tretej priemetne volime gdadpolohy prvkov v rieSenej Ulohe tak, aby
rieSenie ulohy bolo jednoduché a efektivne.

Uloha 4.12.1:Dana je rovinag a bodS O a. Zobrazte zdruzené priemety réného kuzéa
s podstavou Vv roviner. Bod S je stred podstavnej kruzni¢e dany je jej polomer. Vyska
kuzd'a je 2 (Obr. 4.12.1a).

RieSenie:
Uloha ma dve rieSenia. V rovineexistuje jedna kruznick pozadovanych vlastnosti. Kuze
moZze lez& v opa&nych polpriestoroch viladom na rovinua. Zobrazime jedno z rieSeni.

Rovina a je kolma na bokorysi, preto je vyhodné na rieSenie tejto Ulohy vyuttetiu
priemetiu — bokorysiu 1. Pouzitie bokorysne pozri aj v kapitolach 4.2& 4.
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Postup(Obr. 4.12.1b):

1. Vhodne zvolime polohu bokorysnea tym aj polohuz-ovej stiradnicovej osi. Bokoryisi
zdruzime s Nary®u 14 = b =23

2. Rovina a je kolma na bokorysi, preto jej bokorys je priamka. Na jejcanie stdia
bokorysyl'ubovd’nych dvoch bodov, ktoré lezia v rovime Pouzijeme stopnikl aN.

{PY=p"nu
{N}=n"nu
a3 = P3N3

PodrobnejSie pozri tlohu 4.6.4.
3. Zobrazime treti priemet bod S; O as.

4. Zobrazime narys bods BodS; narysujeme ako prieseik ordinal:
ordindla medzi prvym a druhym priemet&s; [ x; »,
ordinala medzi druhym a tretim priemet&%; [ ;3.

5. Zobrazenie kruznick:
Pddorys kruznicé je elipsak;, narys je elipsé, a bokorys us#a ks.
Priemer AB kruZnice k, ktory je rovnobezny s poédomsu je zarové rovnobezny aj
S narysiou a preto sa bodda B premietaju do hlavnych vrcholov elipkyaj elipsyko.
| Sl =1 SBy| =7
| Sl =SB, =1
V tretom priemete plats; = A; = Bs.
Bokorys kruZnicek je Useka C3D3 na priamkens, pre ktoru plati:
| SsCsl =1 SDsl =
Doplnime bodyC,, D, aCy, D;.
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Elipsak; je utena hlavnymi vrcholmiy, B, a vedajSimi vrcholmiCy, D;.
Elipsak; je utena hlavnymi vrcholmi,, B, a vedajSimi vrcholmiC,, D..

Poznamka: Dizky ved'ajSich polosiS,.C; a S,C, sa rovnaju len vtedy, ak st odchylky
roviny a od pddorysne a narysne rovnake.
6. Zobrazime bokorys kuka:
Os o rotatného kuzéa je kolma na rovinua, t. j. rovnobezna s bokomysu. Preto
v bokoryse platios 0 a3 0S; O 0s.
Vrchol V kuZze'a leZi na osb, vyska kuZéa je 2, pretoVs O o3 al SVl = 2r. Uloha méa
dve rieSenia, zvolili sme kuEéeziaci nad rovinowr.
Bokorys kuZé&a je trojuholnikCzD3Vs.
7. Doplnime body; aV;.
Obrys kuzéa v podoryse tvoria dotpice elipsyk; vedené z bodw; acag’ elipsyk; po
dotykové bodyT; aQs, v ktorych sa meni aj viditeaog’ elipsyk;.
Obrys kuz&a v naryse tvoria dotyice elipsyk, vedené z bodW, acag’ elipsyk; po
dotykové bodyJ, aW,, v ktorych sa meni aj viditaos’ elipsyks.

Poznamka:Presna konstrukcia datyic elipsy a ich dotykovych bodov je v tlohe 3.5.6.

Uloha 4.12.2:Dana je rovinar a bodA. Uréte ich vzdialenos(Obr. 4.12.2b).

Obr.4.12.2a

RieSenie(Obr. 4.12.2a):

Podobnu dlohu sme riesili v kapitole Metrické ulqpwzri ulohu 4.8.10). Teraz ukdZzeme iny
spbsob rieSenia, pri ktorom vyuZzijeme tretiu pomb@uiemetiu w Smer premietania do
pomocnej priemetne je kolmyretiu priemetiu wzvolime tak, aby bola kolma na pédatys

a zarové kolma na rovinua, aby treti priemet rovinyr bola priamka. Zostrojime treti
priemet boduA. Tretiu priemaiu w zdruzime s podoryisu, t. j. sklopime ju do pddorysne
okolo jej pédorysnej stopy. Tym prevedieme rieSétulhu so vSeobecnou polohou roviay
na jednoduchsSiu ulohu, v ktorej je rovio&olma na pomocnu priemet (pozri tlohu 4.8.9).
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Postup(Obr. 4.12.2c):

1. Tretia pomocnda priemid w je kolma na podorys a aj na rovinua. Inak je jej poloha
Tubovd’na. Vhodne zvolimep” O py.

2. Zobrazime treti priemet bod
Po zdruzZeni priemetn@s pddorysou plati, Ze zduzené priemey aAs leZia na ordinale,
t. j. AtAs O X3 3. Vzdialenos boduA od pddorysnezfova suradnica) sa v tiem priemete
ZaChOVé_DAz, X112D = [Ag, X1’3D = MD

3. Zostrojime treti priemet roving.
Treti priemet rovinya je priamka. Na jej wenie stdia priemetylubovd’nych dvoch
bodov, ktoré leZia v rovine. PouZijeme stopniki? aN. StopnikN je f'ubovd’ny narysny
stopnik a P} = p? n p“.
as = PaN3

4.Vzdialenos boduA od rovinya je zhodnao vzdialenofu boduA; od priamkyas.
LA, all= [Ag, azl]=[AzRs[]

? 1
X1,2 E X1,2 ZN / // Nl i
o AN
Rs (3
p 2
3 N3 S A P1=P3
A
% pf): X13
Az
pr pr
Obr.4.12.2b Obr.4.12.2¢c

Uloha 4.12.3:Zobrazte rez Sikmého hranddBCDEFA'B'C'D'E'F'rovinou a (Obr. 4.12.3a).
RieSenie:

Podobny priklad sme riesili v ulohe 4.7.5. Tam sn@e rieSenie pouzili metddu krycej
priamky a afinitu. Teraz ukdZzeme iny sp6sob riegepii ktorom vyuZijeme tretiu pomocnu
priemetiu w Tretiu priemetu wzvolime kolma na podoryisl a zarové kolmu na rovinua,

aby treti priemet rovinyr bola priamka. Rez hranola rovinau je Sesuholnik. Jeho treti
priemet bude Us&a.
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X1,2

Obr.4.12.3a
Postup(Obr. 4.12.3b):

1. Vhodne zvolimepy” O pyf.

2. Zostrojime treti priemet roving. Postup je analogicky ako v predchadzajucej tlohe.
a3 = P3Nz

3. Zobrazime treti priemet hranola:

a) BodyA, B, C, D, E, F lezia v pddorysni (iche-ové suradnice su nulové) a preto tretie
priemety tychto bodov leZia na osis.

b) Zobrazime treti priemet bodu:
AA Ox 3 00A, x 0= 0A, xg 40= "0
HranaAA' a ostané bmé hrany hranola si navzajom rovnobezné a rovnHi® seky
a to plati aj pre ich tretie priemety.

¢) Urgime vidite’'nog’ hranola v tréom priemete.
Pri uovani vidité’nosti predpokladame, ze smer ,jatlu” do tretej priemetne je demy
smeroms L] w

4. 0zname rezovy Sasiholnik AB'C'DEF"] jeho treti priemet je Ggka F5C3.
{C3}=CCsn a5
{F3} = F3F3 n as.

5. Pddorys rezového sagolnika ué¢ime pomocou ordinal medzi tretimi a prvymi priemietm
Ci: cicf OxsOCy 0 CC
Ostatné body rezu ¢ime podobne.
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6. Narys rezoveho Sésholnika uéime pomocou ordinal medzi prvymi a druhymi priemietm
Cy: Cicf Oxi20CF O C,C,
Ostatné body rezu ¢ime podobne.

7. Ur¢ime vidite’nog’ rezu v pédoryse aj v naryse.

AR BE C D

A N

ny
A
X1,2
N3
as
A S ]
A Obr. 4.12.3b
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Cvicéenia

1. Dané su zdruzené priemety kvasWBCDEFGH(Obr. 1). Utte dzky Useiek AB, AD, AC,
AF, FH a odchylky priamolAB, AD, AC, AF, FH od priemetni.

E2: H2 F2: GZ
A2: Dz BZ: CZ
| E X1,2
D1: H]_: IC1: Gl
A]_: El Blz Fl
Obr. 1

2. Dané je priamka a bodA [ a (Obr. 2a, b, ¢). Na priamkainaneste od bodd dizku d.

d d d a=a
<> <> <>
a2 a2 aN2
X1,2 X1,2 A X1,2
/ P
A Aq ai ap,
Obr. 2a Obr. 2b Obr. 2¢

3.Dany je pbdorys a narys domu (Obr. 3).¢tdrspad rovinCDE aADE vzhradom na
podorysiu.

Obr. 3
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4. Uréte vzdialenog boduA od rovinya (Obr. 4a, b, c, d).

[43 o
n A na n2
2 2’ 2 Az, e TAZ
“y 5 i : i
L Lk | i
: X1,2 E X1,2 | X1, X1,2 ‘ A
1 [ ] ‘ 1
: Ay A
! o o o
Py /ﬁ Py Py Py
Obr. 4a Obr. 4b Obr. 4c Obr. 4d

5. Ur¢te vzdialenos rovnobeznych roving a £ (Obr. 5). Pri rieSeni ulohy vyuzite tretiu
pomocnu prieme.

a
n B
2 n2

X1,2

a

By
Obr. 5

6. Dana je rovinax (Obr. 6a, b). Zostrojte roving, ktora je rovnobezna s rovinautak, aby
sa vzdialenadrovin a a S rovnalad.

d n d

X1,2 X1,2

Obr. 6a Obr. 6b
7. Ur¢te vzdialenog boduA od priamkya (Obr. 7a, b, c, d).

Navod (1. spbsob): Zostrojte rovinm ktord obsahuje bod a je kolma na priamka.
Urcte priesénik {R} = a n a. Vzdialenog boduA od priamkya je dZka Uséky AR

Navod (2. spbsob): Rovinwr = Aa otc’te do priemetne. V otenej polohe ute
vzdialenog bodu od priamky, t. jlA, al = | Ao, al.
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ap a;= ar
ao aNg [ ]
[ ] Az a

be Ay ? Ay i *A,

1 1 1

: X1,2 E X1,2 E X1,2 X1,2

| | ' p.b

! ‘Al | a i

1 . L

: al .Al Al

o

A
Obr. 7a Obr. 7b Obr. 7c Obr. 7d

8. Ur¢te vzdialenog rovnobeznych priamo#& ab (Obr. 8a, b).

Navod (Obr. 8a): Rovina = ab otocte do priemetne. V otenej polohe ute vzdialenos
rovnobeZnych priamok, t. ja, bl = |a,, bol .

Navod (Obr. 8b): Zostrojte bokorys priamalab. Plati|a, bl = |as, bsl.

az
a
b, 2

b
X1,2 X1,2
b, a
a by
Obr. 8a Obr. 8b

9.Dana je rovinaa a bodyA, B, C, D, ktoré leZia v rovinea (Obr. 9a, b). Zostrojte Gtvar
zhodny so Stvoruholniko®BCD.

na a
2 R B, A-g n,
B
A
X1,2 X1,2
D
° C,

e *
a
C1 > D, Py

Py
Obr. 9a Obr. 9b
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10. Zobrazte podorys a narys pravidelného 6-uhol&B&DEF, ktory leZi v rovinea. Dany
je stredSa vrcholA 6-uholnika (Obr. 10a, b, c, d).

o n2
N p “
n, n,
[ ]
S
Ar
X1,2 \ X1,2 X1,2 ° X1,2
. o A
A .Aj_ S
° .
pj_ Sl SCI. pl
pf o)
Obr. 10a Obr. 10b Obr. 10c Obr. 10d

11.Zobrazte pddorys a narys kruznikdeziacej v rovinea. Dany je stredS kruznice a jej
bodM (Obr. 11a, b, c, d).

‘ ny
I’12 o a
n2 n2
*S
My
X1,2 N X1,2 X1,2 . X1,2
® Ml
.
M1 N S
[ 0 Sl
Py " S My Py
pl p1
Obr. 11a Obr. 11b Obr. 11c Obr. 11d

12. Zobrazte pddorys a narys pravidelného Stvorbokilema ABCDV. StvorecABCD lezi
v rovine a. Dané st bod aB. Vy3ka ihlana sa rovnédike 2/ AC| (Obr. 12a, b, c).

n, n ’
n,
Bg. .
B, B e
A [ ]
i B
X1,2 X1,2 X1,2

oA o Ay
P, pf Py

Obr. 12a Obr. 12b Obr. 12c
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13.Zobrazte pddorys a narys romeho kuzéa s podstavou v roving. Dany je priemeKL
podstavnej kruznick. Vyska kuzéa sa rovnaldke uséky KL (Obr. 13a, b).

o
n, n,
N X1,2 X1,2
) / >
K1
a
p; | Ki Py
Obr. 13a Obr. 13b

14.Zobrazte rez Sikmého ihlarBCDEFVrovinou a (Obr. 14). Pri rieSeni ulohy vyuZzite
tretiu pomocnu priemat. Zostrojte Gtvar zhodny s rezovym &dsolnikom.

o
n,

7
o -
F2 : AzT Ez: BzT X1,2
1
1

Obr. 14
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