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Uvod

Skripta su uréené pre Studentov zacinajucich studium na Stavebnej fakulte STU (pripadne
aj inych fakult STU). Su tiez poméckou ku kurzu z matematiky, ktory prebieha pred
zacCiatkom 1. semestra na Stavebnej fakulte STU. Ich cielom je umoznit Citatelovi formou
rieSenych a nerieSenych prikladov zopakovat podstatné €asti stredoskolského uciva
matematiky.

Na zaciatku kazdej témy je podany stru¢ny vyklad teérie a zakladnych faktov. Potom
nasleduju rieSené priklady a na konci kazdej kapitoly su v cvi¢eniach uvedené priklady pre
samostatné riedenia Citatefom spolu s vysledkami, umoziujucimi kontrolu spravnosti. Na
zaver je uvedeny zoznam literatury, vhodnej pre hibSie studium danej problematiky.

Autori Zelaju Citatelom tychto skript vela uspechov pri studiu matematiky.

Autori






1. Vyrazy

Za vyraz povazujeme zapis, ktory je:

e (Cislicovym symbolom ¢isla (napr. —15, 857,46, %)

e konstantou (napr. 37)

e premennou oznacujucou lubovolné &islo zvoleného oboru (napr. 2xy )

¢ vyjadrenim vysledku operacii s ¢islami (napr. 27 + \/§)

¢ vyjadrenim hodn6t funkcii s €iselnymi premennymi (napr. cos(2x+ y))...

Pri vyrazoch s premennymi treba udavat udaje o oboroch jednotlivych premennych.
Definiény obor vyrazu s premennou je mnoZzina tych hodnét premenej, ktoré po ich dosadeni
do vyrazu ho zmenia na zapis Cisla.

ZjednoduSenie vyrazu (v mnozine M ) znamena taku Upravu vyrazu, po ktorej dostaneme
vyraz s mensim poctom znakov opracii, zatvoriek, funkcii, pripadne s men3im poctom
premennych.

Dva vyrazy s tymi istymi premennymi sa (v mnozine M ) rovnaju prave vtedy, ked:

a) do oboch vyrazov mézme za premenné dosadit’ vSetky prvky mnoziny M

b) pre rovnaké hodnoty premennych davaju oba vyrazy rovnaké vysledky.

1.1 Upravy vyrazov

Upravit vyraz (v mnozine M ) znamena, Ze vyraz nahradime inym vyrazom, ktory sa mu
rovna (v mnozine M ).

Pri upravach vyrazov pouzivame niektoré zname pravidla a vzorce:
a+b) =a®+2ab+b?

a-b)’ =a®—2ab+b?

+b)’ =a® +3a%b + 3ab? + b®,
a—b)’ =a®-3a’b+3ab? - b®,
a’-b*=(a+b)-(a-h),

a®+b® =(a+b)-(a® —ab+b?),

a® b’ =(a—b)-(a? +ab+b?).

Pravidla pre pocitanie s mocninami:
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Nech a,b e (0,00);m,n e R. Potom plati:

n m n+m

a - =a ,




o1
a =_n’
a
(an)m =a.nm,
am =%a",
a"-b" =(ab)",
iz(éj”
b (b)"’
a’=1a'=a,0"=0(n=0).

Pravidla pre pocitanie s odmocninami:
Nech a,be(0,%0); m,n e R. Potom plati:
nan = (Q/a)n _a,

"fa" —¥a" =am,
Va-b =%a- b,

b b’
ofa =y%a ="Ya.

Casto sa pri Upravach vyrazov vyuziva aj delenie mnohoélenov.

Priklad 1:

a) (x—y)z? +(y—x)z*,

b) 2% —xy+Xx* —yz +2xz.

RieSenie:

Vyuzijeme rozklad na sucin vynimanim a upravu podla vzorca:

a) (x= )2+ (y—x)e* = (x-yNe* ~2°) = (x - y)e?1-2*) = (x - y)e* (- 2Nt 2),

b) 22 —xy+ X2 —yz+2x2 =X +2x2+2* —xy —yz = (x+ 2 —y(x+z)=(x + z)(x + 2 - y).

Priklad 2:

Vypotitajte: (4x® +10x? —5x+3): (x+3)

RieSenie:

Delenie mnohoclenov sa pisomne vysvetluje pomerne tazko, hoci jeho mechanizmus je
rovnaky ako pri deleni prirodzenych Cisel. Pre zopakovanie a ukazku analogie si pozrite na

nasledujucom priklade postup delenia prirodzenych Cisel:
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A teraz k pévodnému zadaniu:
(4x® +10x2 —5x+3): (x+3) =
Najprv sa pytame, kolkokrat sa x (vo véeobecnosti prvy &len delitela) nachadza v 4x* (prvy
Clen delenca). Odpoved zapiSeme ako prvy ¢Clen podielu.
(4% +10x% —5x+3) : (x+3) = 4x°
Potom spétne vynasobime 4x*krat (X +3), vysledny sucin podpideme pod povodny
mnohoclen tak, aby €leny s rovnakymi stupfiami mocnin boli pod sebou a od¢itame od
povodného mnohodlena:

(4x° +10x? =5x+3): (x +3) = 4x?
—(ax® +12x?)

—2x* —5x

K rozdielu sme pripisali dalSi €len mnohoclena a pytame sa znovu kolkokrat sa nachadza x
v —2x?. Odpoved (—2x ) napiSeme ako dal$i &len podielu. Opat spatne vynasobime s
delitefom, stgin podpi§eme pod mnohodlen —2x? —5x a od&itame ho. K rozdielu pripis§eme
dalsi ¢len pévodného delenca a takto pokracujeme, az kym nepodelime celého delenca a

nezostane nam zvysok nula, alebo iné realne Cislo (mnohoc¢len mensieho stupfa ako delitel).

Cely zapis pdvodného prikladu by teda vyzeral takto:
(4% +10x2 —5x +3): (x +3) = 4x2 —2x +1

—!4x3 +12x2?)

—2x% —5x
—(-2x* -6x)
X+3
—(x+3)
0

Teda podielom dvoch mnohoélenov zo zadania je mnohoélen 4x* —2x +1, priom toto

delenie je bezo zvySku.



Priklad 2a:

Vypodéitaijte: (x3 —5x% +5x — 2): (x—4)

Riesenie:

Cely postup vypoctu prikladu bude zapisany takto:
(x°* =5x2 +5x—2): (x—4) = x* —x +1

—(x3 —4x2)
— X +5x
—(=x* +4x)
X—2
—(x—4)
2 (zvySok).

Vysledok tohto prikladu teda zapiSeme takto:

(x* —5x% +5x—2) :(x—4)=x? —x+1+é.

Priklad 3:
Najdite najvacsi spoloCny delitel a najmensi spolo¢ny nasobok vyrazovv R:
x* =yt x® -y x* —2xy + y>.
Riesenie:
VSetky vyrazy upravime na sucin:
Xt =yt = (6 =y o +y?)= [+ y Jx=y)x+ ),
x*—y® = (x=y)fx+y),
X* =2xy +y* = (x-y)' = (x=y)x-y).
Najvacsim spolocnym delitefom je vyraz X —y a najmensim spoloénym nasobkom vyraz
2

(x2 + yz)(x +y)(x-vy)

Priklad 4:

Upravte vyraz na jeden zlomok a najdite tie X € R, pre ktoré sa pévodny vyraz rovna

upravenému.
1+X
1+—
1-x
1+Xx
1-Xx
RieSenie:

ZloZeny zlomok upravime:



1+X 1-Xx+1+X

1+
1-x _ 1-x _ 2 __ =
1 X 1-x—(1+x)  -2x X
1-X 1-x

Plati pre x =1, x#0.

Priklad 5:

9X2 _ y2
(2x+ 3y)2 —(x2 +6y° + 2xy) '

V R zjednoduste vyraz:

RieSenie:
9x? —y? ~ (3x—y)(3x+Y) (3x—y)(3x+Y)

(2x +3y)’ —(x2 +6y? +2xy) - (4x2 +12xy+9y2)— x> —6y2 —2xy  3x*+10xy + 3y>
_(Bx=y)Bx+y) (3x-y)

(x+3y)(3x+y) (x+3y)
Plati pre x+3y #0, 3x+y#0.

Pri uprave menovatela na sucin nie je pouzity ziaden vzorec. Pokial predpokladame, Ze v
takomto zlomku budeme méct kratit, pokusime sa vydelit menovatela niektorym z vyrazov,

ktoré su v Citateli (v tomto pripade je menovatel delitelny vyrazom 3X + y ) a tak upravit

mnohodlen v menovateli na sucin.

Priklad 6:

2+/3
2-J3

Upravte zlomok tak, aby nemal v menovateli odmocninu:

Riesenie:
Zlomok vynasobime jednotkou (€im sa nezmeni jeho hodnota), ktoru napiSeme v nam

vyhovujucom tvare:

2443 2-3 (2++3)\2-v3 [2++3)2-18 243 [2++3f V23

J2-¥3 J2-3 2-3 2-3 2+43 4-3
—(2++3f 2-43.

Priklad 7:

Ciastoénym odmocnenim zjednoduste: 312 —8/27 +5./48..
Riesenie:

3v12 — 8427 +548 = 3v22 -3 -8v3% -3+ 5142 .3 = 6/3—24+/3+20/3 = 24/3 |
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Priklad 8:

Vyjadrite pomocou jedinej odmocniny:

RieSenie:

Priklad 9:

Vypoditajte:

RiesSenie:

a

3|2

a

R

> a
b> b

(0]

Pomocou viet o poc€itani s mocninami upravime vyraz do tvaru sucinu jednotlivych

premennych:

1 -2

-3

Cviéenia

1. Upravte na sudin:

a) (x+y+2)’—(x+y-2)°,
b) (x—y-2)-(y—x-2)—(y+z—x)-(y+x-2).

Vysledky: a) 22[3(x + y)2 + 22] . b) 2(x-y-z)(y-2).

2. Vypocitajte:
a) (x* +6x° +7x% —3x+4): (x +4),

b) (6x® —17x% +14x —3): (2x—3),

o) (3 +y?): (x* —xy +y?).
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Vysledky: a) x®+2x*—x+1, b) 3x*—4x+1, ¢c) X+YV.
3. Vypoditajte:

a) (3x* —4x® —5x2 +2x+3): (x—2),

b) (8x® —14x2 +5x —2): (2x —1).

Vysledky: a) 3x°+2x* - x+i , b) 4x? —5X—L.
X—2 2x -1
4. Urcte najvacsi spolo¢ny delitel danych mnohoclenovv R:
a) x°y, 4xy’z, 3x°yz®,
b) a®-1, 2a—2, 3a®—6a+3.
Vysledky:
a) najvacsi spolo¢ny delitel: xy,
b) najvacsi spolo¢ny delitel: a—1.
5. Uréte najmensi spoloény nasobok mnohoclenov z predoslého prikladu:
VysledKy:

a) najmensi spologny nasobok: 12x°y?z°®,

b) najmensi spoloény nasobok: 6(a — l)Z(a2 +a+ 1) .

6. Upravte vyrazy na jeden zlomok:

1 1
X 2X 1-X
a) < 1 b) .
Y2 w2 1-—
X 2X Xx+1

Vysledky: a) X pre X=0, b) 1—x*pre x=-1.
7. Zjednoduste zlomky:

1 X+
1,y X_y
a) L b) ——J .
l+y—1 (x+y)
y X2 — y?

Vysledky: a) y+1pre y=0, b)1l pre x==y.

8. Upravte vyraz:
1 3 2 4x? + y?
+— y > = : 5 y2+1 :
2X—y Yy —4x" 2Xx+y 4x° -y

Vysledok: ;—1 pre X#0, 2x—-y=#0, 2x+y=0.
X

9. Zjednoduste zlomky:
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2 J—
1_Q+Y7 _a':i
X X a+
a ———, b) ———~.
X— ala-1
y 1+ ( )
a+1
Vysledky: a) Xx_zy pre Xx=0,y#0, b)1 pre a=-1.
10. Upravte:
1-x 1+X
2 2
) 12,%+i2+ 23.1+£, by L=X+X* 1ex+x®
(x+y) (x* vy (x+y) \x vy 1+Xx 1-x
1+ X+x* 1-X+x?
Vysledky:
a) —— pre x=0,y=0, x=-y,
Xy

b) 1 pre X=0.
X

3

11. Upravte vyraz:
a’-b> 1 (a® b’)| a-
ab a+b (b a)| a

Vysledok: ib pre a-=0,b=0,a+b=0,a—b=0.
a+

12. Upravte vyraz:

1_a+b( a _a—b+a—bj
a-bla+b a a+b/
_ 2
Vysledok: pre a=0,azb,a=-b.

a(a—h)

13. Upravte vyraz:

2 2 2
(1—i)(a—b+a +b j+b— a_
a-b b b-a

2

Vysledok: bb

pre b=0,a=b.

14. Upravte vyraz:
_ 2
(1—uj(2+2—qj +2+ 49
p+q P—-q

2(p+q)
P—-q

Vysledok:

pre p#q, p*—(q.



15. Odstrante odmocniny z menovatela zlomku:

o 3-415
V6 -3

Vysledky: a) ‘/64”, b) v2-+/3,

16. Vycislite:

5 1 6 J7-5

+ J— —
4-11 3-J7 J7-2 2

1 2J10
Y 4'\/2_2\/_ NN

3 13419
% 19@ 219+ V24

Vysledky: a) 4++11-2J7, b)

V3-v5+6-+10.

19

-10, C) —?

17. Ciastoénym odmocnenim zjednoduste vyraz:

a) 316, b) 3/24x*y°z?*

18. Vyjadrite vyraz ako odmocninu:

a) 6xyy, b) 3a-3\/a12,

Vysledky: a) +/36x%y, b) 3/27a,

19. Zjednoduste vyraz:

a) 204/245—+/5+/125— g\/180 ,
b) 5316 +3%/54 —63/128 + 73/250,

C) W.

Vysledky: a) 232, b) 2xy?3/3xz?, ¢) a’b

¢) 4+/3a—7+12a% +5/48a +6+/27a% —5J75a .

Vysledky: a) 12945, b) 3032,

20. Vyjadrite pomocou jedinej odmocniny:

c) 4a/3-+/3a.

13



23
Vysledky: a)%xi/ﬁ . b) 24(% .

21. Vypoditajte:

R 2 _\2 2
6 V3J3 (a+b)” Va“-b
3
Vysledky: @) 151, o oY) (X—ys)(a—b).
512 (a+b)

22. Vypocitajte:
a’x* b2x® a®h®x®
i/bzye: i/azyﬁ'lf/ y’ J

a’y
b19X4 .

Vysledok: %3

23. Zjednoduste vyraz:

(=) == &)

243

Vysledok: , pre a=0,b=0,c=0,d=0.

24. Zjednodus$te vyraz:

2r+3s 4r-3s 8r+2s r+2s
a“’"™.b a~""=.p"

5r-s 3res . 4r+5s 2r—4s °
a’ b a ‘b

r+s . bZS

Vysledok: a , prea>0,b>0.

25. Vypoditajte (najprv prevedte odmocniny na mocniny):

d\ﬁ.\/lgl
yVx VxVx

1 1
Vysledok: x %-y?,pre x>0,y >0.

26. Vypoditajte (najprv prevedte odmocniny na mocniny):



Vysledok:

azb3c2d*,pre a>0,b>0,c>0,d>0.

15
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2. Rovnice

2.1 Linearne a kvadratické rovnice

Rovnica typu
ax+b=0 1)
kde koeficienty a,b e R,a =0, X je neznama, sa nazyva linearna rovnica. Vyraz ax

nazyvame linearnym ¢lenom a b absolttnym ¢lenom linearnej rovnice (1). Pomocou

ekvivalentnych Uprav lahko najdeme realne rieSenie pre lubovolné ¢isla a,beR,a=0, v

tvare

Rovnica typu
ax® +bx+c=0, 2)
kde koeficienty a,b,c e R,a=0, X je neznama, sa nazyva kvadratické rovnica. \lyraz ax®

nazyvame kvadratickym ¢lenom, bx linedrnym a ¢ absolitnym ¢lenom kvadratickej rovnice.
Najdime rieSenie kvadratickej rovnice (2) pomocou doplnenia kvadratického trojélena na

uplny Stvorec. Rovnicu (2) vyiatim koeficientu a a naslednym pripocitanim a odpocitanim

2
vyrazu (ZEJ upravime na nasledujuci tvar:
a
2 2
al x° +2£x+[£] —(ij +8-0,
2a 2a 2a a

b\ b?-4ac

Oznaéme vyraz D =b? —4ac . Poslednu rovnost (3) moZno pisat v tvare

a (x+2—ba]2 —(gjz =0

Nakoniec pouzitim znameho vzorca A* —B?* = (A— B)(A+ B) dostaneme ekvivalentnu

( b—\/BJ( b+x/5]_
al X+ X+ =0,

rovnost’

2a 2a
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" —b++/D
=———— a

—b-+J/D
Gize X lebo X=———.

2a 2a
ZvycCajne oznacujeme korene kvadratickej funkcie X;, X, a vzorec pre ich vypocet stru¢ne

zapisujeme v tvare:

_ —b++/b*—4ac

%2 = 2a

(4)

Vyraz D =b? —4ac nazyvame diskriminantom kvadratickej rovnice.

> Ak D >0, kvadraticka rovnica ma dva rézne realne korene X, # X, a rovnicu (2)
moézeme rozloZit na sucin korefiovych Einitefov v tvare a(x—x,)(X—x,) =0.

> Ak D=0, potom X, =X,, Cize kvadraticka rovnica ma jeden reélny dvojnasobny korer a
rovnicu (2) mdzeme pisat v tvare a(x —x,)* =0.

» Ak D <0, kvadraticka rovnica nema rieSenie v obore redlnych ¢&isel, ma len dva

. -b ~-D. -b V-D. o
komplexne zdruzené korene X, :2— + > I, X, =—— I, kde i je imaginarna
a a

jednotka, i=+—1.
Lahko mozno odvodit vztahy medzi koeficientmi kvadratickej rovnice a jej korefimi. Pre

kazdé x plati rovnost
ax® +bx+c=a(x—x, )(X—X,) =ax® —ax(X, + X,) +axX,.
Ak odéitame od obidvoch stran ax’ a upravime, dostaneme rovnicu:
x[b+a(x, +x,)]=ax,x, —c,
ktora plati pre vSetky x, teda aj pre Xx=0. Po dosadeni x =0, dostavame

c
X X, =—,

potom musi platit’ aj

Priklad 1:

Rieste kvadratické rovnice a rozlozte ich na sucin korefiovych Cinitelov
a) 2x°+5x-3=0,

b) —x*+6x=0,

c) —x*+6x-9=0.

RieSenie: a) V danej rovnici a=2,b =5, ¢ =—3. Po dosadeni do vzorca (4) dostaneme
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_ —-5+5°-4.2.(-3) -5+7

X, ., =
" 2-2 4

= x1=%,x2 =-3.

. , .. . 1 s . veo -
Teda rovnica ma mnozinu korenov K = {E,—3 . Tak mézeme rovnicu rozlozit na sucin

korenovych Cinitelov a dostaneme
2x* +5x -3 = 2[x—%)(x+3).

b) V danej rovnici ¢ =0. V tomto pripade najdeme korene bez pouzitia vzorca (4) priamo

rozloZzenim na korenové Cinitele a to vynatim — x:
—x? +6x=—x(x—6) .
Teda rovnica ma mnozinu korefiov K = {0,6}.

c) V danej rovnici a=-1, b =6, c =-9. Po dosadeni do vzorca (4) dostaneme

. —6+,/6% —4-(-1)-(-9) _-6_,
' 2-(-1) —2

Teda rovnica ma mnozinu korefiov K = {3} Tak mbZeme rovnicu rozlozit na sucin
korenovych Cinitelov a dostaneme

—x? +6x—-9=—(x-3).

Priklad 2:

Rieste kvadratickt rovnicu v C: x?> —2x+5=0.

Riesenie: V danejrovnici a=1,b=-2,¢c=5. Po dosadeni do vzorca (4) dostaneme

) 22(-2)7-415 2+4i [1+2i
L2 2.1 2 \1-2i’

Teda rovnica ma len komplexné korene. Mnozina korefiov je K = {1+ 2i.1— 2i}.

Priklad 3:

Ktora kvadraticka rovnica s koeficientom kvadratického ¢lena a =6 ma mnozinu koreriov

e

e . . , 5 e , .
Riesenie: Vieme, Ze korene su X, = E a X, =—3. To znamena, Ze hladana kvadraticka
rovnica ma tvar:

6[x—§j(x+3)=0 tj.  6x*+3x—-45=0.
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2.2 Iracionalne rovnice

Rovnica, v ktorej neznama vystupuje vo vyraze pod odmocninou, sa nazyva iracionalna
rovnica. Iracionalne rovnice rieSime oby€ajne tak, Ze umocriujeme obidve strany rovnice,
pokym neodstranime vSetky odmocniny, v ktorych vystupuje neznama. Ak sa v rovnici
vyskytuje len jeden €len s odmocninou, snazime sa ho osamostatnit na niektorej strane
rovnice a az potom umocrniujeme. Pretoze umocriovanie je implikaéna (nie ekvivalentna)

Uprava, treba vzdy urobit’' na zaver skusku.

Priklad 4:

Rieste rovnicu vX+1+1=x-40.

RieSenie: Najskér osamostatnime odmocninu

VX+1=x-41.

Teraz vyraz umocnime a upravime
X+1=x*-82x+1681,
X? —83x +1680=0.

Néajdeme korene X, =35 a X, =48. Teraz musime urobit’ skisku dosadenim do pévodne;

rovnice:
L(35)=+35+1+1=7, P(35)=35-40=-5.
Odtial L(35) = P(35).

Cislo 35 nie je korefiom pdvodnej rovnice.
L(48)=+/48+1+1=8, P(48)=48-40=8.
Odtial L(48)=P(48).

Cislo 48 je korefiom povodnej rovnice, K = {48}.

Priklad 5:
Rieste rovnicu vX+1—-+4—-x=1.

RieSenie: Umocnime obidve strany rovnice a upravime:
(Vx+1-va—xJ =1,
x+1—2\/x_+1\/H+4—x:1,
Ix+1Jd-x=2.

Znova umocnime obidve strany a upravime:
(x+1)4—-x)=4,

—x*+3x=0,
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—x(x-=3)=0.
Korenmi kvadratickej rovnice su &isla X, =0 a X, = 3. Urobime skusku dosadenim do

pdvodnej rovnice.

Odtial L(0) = P(0).
L(3)=+3+1-4/4-3=1, P(3)=1
Odtial L(3)=P(3).

Mnozina koreriov povodnej rovnice je K = {3}

Priklad 6:

Rieste rovnicu Y1+ xv/2x* +8 =x +1.
RieSenie: Umocnime obidve strany rovnice a upravime. Dostaneme
XV2Xx% +8 = X(X +2) .
Posledna rovnost je splnena v pripade, ze
1. x=0, alebo
2. V2x* +8=x+2.
Dal$im umoctiovanim a Upravami dostaneme z rovnice v 2. pripade kvadratick( rovnicu:
x? —4x+4=(x-2)° =0,
ktora ma jediny korefi x =2.

Mame teda dve rieSenia x=0 a X =2 . Urobime skusku:

L(0)=+1+0v2.0% +8 =1=P(0),
L(2)=v1+222? +8 =3=P(2).

Tak K ={0,2}.

2.3 Rovnice s absolutnou hodnotou
V tejto Casti sa budeme zaoberat' rieSenim rovnic s neznamou v absolutnej hodnote.
Pripomenme si preto definiciu absolutnej hodnoty ako funkcie X e R:
X ak x>0,
|X|:{—x ak x<0.
Cize absolutna hodnota realneho &isla je vzdy nezaporné redlne &islo. Z geometrického

hradiska je to vzdialenost obrazu realneho &isla od pociatku na realnej osi (t.j. od 0).
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Priklad 7:

RieSme rovnice: a) |X| =2, b) |X| =0, ¢ |X| =-2.

Riesenie. a) K ={-2, 2}, pretoZe existuju prave dve redlne ¢isla 2 a — 2, ktorych
vzdialenost od pociatku realnej osi je 2.

b) K = {O} pretoZe existuje len jediné Cislo, ktoré ma nulovu vzdialenost od pociatku, a to
sam pociatok, t. j. 0.

c) K =0, kedze vzdialenost neméze byt zaporna.

Lahko si teraz dokazeme predstavit geometricku interpretaciu | a-— b| ako vzdialenost dvoch

obrazov realnych cisel a, b.

Priklad 8:
Rie$me rovnice: a) [x—1=2, b) [x+3 =0, c) [x-7|=-2, d) |x+2|=\/§+1.

Riesenie: a) K ={-1,3}, b) K={3}, ¢) K=, d) K ={-3-2,v2-1}.

Vo vSetkych prikladoch sme doteraz vyuZili len geometricku predstavu o absolutnej hodnote.
Tie isté vysledky by sme dostali pouzitim definicie absolutnej hodnoty. Ukazeme si to na
priklade v Casti d).

Z definicie vieme, ze

|x+2|— X+2 ak x+2>0, t.j. x>-2,
C|=x—2 ak x+2<0, tj. x<-2.

Ur¢ime teda Cislo X, pre ktoré je argument absolutnej hodnoty, t.j. vyraz x+ 2, rovny 0.

Cize dostaneme nulovy bod, X = —2 a uvazujeme dva pripady:

a) ak X>-2,tak [X+2/=x+2, &ize naintervale |, =(—2,)je rovnica |x+2| = V2 +1
ekvivalentna s rovnicou
X+2=4/2 +1, odkial dostaneme X = J2-1¢ l,,teda K, = {\/E—l}.

b) ak x<-2,tak [x+2 =-x-2, &Ze naintervale |, = (—0,~2) je rovnica|x +2 =2 +1
ekvivalentna s rovnicou
—x—2=1/2 +1, odkial dostaneme x =—-3—+/2 ¢ l,,teda K, = {—3—\/5}.

Pretoze R=1, Ul,, dostavame K =K, UK,, tj. K= {—3—\/5,\/5—1}.

Tento postup, pouzitie definicie absolutnej hodnoty, je vSeobecny a mézeme ho pouzivat pri

rieSeni fubovolnej rovnice s neznamou v absolutnej hodnote.
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Priklad 9:

Riesme rovnicu [x+3 =2|x—2|+6.

Rie$enie: Uréime najskér nulové body pre obe absolutne hodnoty. Dostaneme
Xx+3=0a x—2=0, odkial x=-3 a x=2.

Z definicie absolutnej hodnoty mame:

1) ak x>-3, tak [x+3=x+3,

2) ak x< -3, tak,

3) ak x=2,tak [x—2/=x-2,

4) ak x<2,tak [x—2=2-x .

Dand rovnicu budeme riesit v intervaloch |, = (—,-3), 1, =(-3,2) a |, =(2,:0).

a) Ak xel,, tak [x+3=-x-3 a|x—2=2-x ariesime rovnicu
—~x—3=2(2—x)+6, odkial dostaneme x=13¢ I,. Cize K, =&

b) Ak xel,, tak [x+3=x+3 a|x—2/=2-x arieSime rovnicu
X+3=2(2—x)+6, odkial dostaneme nge l,.Cize K,=0.

c) Ak xely, tak [x+3=x+3 a [x—2|=x—2 arieime rovnicu
X+3=2(x—2)+6, odkial dostaneme x=1¢ 1,. Cize K, =&

Takze dana rovnica nema rieSenie, K= .

V niektorych pripadoch je vhodnejSie odstranit absolutnu hodnotu umocnenim obidvoch
stran rovnice (plati |a|2 =a”). PretoZe umocfiovanie je implikaéna Gprava, treba vZdy urobit
skusku.
Priklad 10:
Riesme rovnicu [2x + 3/ =2|x—5].
Riesenie: VyrieSme tento priklad umocnenim obidvoch stran rovnice. Dostaneme
(2x +3)* =4(x -5)°
t. 52x -91=0,

7
takze x = Z . Po dosadeni tohoto Cisla do pévodnej rovnice zistime, ze je skuto€ne jej

koreriom:
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2.4 Iné typy rovnic

Priklad 11:

Rieste rovnicu x* —2x* —3x =0.
RieSenie: V danej kubickej rovnici chyba absolutny &len. Preto sa da lahko upravit’ na suéin
dvoch polynédmov nizSieho radu a to vynatim premenej X :
x®—2x* —3x = X(x* —2x—3).
Cize prvym koreriom je X, =0. Dalsie dva korene najdeme rieSenim kvadratickej rovnice

x> —2x—-3=0, teda

2+4(-2)?-41-(-3 _2#4_ 3
- 21 2 -1

X2,3
RieSenim danej rovnice je K = {—:L 0, 3}.

Priklad 12:
Rieste rovnicuv R:x* —x*-20=0.
RieSenie: V tejto polynomickej rovnici 4. radu vystupuju len parne €leny. Preto jednoduchou
substitticiou t = x> moZeme tuto rovnicu previest na kvadratickd. Teraz rieSime rovnicu
t? —t-20=0,

1 5
ktorej rieSenim su korene t,, = =/ 4 Teraz dosadime spatne do substitucie.

N‘H—
(o]

Dostaneme x* =5 ax’ =—4. Z prvej rovnice dostaneme X, = J5 a X, = —/5 . Druha

rovnica nema v R rieSenie. Teda dana rovnica ma len dva korene, K = {— \/5\/3}

Priklad 13:

3x+1+x+1_7.

Rieste v R rovnicu =
x-1 x-1

Riesenie: Ukazeme dva sp0Osoby rieSenia.
1) Rovnicu vynasobime vyrazom X —1 a dostaneme
(Bx+1)+(x+1)=7(x-1)
odkial x = 3. Pretoze prva Uprava, nasobenie vyrazom, je len implika¢na, je nutnostou urobit

nakoniec skusku
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£(3)= 33+, 341
3-1 3-1

7=P(3).

Preto K = {3}. Pri tomto spdsobe sme neurgovali definiény obor rovnice.

2) Najskér uréime definiény obor rovnice, t.j. pre ktoré x ma rovnica zmysel. Defini€nym
oborom je mnozina D=R — {1} Ako v prvom spdsobe vynasobime rovnicu vyrazom X —1.V
definicnom obore je to ekvivalentna uprava. Po Upravach dostaneme x =3. KedZze 3e D a

pouzivali sme len ekvivalentné upravy, tak K = {3} Skuska nie je nutna.

Priklad 14:

Rieste v R rovnicu ! -1= ! - 6-x .
2-X XxX—2 3x*-12

Riesenie: Najskor uréime definiény obor D =R — {— 2, 2}. Vynasobime celu rovnicu vyrazom
3(x—2)x+2).
-1 1 6—X

x—2  x-2 3x-2)(x+2)

|.3(x=2)(x +2),

—3(x+2)-3(x* =4)=3(x+2)—(6-X),

—3x* -7x+6=0.
Teraz uréime korene kvadratickej rovnice
7+11 2
12 =6 xl=—3,x2:§
Kedze Cisla —3,% € D, mnozinou vsetkych koreriov je K = {— 3 %} .

2.5 Rovnice s parametrom

Ak v rovnici okrem nezname;j vystupuje este dalSia premenna, za ktoru mézeme dosadit
prvky z nejakej mnoziny a po dosadeni dostaneme rovnicu o jednej neznamej, tuto rovnicu
nazyvame rovnica s parametrom. RieSit rovnicu s parametrom znamena najst ku kazde;j
pripustnej hodnote parametra mnoZinu korefiov. Ak nie je ur€ené inak, za obor parametra

berieme celé R.

Priklad 15:

RieSte v R rovnicu s neznamou X a parametrom a
X 1-3X
—— =1.
5 a+2
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RieSenie: Ur€ime najskor obor parametra a. Druhy vyraz v rovnici nema zmysel pre a = -2,

t.j. obor parametra je R — {— 2}. Ak a # —2, potom rovnicu upravime na tvar
(a+2)x—5(1-3x)=5(a+2),

odkial (a+17)x=5a+15.

5a +15
a+17

» Ak a=-17, potom dostavame rovnicu 0x =—70, ktora nema rieSenie.

» Ak a=-17, potom X =

Vysledky zhrnieme do tabulky, kde K, oznacime mnoZinu korefiov danej rovnice patriacu

parametru a.

a Ka
a=-17 %)
az-17Tra#-2 5a +15

{a+17}

Priklad 16:
RieSte v R rovnicu s neznamou X a parametrom p

2—p:£+3p .

x—1
Riesenie: Obor parametra je celé R . Definiény obor rovnice je D = R —{1}. Ekvivalentnymi
Upravami rovnicu upravime na tvar:
(3p2 + p—2)x:3p2 -p-2.
Z rovnice 3p®+p—-2=0 dostaneme p,=-1a p, = %
» Ak p=-1,tak Ox=2.Potom K, =9.

> Ak p=§,tak OX:—%.Potom K,=9.
3

2_ J—
» Ak p=-la p;t%, potom Kp:{M}.

3p°+p-2
PretoZe rovnica nie je definovana pre x =1 a obor parametra je celé R, treba este vySetrit
pripad, ked

3p°-p-2_,

3p?+p-2
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Ten nastane pre p=0.Toznamena, 2eked p=0,tak x=1¢ D. Cize K=

Zhrnutie:
p K,
p=-1 %)
2 (%)
P=3
p=0 %)
2 3p’-p-2
pr-lnpzy e
Ap=0
Priklad 17:

Pre ktoré hodnoty parametra p ma rovnica 4x* +9 = px jediné rieSenie?
Riesenie: Kvadraticka rovnica ma jediné rieSenie, ak diskriminant D =0. RieSime
kvadratickd rovnicu 4x* — px+9=0, D=(—p)* —4-4-9= p? —144. Odtial p =+12. Ak

p =12, potom Kz{g},ak p=-12, potom K:{—g}.

2.6 Sustavy dvoch rovnic o dvoch neznamych

Vyriesit sustavu dvoch rovnic o dvoch neznamych znamena najst’ vSetky usporiadané

dvojice Cisel, ktoré su rieSenim obidvoch rovnic. Metdda riedenia spociva vo vylu€eni jedne;j

neznamej z niektorej z rovnic. To je mozné dosiahnut dvomi spdsobmi:

«  Scitacou metédou, ked jednu z rovnic nasobime vhodnym Cislom tak, aby sa po
pri€itani k druhej rovnici jedna neznama vylucila.

« Dosadzovacou metddou, ked z jednej rovnice vyjadrime jednu neznamu pomocou

druhej neznamej a dosadime do druhej rovnice.

Priklad 18:

V R rieste sustavu rovnic
3Xx-2y=4
X+3y =5.
RieSenie: VyrieSime danu sustavu obidvomi metédami.
1.) Sé¢itacou metédou: Vynasobime druhu rovnicu —3 a pripocitame ju k prvej rovnici.
3x—-2y=4
-3x-9y=-15
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-11y=-11
odtial y =1. Dosadime za y napriklad do druhej rovnice. Dostaneme X =2. To znamen3,
Ze rieSenim sustavy je dvojica [2, 1], teda. O spravnosti vysledku sa mbézeme, ale nemusime
presveddit skuskou.
2.) Dosadzovacou metddou: Z druhej rovnice si vyjadrime neznamu x a dosadime do prvej

rovnice.
x=5-3y,
3(5-3y)-2y =4,

odtial y =1. Dosadime za y napriklad do druhej rovnice. Dostaneme X =2. To znamen3,
Ze rieSenim sustavy je dvojica [2, 1], teda K = {[2 1] } O spravnosti vysledku sa zase

mozZeme, ale nemusime presvedcit’ skuskou.

Priklad 19:
V R rieste sustavu rovnic
X—2y=4
—-3x+6y=-12.
Riesenie: Ak pouzijeme scitaciu metddu, je najvhodnejsie vynasobit prvd rovnicu 3 a

pripocitat’' k druhej rovnici:

3x—-6y=12
—-3Xx+6y=-12
0=0.

Pri pouziti dosadzovacej metddy vyjadrime z prvej rovnice neznamu X a dosadime do
druhej rovnice:

~3(4+2y)+6y=-12,

0=0.

Hoci sme pouZili obidva postupy, predsa sme nedospeli k rovnici o jednej nezname;j.
VSimnime si, Ze druha rovnica je —3 — nasobkom prvej rovnice. Taku sustavu, kde jedna
rovnica je nasobkom druhej rovnice, nazyvame sustavou dvoch linearne zavislych rovnic.
Riesit takuto sustavu znamena riesit’ jednu rovnicu s dvomi neznamymi, kde jednu z
neznamych pokladame za parameter a rieSime ako rovnicu s parametrom. Cize v nasom
pripade vezmime napriklad prvu rovnicu a vyhlasme y za parameter. Dostaneme
X=2y+4.
Potom rieSenim danej sustavy je K = {[2y +4, y], ye R}, teda sustava ma nekonecne vela

rieSeni.
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Cvicenia

1. RieSte kvadratické rovnice

a) 2x*—-3x+1=0,

b) 2x*+3x-5=0,

c) 4x°+4x+1=0,

d) 2x*-6x=0,

e) x*+2x+2=0,

) x*-2x+8=0,

g) 9x*-12x+4=0.

Vysledky: a) K ={1/2,1}, b) K={-5/2,1}, ¢) K={-12}, d) K={0,3},
e) K ={-1—-i-1+i}, f) K={1—ﬁi,1+ﬁi } g) K =1{2/3}.

2. RozloZte kvadratické rovnice na sucin korenovych Cinitelov

a) 9x*-3x-2=0,

b) x*+1lax—26a* =0,

c) 18x2-12x+2=0,

d) 6x°+x-1=0.

slodky ) of x— 2\ x4 L _ A EEA
Vysledky: a) Q[X 3j[x+3j, b) (x—2a)x+13a), c) 18(x 3} , d) G(X 3)(x+2j.

3. Ktora kvadraticka rovnica s koeficientom kvadratického ¢lena a ma mnozinu korenov K ?

a) a=3, K={§,—2},
3

b) a:9,K:{—§,E}.
3'3

Vysledky: a) 3x>+x—-10=0, b) 9x*+9x-10=0.

4. RieSte rovnice

a) M—sz—&

b) VXZ +8=2x+1,

) VX2 +5—4/x? —3=x,
d) Vx+5-5-x=2,
e) 1—m:x,

f) IX +x+/1-x =1,




Vysledky:a) K={4}, b) K={1}, ¢) K={2}, d) K={4}, e K={0}, ) K={0}.
5. Rieste rovnice

a) [3x—6/=x+2,

b) [2x+1=x,

c) 2x+2=[3-x+4,

d) |x+5—|x+4=x,

|2x-3]
| X+ 2|
|2x—3|:3
|x—4]

e)

f)

Vysledky: a) K ={1,4}, b) K=@, ¢) K={-11,1}, d) K={1}, e) K ={—%},

fy K={309}.
6. Rieste rovnice
a) x*+x*-2x=0
b) 3x®+10x*+3x=0,
c) 2x*+x*-3=0,
d 2x*-12x*+16=0,

e) L_Fg:ﬂ’
X—2 X—2

X+2 Xx-4

X+4 x+8’

f)

x-=1 x+1 4x
Xx+1 x—1 1-x2'
X-2 x-1_ 2
x—1 x-2 x2-3x+2

9)

h)
Vysledky: a) K ={-2,0,1}, b) K :{—3,—%,0}, c) K={11} d) K={—2,—\/§,\/§, 2},

e) K=g, f) K:{-?}, g9) K=R-{-11}, h) K:{%}.

7. Rieste rovnice s neznamou X a parametrom p

2x—5_

a) x=1.

29
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Vysledok:
P K,
p=4 %)
px4np=2 p+3
4-p
b) X_—l:2—_p
X 3p
Vysledok:
Y K,
_1 Z
=3
p=0Aa p;«t1 _3p
2 4p -2
2
c) 3-p=——.
) P=2">
Vysledok:
Y K,
p=3 %)
p#3 8-2p
3-p
d) Q_p__2:§
X 3 X
Vysledok:
P K,
p=2 %)
5 2
=3
p#2A p¢§ 6p-15
2 p_2

8. Uréte hodnoty parametra a tak, aby pre redlne korene rovnice x* +ax+20 =0 platilo

X, =%, =1.



31

Vysledok: Ak a=9,tak K ={-5 -4}, ak a=-9,tak K ={5,4}.

9. Uréte hodnoty parametra a tak, aby rovnica 2x* + ax + 2 = 0 mala jediny kore.
Vysledok: Ak a=4,tak K ={-1}, ak a=—4,tak K = {1}

10. Pre ktoré &islo p ma rovnica x> +3x+ p =0 rieSenie X =—47?

Vysledok: p=-4.

11. Rieste sustavy rovnic

a) 2x-y=-5
—5x+3y =14,
b) 3x—-2y=4
Xx+3y=5,
c) X—3y=-5
—-2x+6y =14,
d) 2x—%=7
6x—y =21,
y—-10

e) 10x—2 =2
3

30x—y=—4.
Vysledky: a) K ={[-1,3]}, b) K={[2,1]}, ¢) K=& d) K={[x,6x-21]},xeR,
e) K={[x,30x+4]},xeR.
12. Pre ktoru hodnotu parametra ¢ nema sustava rovnic rieSenie?

cx—4y =1
—2X+8y =-3.

Vysledok: c=1.
13. RieSte sustavy rovnic s parametrom a
a) 3x+7y=a
2x+5y =20,

b) x+y=a

ax+y=a’.
Vysledky: a) K = {[-140+5a, 60—2a]},

b)ak a=1 K={[a,0]}, aka=1 K={[1-y, y], yeR}.
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3. Nerovnice

V tejto kapitole budeme vyuzivat poznatky z predchadzajlcej kapitoly Rovnice (rieSenie
kvadratickej rovnice, jej rozklad na sucin korernovych €initelov, doplnenie na Upiny Stvorec,
rieSenie rovnic s absolutnou hodnotou) ako aj poznatky z kapitoly o funkciach (kvadraticka

funkcia).

3.1 Linearne a kvadratické nerovnice

Nerovnice typu ax+b >0, ax+b<0, ax+b>0, ax+b <0, kde a,be R, a0, st dané

Cisla, nazyvame linearnymi nerovnicami s neznamou X.

Priklad 1:

Najdime vSetky redlne Cisla x, pre ktoré plati
Xx-4 2x+1
3 2

RieSenie: Najskor vynasobime obidve strany rovnice Cislom 6. Kedze 6 >0, nema tato

<5.

Uprava vplyv na zmenu znamienka. Dostaneme:
6x —2(x —4)—3(2x +1) < 30, odkial po tiprave —2x+5 <30, teda
—2x<25.

e o 1 . 1 : : .
Teraz vynasobime rovnicu &islom — E Kedze — E <0, znamienko nerovnosti sa zmeni:
X>——.

25
Teda rieSenim danej nerovnice je interval (— P ooj.

Ak v kvadratickej rovnici nahradime znak ,=* jednym zo znakom nerovnosti <, >, >, <,

dostaneme kvadratickt nerovnicu, napriklad:
ax’ +bx+c<0, kde a,b,ceR,a=0.

Kvadratické nerovnice mézeme rieSit dvomi spdsobmi: graficky a algebraicky.
% Graficky: Vychadzame zo znalosti o kvadratickej funkcii. Vieme, Ze jej grafom je

parabola, ktorej os je rovnobezna s osou Yy a orientacia zavisi od znamienka koeficientu
kvadratického Clena a. Body X,, X, , kde parabola pretina os X, su korefimi kvadratickej

rovnice ax’ +bx +c =0. TakZe poloha paraboly zavisi od znamienka diskriminantu D a

koeficientu kvadratického ¢lena a. Dostaneme Sest moznych poléh grafu paraboly:
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a) D>0,a>0 b) D>0,a<0

Obr. 1 Obr. 2
c)D=0,a>0 d D=0,a<0

Obr. 3 Obr. 4
e) D<0,a>0 d D<0,a<0

Obr. 5 Obr. 6
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Takze postup rieSenia je nasledovny:
Vypogitame hodnotu diskriminantu D kvadratickej rovnice ax? +bx+c=0.

Ak D >0, vypocitame korene kvadratickej rovnice.

Zistime znamienko koeficientu kvadratického ¢lena a.

Naértneme graf paraboly y = ax® +bx+c.

YV V V V

Na zaklade grafu urCime obor pravdivosti danej kvadratickej nerovnice (t.j. hodnoty X,

pre ktoré je nerovnica spinena).

« Algebraicky:

Kvadratické nerovnice mbézeme riesit’ aj algebraicky, upravou kvadratického trojclena

ax® +bx + ¢ . Majme napriklad nerovnicu ax® +bx+c>0.

» Ak D >0, nerovnicu upravime na sucin korenovych Cinitelov a(x— xl)(x— X2)> 0, kde
X;, X, su korene kvadratickej rovnice ax® +bx +c =0. Dalej vySetrujeme jednotlivé
moznosti, kedy je sucin kladny.

» Ak D <0, je vyhodné doplnit kvadraticky trojélen na uplny Stvorec.

Oba pristupy ukazeme na prikladoch.

Priklad 2:
Rieste kvadratickt nerovnicu 2x% +3x—-2<0.
Riesenie:

Grafické rieSenie: Vypocitame najskoér diskriminant D = 25, nasledne korene kvadratickej

. 1
rovnice 2x° +3x—2=0. Dostaneme X, =2, X, = 7 KedZe koeficient pri kvadratickom
glene a=2 >0, graf kvadratickej funkcie y = 2x* +3x —2 zodpoveda Obr.1. RieSenim
. . e . 1
nerovnice su ¢isla z intervalu ( — 2, E .

Algebraickeé rieSenie: Vypocitame najskor diskriminant D = 25, nasledne korene kvadratickej

rovnice 2x* +3x—2=0. Dostaneme X, ==2, %X, = % Teda kvadraticky trojclen mézeme
rozlozit' na sucin korefiovych Cinitelov:

2x? +3x—2= 2(x+2)(x—%} <0.
Skumame, kedy je sucin na lavej strane nekladny. Su dve moznosti:

X+2<0 A x—%zo,teda X<-2 A xz%,odtial’ Xed
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alebo x+2=>0 A x—%so,teda X>-2 A xs%, odtial X€<—2, E>
Cize vyslednym rieSenim danej nerovnice je interval <— 2, %>

Priklad 3:
Rieste kvadratickt nerovnicu — x> +6x—9<0.
RieSenie:

Grafické rieSenie: Najprv vypocitame diskriminant D =0, nasledne dvojnasobny korer

kvadratickej rovnice —x* +6x—-9=0, X, = 3. Kedze koeficient a=-1<0, poloha grafu
paraboly y =-x?+6x—9 zodpoveda Obr. 4. Z grafu vidno, e rieenim je R—{3}.

Algebraické rieSenie: KedZze diskriminant D =0, doplnime kvadraticky troj¢len na upiné

stvorce — X2 +6X—9 = —(x? —6x+9)=—(x—3)?. Dostaneme nerovnost —(x—3)? <0.

Tato nerovnost plati pre vSetky X e R — {3} .

Priklad 4:
Rieste kvadratickt nerovnicu 2x% +4x+3<0.
Riesenie:

Grafické rieSenie: Najprv vypocitame diskriminant D =—-8 <0, teda kvadraticka rovnica

2x? +4x+3 =0 nema realny korefi. KedZe koeficient a =2 > 0, poloha grafu paraboly
y= 2x? +4x + 3 zodpoveda Obr.5. Z grafu vidno, Ze nerovnica nema rieSenie.

Algebraické rieSenie: KedZze diskriminant D < 0, doplnime kvadraticky troj¢len na upiné

Stvorce 2x° +4x+3= Z[XZ +2x+1-1+ gj = 2((x +1)° + %) Dostaneme nerovnost

2((x +1)° +%) <0, teda (x+1)° < —% .
Tato nerovnost neplati pre ziadne X € R.

3.2 Nerovnice s absolutnymi hodnotami

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ rieSenim nerovnic s neznamou v absolutnej hodnote.
Pripomefime si preto definiciu absolutnej hodnoty ako funkcie X € R:
x ak x>0
|X|:{—x ak x<0.

Cize absolutna hodnota realneho &isla je vzdy nezéporné reéine &islo.
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Z geometrického hladiska je to vzdialenost obrazu realneho €isla od pociatku na realnej osi.

Teda rieSenim nerovnosti |x| > b je zjednotenie intervalov (— oo,—b)u (b, oo). Ako bolo

spominané uz pri rieSeni rovnic s absolutnymi hodnotami pod geometrickou interpretaciou

|a — b| si mozno predstavit vzdialenost dvoch obrazov redlnych ¢isel a,b. Teda nerovnica
|x — b| < c predstavuje len iny zapis intervalu (b —C, b+ C) (v pripade neostrej nerovnosti je
interval uzavrety), a naopak nerovnica |x - b| > C je doplnkom tohoto intervalu do R, Cize

(—o0, b—c)u(b+c,).

Priklad 5:
Rieste nerovnice: a) [x—1<2, b) [x+3>0, ¢) [x-7|<-2, d) [x+2|>v2+1.

Riesenie: a) (-1,3), b) R, ¢) @, d) (-0, -3-+2)U(-1++2,).

Podobne mézme riesit nerovnice typu |ax+b| < ¢ (|ax +b| < C) , resp.

lax+b| > ¢ (Jax+b|>c).

Priklad 6:
Rieste nerovnice: a) [2x-1 <3, b) |-3x+1>2

Riesenie: a) —3<2x—-1<3, odkial —1<x<2.Teda XE(—]., 2).
. 1 1
b) —2>-3x+1>2, odkial x >1 alebo xs—é.Teda X e —oo,—§ U(l).

Vo v8etkych prikladoch sme doteraz vyuZili len geometricku predstavu o absolutnej hodnote.
Podobne, ako pri rieSeni rovnic, tie isté vysledky by sme dostali pouzitim definicie absolutnej
hodnoty. Ukazme si to na priklade 5d).
Z definicie vieme, ze
X+2 ak x+2>0,tj. x>-2

x+2|= )

—Xx—2 ak x+2<0,tj. x<-2.
Uréime teda ¢islo X, pre ktoré je argument absolutnej hodnoty, t.j. vyraz x+2=0. Cize

dostaneme nulovy bod x =—2 a uvazujeme dva pripady:

1) ak x>-2,tak [x+2/=x+2, &ize naintervale |, = (- 2,00)je nerovnica |x + 2| > V2 +1

ekvivalentna s nerovnicou X+ 2 > \/5 +1, odkial dostaneme

X>~/2 -1, teda X € (\/E -1, oo)m <— 2,0) . Rie$enim je interval (\/E -1 oo).
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2) ak x<-2,tak [x+2 =-x—2, &ize na intervale 1, =(—o0,~2) je nerovnica
[x+2|>+/2 +1 ekvivalentna s nerovnicou —x —2 > V2 +1, odkial dostaneme
X<-3-+2 ,teda x e (— 00, =3 — \/E)m (—o0,—2) . Rie$enim je interval (— 00,—3— \/E)

Pretoze R=1, Ul,, dostdvame vysledné rieSenie (— 0,3 — \/E)u (\/E -1, oo).

Tento postup, pouzitie definicie absolutnej hodnoty, je vSeobecny a mbézeme ho pouzivat pri

rieSeni fubovolnej nerovnice s neznamou v absolutnej hodnote.

Priklad 7:
Rieste nerovnicu x—|2x -1 <|x—2|.
RieSenie: Najskor najdeme nulové body absolutnych hodnét vystupujucich v nerovnici: Z

. 1
rovnice 2Xx—1=0 dostaneme X =— . Podobne z druhého vyrazu v absolutnej hodnote

1
dostaneme druhy nulovy bod x =2 . Rozdelime reélnu os na tri €asti |, = (— ooEJ ,

I2:<%,2>a I, =(2, ).

> Pre xel je[2x-1=1-2x a|x-2/=2-x.
» Pre xel,je [2x-1=2x-1a|x-2=2-X.
» Pre xel,je 2x-1=2x-1a|[x-2=x-2.
Cize v intervale |, rieSime nerovnicu:

X—=1+2Xx<2-X, odkial’x<% Teda XE(—OO,EJG(—OO,Ej:[—OO,lj.

Vintervale |, rieSime nerovnicu:

X—2X+1<2—X,odkial 1< 2. Teda x Rm<%, 2>:<%, 2>.

Vintervale |, rieSime nerovnicu:

X —2X+1< x—2, odkial X >g.Teda X e@,ooJm(z,oo)z(z,oo).

Takze riedenim na celej redinej osi je [— o0, %)u<% 2> U(2,0)=R.

Iny pristup pri rieSeni nerovnic s absolutnou hodnotou je graficky, kde vychadzame zo

znalosti grafu funkcii.
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Priklad 8:

Rieste nerovnicu: |X| <|x—1—|x+1.

Riesenie: Danu nerovnicu mdzme upravit do tvaru 0 <|x—1 —|x +1—|X|. Graf funkcie
f(x)=[x—1 —|x+1—|X je lomena &iara, ktora sa lomi v nulovych bodoch absolttnych
hodndt vystupujucich vo funkcii, t.j. v bodoch 1, -1, 0.

Zo zostrojeného grafu fahko vidime, ze funkcia f(x)>0 len pre x e (-2, 0).

3.3 Iné typy nerovnic

Priklad 9:

<x+1.

RieSte nerovnicu:

x—-1

RieSenie: Definicny obor nerovnice je R — {1} Danu nerovnicu mézeme riesit dvomi

spdsobmi:
A) Nerovnicu upravime tak, aby sme na jednej strane nerovnice dostali 0.
2
X3\ 120, teda PX=I=(*-D 4
X—-1 X—-1
2
- 2X — 2
Dostali sme nerovnicu % <0. Dana nerovnost je splnena v dvoch
X —
pripadoch:
i) —x*4+2x-2<0 A x-1>0,
i) —x?4+2x-2>20 A x-1<0.

Rozoberme si pripad i). VyrieSime najskor kvadratickdl nerovnicu — x* +2x —2<0.

Diskriminant D =—-4 <0, koeficient a = —1. Nakreslime graf funkcie

y=—X>+2x-2.
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Z grafu vidno, Ze nerovnost — x* +2x —2<0 je splnena pre véetky x € R. Z druhej
nerovnice X >1. TakZe vyslednym rieSenim pripadu i) je interval (1,oo )

Rozoberme si pripad ii). Kvadraticka nerovnica — x* + 2x —2 >0 nema rie$enie
(pozri graf). Takze vyslednym rieSenim pripadu ii) je prazdna mnozina .

RieSenim danej nerovnice je teda interval (1,oo )

B) Nerovnicu vynasobime vyrazom X —1. Musime uvazovat dva pripady.
i) x—-1>0,tj. x>1,
ii) x—-1<0,tj. x<1.
V pripade i) dostaneme nerovnicu2x —3< x* —1,tj. —x* +2x—2<0. Rie$enim
danej nerovnice je celé R . Kedze pracujeme s X >1, rieSenim v pripade i) je interval
(1,00).
V pripade ii) dostaneme nerovnicu — X + 2x —2 > 0. Dana nerovnica nema riedenie.
TakzZe rieSenim pdvodnej nerovnice je interval (1, oo).
Priklad 10:

Rieste nerovnicu: 3v1—x? <3—X.

Riesenie: Najskér najdeme defini€ny obor danej nerovnice, Cize vSetky X, pre ktoré plati

1-x?>0. Dostaneme D =(-11).

KedZe obidve strany nerovnice su pre X € D nezaporné, po umocneni obidvoch stran

dostaneme nerovnicu 9(1— X2)< 9—6x+ x*, odkial x(10x—6)> 0. Riesenie tejto

. L . 3 e ,
kvadratickej nerovnice je zjednotenie intervalov (— oo,O)u (E oo]. Doterajsie upravy boli

ekvivalentné len pre x € D, takze rieSenim povodnej nerovnice je

(-1, [(— 0,0)U (g , oo)] , teda zjednotenie intervalov (—1,0) U (§ , 1> .

5
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Priklad 11:

. . a x_x 2
Rieste nerovnicu s parametrom a: ———2>—+—, aeR.

2 a 2 a
RieSenie: Ur€ime najskor obor parametra a, a # 0, a defini¢ny obor nerovnice D =R.
Potom vynasobime cell nerovnicu vyrazom 2a. Uvazujeme dva pripady:

2
a _4:a—2.
a+?2

> Ak a> 0, tak dostaneme nerovnost a? —4 > ax+ 2x, odkial x <

> Ak a <0, tak dostaneme nerovnost a® —4 < ax + 2x , odkial

2

- aka+2>0,tja>-2, x>2 "“_a_2,
a+2
2

= ak a+2<0,t.j.a<—2,xsa 4:a—2,
a+2

= ak a=-2, xeR.

Vysledky zhrnieme do tabulky:

ae(-2,0) (a—2,00)

a=-2 R

Priklad 12:

RiesSte sustavu nerovnic: 3x—4 <2X+5<4x-1.

RieSenie: VyrieSime najskor nerovnicu 3Xx —4 < 2Xx+5. Jej rieSenim je interval (— 0, 9).
Rie$enim druhej nerovnice 2x+5<4x—1 je interval (3, o). TakZe rieSenim sustavy je

(—0,9)" (3, ©)=(3,9).
Cvicenia

1. RieSte nerovnice:

a4x +7

a) >3-5x,
b) x—X—_4—2X+1<5,
3 2

c) X°+5x—3<2x+1,
d) 2x*+7x+5<0,
e) 3x?-2x+1<0,
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f) x*—4x+5>0,

g) x°-10x+25<0,

h) x*-7x-8>0,

) (2-3x)—(x-1)>-4-(x—2).

Vysledky: a) K:<%,oo),b) K:<—2—25,oo),c) K=(-4,1), d) K=<—g,—1>,e) K=g,

) K=R, g) K={5}, h) K =(—o0-1)U(8,), i) K =(-004—5)U(4+/5,00).

2. Riete nerovnice:

a) [2x-5/<3,

b) [x+3=>4,

c) Bx—6<x+2,

d) Bx-1<4-2x,

e) X+[x-2<2,

) [x=1<|x+2/+1,

0 [ert+-1<2

h) ‘xz—x‘>6

Vysledky: a) K = (1, 4), b) K =(—0,—7)U(L o), ¢) K=(L4), d) K=(-3,1), e) K=(0, 2),
f) K=(-L»), g) K=&, h) K=(-0,-2)U(3,x).

3. Rieste nerovnice:

a) J;5<X+Z
b) Vx*—-3x—4<x-1,

X—2

1-2x
Jx -3

X—2
2x—3

Xx—-1

X+1 3 1

x-2 x-2 2

>-1,

c)

d) >0,

e) <X+1,

f)

g KHAEx
X+2
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3x-1

h
) X+1

<2.

Vysledky: a) K =(-1), b) K =(4,%), c) K=(%,2>, d) K:<O,2)u<9,oo),

e) K=Lw), ) K=R-{2}, g) K=(-5-2)U(~1, =), h) K=<—%,3>.

4. Rieste sustavy nerovnic
a) 2x—-3<x+1

3X+1s
X+2

b) x—2>x+1
—X—8<5-5x.

2 ’

Vysledky: a) K = (— 2,3), b)K= <g§>
5. Rieste nerovnicu s parametrom a
x-5<a.

Vysledok:

a>0 (5-a,5+a)
a=0 {5}
a<0 %)

6. Pre ktoré hodnoty parametra a ma rovnica x* +ax+9=0 dvojnasobny korefi?

Vysledok: ac{-6,6}.

7. Pre ktorti hodnotu parametra p je rie$enim nerovnice |p —X| >[2x| interval dizky 82

Vysledok: pe{-6,6}.

8. Pre ktoré hodnoty parametra a nema nerovnica ax” +4x—1>0 rieSenie?

Vysledok: a<—4.

9. Pre ktort hodnotu parametra b je rieSenim nerovnice X+ 4| >b—|x—3| cela mnozina R?

Vysledok: b<7.

10. Pre ktort hodnotu parametra a je rieenim zadanej sUstavy nerovnic interval dizky 1?
2X—-32>5

ax+2>-1.

Vysledok: a= —g :
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4.Funkcie

4.1 Funkcia a jej vlastnosti
Funkcia je jeden z najddlezitejSich pojmov v matematike.
Funkcia f je taky vztah medzi veli¢inami x a Yy, ktory kazdej hodnote nezavislej premennej
X z niektorej podmnoziny D(f) mnoziny realnych Cisel R priradi jedini hodnotu zavislej
premennej Yy . Tento vztah matematicky zapisujeme rovnicou

y=1(x). ®
Mnozinu D(f) (v dalsom texte ju budeme oznadovat len ako D) volame definiény obor
funkcie f amnozinu vietkych moznych isel f(x) volame obor hodnét funkcie f
a oznacujeme H (f ) Ak defini¢ny obor nie je inak ureny, tak je nim mnozina vSetkych
realnych cisel, pre ktoré ma rovnica (1) vyznam. Dve funkcie sa rovnaji, ak sa rovnaju ich
definicné obory a ak sa rovnaju ich hodnoty v kazdom ¢isle defini€éného oboru.
Graf funkcie f je mnozina {[x f(x)]e R%:x e D}. Grafy vacsiny funkcii, s ktorymi prideme
do styku su rovinné krivky. Funkciu, ktorej graf je suvisla krivka (t.j. je z jednej Ciary) volame
spojita.
Nasleduje prehflad niektorych vlastnosti, podla ktorych funkcie triedime.
Funkcia f je rastuca (klesajica), ak pre kazdé dve Cisla u <V z jej definicného oboru plati
f(u)< f(v) (f(u)> f(v)). Na grafe funkcie sa tato viastnost prejavi tak, ze graf funkcie
v smere zlava doprava smeruje nahor (nadol).
Funkcia f je zhora (zdola) ohranicena, ak existuje také &islo h, Ze pre kazdé &islo X z jej
defininého oboru plati f(x)<h (f(x)>h). Funkcia je ohranicena, ak je ohrani¢ena
suCasne zhora aj zdola. Na grafe sa ohraniCenost’ prejavi tak, ze cely graf je medzi dvoma
priamkami rovnobeznymi s osou 0, .
Funkcia f je prosta, ak pre kazdé dve rézne Cisla U a v z jej definicného oboru su aj ich
hodnoty rézne, t.;. f(u) # f(v). Na grafe sa tato vlastnost prejavi tak, ze kazda priamka
rovnobezna s osou 0, pretne graf funkcie najviac v jednom bode.
Funkcia f je periodicka, ak existuje ¢islo p tak, Ze
e ak xeD,takaj x+ peD,

e pre kazdé xe D plati f(x+ p): f(X).
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Na grafe sa tato vlastnost prejavi tak, ze graf funkcie sa opakuje, presnejSie: ak posunieme
graf v smere osi 0, o hodnotu p, tak sa bude kryt' s pévodnym grafom.

Funkcia f je parna, ak

e XxXeD,potomaj —xeD,

o prekazdé xeD plati f(—x)= f(x).

Graf parnej funkcie je simerny podfa osi 0, .

Funkcia f je neparna, ak

e XxeD,potomaj —xeD,

o prekazdé xeD plati f(—x)=—f(x).

Graf neparnej funkcie je sumerny podla zaciatku suradnicovej sustavy.

S funkciami mdézeme vykonavat algebraické operacie podobné operaciam s Cislami: sucet,
rozdiel, sucin a podiel.

Inou operaciou s funkciami je skladanie funkcii. Funkcia h je zloZenou funkciou z funkcii
fag,ak h(x) = g(f (X)) pre kazdé x e D(f), pre ktoré je f(x) € D(g). Tento fakt
zapisujeme symbolom h=go f .

Funkcia f ™ je inverzna funkcia k funkcii f,ak fof ™ =f"of =i, kde i je identicka
funkcia, t.]. i(x) = X. Inverzné funkcie maju zamenené svoje obory ( D(f ) = H(f *1) a

H(f ) = D(f ‘1) ) a ich grafy su sumerné podla priamky y = X.

Postupnost je funkcia, ktorej definiCny obor je mnozina prirodzenych €isel N . Postupnosti
na rozdiel od funkcii zvykneme oznacovat symbolikou a,, €o znamena n -ty ¢len

postupnosti, t.j. hodnotu v Cisle n.
Pozname dva vyznamné typy postupnosti.

Aritmeticka postupnost’ (AP) je taka postupnost, v ktorej je rozdiel dvoch susednych &lenov

konstantny, t.j. pre kazdé prirodzené ¢islo n plati a,, —a, =d , kde konstantu d volame
diferenciou AP. AP je preto Uplne ur¢ena dvoma veli€inami: prvym ¢lenom a, a diferenciou
d . Pre vSeobecny ¢len AP plati

a, =a, +(n-1d
a pre sucet prvych n clenov AP plati

n(n-1)
2

Geometricka postupnost’ (GP) je taka postupnost, v ktorej je podiel dvoch susednych &lenov

S,=na, + d.

n

a
konstantny, t.j. pre kazdé prirodzené &islo n plati —1 = q, kde kon3tantu g volame
a

n
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kvocientom GP. GP je preto uplne ur¢ena dvoma veliCinami: prvym ¢lenom a, a kvocientom
g . Pre vSeobecny ¢len GP plati
a‘n = alqn_l

a pre sucet prvych n ¢lenov GP plati

Ak q=1, potom S, =na,.
V pripade, ak |q| <1, existuje aj sucet nekonecného geometrického radu, t.j. sucet vSetkych

(nekonecne vefla) ¢lenov GP

S=a +a,+a; +..=a, +a,q+a,9° +..= —.

&
1-¢

Priklad 1:

Najdime definiény obor a obor hodndt funkcii

a) y=vx*-7,

2X+3
b = 5
)y 6—x—x>2
c) y=log(tgx).
Riesenie:

a) Funkcia je definovana pre vSetky hodnoty premennej X, pre ktoré je vyraz pod
odmocninou nezaporny, t.j. x> —7 > 0. Rie$enim nerovnice je mnozina
D = (- o0,~V7) U(V7,0).

b) Funkcia je definovana pre vSetky hodnoty premennej X, pre ktoré je vyraz v menovateli
rézny od nuly, tj. D=R—{-3, 2}.

¢) Funkcia je definovana pre vSetky hodnoty premennej X, pre ktoré je vyraz, ktory

logaritmujeme kladny, t.j. tg X > 0. RieSenim tejto nerovnosti je mnozina

D :(kn,(Zk +1)%J keZ.

Priklad 2:
Ukazeme, ako stvisia grafy funkcii y =3f(x), y = f(x)+3, y= f(3x), y=f(x+3)
s grafom funkcie y = f(x).
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Riesenie:

Kazdy bod grafu funkcie y =3f(x) vznikne z bodu [x, f(x)] grafu funkcie f tak, ze
trojnasobne ,natiahneme"” jeho suradnicu Yy . Preto cely graf funkcie y =3f (x) je
trojnasobnym ,natiahnutim® grafu funkcie y = f(x).

Kazdy bod grafu funkcie y = f(x)+3 vznikne z bodu [x, f(x)] grafu funkcie f tak, ze
posunieme jeho suradnicu y o dizku 3 v kladnom smere osi Y .

Bod [a,b] lezi na grafe funkcie y = f(3x) prave vtedy, ak plati b = f(3a) ato je prave
vtedy, ak bod [3a,b] lezi na grafe funkcie y = f(x). Graf funkcie y = f(3x) vznikne teda
z grafu funkcie y = f(x) jeho trojnasobnym ,stlaéenim® v smere osi X.

Bod [a,b] lezi na grafe funkcie y = f(x+3) prave vtedy, ak plati b = f(a+3) a to je prave
vtedy, ak bod [a +3,b] lezi na grafe funkcie y = f(x). Graf funkcie y = f(x+3) vznikne

teda z grafu funkcie y = f(x) jeho posunutim o dizku 3 dofava v smere osi X .

Priklad 3:
Uréime vlastnosti funkcii

a) y=3x*-5x+2,

b) :2x+4,
X—3

C) Yy=-+/COoSX,
1

d y=2*.

Riesenie:

a) Funkcia y =3x* —5X + 2 ma definiény obor mnozinu R . Jej grafom je parabola otodena
o 2 . : 5 1 -
nahor, pretinajuca os X v bodoch 5,0 a [1,0]. Jej vrchol je v bode ik Preto jej
obor hodndt je mnozina <—]/12,oo), je zdola ohrani€end, zhora neohranicena, klesa
, 5 o ) . . . . :
v intervale _OO'E , rastie v intervale g,oo . Nie je prosta, parna ani neparna, ani

periodicka.

1
b) Upravime danu funkciu delenim na tvar y =2 +—03 . Jej definiCny obor je mnoZina

R —{3}, obor hodnét mnozina R—{2 }, lebo vyraz

nadobuda vSetky mozné



d)

a7

10
realne hodnoty okrem 2. Preto je funkcia neohrani¢ena. Ako vidiet' z vyrazu ——,

funkcia je klesajuca v oboch intervaloch (— oo,3) a (3, oo). Funkcia je prosta. Poslednu

2X, +4  2X,+4 10
viastnost dokazeme takto: Nech =i~ = X2 % poiom aj 2+ 10 _ 2+ ,
-3 X,-3 X —3 X, —3
teda aj 0 _10 , po Uprave aj X, = X,. Teda ak X, # X,, tak f(x )= f(x,).
X, -3 X,-—

Defini¢ny obor funkcie y =+/c0s X je mnozina vSetkych hodnét X, pre ktoré je cosx >0,

teda zjednotenie mnoZin <—%+ 2k7z,%+ 2k7z> . kde k € Z . Obor hodnét je (0,1), teda
funkcia je ohrani¢ena. Rastie v kazdom z intervalov (— % + 2kz,0 + 2k7z} a klesa

v kazdom z intervalov [O+ 2k7r,%+ 2k7rj, kde k € Z . Funkcia je parna a periodicka s

periédou 27 .

1
Funkcia y = 2* ma defini¢ny obor R —{0 }, obor hodnét mnozinu véetkych kladnych

1 .
Cisel s vynimkou ¢isla 1 (pretoze funkcia — nikdy nenadobudne hodnotu 0). Preto je
X

funkcia zdola ohrani€ena a zhora neohrani¢ena. V oboch intervaloch svojho definicného
oboru (—0,0) a (0,0) je funkcia klesajtica. Funkcia je prosta, nie je parna ani neparna,

ani periodicka.

Priklad 4:

Najdeme zloZené funkcie fog a go f, ak

a) f(x)=x>-3x+1, g(x)=cosx,
b) f(x)=x* g(x)=x,
« 1
c) f(x)=3%, g(x)_—3x+1.
RieSenie:
a) fog(x)=f(g(x))= f(cosx)=cos? x—3cosx+1.

go f(x)=g(f(x)=g(x? —3x+1)=cos(x? —3x+1).
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b) fog(x)=f(g(x)) f(&):(&)z=x,kde x € (0,00).
gof(x)=g(f(x)):g(xz)zx/F=|x|,kde xeR.

0 fogl)=1(al)- (51 )-a

3x+1

go f(x)= g(f(x))=9(3*)=3_31+1: 3x+11+1'

Priklad 5:

Dané funkcie rozlozime na jednoduché zlozky.

a) f(x)=(2x¢-3x+11f,

b) g(x)= log{mj,

¢) h(x)=cos(2 ).

Riesenie:
Rozklad funkcii na zloZky naznacime graficky postupnostou jednotlivych zloZiek.

a) x—203 yox3 3x 11— 5 5(2x® —3x +11f.

4
b) x—2252x+3— 40, 4 e >log| . 4.
2X+3 2X+3 2X+3

cos( )

Q) x—2 s x—2l yox_ ) >2‘X7z———>cos(2‘xzr).

Priklad 6:

Najdeme inverznu funkciu k funkcii
y= S5X -2
3-4x’

b) y=+4/5-3x,
c) y=log(2x+1)

a)

RieSenie:
a) Najst inverznu funkciu znamena vyjadrit premennu X v zavislosti od premennej y

X
z rovnice definujucej pdvodnu funkciu. Rovnicu y = 3

vynasobime vyrazom

(3 - 4x) , po roznasobeni dostavame 3y —4xy =5x — 2. VSetky vyrazy obsahujluce X
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v poslednej rovnici zdruzime na lavej strane a vSetky ostatné vyrazy na pravej strane,
3y+2
4y +5°

(—4y—5)x =-3y 2. Po Uprave a vydeleni dostavame X =

b) Najskér si vS§imnime, ze obor hodnét danej funkcie (a preto aj definiény obor inverzne;j

funkcie) je interval y e <0, oo). Vyjadrime premennu X v zavislosti od y . Po umocneni

rovnice Y =+/5—3X na druhu a dalSich upravach dostavame vyjadrenie inverznej

2

mmdex=5;y,kmaye®gﬂ

c) Vyjadrime premennu X v zavislosti od y . Umocnime €islo 10 na obidve strany rovnice
y = log(2x +1). Dostaneme 10” =10"%**) = (2x +1). Posledna rovnost vyplyva z toho,
Ze funkcie log x a 10* st navzajom inverzné. Po Uprave dostavame vyjadrenie inverznej

y _
funkcie X = 10 1.

Priklad 7:
Najdime prvy €len a diferenciu aritmetickej postupnosti, ak je dané

a) a, =13,a; =5,

2 —
b) S, = n 125n1
4

¢) a =135, =35.

Riesenie:
a) Plati a, =a, +6d,a;, =a,+2d. Preto a, —a, =4d =8 a d =2. Dosadenim do vztahu

pre a, dostaneme a, =5=a,+2d =a,+4 a a, =1.

, n® —125n . “ L x
b) Vztah S, = 1 plati pre kazdé prirodzené €islo n. Pre n =1 dostaneme
2
S, =a, = L 4125 =-31. Pre n=2 potom je
2
Sz=q+a2=@+@ﬁ@)=20&ﬂ+d=—&+d=g—%§iz=—m5.mmod=%.

Overime eSte vzorec pre n -ty CiastoCny sucet aritmetickej postupnosti

-n_n?-125n
PR

S, :na1+n(nT_l)d = 31+
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c) Z danych udajov vyjadrime dve rovnice pre nezname a, a d. a;, =a, +4d =13 a

S, =5a, +10d = 35. RieSenim tejto sustavy st hodnoty a, =1 a d =3.

Priklad 8:

Najdime prvy €len a kvocient geometrickej postupnosti, ak je dané

a) a, =3 a;=-24,

b) S,=3S,,a,=-12,

c) S, :(;n—l)l—z.

RiesSenie:
a) a,=-24=a,q" a a, =3=a,q. Vydelenim tychto rovnic dostdvame q°> =-8, q = 2.
Dosadenim do druhej rovnice dostaneme a, = ——.

b) S,=a +aq=a,(1+q)=3S, =3a,. Z toho vyplyva, Ze q=2. Dalej
a, =-12=a,q° =4a, apreto a, =-3.
c) Pre n=1dostdvame a, =S, =-3 apre n=2 dostavame
S,=a,+a, = a1(1+ q) = —3(1+ q) = _% Z toho vyplyva, ze q = —% . Overime este

vzorec pre vypocet n-tého Ciastoéného suctu geometrickej postupnosti.

1—q" 1- (_ ;j 1- (_ 1n) (_ 1)n (_ 1)n
S,=a,~ - =-3 —3—2 _— 91— o
1- 1- 1 3 2" 2"
2 2
Priklad 9:
Najdime sucty nekonenych geometrickych radov
1 2 4 8
a ——+———+——...,
3 9 27 81

b) £+1+1+1+2+...,
8 4 2

c) CosX+cos’xsin®x+cos’xsin®*x + cos®xsin®x +....
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Riesenie:

a) Podiel dvoch susednych ¢lenov radu je —% , preto sa jedna o geometricky rad s tymto

kvocientom. Podmienka konvergencie radu <1 je splnena, preto hladany sucet je

1

MG
3

b) Podiel dvoch susednych &lenov radu je 2, kvocient radu teda nespifia podmienku

_ !
=

wlow| =

konvergencie |2| >1, preto dany rad diverguje a jeho sucet neexistuje.
c) Podiel dvoch susednych &lenov radu je sinx . Kvocient geometrického radu spifia
podmienku konvergencie pre véetky hodnoty X, pre ktoré je sin’x <1, t,.

a COS2X
x %2 +kr, k € Z. Pre tieto hodnoty plati S = —% = ——=1.
2 1-g 1-sin“x

Cvicenia

1. Najdite definicné obory funkcii:

a) y= o5x+1
x? +4x-5"
b) y=+3x+7,

c) y=+v12—-x—x*,

d) y=log :
X

e) y=2rx,
T
f) y—cotg(2x+§j.
Vysledky: a) R—{~51}, b) (-7/3,), ¢) (—4,3), d) (—o0,—3/2)U(4,),
e) R—1{0}, f)R—{%+k7z,keZ}.

2. Najdite obory hodn6t funkcii:
a) y=10+3x—x?,
b) y=7-3x,
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c) y=+v4-x*,
d y=5-3%,
e) y=4-3cos(2x—7x),

2
3x+5

WB@dMﬂa)64Q%§>,b)R, c) (0,2), d) (-»5), e) (L7), H R-{0}.

oy

3. Zistite ohranicenost funkcii:

a) y=x*+x+1,

by y=1-27",

¢) y=tg(3x),

d y=+3x+2,

e) vy =sin(100x),

f)y y=cotg(sinx),

g) y=tg(sinx).
VysledKy: a) zdola ohraniCena b) zhora ohraniCena c) neohrani¢ena d) zdola ohraniCena
e) ohrani¢ena f) neohrani¢ena g) ohrani€ena.
4. Zistite, i nasledujuce funkcie su prosté:

a) y=11-7x,

_2x+3
4-5x’

c) y=4-[3x+§,

X
d) Y—tg(gj,
1 3x
e) y—(gj ;

f) y=logx®.

b) 'y

Vysledky: a) ano b) dno c)nie d)nie e)ano. f)nie.

5. Zistite, €i dana funkcia je periodicka (ak ano, urcite jej periodu):

a) y=2x"+4x-1,
b) y=tg(z-2x),



cotgx
y = ot

c)

X
d) y=log(sinx),

e) y= cos(fj
3 1
n y=cos(vx)
Vysledky: a) nie b) ano, (%) c) nie d)ano, (2z) e)ano, (6x) f) nie.
6. Zistite, ¢i dana funkcie je parna alebo neparna:
a) y=|x+7,
b) y=x°+6x°,

c) y=tg(3x),

d y= cos(% — x} ,
e) = cos(Z - xj
y= > ,

f) y — ;
(x—1)(x+1)
Viysledky: a) parna b) neparna c)neparna d)nie e€)neparna f)parna.

7. Napiste zlozené funkcie fog(x)a go f(x):
a) f(x)=-2x, g(x)==,

b) f(x)=
c) f

e) f(x)=3%, g(x)=¥x,
f) f(x)=log(2x+3), g(x)=x>.
Vysledky:

(%)
(%)
d) f(x)=sinx, g(x)=5x,
(x)
(x)

6 3
a) f og(x):—;, go f(x):—g,

b) fog(x)=(x-1+1f, gof(x)=+(x+1)7 -1,

c) fog(x)=|x+1-1 gof(x)=x,

53
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d) fog(x)=sin5x, go f(x)=5sinx,

e) fog(x)=3", gof(x)=33",

f) fog(x)=log(2x? +3) go f(x)=log?(2x+3).
8. Dané funkcie rozlozte na zlozky:

a) y=(3x+1)",

b) y=tgvx,

1

) y=5<2,
d y=2",
e) y=sin’x,
f) y=sinx’.
Vysledky:.
a) x——3x+1—L 5(3x+1)",

b) x—L sJx—9) 5tg/x,

1
N 1 5() ISE
X+ 2

x

c)

d) X 2() \2)( 2() \22)(

- 2 -
>sin x— " ssin?x.

e) X

2 i .
) x— x2S ssinx?,

9. Najdite inverznu funkciu k funkcii f (ak existuje):

a) f(x)=+4-3x,

2-3X
b) f(X)_sx+1’
o) f(x)=4-x,

d) f(x)=1log(7-3x),

e) f(x)=x>+x?,

fy f(x)= GTM.



2
4—X ’1(x): 2—X

Vysledky: a) f(x)= , b) f o3
X+

_log, x+1

e) f* neexistuje, f) f*(x) c

10. Najdite a,,d,a,,S, pre aritmeticki postupnost, v ktorej poznate:
a) a;=-1a; =1,
by a,=4,S,=2,
c) a, =-4,S, =14,
d) S;=3 5,=9.
Vysledky:.

a) a,=-3,d=1a,=n-4,S, :M—Bn,
2

by a =-2,d=6,a, =6n-8,S, =3n"-5n,
c) a=8d=-2a,=10-2n,S, =9n—-n?,

2
d) al=§’d=%'an=%n+%!sn=n an

11. Najdite a,,0,a

n?

¢) a,=-385, =——,

d) S,=6,S,=31.
Vysledky:

a) alzi,qzz,an:2“3,8n:24_l,

(-3
n-1 N
b) al:2,q:——,an:2(3_nll) ,Sn:S-T?’,
n-1 n
c) al:—i,q:—B,an:—(_B) ,Sn:—(_s) _1,
27 - 27 108
5" -1

d a=19=54a, =5""S, = YRR

, ¢) T neexistuje, d) f *(x)

S, pre geometrickl postupnost, v ktorej poznate:

55

_7-10"
3 )
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12. Najdite sucet geometrického radu (ak existuje):

a) a1:_4!q:_%!

b) a =16,a. =4,
c) a,=-6,a, =8,
d) sn=%_z_3).

1642

Vysledky: a) S :—% b) S=—— c¢) S neexistuje d) S =-32.

J2-1
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5. Exponencialne a logaritmické funkcie

5.1 Exponencialna funkcia

Definicia:

Nech a > 0, a # 1. Exponencialnou funkciou so zakladom a nazyvame funkciu v tvare
f:y=a",kde xeR.

Definiénym oborom exponencialnej funkcie su vSetky realne &isla, oborom hodnét je interval

(0, oo). Grafom exponencialnej funkcie je exponencialna krivka. Pretoze a>0,a =1,

existuju dva druhy exponencialnej funkcie, liSiace sa grafmi a monoténnostou (pozri obr.).

Graffunkcie y=a",a>1 Graf funkcie y =a”,0<a <1
Vlastnosti exponencialnej funkcie:
o Exponencialna funkcia nie je parna, nie je neparna.
e Exponencialna funkcia je prosta.
e Exponencialna funkcia je zdola ohrani¢ena, nie je ohrani¢ena zhora, a teda nie je
ohraniCena.
¢ K exponencialnej funkcii existuje inverzna funkcia (je fiou logaritmicka funkcia)
e Ak a > 0, tak exponencidlna funkcia je rastuca,
ak 0 <a<1, tak exponencialna funkcia je klesajuca.
¢ Exponencialna funkcia nie je periodicka.

e Graf funkcie prechadza bodom [O, 1] a cely lezi nad osou X.

5.2 Exponencialne rovnice a nerovnice

Exponencialnymi rovnicami (nerovnicami) nazyvamie tie rovnice (nerovnice), v ktorych sa
neznadma vyskytuje v exponente. Zakladom rieSenia rovnic je vyuzitie faktu, Ze

exponencialna funkcia je prosta. Zvy€ajne rovnicu pomocou viet pre pocitanie s mocninami

(spomenuté st v kapitole o vyrazoch) upravime na tvar a‘® =a%¥_ Tato rovnica je potom v
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dosledku prostoty exponencialnej funkcie ekvivalentna s rovnicou f(x) = g(x). Toto uz
zvy€ajne nie je exponencialna rovnica a dalej ju dorieSime znamymi spdsobmi. Pri rieSeni
rovnic i nerovnic sa dalej Casto vyuZiva substitucia a Uprava rovnice (nerovnice) na
kvadraticku rovnicu. V pripade, Ze nevieme rovnicu upravit tak, aby boli na oboch stranach
mocniny s rovnakym zakladom, rovnicu ,zlogaritmujeme* (obe strany rovnice napiSeme

v tvare logaritmov s rovnakym vhodnym zakladom). Pokial pri upravach rovnice nerobime
neekvivalentné upravy, skuska nie je nutna (napriek tomu ju odporu¢ame aspori ako kontrolu
numerickej spravnosti vypoctu).

Pri rieSeni exponencialnych nerovnic sa vyuziva to, ze exponencialne funkcie su rastuce (pre

zaklad a >1) alebo klesajuce (pre zaklad a e (0,1)).

Ak mame nerovnicu v tvare a'® > a®¥ (alebo v tvare a'® < a¢™), potom:
pre a>1plati f(x)>g(x) [f(x)<g(x)],

pre 0<a<1plati f(x)<g(x) [f(x)>g(x)].

Po vyrieSeni nerovnice nasleduje skuska, ktora sa zvy&ajne robi obratenim postupu rieSenia.

5.3 Logaritmicka funkcia

Definicia:

Nech a > 0, a=#1. Logaritmickou funkciou so zdkladom a nazyvame funkciu v tvare:
f:y=log, x, kde x e(0,).

Definiénym oborom logaritmickej funkcie su kladné reédlne Cisla, oborom hodn6ét su vietky

realne Cisla. Grafom logaritmickej funkcie je logaritmicka krivka. Pretoze a >0,a =1,

existuju dva druhy logaritmickej funkcie, liSiace sa grafmi a monoténnostou (pozri obr.)

Graf funkcie Y =log, X, a>1 Graf funkcie Yy =1log, X,0<a <1

Vlastnosti logaritmickej funkcie:

e Logaritmicka funkcia nie je parna, nie je neparna.

e Logaritmicka funkcia je prosta.

e Logaritmicka funkcia nie je zdola ohrani¢ena, nie je ohrani¢ena zhora, a teda nie je

ohraniéena.
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o Klogaritmickej funkcii existuje inverzna funkcia (je nou exponencialna funkcia)

e Ak a>0, tak logaritmicka funkcia je rastica,
ak 0 <a <1, tak logaritmicka funkcia je klesajuca.
o Logaritmicka funkcia nie je periodicka.
e Graf prechadza bodom [1, O] a cely lezi napravo od osi Y .
Ak a =e, hovorime o prirodzenej logaritmickej funkcii a namiesto y = log, x piSeme
y =In x. Takisto pouzivame pojem prirodzeny logaritmus X alebo logaritmus naturalis X .
Ak a =10, hovorime o dekadickej logaritmickej funkcii a namiesto y =1log,,Xx piSeme

y = log X. Takisto pouzivame pojem dekadicky logaritmus X .

5.4 Logaritmické rovnice a nerovnice
Logaritmickymi rovnicami nazyvame také rovnice, kde neznama vystupuje v argumente
logaritmu. Logaritmické rovnice rieSime zvyC€ajne tak, Ze ich upravime na tvar:

log, f(x)=log, g(x), kde a>0,a=1 f(x)>0,g(x)>0.
VyuZzitim prostoty logaritmickej funkcie potom dostaneme rovnicu

f(x)=g(x).

Toto uz zvy€ajne nie je logaritmicka rovnica a dorieSime ju klasickymi metédami. (Tejto
Uprave sa tiez hovori ,odlogaritmovanie“ rovnice).
Logaritmické rovnice sa vSak zriedka nachadzaju v zakladnom tvare, ktory je pouZity v
uvedenej vete. Preto ich na tento tvar upravujeme pouzitim pravidiel pre pocCitanie s
logaritmami:

Nech u,v,a e (0,00), a1, r € R. Potom plati:
log, (u-v)=log, u+log, v,
u
Ioga(—jzlogau—logav,
v
log,u" =r-log,u,
aIogau = U.
Nech a,b,u € (0,0),a#1, b #1. Potom plati:

_log,u

log,u= .
log, a

Odlogaritmovanie rovnice je vSak désledkovou Upravou a preto je potrebné zobrat do uvahy
pri stanoveni korenov logaritmickej rovnice jej defini¢ny obor, alebo (€o byva niekedy

jednoduchsie) vykonat’ skusku spravnosti.
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Podobne ako pri exponencialnych rovniciach sa pouziva vo vhodnych pripadoch pri rieSeni
substitucia, ktorou si mdézme logaritmicku rovnicu previest napriklad na kvadraticku rovnicu a
Zjednodusit si tak situaciu. Po zisteni korefiov novej rovnice sa potom pri navrate k pdvodne;j
neznamej rieSia jednoduchsie logaritmické rovnice.

Postup pri rieSeni logaritmickych nerovnic je podobny ako pri rieSeni exponencialnych
nerovnic. Rovnakym spésobom sa pri nich vyuziva monoténnost logaritmickej funkcie.

Skuska sa zvy&ajne robi obratenim postupu rieSenia.

Priklad 1:
Rieste rovnicuv R: 16-1/(0,25) 4 =21,
Riesenie:

Rovnicu upravime tak, aby v nej vystupovali len mocniny so zakladom 2 :
24 . (2—2 )5_% — Zm

X
24 . 2_1O+§ — zm’

—10%
24 . ZT — Zm

KedZe exponencialna funkcia je prosta, tak plati:

8-10+>
=/ X+1,
—2+§=2«/x 1,
-4+ X=4X+1,
16 —8x + x* = 16X +186,
x? —24x =0.

Téato rovnica mé korene X, =0 a X, =24.
Skuska:
1

L(x,)=164/(0,25)° =16v27 =16.2° =2*.2° =2 =
P(x,)=2" =2.
Cislo 0 teda nie je koreflom pévodnej rovnice.

L(x,)=16,/(0,25)"° =16(22)" =16v2% =16-2=32,

P(x,)=2"%"1 =2° =32,



Vysledok: K ={24}.
Priklad 2:

9X+1
Rieste rovnicu v R: 3-(4X +9X+1): 2-(3-4X+1 —TJ
RieSenie:
Pomocou viet pre pocitanie s mocninami upravujeme obe strany rovnice tak, aby boli

vyjadrené v tvare mocnin s rovnakym zakladom:

3. (4" +9.9X)=2-[3~4-4* —g'fXJ,

3-4% +27-9" = 244" —%9*,

9*-(27%):4*.(24—3),

0.3 401,

Odtial potom:
2x=-1,
1
X=—=.
2
Skuska:
1 1
L —ijzs- 42490 |3 Liye|=2
2 J4 2

1

L 2
= _EJzz. 3.42 _97 :2.(3.2_§j:2_1_

Vysledok: K = {— %} .

Priklad 3:

o . ) 1 1-x . 1 X
Rieste rovnicuv R: 2% - § +27 . = =1.
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RieSenie:
VSetky mocniny vyjadrime ako mocniny so zakladom 2:
2X . 2—3(1—)() + 21—X . 2—3X — 1
2x—3+3x + 21—x—3x — 1
24><73 + 2174X — 1 ,
2% 2
23 + 24X
Odstranime zlomky vynasobenim rovnice spoloénym menovatelom:
28X + 24 — 23 .24X
2% -8.2" +16=0.

=1.

Zavedenim substiticie 2** = y dostaneme kvadraticku rovnicu y? -8y +16 = 0. Jej korefiom
je Cisloy = 4. Vratime sa k pOvodnej neznamej X a rieSime rovnicu:

24)( — 4,
2% =22

teda 4x=2, t,. x:% )

Skuska:

1 1
1 - 1 - 1 3 1 3
o L)=2n 1jz+22 LR LIS IS E NS S Y
2 8 8 272

Vysledok: K = {%} .

Priklad 4:

Rieste rovnicuv R: 6™ +6"* =13.
Riesenie:
Po pouziti vety o nasobeni mocnin s rovnakym zakladom dostaneme rovnicu:
6-6" + 5 13.
6"
Z rovnice odstranime zlomok a po Uprave dostaneme:
6-6> -13-6" +6=0.
Po substitticii y = 6* dostaneme kvadraticku rovnicu 6y* —13y + 6= 0 s korefimi

3 2 o - .
Yy, = > ;Y, =— . Vratime sa k neznamej X a rieSime rovnice



6X:§ a 6X:E
2 3

Obe rovnice sa nedaju upravit tak, aby ich obe strany boli v tvare mocniny s rovhakym
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zakladom, preto ich musime logaritmovat a pouzitim viet o pocitani s logaritmami vyjadrime

X:
x-log6=1log3-log2 x-log6=1og2 - log 3
_ log3—1log?2 « _log2—1log3
! log 6 2 log 6
Skuska (urobime skusku pre Cislo X,, skuska pre Cislo X, sa robi analogicky):
1, l0g3-log2 1 log3-log2 log6+log3-log2 log6-log3+log2 log(3-2)+log3-log2
L’(Xl) =6 log6 +6 log6 -6 log6 +6 log6 =6 log6 +
log(3-2)-log3+log2 log3+log2+log3-log2 log3+log2—-log3+log2 2log3 2log2
+ 6 log6 — 6 log6 + 6 log6 — 6 log6 + 6 log6 )

OznaCme dalej

2log 3 2log 2
a=6|0g6, b=6|096.

Potom

loga= 2|093~Iog6, logh= ZIOQZ-
log6 log6

log6.

teda
loga=1log3*, logb=log2?
a po odlogaritmovani
a=9, b
To znamena, ze L(x,)=9+4=13, P(x,)=13.

4.

Vysledok: K :{Iog3—logz IogZ—IogS}.

log6 '~ log6

Priklad 5:

Rieste rovnicuv R: 2-4*-7-2"+3=0

Riesenie:

Po zavedeni substiticie y = 2%, (teda 4* =2* = (2")2 = y?) dostaneme kvadraticku

rovnicu

2y? -7y+3=0

s korefimi y, =3 a Y, :%.

Po navrate k pévodnej premennej X dostaneme dve exponencialne rovnice:
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2* =3 alebo 2* :%.

Prvu rovnicu zlogaritmujeme:

log2* =log3,
xlog2 =1og3,
_log3
1 @ .
Z druhej rovnice:
2% =271
X, =-1.
Skuska:
log3 log3 log, 3 log, 3

L(x)=2-4"2 _7.22 1 3-2.4"°%2 _7.2"°%2 1 3-2.32 _7.3+3=0="P(x,)

Pri upravach v dosadeni do vyrazu na lavej strane boli pouzité vztahy:

log, 3
jog3= 193 _1ogp- 100a2 . log3 _log,10 _log,3 _log, 3
%9, 10 log,, 10 g2 log,2 log,2 1
log, 10 2
log, 3
log3= log, 3 log 2 log, 2 teda log3 |09210_|0923:|0923

a g =—, = =
log, 10 log, 10 log2 log,2 log, 2 1

log, 10

Potom:
log 3
2
4Iogz — 42Iog43 :4I0943 — 32

log 3

2Iog2 — 2Iog23 =3

E@Q=244—724+3=1—Z+3=m
2 2
P(x,)=0.
Vysledok: K =1—1, 1293
log 2
Priklad 6:

Riedte rovnicu v R: V3% +1++/2-3% +3=5,
RieSenie:

Rovnicu zbavime odmocnin postupnym umocriovanim a upravime:

21

log

09,3

, 3



3% 11423 +1)2-3"% +3)+2-3"% +3=25,
23 +1)2-3* +3) = 21-3.3%,
8.3 +20-3% +12=441-126-3" +9-3%,
3% —146-3* +429=0.

Zavedieme substiticiu y = 3" a dostaneme kvadraticku rovnicu
y® —146y +429=0 s korefimi y, =143 a y, = 3.
Vratime sa k pévodnej neznamej X a rieSime dve exponencialne rovnice:

3% =143 alebo 3* =3.
Prvu rovnicu zlogaritmujeme:
4x-log3=1og143,

log143
X, = :
4log3
log143
X, = —o.
log81

1
Z druhej rovnice plati 4x =1, teda X, = rk
Skuska:

log143

Pre &islo X, = plati, ze 3" =143. Potom

L(x,)=~143+1++/2-143+3 = V144 + /289 =12 +17 =29,
P(x,)=5.

Cislo X, teda nie je koreniom pdvodnej rovnice.

1
Pre gislo X, = " plati, ze 3" =3. Potom

L(x,)=~/3+1++2-3+3=4+9=2+3=5,
P(x,)=5.

Vysledok: K = {%} :

Priklad 7:

1 1
VI S O
Rieste rovnicuv R: 4% -3 2=32 _2721

Riesenie:

Rovnicu pomocou viet o pocitani s mocninami upravime na tvar:
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1 1

27 _37%.32-32.3%_p%. 21

1 1
RIS B S I S )

Skuska:
3 3 31

L’[—Ej=42 —322=4.2-3=5,
3 1.3

P(—Ejzy 2 _31-32_22-5,

Vysledok: K = {— g} .

Priklad 8:
Riedte rovnicuv Z: x* —x7* = 3(1+ x”‘).
Riesenie:

Definiénym oborom tejto rovnice je mnozina Z — {O } Rovnicu upravime na tvar

xx—%:{l+ixj,
X X

a po zavedeni substiticie y =Xx" dostaneme

o)
y y
a po uprave mame kvadraticku rovnicu
y?—-3y—-4=0

s korefimi y, =4 a y, =-1.
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Pre pévodnu neznamu x teda plati:
x*=4 alebo x*=-1,

¢o sa da zapisat' v tvare

teda
X =2 X,=-1
Skuska:
L(2)=2°-27 _q-1lb
4 4

P(2)=31+27)= 3(1+%) = 3[%) = % .

Vysledok: K ={-1,2}.

Priklad 9:
Rieste nerovnicuv R: 3-7* +5-2-77<0.
RieSenie:
Cell nerovnicu vynasobime vyrazom 7%, ktory je vzdy kladny:
3-(7") +5- 7~ 2<0.
Zavedieme substiticiu y = 7*. Dostaneme kvadraticku nerovnicu 3y? + 5y — 2 <0, ktor(
rieSime niektorym zo znamych spdsobov. Vysledkom je sustava nerovnic
1
2<7" <=,
3
teda
1
0<7 <=,
3
Prva nerovnost plati vzdy, druhu nerovnost zlogaritmujeme. Kedze dekadicky logaritmus je

rastuca funkcia, z druhej nerovnice potom vyplyva:
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. 1
log7” < Iogé,
xlog7 <logl-log3,
xlog7 <—log3,
log 3
log7’

Skuska (urobi sa obratenim uvedeného postupu):

T : log 3 .
Ukazeme, Ze pre kazdé redlne Cislo x, splfiajuce podmienku X < _1og° plati, Ze

log 7
3.7 +5-2-7*<0.

Ak x<—|oi3, potom :
log7

- 0-1log3
log 7
« < logl-log3
log 7

1

xlog7 <log =,
g 93
1

log7* < log =,
g 93

7X<E,
3

—2<7X<1.

Ak 2<7*a 7" <:—13, potom (7X + 2) >0a (YX —%J < 0. Pre sugéin tychto dvojélenov plati:

(7 +2)-(7X —%)<o.

Po vynasobeni nerovnice 3 a roznasobeni zatvoriek dostaneme:

3(7" +2{7X —1j<o ,
3
3(7*f +5.7"—2<0.
Nerovnicu vydelime kladnym ¢islom 7* a dostavame p6vodnu nerovnicu

3-7"+5-2-77<0.

Vysledok: K = (—oo, —@j .
log7



Priklad 10:
Rieste rovnicu v R: Iog(x3 + 1) —log7—logx = log(x + 1) — log 6.

Riesenie:

Pouzijeme vety pre pocitanie s logaritmami a upravime rovnicu do tvaru:

x*+1 X+1
log =log——
6
Kedze logaritmicka funkcia je prosta, tak plati:
x*+1  x+1
7X 6
(x +l): (x+1),

6(x+1)(x* = x+1)-7x(x +1)=0
(x+1)(6x* —13x+6)=0

Tato rovnica plati prave vtedy, ked:

X+1=0 alebo 6x>—-13x+6=0.

Z prvej rovnice je X, =—1, z druhej potom X, = g Xy = 3
Skuska:
L(-1)=log(-1+1)—log 7 —log(-1).

Logaritmus je ale definovany len pre kladné Cisla a preto Cislo X, nemdze byt korefiom

pbvodnej rovnice.

L’g :Iog3—;—log7—Ioggzlog[:g—;-%éjzlog%,
Pg Iog( j log6 = Iog(— 1jzl g%

L’% =Iog§—log7—log— Iog@?-%gj %
P% :Iogg—logG Iog(g a:log%.

Vysledok: K = {2 3}
3 2

Priklad 11:

1 2
—+ =
—logx 1+ logx

Rieste rovnicu v R:

RiesSenie:
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Rovnicu vynasobime spolo¢nym menovatelom a pouzijeme vety o pocitani s logaritmami:
1+logx+2-(5-1log x) = (5-log x)- (L+ log x),
1+logx+10-2log x =5—log x + 5log x — log*x,
log?x—5logx+6=0.
Po zavedeni substittcie y = logx dostavame kvadratick( rovnicu y? —5y + 6=0 s korefimi
y,=2 a y,=3.
Po navrate k povodnej premennej X dostavame rovnice logx=2 a logx = 3, ktoré maju

korene x, =10% a x, =10°.

Skuska:

E( 2>: : 2+ : 2 = : + : :l"'g: '
5-logl0? 1+logl0? 5-2 1+2 3 3

P(10%)=1.

L’(103): ! =+ 2 == 1 2 :£+E:1,
5-logl0° 1+logl0® 5-3 1+3 2 4

P(10°)=1.

Vysledok: K =1{10%,10°}.

Priklad 12:

2
Rieste rovnicu v R: (Iogﬁ x) +3log, x+log, x=2.
2

Riesenie:

VSetky logaritmy na lavej strane rovnice upravime tak, aby mali spolo¢ny zaklad, €islo 2:

2

IOgZ\/E |ngi
2
2
—(I()gi x) +3log, X+ log, X _ 2,

4
4(log, x)* +3log, x—log, x-2=0,
2(log, x)* +log, x-1=0.

Po zavedeni substitucie y = log, X dostavame kvadraticku rovnicu 2y* +y—1=0, ktord ma

korene y, =-1 a VY, :%.

Po navrate k pévodnej premennej X dostavame rovnice:



Z nich potom plati:

Skuska:
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2
E[l] (Iogf 1) +3|0921+|0911:(_2)2+3(_1)+1:2’
2 2 52

fi)=
(

L’\/E) (Iogf )+3I092\/§+Iogl\/§:1+g+[_lj:2,
2

Plv2)-2

Vysledok: K = {% 2 } .

Priklad 13:

Rieste v R: logx?'9¥*

Riesenie:

+Iogi2=3.
X

Pouzitim viet pre pocitanie s logaritmami mdzme rovnicu upravit na tvar:

Po zavedeni substitlcie y =

2Iog\/;-logx—2Iogx:3,

2-%-Iogx-logx—2logx:3,

log® x—2logx — 3=0.

logx dostaneme kvadraticku rovnicu y* — 2y —3=0, ktord ma

korene y, =3 a Yy, = —1. Po navrate k pévodnej premennej X dostaneme rovnicu:

odkial

Skuska:

L’(103)=Iog(103)2'°wH +log —

P(10°)=3.

logx=3 alebo logx=-1,

x=10° alebo x=107".

= log(10° " +|og(1o )=10g10° +10g10°® =3,

(0)
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7ot jog —i - |og(1o-l)2'(‘3 +log(L0? )= log10 + log10% =3,

£{10*)=log{0?) 10)
P{L0*)=3.

Vysledok: K ={10*,10°}.
Priklad 14:

Riete rovnicu v R: (log, 3)-[IogX 3} =log , 3.
3 9
RieSenie:
Pomocou prislusnej vety prevedieme v3etky logaritmy na rovnaky zaklad (v tomto pripade na
zaklad 10, teda dekadické logaritmy):
log3 log3 _ log3
logx | 2

X X
0 —
g 3 Iog—9

Rovnicu podelime log3 a po pouziti viet pre pocitanie s logaritmami upravime na tvar:

log3 B 1
log x(log x —log3)  log x? —log9 "’
log x(log x — log 3)
log3

=log x* —log 3?,

log x(log x—log3) A
log3

log x
logx—log3) ——-2|=0.
(log x — log )(mgs ]

logx-log3)=0,

I
Z toho potom logx—1log3=0, teda log x =log3 ateda x, = 3, alebo %—2:0 ateda

log 3
logx=2log3, atak x, =9.
Skuska:
Cislo 3 nembdze byt korefiom, lebo po dosadeni do rovnice dostaneme logaritmy s

nepripustnym zakladom.

1, 1
L(9)=log, 3-log,3==-1==,
(9)=log,3-logy3="-1=2
P(9)=Iog93:%.

Vysledok: K ={9}.



Priklad 15:

Rieste nerovnicu v R:  x*'%%* > 81x .

RieSenie:

Na lavej strane nerovnice je mocnina s realnym exponentom a ta je definovana len pre
kladné Cisla. Teda 81x je kladné Cislo a lava strana nerovnice, ktora je vacsia ako X musi
byt teda tiez kladné Cislo. Na oboch stranach nerovnice su kladné Cisla, mé6Zzeme ju teda

zlogaritmovat. Funkcia y =log, X je rastica a teda plati:

log, x""°%* > log, (81x),
(1+log, x)log,, x > log, 81+ log, X,

(log, x)* +log, x > 4 +log, X,
(log, x)* > 4.

Pouzijeme substituciu y = log, x a dostaneme nerovnicu y* >4, ktorej riesenie je |y| > 2.

Po navrate k pévodnej premennej X dostaneme:
log, x<—2 alebo log, x> 2,

teda
1
log, x < log, 9 alebo log, x> log, 9.
Kedze y=1log, x je rastica funkcia, plati:
1
x<§ alebo x>9.

Po zohfadneni podmienky zo zagiatku prikladu (x > 0), teda plati:

X € (o, %) U(9,0).

Skuska:

Skuska pri nerovniciach sa robi zvy&ajne obratenim postupu rieSenia.

Vysledok: K = (0,%) U (9,00).

Cvicenia
Exponencialne rovnice a nerovnice
1. Riestev R:

2x+7/ 413—X — 1024

Vysledok: K ={-2}
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2. Riestev R:

2* .5 =01 (10*)’
Vysledok: K = {g}

3. Riestev R:

a) 3 +3 432438 = @

b) 3x +3x+l +3x+2 +3x+3 — 40,
c) 34+3 43 13°=80.

, ) iy _ _ log 2
Vysledky: a) K ={-1}, b) K={0}, ¢) K {log3}'

4. RieStev R:

5.0%2 _g.qx2 _ 33 | 9 oxil
Vysledok: K ={~4 }

5. Riestev R:

V5% +19 -/5% —4 =1
Vysledok: K ={1}

6. Riestev R:
2*.3 gr-2

Vysledok: K = {5}
7. RieStev R:

A 81+ﬂ=12

Y81
Vysledok: K ={2,4}
8. Riestev R:

1
81 —9** =3log, — + 3%
9; 27

Vysledok: K ={0,1}
9. Riestev R:
241 1 8=17.2%

Vysledok: K = {—1 é}
2 2



10. Rieste v R:
3143 -30=3"
Viysledok: K ={0 |
11. RieSte v R:

2x + 2x+1 + 2x+2 + 2x+3 — 3x + 3><+1 + 3x+2 + 3x+3

Vysledok: K =]—3

12. RieSte v R:
A _17.2%4+1=0
Vysledok: K ={-1,3}
13. RieSte v R:
3-4* +2.25* =5.10*

2
log —
Vysledok: K =10, —g
log—
J 5
14. RieSte v R:
4 -2.6°=9 2
Vysledok: K = 'Oig
log —
J 3
15. RieSte v R:
1 1 1
9x +12* =16
4
log 3
Vysledok: K ={———
1++/5
log
2
16. RieSte v R:

2% —5.4%2>1-2""t

Vysledok: K = (Iog2 g 2)
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17. Rieste v R:
1 3
( 1) 2x+3 (1) X+5 (1) X+E ( 1) x+1
= N s | = | =
2 3 3 4
. 5
Vysledok: K = (— 00, — Ej

18. RieSte v R:

1 1
>
3X+1 _l 1_3X
Vysledok: K =(~1,—log, 2)u(0,)

Logaritmické rovnice a nerovnice

1. RiesStev R:

log(x + 3)2 - Iog[4-(x + 1)2] =0

Vysledok: K = {—g 1}

2. Riestev R:

log(x + 1) + log(x — 1) — log(x — 2) = log 8
Vysledok: K =1{3,5}

3. Riestev R:

log(2x — 3) + log 3x = log(8x — 12)
Vysledok: K=

4. RieStev R:

log(x-3) 1
Iog(x2 - 21) 2
Vysledok: K = {5}
5. Riestev R:

log(x + 6) — 2= % -log(2x — 3) - log 25
Vysledok: K ={6,14 }
6. Riestev R:

%- log+/x* + x—5=logx + Iog1
X

Vysledok: K ={2}



7. Riestev R:
logv3x—-5+logv7x—3=1+ Iog%1

Vysledok: K ={2}
8. Riestev R:
log(2x +4)

log|4x — 7|

Vysledok: K :{95}
8 2

9. Riestev R:

log[(x ~)(x-+ 3] +log* 2= 0

Vysledok: K ={-4}
10. RieSte v R:

i-Iogzx—i—l-logx
12 3 4

Vysledok: K ={10,10
11. Rieste v R:

{2-(Iogx)3 —glogx] log x = log+/10

Vysledok: K ={10%,10}
12. Rieste v R:

4
Iog{logs(log4 X+ log, Xﬂ =0

Vysledok: K ={4, 256 }
13. Rieste v R:

Iogz(x2 - 3) —log,(6x-10)+1=0
Vysledok: K ={2}

14. Rieste v R:

log, /3— x + logg v2x + 18 =1
Vysledok: K ={-5-1}
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15. Rieste v R:

log,(x+2) - log,(x—2)=2-log, 8
Vysledok: K ={6}

16. Rieste v R:

2 2
(_Iogz 4Xj + Iogz(x—] =8
log, 05 8
Vysledok: K ={27,2}

17. RieSte v R:

X3+4Iogx _ 10X6 =0
1
Vysledok: K = {10 4,10}

18. RiesSte v Z:

x 2199+t — 100x '**
Vysledok: K ={10}
19. RieSte v N:

3.lox 4 g o-logx _ 5.(1+ 10log 5\/100)

Vysledok: K ={10°

20. Rieste v R:

Iog(22'OgX )— Iog(23“/@ ): 2log 2
Vysledok: K = {10}

21. Rieste v R:

Al1099X7) 4 plavlogsx) _ g(~t1ogs x)
Vysledok: K ={9}

22. Rieste v R:

log, ) 9=2+log, , 3
Vysledok: K ={1++3}

23. Rieste v R:

log, 2-log, 2=1log, 2

16 64

Vysledok: K ={4,8}



24. Rieste v R:

log, 10- log,,, 10=1log . 10
Vysledok: K ={100}

25. Rieste v R:

log,(x + 4) < Iogg(x2 +2X — 2)
Vysledok: K =(~4,-3)u(2,0)
26. Rieste v R:

X+7
| — |« 5-
Og1(2x+3j< Ogi( X)

2 2
. 3
Vysledok: K = (— > ,—1) v (4, 5)

27.Rieste v R:

IogO,B(x2 —X— 12) >log,s(x + 3)
Vysledok: K =(4,5)

28. Rieste v R:

xX-2
1-xX

<1

log,

Vysledok: K = E ﬂj
45
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6. Goniometrické funkcie

6.1 Goniometrické funkcie

Kazdému realnemu Cislu X je priradeny prave jeden orientovany uhol JON kde O je
zaciatok suradnicovej sustavy a bod J [1, O]. Velkost orientovaného uhla mézeme vyjadrit v

stupfiovej alebo oblukovej miere. Jednotkou oblukovej miery je radian. Prevod pre stupfiovu

a oblukovu mieru vyjadruje vztah:
aO
180°

a
T

o

napriklad nech «° =30°. Vyjadrime v radianoch: =

a V4
—=>a=—.
180° =« 6

Kazdé x € R (v rad) mdzeme vyjadrit v tvare X = X'+ 2kz, k € Z, pricom X' € <O, 27r).

Koncové rameno ON orientovaného uhla JON pretina jednotkovu kruznicu v bode
M [a, b], ktory je jediny.
Kosinus je funkcia, ktora kazdému realnemu Cislu X priradi ¢islo a (1. suradnica bodu M),
oznaCujeme a = COS X.
Sinus je funkcia, ktora kazdému realnemu &islu X priradi ¢islo b (2. suradnica bodu M ),
oznacujeme b =sinx.
Tangens je funkcia, ktora kazdému realnemu ¢&islu x, pre ktoré cos x = 0, priradi &islo
tgx = ﬂ .
COS X

Kotangens je funkcia, ktora kazdému realnemu Cislu x, pre ktoré sin x = 0, priradi Cislo

Niektoré vlastnosti goniometrickych funkcii zapiSeme do tabulky:

keZ y =sinx y =C0S X y =tgx y = cotg X
D(f) R R x#(2k+1)z/2 | x=kr
H(f) (-1,1) (-1,1) R R
Parnost, Neparna Parna Neparna Neparna
Neparnost

Periodi¢nost 2 2r V4 T




81

Rastie na <_ 7/2+ 2k, <_ 7+ 2kr, <_ z/2+kz, | Niejerastica
)2+ 2Kkr) 2kr) )2+ Kr)

Klesa na <7z/2 + 2k, <2k72, Nie je <k7z, T+ k7r>
3r/2+ 2k7r> T+ 2k7r> klesajlca

f(x)=0 X =k X =(2k +1)7/2 x =k x = (2k +1)7/2

Interval (O, 27r) rozdefujeme na Styri kvadranty, v nich sa meni kladnost, zapornost hodnét

goniometrickych funkcii:

f(x) (0,7/2) | (z/2,7) | (=,37/2)| (37/2, 2x)
sin X + + - -
COS X ¥ - - n
tgx + - + -
cotg x + - + -

Ak X' e (O, 7z/2), potom uhol X v 2. kvadrante vyjadrime ako x=7z—Xx',

X v 3. kvadrante vyjadrime ako X =7+ X,

X v 4. kvadrante vyjadrime ako x=27—X".

Pre kazdé x (0, z/2) plati :

sin x = sin(z — x) = —sin(z + x) = —sin(27z — x),

cos X = —cos(7 — X) = —cos(7 + x) = cos(27 — X),

tgx = —tg(z — x) = tg(z + x) = —tg(27 — x),

cotg x = —cotg(z — x) = cotg(z + x) = —cotg(27z — x).

Pri rieSeni uloh ¢asto potrebujeme hodnoty goniometrickych funkcii pre nasledujuce uhly:

Oy z | =z |z |z | 7 | 3 |27
6 4 3 2 2
sin X 0 1 J2 J3 1 0 -1 0
2. | 2 | 2
COS X 1 J3 V2 1 0 -1 0 1
2| 2 | 2
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tgx 0 J3 1 J3 Nie je 0 Nie je 0
3 def. def.
cotgx | Nieje | /3 1 J3 0 Nie je 0 Nie je
def. 3 def. def.

Dalej uvedieme vztahy medzi goniometrickymi funkciami, ktoré najéastejSie vyuzivame pri

rieSeni roznych uloh:

Vx e R:sin®x+cos’x =1,
sin2x = 2sin X-Cos X,
C0S 2X = COS°X —Sin’X,
sin(z/2 —x) = cos X,

cos(z/2—x)=sinx.

VX e R, x;tk%, keZ:tgx-cotgx =1,

X \/m X \/m
sin—1 = , [cos=| = _
2
Pre pripustné hodnoty X,y e R:tg2x = tg >2( ’
1-tg°x

tgxxtgy
tgxzy)=——"7-—"—.
g( ) 1+tgx-tgy

Vx,y € R:sin(x+y)=sinx-cosy+cosx-siny,

Ty
cos(x+ y)=cosx-cosy Fsinx-siny,

sinx+siny = 25in%cosﬂ,

Xt Ygin XY

2

COS X +COS Y = 2COSXL2yCOSX;2y

COS X —COS Y = —2sin )(Lzysinx;zy .

sinx—siny = 2cos

6.2 Goniometrické rovnice a nerovnice

Goniometrické rovnice (nerovnice) obsahuju neznamu v argumente jednej alebo viacerych

goniometrickych funkcii. Zakladné goniometrické rovnice su typu: sinx=a, CoSX = a,

tgx=a, cotgx=a, kde aeR.



83

RieSime ich na zaklade vlastnosti jednotlivych goniometrickych funkcii. Rovnice (nerovnice),
ktoré obsahuju viac goniometrickych funkcii sa snazime upravit tak, aby sme dostali jednu,
pripadne viac zakladnych goniometrickych rovnic (nerovnic), vyuZivajuc vztahy pre
goniometrické funkcie, suctové vzorce, vzorce pre poloviény, dvojnasobny argument a
podobne. Upravami sa snazime ziskat rovnice (nerovnice), ktoré vieme riesit. Napriklad

kvadraticku rovnicu, rovnicu v su€inovom alebo v podielovom tvare.
Priklad 1:

. I 3
Vyjadrite sin— a tg| —— |.
e sn % a 1)

Riesenie: Uhol 7—” je z 3. kvadrantu, sin7—ﬂ =sin 7r+z = —sinz = —1.
6 6 6 6 2

Uhol 377[ je z 2. kvadrantu, funkcia tangens je neparna,

tg[— 377[} = —tg%r = —tg(;r—%j = —[—tg%} =—(-1)=1.

Priklad 2:
Vyjadrite sin(— 22772)

RieSenie: ZZTE = 4?” + 6 7, funkcia sinus je neparna, s periodou 27,

] 227 . 227 . (4r . Ar ) T LT LT
sinf ——— |=—sin—— = —sin| — + 67 |=-sin— = —sin| 7 + = | =~ —sin= |=sin= =
3 3 3 3 3 3 3

Priklad 3:
v 4 3
Urcte sin X, cos X, tgX, ak cotgx:g axe 7r,7 .
Riesenie: tgx-cotgx =1, tgx- 4_ 1 tgx = E, X _ §, sinx = §COS x. Dalej rie§ime
3 4 cosx 4 4

. . L . 3 .9
ststavu tychto rovnic: sin®x+cos’x=1 a sinx = 7008 Z nej Ecoszx+coszx =1, teda
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2 16 4 . 3 4
cos’x==".Ztoho |cosX| =— asugasne X €| 7, — |, potom COSX =——,
25 5 2 5

Priklad 4:

Urcte sin 2x, cos2x,sin5 ak sinx:§ axe O,z .
2 5 2
e . a2 2 9 9 2 16 4
Riesenie: PretoZe SIN“X+cos“x =1, 2—5+cos x =1, teda cos X:2—5, |COS X|:§ a

. V4 4
sucasne Xe|0,— | = cosx =—.
( 2) 5

sin2x=25inx~cosx=2'§£=%,c032x=coszx—sin2x:E—i=l.
55 25 25 25 25

X . . X 1-cos x 1 \/E

— jez 1. kvadrantu = SIn—= = —=—

2 2 2 10 10

Priklad 5:
Dokazte, Ze plati rovnost cos X +sin X = V2 cos(% - x] a potom zostrojte graf funkcie

f:y=sinx+cosx.

RieSenie: Rovnost dokazeme tak, ze jednu stranu rovnosti upravime pomocou platnych

vztahov na vyraz nachadzajuci sa na druhej strane rovnosti. Pouzijeme vztah pre

cos(x—y).

P(x)=+2 Cos(% —~ xj

\/E(cos%cos X +sin%sin xj = ﬁ(%cos X+ gsin x] =

= cos X +sin x = L(x).

Pretoze L(x)=P(x) a definiéné obory funkcii na obidvoch stranach rovnosti st mnoziny R,

graf funkcie f :y =sinXx+cosX je zhodny s grafom funkcie g:y = \/Ecos[% — x) :

Zostrojime teda graf funkcie g . Plati cos(% - XJ = cos(x - %) . Graf funkcie
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T . . . V4
g, = cos[x —Z] dostaneme posunutim grafu funkcie y =C0S X v smere 0si X 0 2 doprava.
Graf funkcie g dostaneme vynasobenim funkénych hodnét funkcie g, Cislom V2.

Priklad 6:

2
. : COS“X
Zostrojte graf funkcie f :y=——7"7—.
1-sinx
cos’x  1-sin®x

RieSenie: Najskér upravime rovnicu funkcie: y = — = -
l-sinx 1-sinx

_ (A—sinx)(L+sinx)
1-sinx

=1+sinXx.
Ur¢ime definiény obor funkcie: 1—sinx =0, sinx #1, X # % +2kz, keZ.

Plati f:y=sinx+1a x¢%+2k7z,kez.

Graf funkcie f dostaneme posunutim grafu funkcie y =sinx o1 vsmereosi y a

vynechanim bodov {%+ 2k, 2}, keZ.

Priklad 7:

cotg x

Zostrojte graf funkcie f :y :| tox
cotg x

a urcte defini¢ny obor funkcie.

Riesenie: Funkcia kotangens je definovana pre X = kz, k € R a musi platit

cotgx =0 = x¢(2k+1)%,kez.

D(f)=R —{k%}, k € Z . ZjednoduSme rovnicu funkcie f.

Ak cotgx>0=y = cotgx =1 cotgx>0:>XG(k7z,£+k7r)a y=1.
cotg x 2
Ak cotgx <0 = y=—COth =-1, COtgx<0:>X€(£+k7r,7z+k7fja y=-1.
cotgx 2

Grafom funkcie je zjednotenie Useciek s rovnicou y =1 pre X € [kﬁ,%+ kﬂ'j a s rovnicou

y=-1 pre XE(%+k7Z,7l’+k7[j, pricom K e Z .
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Priklad 8:

Uréte definiény obor funkcie f @y =./(sinx+cosx)? —1.

Riesenie: Pod odmocninou musi byt nezaporné realne &islo: (sin x +cos x)* =1> 0,
sin®x+2sin x-cos X +cos*x—1>0,

sin2x >0,

teda ak 2x € (0+ 2k, 7+ 2kr), k € Z , potom X e <k7r,%+ k7r> . Definiény obor je
D(f)= <k7z,%+k7r>, keZ.

Priklad 9:

Dokazte, Ze plati rovnost cos*x—sin*x = cos2x.
Rie$enie: Upravujeme favu stranu rovnosti,
L(x) = cos*x —sin*x = (cos?x —sin®x(cosx +sin®x) = (cos?x —sin?x)- 1 = cos 2x = P(x).

Rovnost plati pre kazdé realne Cislo X.

Priklad 10:

RieSte rovnicu sin X = —7 v mnozine realnych Cisel.

Rie$enie: Definicny obor rovnice je mnozina R . Najskér najdeme tie x' e <0, %> pre ktoré je

sinx = ‘—% = %: X' = % Funkcia sinus je zaporna pre x z lll. alebo IV.kvadrantu,
preto X =X"+7 alebo x=27-X".
Plati x="+7 = " alebo x =27~ = 1%

4 4 4 4

Perioda funkcie sinus je 27 = K = {577[ + 2k, 777[ + 2k7r}, keZ.

Priklad 11:

Rieste rovnicu COS(ZX —%) = —7 v R.
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RieSenie: Rovnica je definovana pre kazdé realne Cislo X . Pouzijeme substitlciu

J3

Z=2X —%, dostaneme zakladnu goniometrickd rovnicu cosz = —7.
o . V3l V3., o« r
RieSenim rovnice coOsz=|-—|=—je 2'=—¢(0,—).
2 2 6 2

Funkcia kosinus je zaporna v Il. a lll.kvadrante a ma periodu 27, preto z =7 —%+ 2k,
V4 57 1
alebo z =7r+€+2kzz, keZ.Potom z =?+2k7z alebo z =?+2k7r, keZ.Pre X

dostaneme: %T + 2k = 2X —% alebo %z + 2k = 2X —% , Z toho potom X = 7—7; + k7 alebo

x=9—ﬂ+k7z,kez.vysledkomje K= 7—”+k7z,9—ﬁ+k7z keZ.
12 12 12

Priklad 12:

Rieste rovnicu 2sin’x—5cos x—5=0 v mnoZine R.

RieSenie: Rovnica je definovana pre vSetky X € R. Snazime sa ju upravit tak, aby
obsahovala len jednu goniometrickt funkciu. Plati sin®x =1—cos?x . Dosadime do rovnice a
upravime:

2(1-cos?x)~5c0s X —5=0 = 2c0s’Xx+5c0s X+3=0. Ak polozime z =cosx, dostaneme
. : 2 . 3 ., 3
kvadraticku rovnicu 2z° +5z2+3=0 s korerimi z, =-1, z, = Y Koren —3 ¢ <—1, 1> =

vyhovuje len z=-1. Pre x plati: cosx=-1, x=x+2kz, k € Z, teda

K={7r+2kir},keZ.

Priklad 13:

Rieste rovnicu v mnozine redlnych &isel: sin®x — J3sinx-cosx =0.
RieSenie: Rovnica je definovana pre vSetky realne Cisla x. Vydelime rovnicu vyrazom
cos’x # 0, dostaneme kvadratickd rovnicu pre neznamu tgx.

sinx  +/3sin xcos x

—— . =0, tg? x—/3tgx =0, vyberieme pred zatvorku tgXx,
cos’x cos? X

tg x(tgx —\/5): 0. Sucin sarovna 0 prave vtedy, ak aspon jeden Cinitel sa rovna 0, teda

tgx =0, alebo tgx—\/§:O. Ztohotgx:\/é = X =Kkx alebo X=%+kﬂ', keZ.Tato
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rovnica je ekvivalentna s pévodnou rovnicou ak plati cosx =0 = x = (2k +l)%, keZ.

Tieto Cisla x vSak nie su korefimi pévodnej rovnice. Preto K = {k;z, %+ kﬂ}, keZ.

Priklad 14:
V mnozine realnych Cisel rieSte rovnicu cos4x+cos2x =0.
Riesenie: Pouzijeme vztah pre coSX+COSY:

4X +2X 4x —2X
coS
2 2

Plati 2cos3xcosx =0, cos3xcosx =0. Teda cos3x =0 alebo cosx =0, z toho

COS4X +C0S2X = 2c0S = 2C0S3XCOS X .

3x = (2K +1)% = x, = (2K +1)%, alebo x, = (2K +1)%, keZ.
Urobime skusku spravnosti dosadenim do pévodnej rovnice.
L(x,) = cos(2k +1)2% +cos(2k +1)% = —% +% =0="P(x,),
L(x,)=cos(2k +1)27 + cos(2k + 1)z =1-1=0= P(x,).

Vyhovuiju obidva korene, preto K = {(ZK +1)%, (2k +1)%}, keZ.

Priklad 15:

Rieste nerovnicu sin X ++/3cosx >0 v mnoZine R.

RieSenie: Vynasobime nerovnicu Cislom E > 0. Nezmeni sa znamienko nerovnosti.

1 V3

Zsinx+—cosx>0.
2 2

1 T \/§

Plati cos— = — a sih— = —, dosadime do nerovnice:
3 2 3 2
T . . T
cosgsm X +5sIn gcosx >0.

. , . S . T
Na lavu stranu nerovnice pouzijeme vztah SIn(x + y), dostaneme sm(x+§j >0.

4 ) .
Nech z = x +§, potom dostaneme nerovnicu sinz > 0.
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To plati pre z e (O+ 2k, T+ 2k7z), dostavame sustavu 2kz <z < 7+ 2k,
2k < X+%<7r+2k7z', teda —%+2k7z< x<2—ﬁ+2k7z.

Vysledkom je mnozina K = (—%+ 2k7z,2?7[ + 2k7r), keZ.

Priklad 16:

. . X ..
Rieste nerovnicu tg? r <3 vmnozine R.

X
RieSenie: Nech z = E potom tg2 z < 3. Obidve strany nerovnice su kladné, preto mézeme
obidve strany odmocnit: [tgz| <+/3, to je sustava V3 <tgz<+/3.

tgz =—+/3 pre z:—%+k7z, tgz:\/§ pre z:%+k7z. Pre naSe z plati:
T ikr<z<Z vkr.
3 3

Ked dosadime za z = g dostaneme: —%+ kz < g < % + ko, teda:

—2—7[+2k72'£X£2—7[+2k72'.
3 3

K=<—2§+2kﬁ,2§+2k7{>,kez.

Cvicenia

1. Vyjadrite sin79—” , cos79—” :
6 6

Vsledok: sin 1% = _ L oos 797 __ 3
6 2 6 2

.3 . 5
2. Rozhodnite o pravdivosti nasledujucich vyrokov : a) tg% > tg% , b) sm—ﬂ < SInTﬂ :
Vysledky: a) plati, b) neplati.
3. Zostrojte graf funkcie f :y=cotgx—1.

Vysledok: graf funkcie f,:y =cotgx posunieme v smere osi y o 1 dole.

nx
4. Zostrojte graf funkcie f :y= smnx

- a urcte definicny obor.
lsin x|

Vysledok: D(f)=R-{kz},keZ,
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y =1pre X€(2k72',72'+2k72'), y=-1 pre Xe(;r+2k7z,27z+2k7z),kez.

5. Uréte definiény obor funkcie f @y =,/tgx.
Vysledok: D(f)= <k7r, %+ k72'>, keZ.

1+sin®x

6. Urcte definiény obor funkcie f :y = .
1-cos2x

Vysledok: D(f)=R-{kz}keZ.
7. Zostrojte graf funkcie f :y =sin’x +cos’x a uréte definiény obor.

Vysledok: grafomje y=1, D(f)=R.

8. Uréte definiény obor funkcie f :y = ‘/23in§ .

Vysledok: D(f)=(4kz, 27 +kz), k e Z.

9. Zistite, ¢i plati rovnost funkcii f =g:
2 X
a) f:y=1+cosx, Q:y=2cos 7"

b) f:y=cos*x—sin*x, g:y=cos2x.

Vysledky: a) f =g, by f=g.
- v v 1z T , 2 2 .
10. Dokéazte, ze pre kazdé x € R — {k E}’ k e Z plati (tgx +cotgx)’ —(tgx —cotgx)” = 4:

11. Vyjadrite sin3x pomocou hodnét sin x .

Vysledok: sin3x = 3sin x —4sin’x.

12. Dokazte, Ze plati rovnost: a)

cos? x

—tg° x=1 pre x¢%+k7r,

VA T T
b) togf —+x|-tg ——X |=1 pre x#—+kr.
) 9(4 j 9[4 j p R

(sin X + cos x)?

13. Zjednoduste vyraz -
1+sin2x

Vysledok: pre X # 377[ +kz sarovna 1.

COS2X b 1+cos2y

14. Zjednoduste vyraz: a) ——, .
Sin X +CoS X 1-cos2y

Vysledky: a) cos X —sinXx pre X ¢377[+2k7z', X ¢7T7[+2k7r, b) cotg® y pre y =kr.



15. Dokazte, Ze plati rovnost cos[% - xj - cos[% + xj =sinXx.

COS X — COS 2X

16. Zjednoduste vyraz — - .
Sin X +SIin 2x

Vysledok: tgg pre X # ZkTﬂ axz@k+lr,keZ.

1-sin? x

17. Zjednoduste vyraz —1+ - .
1+sinx

Vysledok: —sinx pre X # 377[ +2kz,keZ.

sin(x—y)

18. Dokazte, Ze pre pripustné hodnoty X,y plati rovnost
sin Xxcos y

. . .. . 1
19. Rieste rovnicu v mnozine R : sin X + cos?X = Z .

Vysledok: K = {%’ + 2k, % + 2k7r}, keZ.

20. Rieste rovnicu v mnozine R: 5sinx —sin°x =0.
Vysledok: K ={kz} keZ.

21. Rie$te rovnicu v mnozine R : sin2x = (cos x —sin x )’ .

Vysledok: K =17 +kz, 2F +krb keZ.
12 12

22. Urcte, pre ktoré X € R nadobuda funkcia f :y=2tgx——

CoS™ X

Vysledok: X = %Jr kz,keZ.
23. Rieste nerovnicu v mnozine R: tg® x +tg> x—tgx —1<0.
Vysledok: K = —£+k7z, —£+k7z ) —Z+k7z, z+k7z keZ.
2 4 4 4

24. Rieste rovnicu v mnozine R: €0S2X —C0S X = SIiN X —Sin2X.
Vysledok: K = {2k7z, L Zk—”} keZ.

6 3
25. Rieste rovnicu v mnozine R: tgx+cotgx =2.

Vysledok: K = {% + kﬂ'}, keZ.

=1-cotgxtgy.

hodnotu rovnu 0.

91
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26. Rieste rovnicu v mnoZine R: tg(% — 3xj =-1.

Vysledok: K = {% +k %} keZ.

27. Rieéte rovnicu v mnozine R: 3" =27

Vysledok: K = {% +kr, — % + kﬁ}, keZ.

. ) . 1 )
28. Rieste nerovnicu sin x > -3 na intervale (0, 27).

Vysledok: K = <O, %T> U <% 27z> .

29. Rieéte nerovnicu sin X +cos2x >1 na intervale <0, 27z> .

Vysledok: K = (0, fj U (5—” 72') .
6 6

30. Uréte definiény obor funkcie f :y = Jcosg .

Vysledok: D(f ) = <— T+ 4Kk, T+ 4k7z> keZ.

31. Rieste rovnicu v mnozine R: 2sinx =/3tgx..

Vysledok: K = {kﬁ, %+ 2k, % 4 Zkﬂ}, keZ.
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7. Analyticka geometria v rovine a priestore

Analyticka geometria v rovine a priestore sa zaobera problémami planimetrie a stereometrie
pomocou analytickych prostriedkov, pomocou rovnic, nerovnic a sustav rovnic a nerovnic. V
zvolenej suradnicovej sustave vieme geometrické utvary vyjadrit rovnicou, pripadne

nerovnicou. Prienik utvarov je urCeny rieSenim sustavy rovnic (nerovnic) danych utvarov.

7.1 Vektorova algebra

Sustava suradnic v priestore

Dané su tri vektory i, j,k ktoré maju umiestnenia Ol,0J,OK na troch réznych priamkach,
ktoré nelezia v jednej rovine. Potom kazdému vektoru m = OM v priestore moézeme priradit
prave jednu usporiadanu trojicu [x, Y, z] € R® tak, Ze m =xi+ yj+ zk . Usporiadant trojicu
Cisel [X, Y, z] nazyvame suradnice vektora m a zapisujeme m = [x, Y, z]. Podobne
zavedieme sustavu stradnic v rovine, vektor bude mat dve stradnice m =[x, y].

Ak su usecky OI,0J,0K zhodné a navzajom kolmé, nazyvame sustavu ortonormalnou. Bod
O je zaciatok sustavy, priamka Ol je os X, priamka OJ jeos y a priamka OK jeos z.
Nech A=[a,,a,,a,] a B=[b,,b,,b,], potom vektor v = AB = B — A ma stradnice

V= [bl —a;,b, —a,,b, _as]-

Nech, v = [vl,vz,vs]. Potom plati :

lL.u=v&u =v,uU, =V,,U; =V,,

2. U4V =[u +V,,U, +V,,Uy +V,],

3. —u=[-u,—Uu,,—u,],

4. k-u = [kuy, ku,,ku,].

Vektor —u je opacny vektor k vektoru U .

Vektory U,V su linearne zavislé <3k eR:u=k-v.

Body A, B,C leZia na jednej priamke <> 3k e R:u=k-v, kde vektor u =B — A a vektor
v=C-A.

Vektor v je linearnou kombinaciou vektorov v,,V,,...,V, , ak plati

vV=aV,+a,Vv,+..+a\V,, kde a,a,, ..,a, €R.

n?

Velkost vektora u = [ul,uz,u3] v ortonormalnej sustave suradnic je nezaporné Cislo

ul=u; +uj +u;g .
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Uhol vektorov. Ak maju dva nenulové vektory u,v umiestnenia AB, AC, potom konvexny
uhol BAC nazyvame uhlom vektorov u,V . Uhol nedefinujeme, ak aspori jeden z vektorov je

nulovy.

Pre velkost uhla ¢ nenulovych vektorov u,Vv plati:
1. ¢e(0°,180°,

ULV, +U,V, + UV,

2. COSQ=

JuZ +uZ +uZ - V2 V2 4y '
Skalarny sucin vektorov. Ak su u,v dva nenulové vektory, ktorych uhol ma velkost’ ¢,
nazyvame cislo

lul-|v|-cos g
skalarny sucin vektorov u,Vv a zapisujeme ho v tvare u-v =u,v, +U,V, +U,V,.
u-v=0<u=0alebov=0 alebou=0,v0aulv.
Vektorovy suéin dvoch vektorov. Vektorovym sucinom vektorov u,V, z ktorych aspon
jeden je nulovy je nulovy vektor. Vektorovym sucinom nenulovych vektorov u,v (v danom

poradi) nazyvame vektor W , ktory ma tieto vlastnosti:
1. wjekolmynau ajVv.
2. Smer vektora W je ur€eny pravidlom pravej ruky.

3. Velkost vektora w je dana:
\w| =|u|-|v|-sing, kde ¢ je uhol vektorov u, V.
Vektorovy sucin zapisujeme: W =UXx V.
Suradnice vektora W lahko vypocitame podla nasledujucej schémy :
u, u, u, u,

ST S

2§ 24 24

V, V; VY,
teda W = [U,V; —U,V,, UV, —U,V,, UV, —U,V, .
Vyuzitie vektorového sugéinu :
1. Pre obsah rovnobeznika ABCD , kde u = AB,v = AD plati S = |u X v| .

uxv
2. Pre obsah trojuholnika ABC , kde u = AB,v =ACplati S = u .

3. Pre objem rovnobeznostena ABCDEFGH , kde u = AB,v = AD,w = AE plati
V=|(uxv)-w|.
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7.2 Analytické vyjadrenie priamok a rovin

Parametricka rovnica priamky. Nech priamka p je urena bodmi A,B. Vektor s=B—- A
nazyvame smerovy vektor priamky p .

Rovnicu X = A+ks, kde k € R,s #0 nazyvame parametricka rovnica priamky, bod X je
lubovolny bod priamky. RozpiSeme ju do suradnic:

vrovine: X=a, +ks, y=a, +ks,,keR,

v priestore: priddme este tretiu stradnicu z = a, +ks;.

Polpriamka AB ma parametricku rovnicu: X = A+ks,k >0.

Polpriamka opaéna k AB ma parametricku rovnicu: X = A+ks,k <0.

Useéka AB ma parametrickd rovnicu: X = A+ks,k €(0,1).

Vseobecna rovnica priamky v rovine. Rovnica tvaru ax+ by +cz =0, kde aspori jedno z
¢isel a,b je ré6zne od nuly sa nazyva vSeobecna rovnica priamky. Vektor n = [a, b] sa
nazyva normalovy vektor priamky. Je kolmy na priamku a teda aj na smerovy vektor s.
Preto s-n=0=s=[-b,a].

Kazda priamka v rovine ma nekonec¢ne vela vS§eobecnych rovnic, ktoré su nenulovymi

nasobkami jednej z nich.

Smernicovy tvar rovnice priamky. Ak vo vSeobecnej rovnici priamky ax+by+cz =0 je

a_ ¢
b =0, mbézeme pisat’:y:—BX—B.

a o , . Co
Nech k = _E a g =——. Rovnicu priamky tvaru y = kx+ ¢ nazyvame smernicovy tvar

, , . . . . : a
rovnice priamky, ¢islo k sa nazyva smernica priamky. Smernica k = Y alebo k =tge,

kde « je uhol ktory priamka zviera s kladnou €astou osi X. Ak a =90° tga nie je
definovany, preto priamka rovnobezna s osou Yy nema smernicu!

b, —a
Priamka dana bodmi A[al,az] a B[bl,bz] ma smernicu kK = %
1 al

Priamka dana bodom [xo, yo] a smernicou K ma rovnicu: y—Y, = k(x - XO).

, . X ,
Usekovy tvar rovnice piamky. Ak p=0 a g =0, rovnicu tvaru — + Y _ 1 nazyvame

Usekovy tvar rovnice piamky. Cislo p je usek, ktory priamka vytina na osi X,  je Usek na
osi Y.

Priamka v priestore je uréena len parametrickou rovnicou!
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Parametricka rovnica roviny. Body A, B,C urcuju rovinu ak nelezZia na jednej priamke.
Nech u=B—-A,v =C— A. Lubovolné nezavislé vektory u,Vv roviny nazyvame smerove

vektory roviny.

Rovnica X = A+tu+kv, kde t,k € R sa nazyva parametricka rovnica roviny, kde X je
lubovolny bod roviny.

Vseobecna rovnica roviny je rovnica tvaru ax+by +cz +d =0, kde [a,b,c]+[0,0,0].
Vektor n = [a, b,c] sa nazyva normalovy vektor roviny a je kolmy na rovinu, teda aj na kazdé

dva smerové vektory roviny. Preto jednym normalovym vektorom roviny je vektorovy sugcin
smerovych vektorov UxV .
Kazda rovina ma nekonec¢ne vela vseobecnych rovnic, ktoré su nenulovymi nasobkami

jednej z nich.

7.3 Vzajomna poloha priamok a rovin

Vzajomna poloha dvoch priamok: priamka p(A,u) a priamka q(B, V), kde u,v su
smeroveé vektory priamok (v rovine mdézeme pouzit aj normalové vektory).
v=ku a pnq=J priamky su rovnobezné, rozne,
v=ku a pnq=#J priamky su rovnobezné, totozné,
vku a png= {P} priamky su r6znobezné.
V priestore je este pripad, ked v ku a pnq=J, potom ide o mimobezné priamky.
Mimobezné priamky neleZia v jednej rovine!
Vzajomna poloha dvoch rovin:
Nech rovina « je uréena rovnicou ax+by +cz+d =0 arovina £ rovnicou
ex+ fy+gz+h=0,kde n=[a,b,c] a m=[e, f,g] st normalové vektory rovin a a /3.
dkeR,k#0:n=k-m a d =k-h roviny su totozné,
dkeR,k#0:n=k-m a d #k-h roviny st rovnobezné, ale rozne,
3k e R,k #0:n =k -m roviny st réznobezné.
Vzajomna poloha priamky a roviny. Nech priamka p(A,S) a rovina
a:ax+by+cz+d =0, kde s je smerovy vektor priamky p an= [a, b,c] je normalovy
vektor roviny
s-n=0a pna=#J priamka p lezi v rovine,
s'-n=0a pna=< priamka p je rovhobezna s rovinou, ale nelezi v nej,

s-n =0 priamka p je réznobezna s rovinou.



97

7.4 Metrické ulohy

Metrické ulohy su ulohy na vypocet vzdialenosti a odchyliek. RieSime ich pomocou
vektorov.

Uhol dvoch priamok. Priamky p,q vytvoria dvojicu vedlajSich uhlov. Uhlom priamok
nazveme ten z uhlov, ktorého velkost je z intervalu <O°, 90°>, oznaéme ho « . Velkost uhla

dvoch priamok v rovine, ale aj v priestore pocitame pomocou ich smerovych vektorov (v
rovine aj pomocou normalovych vektorov).

Ich uhol méZe byt o alebo 180° —« . Plati cos & = —cos(180° — ), preto uhol dvoch
priamok vypocitame zo vztahu:

(AR TAVAETATA

Cosa = , kde u,v su smerové alebo normalové vektory

JUZ U2+ U2 V2 V2 V2
priamok.
Ak su priamky ur¢ené smernicovymi rovnicami p:y =Kk, X+0, a q:Yy=Kk,X+d,, pricom nie

k, +k,

su na seba kolmé, potom pre uhol « plati: tga =
1-kKk,

Uhol priamky a roviny. M6Zzeme ho urcit pomocou kolmice k na rovinu. Nech priamky p a
k zvieraju uhol £, priamka p arovina uhol « . Plati o =90° - £,

sina = sin(90° - ﬂ) = C0S . Uhol dvoch priamok vieme vypocitat pomocou ich smerovych
vektorov. Smerovy vektor kolmice je normalovy vektor roviny.

Preto uhol priamky a roviny vypocitame zo vztahu: sina = % , kde n je normalovy
vektor roviny a S je smerovy vektor priamky.

Uhol dvoch rovin. Uhol dvoch rovin sa rovna uhlu dvoch priamok, z ktorych jedna je kolma
na jednu a druha na druhu rovinu. Priamka kolma na rovinu ma smerovy vektor rovny

normalovému vektoru roviny.
_ n.n,|
Preto uhol dvoch rovin vypocCitame pomocou ich normalovych vektorov: cos a =

Ina-jn|

Vzdialenost’ bodu od priamky. Zapis |A, p| je vzdialenost bodu od paty kolmice vedenej
danym bodom na danu priamku. V rovine vzdialelenost bodu A[xo, yo] od priamky
p:ax+by+c =0 vypocitame zo vztahu:

_|ax, +by, +

Ap
A vJa? +b?
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V priestore:

1. spdsob - smerovy vektor priamky p je kolmy na vektor AP, kde P je pata kolmice

vedenej bodom A na danu priamku = s-AP =0 a velkost vektora AP je vzdialenost

bodu A od priamky p.
2. spbsob - bodom A vedieme rovinu ¢ kolmu na priamku p, ndjdeme pNa = {P}

vzdialenost bodov A a P je hfadana vzdialenost |A, p|.
Vzdialenost’ bodu od roviny. Zapis |A, p| je vzdialenost’ bodu od paty kolmice vedenej

danym bodom na danu rovinu. Nech bod A[x,, Y,,Z,] arovina p:ax+by+cz+d =0,
potom vzdialenost’ bodu od roviny vypocitame zo vztahu:

|ax, +by, +cz, +d|
|A’ '0| - 2 K22
Ja? +b? +c?

Pocitat mbézeme aj vzdialenost dvoch rovnobeznych priamok - ulohu prevedieme na

vzdialenost lubovolného bodu jednej priamky od druhej priamky. Vzdialenost dvoch
rovnobeznych rovin prevedieme na vypocet vzdialenosti bodu od roviny.
Vzdialenost priamky rovnobeznej s rovinou pocitame ako vzdialenost [ubovolného bodu

priamky od roviny.

7.5 Kuzelosecky

Kuzelose€ky — su to rovinné krivky, ktorych analytickym vyjadrenim su kvadratické rovnice,
patria medzi ne kruznica, elipsa, parabola a hyperbola.

Kruznica - mnozina bodov roviny, ktoré maju od pevného bodu S roviny rovnaku
vzdialenost' r. Bod S nazyvame stred kruznice, ¢islo r nazyvame polomer kruznice.
Nech S[m, n] je stred kruznice v kartezianskej suradnicovej sustave a bod X [x, y] je
l[ubovolny bod kruznice.

Stredovy tvar rovnice kruznice: (x—m)’ +(y—n)’ =r?, pre S[0,0]: x* + y? =r?,
vnitorna oblast kruznice: (x —m)* +(y—n)’ <r?,

vonkajsia oblast kruznice: (x—m)’ +(y—n)* > r?.

Elipsa - nech F,G su dva rézne body roviny také, ze |F,G| < 2a,a > 0. Mnozinu vietkych
bodov roviny, ktorych stucet vzdialenosti od bodov je rovny 2a nazyvame elipsa. Body
F,G nazyvame ohniska elipsy. Body, v ktorych priamka FG pretina elipsu, su hlavné
vrcholy elipsy a oznadujeme ich zvy&ajne A, B. Useéku AB nazyvame hlavna os elipsy a
Cislo 2a je velkost hlavnej osi. Jej stredom je bod S, ktory je aj stredom elipsy. Priamka,

prechadzajuca stredom S a kolma na AB, pretina elipsu vo vedlajSich vrcholoch elipsy,
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ktoré zvy&ajne oznadujeme C,D. Use¢ku CD nazyvame vedlajSia os elipsy, velkost
vedlajSej polosi oznacujeme b. (Polosou nazyvame fubovolnu usecku, ktorej jednym
koncovym bodom je bod S, a druhym fubovolny vrchol elipsy.) Vzdialenost’ ohniska od
stredu sa nazyva excentricita elipsy a oznacuje sa pismenom e. Vztah medzi excentricitou,

velkostou hlavnej a vedlajSej polosi je vyjadreny rovnicou:
e=+va’-b%* a>b>0.

Nech X[x, y] je fubovolny bod elipsy, S[m, n] je stred elipsy, 0 je hlavna os elipsy.

Stredovy tvar rovnice elipsy:

(x-m)?*  (y-n)’

2 2
; - (=m)? (y=n) oy
a

O||X’ b2 a2

=1 a” >b?, alebo ol|y,

Vseobecna rovnica elipsy: Kx* +Ly? + Mx+Ny+P=0,K =L,K >0,L >0, je rovnicou

elipsy, len ak sa da upravit na stredovy tvar.

Vnutorna oblast elipsy :

(x-m)?®  (y-n)’
22 +( b2) <1

2 2
vonkajSia oblast elipsy : (x ;n) + (ybzn) >1.
a
Hyperbola - nech F,G su dva rézne body roviny a |F,G| > 2a > 0. MnoZinu bodov roviny,
pre ktoré absolutna hodnota rozdielu vzdialenosti od bodov F,G je rovna 2a nazyvame
hyperbola. Body F,G volame ohniska hyperboly, v strede medzi nimi lezi bod S — stred
hyperboly. Body A, B leziace na priamke FG (hlavnej osi hyperboly) tak, ze S je ich

stredom a vzdialenost |AB| = 2a, volame hlavné vrcholy hyperboly. Vzdialenost
|AS| =|BS|=a je velkostou hlavnej polosi. Vzdialenost ohniska od stredu hyperboly je

excentricita e =|FS| =|GS|. Velkost vedlajsej polosi, ktoru oznatujeme b, sa vypogita zo
vztahu:

b=+e*-a’.
Asymptoty hyperboly. Smery, v ktorych kazda priamka ma s hyperbolou najviac jeden
spolo¢ny bod sa nazyvaju asymptotické smery hyperboly. Asymptoty hyperboly su priamky

tychto smerov, ktoré nemaju s hyperbolou ani jeden spolo¢ny bod. Nech X [X, y] je

lubovolny bod hyperboly, S[m, n] je stred hyperboly a 0 je hlavna os hyperboly.

(x-m)?* (y-nf _,
a2

Stredova rovnica hyperboly: o||x, o2
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(y—=n)? (x—m)
OHy’ a2 _( bz) =1

Rovnice asymptot hyperboly: o||x,y —n = J_rg(x— m), of|ly,y-n= i%(x —m).

Vseobecna rovnica hyperboly je rovnica tvaru Kx? +Ly? + Mx+Ny+P =0, K-L <0.
Parabola. Dana je priamka d a bod F, ktory na nej nelezi. Mnozinu vSetkych bodov roviny,

ktorych vzdialenost od bodu F a od priamky d je rovnaka, nazyvame parabola. Bod F je

ohnisko paraboly a priamka d je riadiaca priamka paraboly. Bod, leziaci na kolmici na
priamku d, prechadzajucej bodom F, v strede vzdialenosti |F,d|, sa vola vrchol paraboly
a oznaduje sa zvy&ajne V. Spominana kolmica sa nazyva os paraboly. Cislo, oznagujice

vzdialenost |F,d|= p sa nazyva parameter paraboly.
Nech X[x, y] je fTubovolny bod paraboly, V[m, n] je vrchol paraboly a 0 je os paraboly.
Vrcholova rovnica paraboly: o||y, (x—m)* =+2p(y—n),
o|x, (y—n)’==2p(x—m).
Vseobecna rovnica paraboly: oy, x* + Kx+Ly+M =0, o||x, y?+Kx+Ly+M =0.

Gulova plocha. Nech bod S je stred gulovej plochy a r >0 je polomer. Mnozinu vSetkych
bodov priestoru, ktoré su rovnako vzdialené od bodu S o polomer r, nazyvame gulova
plocha. Nech X[X, Y, z] je fTubovolny bod gulovej plochy a S[m, n,s] je jej stred.

Stredova rovnica gulovej plochy je rovnica (x - m)2 + (y - n)2 + (z - s)2 =r?,
Vseobecna rovnica gufovej plochy: x* +y? +2z° + Kx+ Ly + Mz + N =0, tato rovnica
je rovnicou gulovej plochy len vtedy, ak sa da upravit' na stredovy tvar.

Ulohy na vzajomnu polohu priamky a kuZelosegky je vyhodné riesit pomocou véeobecnej
rovnice kuzeloseCky. Hfadame spolocné body priamky a kuzelosecky, tieto musia mat’
suradnice vyhovujuce rovnici priamky aj kuzeloselky. RieSime teda sustavu dvoch rovnic o
dvoch neznamych. Z linearnej rovnice vyjadrime jednu neznamu a dosadime do kvadraticke;j
rovnice.

Dostaneme kvadraticku rovnicu tvaru Ax® +Bx+C =0 (alebo Ay? +By+C =0)s

diskriminantom D.
Pre vzdjomnu polohu priamky a kuzZelosecky plati:
A#0A D=0= 3 jediné redlne rieSenie, spolo¢ny prave jeden bod, priamku nazyvame

dotyCnicou kuzelosecky,
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A#0AD>0= 3 dve realne rézne rieSenia, spolo¢né dva body, priamku nazyvame
sec¢nicou kuzelosecky,

A#0AD < 0= 3 zZiadne rieSenie v R, nemaju spolo¢ny bod, priamku nazyvame
nesecnica kuzelosecky,

A=0AB = 0= 1 jediné rieSenie, jeden spolo€ny bod, priamku nazyvame secnicou.
Stvrty pripad mdze nastat len u hyperboly a paraboly. U hyperboly je to priamka rovnobezna
s niektorou asymptotou a u paraboly je to priamka rovnobezZna s osou paraboly.

Priamka sa nazyva dotyCnica kuzelosecky, ak obsahuje jediny bod kuzelosecky a vSetky
ostatné body priamky su vonkajSie body kuzelosecky.
Rovnica dotyénice ku kruznici. Nech bod T[XO, yo] je dotykovy bod a kruznica je dana

2_

rovnicou (x—m)* +(y—n)’ =r?, potom doty&nica ma rovnicu:

(X =m)x=m)+(y, —nfy-n)=r>.
Rovnica dotycnice ku elipse. Nech bod T[XO, yo] je dotykovy bod.
(x-m)?®  (y-ny

a2 b
(x=m)(x—m) (y=nky,-n) _,

2 2 -
a b

Rovnica doty¢€nice ku hyperbole. Nech bod T[XO, yo] je dotykovy bod a hyperbola ma
(x-m? (y-n)

2

rovnicu > -
a b

Elipsa je dana rovnicou =1. Potom ma doty¢&nica rovnicu

=1, potom rovnica doty&nice ku hyperbole ma tvar:

(x=m)(% —m) _(y=nly,-n) _,
a’ b?
Rovnica doty€nice ku parabole. Nech bod T[xo, yo] je dotykovy bod a parabola je uréena
rovnicou (x —vl)2 ==2 p(y -V, ) potom rovnica dotycCnice je:
(% =V x=v;) = £p(y, =V, )£ p(y -V, ),
ak rovnicou (y —v, )’ =+2p(x—v,), potom rovnica dotyénice je:

(yo _Vz)(y_vz):ip(xo _Vl)i p(X_Vl)'

Priklad 1:

Dané su vektory a[3,5] a b[6,2]. Najdite vektor ¢ kolmy na vektor b, pre ktory plati
a-c=0.
Riesenie: Nech je vektor C[x, y]. Ak clb =c-b=0,6x+2y=0. Plati

a-c=4=3x+5y=4.
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Riedime sustavu dvoch rovnic o dvoch neznamych,
6Xx+2y=0
3X+5y=4.

Dostavame x = —% a y =1.Vektor ¢ ma suradnice [—%,1}.

Priklad 2:

Dané st body A0,1,3], B[2,2,4], C[3,3,5].

a) Zistite, €i tvoria trojuholnik.

b) Vypodcitajte velkost strany a a taznice na stranu c.

c) Vypocitajte velkost vnutorného uhla f.

d) Vypocitajte obsah trojuholnika ABC.

Riesenie: a) Body A, B,C lezia na jednej priamke, ak existuje k € R tak, ze u =k -v. Vektor
u=B-Aav=C-A,u= [2,1,1], V= [3,2,2].V nasom pripade neexistuje také k € R, aby
u=Kk-v, preto body A, B,C nelezia na jednej priamke a tvoria trojuholnik.

b) Strana a je usecka BC. Jej velkost sa rovna velkosti vektora x =C —B = [1,1,1],

X|=v1+1+1= J3. Taznica t, je Gsecka CC’, kde C' je stred usecky AB. C'= A; B,

o 1§Z , velkost taznice t, je velkost vektora z=C —-C'= 2§§ |z = \/E
2 2 2 2 2

lc) Uhol B =| < CBA |, vypo&itame ho pomocou vektorov u=A—-B a x =C — B,

ux _-2-1-1_- 2.2

cos a = = , uhol § =160° 32".
Ul 63 3
d) Obsah trujuholnika ABC vypocitame pomocou vektorovu = C—-Aav=B-A,
uxv 2
S=| |,u><v=[0,-1,1],|uxv|=\/§,8=§.

2

Priklad 3:

Dané st vrcholy A1,2,3],B[3,2,1],C[4,3,3] rovnobeznika ABCD. Vypogitajte dizku
uhloprie¢ky BD.

Riesenie: Uhloprie€ky rovnobeznika sa navzajom rozpoluju. Preto stred usecky AC je aj

A+C B+D

,—A+C=B+D,D=A+C-B, D[2,35].

stredom usecky BD. Plati

Nech u =B — D =[1,-1,—4], velkost vektora u je dizka uhlopriecky BD, u = J18 =342,



103

Priklad 4:

Dané st body A[4,0],B[5,7],C[L1].

a) Napiste parametricku rovnicu usecky AB.

b) Napiste vSeobecnu rovnicu priamky, na ktorej lezi vySka na stranu c.

c) Napiste smernicovu rovnicu priamky, ktora prechadza bodom C a je rovnobezna s
priamkou AB.

RieSenie: a) Smerovy vektor usecky AB je napriklad vektor s =B - A= [1,7], parametrické

vyjadrenie usecky AB: X = A+ks, k €(0,1). V suradniciach: x=4+k,y =7k, k (0,1).

b) VySka na stranu ¢ je kolma na stranu AB. Preto normalovy vektor priamky obsahujuci

vySku je smerovym vektorom priamky AB,n=s,; =B-A= [:L ]

V8eobecna rovnica priamky je ax+by+c =0, kde a,b su suradnice normalového vektora:

X+7y+c =0. VysSka prechadza bodom C, dosadenim suradnic bodu C do rovnice

dostaneme ¢ =—8. Rovnica priamky: X+7y—-8=0.

c) RovnobeZné priamky maju rovnaké smernice. Smernica priamky AB je:k = Yo “¥a _ 7.

Xg — Xa
Smernicova rovnica ma tvar y = kx+(, y = 7X+(q, priamka prechadza bodom C, jeho

suradnice vyhovuju rovnici priamky, 1=7+q = ( = —6. Rovnica priamky je y =7x—6.

Priklad 5:

Zistite, Ci parametrické vyjadrenie x =—t, y =3+1t,t € R, urcuje tu istd priamku ako
parametrické vyjadrenie Xx=2-5,y=1seR.

RieSenie: Ak ide o vyjadrenie tej istej priamky, kazdy bod jednej priamky je totozny s bodom
druhej priamky. To znamena, Ze ich suradnice budu rovnaké. Teda X =—-t=2-5,

y =3+t =1.Vyjadrime jeden parameter pomocou druhého z obidvoch rovnic, t=s—-2 a

t = —2. Nedostali sme rovnaké vztahy medzi t a s, to znamena, Ze ide o parametrické

vyjadrenie dvoch réznych priamok.

Priklad 6:

Dané st body A[5,1,3], B[6,2,1]

a) Napiste rovnicu priamky AB.

b) Napiste rovnicu priamky, ktora prechadza bodom A a je rovnobezna s osou X.

Riesenie: a) V priestore je priamka urc¢ena len parametrickou rovnicou X = A+ks,k € R,

s=B-A= [1,1,—2] je smerovy vektor priamky.
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Priamka AB:x=5+k,y=1+k,z=3-2k,k e R.
b) Ak je priamka rovnobezna s osou X, maju tieto priamky rovnaké smerové vektory.
NajvyhodnejSie je vziat smerovy vektor osi X, pre ktory plati S = [1,0,0].

Rovnica priamky p je x=5+t,y=1,z=3,teR.

Priklad 7:

Napiste parametricku a vdeobecnu rovnicu roviny p = ABC, ak A[4,0,0], B[2,2,0],C[0,1,1].

Riesenie: Parametricka rovnica roviny ma tvar X = A+ku+tv, k,t e R, kde

u=B-A= [— 2,2,0] av=C-A= [— 4,L1] su smeroveé, linearne nezavislé vektory roviny.

Plati u # kv, body ABC uréuju rovinu a parametricka rovnica je:
x=4-2k—-4t,y=2k+t,z=t, k,teR.

V8eobecna rovnica roviny ma tvar ax+by +cz+d =0.

1. spbsob: MbZeme ju ziskat vylu€enim parametra z parametrickych rovnic. Ked

vynasobime rovnicu pre z tromi a s€itame s rovnicou pre X a Yy, dostaneme rovnicu
X+y+3z-4=0.
2. spbsob: Normalovy vektor roviny je vektorovym suéinom dvoch smerovych vektorov (je

kolmy na obidva smerové vektory), n =[2,2,6].
p:2X+2y+62+d =0, Ac p=8+d =0,d =-8,2x+ 2y +62—-8=0 (podelime 2).

Rovnica je Xx+y+3z—-4=0.

Priklad 8:

Napiste vSeobecnu rovnicu roviny p, ktora prechadza bodom A[2,—l,3] a je kolma na rovinu
a.X+Yy—2—-2=0 asucasne narovinu f:2x+2y+3z2—-3=0.

RieSenie: Rovina p je kolma na rovinu, ak obsahuje priamku, ktora je kolma na tuto rovinu.
Preto normalovy vektor roviny « aroviny f lezi v rovine p. To znamena, ze vektory N,.Ng,
su smerovymi vektormi roviny p. Preto n ,=n, x N, = [5,—5,0].

Rovnica p:5x—-5y+0z+d =0, Ae p = d =-15,5x—-5y—-15=0 (podelime 5).

Rovnica roviny je X—y—-3=0.

Priklad 9:

Napiste vSeobecnu rovnicu priamky p, ktora prechadza bodom A[Z,O] a s kladnou polosou

X zviera uhol 60°. Urcte aj smernicu priamky.
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Riesenie: Smernica priamky p je €islo k =tg60° = /3, smernicova rovnica priamky p je
y= \/§x+q, Aep :>0=\/§-2+q, q =23, y =/3x—24/3. Upravime na vSeobecnu

rovnicu: v/3x — y— 2./3=0, po vynésobenl’\/§ dostaneme rovnicu 3X — \/§y -6=0.

Priklad 10:

Urcte suradnice bodu C leziaceho na osi X, ak C je vrchol trojuholika ABC, ktory ma
obsah S =2 avrcholy A[21],B[3,2].

RieSenie: Ak bod C lezi na osi X = C[X,O] . Obsah trojuholnika vieme vypocitat pomocou
vektorov u=B—A=[11],v =C - A=[x—2,-1]. KedZe vektorovy si&in uxVv vieme pocitat

len v priestore, vektory u,Vv vlozime do priestoru tak, Ze im priradime tretiu suradnicu rovnu
0, u=[110],v =[x-2,-1,0],uxv =[0,01-x],Juxv|=(@-x)* =1-X. S=2 a

L

sucasne S = — teda [L— X| = 4. Z geometrického hladiska hladame také &islo X,

ktorého vzdialenost od Cisla 1 je rovna 4. Su to dve gisla X =—-3 a x =5. Body vyhovujuce

tlohe su dva, C,[-3,0] a C,[5,0].

Priklad 11:

Dané su dve strany rovnobeznika rovnicami 8x+3y+1=0 a 2x+Yy—1=0 a uhlopriecka
rovnicou 3x+ 2y + 3 =0. Vypocitajte suradnice vrcholov rovnobeznika.

Riesenie: Dve strany, ktoré lezia na priamkach p a ( su susedné, lebo nie su vzajomne
rovnobezné. Preto napr. B = p Q. RieSime sustavu rovnic

8x+3y+1=0,
2x+ y—-1=0.

Riesenim je bod B[-25].

Bod A=unp, 8x+3y+1=0 asucasne 3x+2y+3=0, rieSenim je bod A[l,—3].
Bod C=ungq, 2x+Yy—-1=0, astcasne 3x+2y+3=0, rieSenim je bod C[5,—9].

Na zistenie suradnic bodu D pouzijeme postup ako v priklade ¢.3, D = A+ C —B, bod

D[8,-17].

Priklad 12:
Dané su priamky p:x=1-2t,y=3+t, teR a q:2x—y+6=0. Urcte vzadjomnu polohu

priamok a ak su réznobezné, urcte ich prieseénik.
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RieSenie: Ak je jedna priamka urCena parametrickou a druha vSeobecnou rovnicou je
vyhodné predpokladat, Ze maju spolo¢ny bod. Jeho suradnice vyhovuju rovniciam obidvoch

priamok. Preto do rovnice priamky ¢ dosadime za X a Yy vyjadrenie priamky p:
21-2t)-(3+t)+6=0=-5t+5=0=>t =1
Dostali sme linearnu rovnicu o jednej neznamej. Ak existuje jediné rieSenie tejto rovnice (ako

v naSom pripade t =1), priamky su r6znobezné. Ak existuje nekonecne vela rieSeni
(0t =0), priamky su totozné. Ak rovnica nema riedenie (Ot = 0), priamky st rovnobezné a
rozne. Suradnice spoloéného bodu vypocitame dosadenim t =1 do rovnice priamky p,

x=1-2,y=3+1, spolo&ny bod je R[-14].

Priklad 13:
Urc¢te vzajomnu polohu rovin o :2x—-5y+4z-10=0a f:x—-y—-z2—-2=0, ak su
réznobezné, urcte ich priesednicu.

Riesenie: Pouzijleme normalové vektory rovin n_[2,-5,4] a n ﬂ[l,—l,l]. Plati n_#n ;, roviny

ﬁ'!
a a f surdznobezné a maju spoloénu priamku p =a M f. V priestore ma priamka len
parametricku rovnicu, rieSime sustavu dvoch rovnic o troch neznamych. Neznamych je o

jednu viac ako rovnic, preto si jednu neznamu zvolime za parameter. Nech z =t,t e R.
Potom 2Xx—-5y+4t-10=0 a x—y—-t—2=0, dostaneme y =-2-2t, Xx=3t. Rovnica
spolo¢nej priamky je: x=3t,y=-2-2t,z=t,teR.

Priklad 14:

Je dana priamka p:x=1+6t,y=3+at,z=b-10t,teR arovina a:3x—-2y+z-1=0.
Zistite pre aké ¢isla a,beR je

a) priamka p rovnobezna s rovinou «,

b) uhol priamky p od roviny « =30°.

RieSenie: a) Priamka p je rovnobezna s rovinou @ <>s,-n,=0a pna=9J, to
znamena, ze urcujuci bod A[1,3, b] priamky p nelezi v rovine . Vektory Sp[6,a,—10],
na[3,—2,1], S =18-2a-10,8-2a =0, teda a=4. Dosadenim suradnic bodu A do
favej strany rovnice roviny « dostavame vyraz 3—6+b—-1=b—4.

Tento musi byt rézny od nuly (A ¢ a) =b-4%0,b=4. RieSenimje ¢islo a=4, b = 4.
b) Uhol priamky od roviny vypocitame zo vztahu

8- 2a

J14+a% +136

sina =|cos(<n,,.s, )| =
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1 8- 2a
—= " 0 5 \14/a®+136 =2-]8-2a
2 \14+/a? +136 | |

Po Uprave dostavame kvadratick( rovnicu 2a® —128a—1648 =0, ktorej diskriminant
D =7392 > 0, preto ma dve rieSenia: a, =74,9 a a, =-10,95, pritom b je [ubovolné

realne d&islo.

Priklad 15:

V sumernosti uréenej rovinou a : X —2y +3z —21=0 uréte obraz bodu Al0,2,—1].

Riesenie: Bod A’ sumerny k bodu A podla roviny « lezi na priamke k Lo a Aek. Body

A a A’ sl odroviny o rovnako vzdialené, pricom stred usecky AA’ jebod S ek Na.

Pretoze k Lo, normalovy vektor roviny a je smerovym vektorom priamky k. Parametricka

rovnica priamky k:x=t,y=2-2t,z=-1+3t,teR.

Najdime bod S, jeho suradnice vyhovuju rovniciam priamky K aj roviny o :
t—2(2-t)+3(-1+3t)-21=0,

A+ A

ztoho t = 2. Bod S[2,—2,5] je stredom Usedky AA', S = = A'=2S— A, A4,-611].

Priklad 16:

2 3
Vypocitajte uhol priamok p:y = —§x +5aq:y= 2 X—3.
o : . L : . . . . 2
RieSenie: Priamky su uréené smernicovymi rovnicami. Smernica priamky p je Kk, = —5 a

smernica priamky q je k, = I Plati k, -k, =—1, preto su priamky na seba kolmé, zvieraju

uhol 90°.

Priklad 17:

Dané su vrcholy $tvorstena A[6,0,0], B[0,5,0],C[5,6,0], D[2,3,8]. Urdte
a) uhol priamok AB a CD,

b) uhol roviny ABD a priamky CD.

RieSenie: a) Uhol dvoch priamok vypoc&itame pomocou ich smerovych vektorov. Smerovy
vektor priamky AB je u=B—A=[-6,50] a priamky CD je vektor v=D-C = [— 3,—3,8].

Pre ich uhol plati nasledujuci vztah:
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u-v| 18-15+0| 3
ul-v]  V36+25-4/0+9+64 6182

b) Uhol roviny a priamky pocitame pomocou normalového vektora roviny a smerového

cosa = = a =87°35'.

vektora priamky, s=D-C = [— 3,—3,8]. Musime ur€it normalovy vektor roviny ABD.

Nech u=B—A=[-6,50]a v=D-B=[-438],n=uxv, n=[40,48,2]. Namiesto neho
mobzeme pouzit’ aj vektor % = [20,24,1]. Uhol roviny a priamky vypocitame zo vztahu

: |-60-72+8]
sina =|cos(<n,s)| = = a = 25°45',
V9+9+64/400+576+1

Priklad 18:
Vypoc¢itajte uhol rovin o :2x+y—-z+1=0a g:x-y+z=0.
Riesenie: Pouzijeme normalové vektory rovin n_[2,1,-1] a n ﬁ[l,—l,l]. Plati:

|2-1-1]
VA+1+1V1+1+1

COS¢ = =0= ¢ =90°.

Priklad 19:
Vypogitajte vzdialenost bodu M [8,-3] od priamky p = AB, A[L1], B[3,2].
RieSenie: Vzdialenost bodu od priamky v rovine mézeme pocitat zo vztahu

ax, +by, +c
|M, p| = M Potrebujeme poznat vSeobecnu rovnicu priamky p. Smerovy vektor

va® +b?
s =B - A=[211], pre normalovy vektor plati n =[1,—2]= p: x—2y+c=0. Pretoze

Ae p=1-2+c=0,c=1, priamka marovnicu X—2y+1=0 a plati, ze

[8+6+1 15 155 . &

Priklad 20:

Urcte vzdialenost’ bodu C[1,4,5] od priamky p:x=1-t,y=2+3t,z=4+t,teR.
Riesenie:

1. spdsob: Vzdialenost bodu C od priamky p sa rovna vzdialenosti bodu C od paty
kolmice vedenej bodom C na priamku p. Pata kolmice P lezi na priamke p, ma suradnice
vyhovujuce jej rovniciam P[l—t,2+3t,4+t]. Vektor n =C — P je kolmy na smerovy vektor

priamky p, sp[—1,3,1], preto ich skalarny sucin sa rovna 0. Vektor n[t,2—3t,1—t],
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Sp =O:>—t+6—9t+1—t=0:>t=1—71.

Velkost vektora n je hladana vzdialenost bodu C od priamky p,n = Llll_lllil} ,

2. spdsob: Bodom C vedieme rovinu p kolmu na priamku p, o p = {P},|C, p|=|C,P).

\/49+1+16 66 _ /66
121 11

Smerovy vektor priamky je normalovy vektor roviny, n =s = [—1,3,1]. Rovnica roviny je:
-X+3y+z+d =0,

Cep=d=-16,x—-3y—-z+16=0. Bod P ma suradnice vyhovujuce rovnici roviny aj

priamky, rie$enim sustavy dostaneme bod P i 4—3 >l , [C.P| :@.
11'11°11 11

Priklad 21:

Vypocitajte vzdialenost rovin :2Xx+Yy+3z+1=0a f:4x+2y+62+6=0.

RieSenie: Vzdialenost rovin vieme pocitat len vtedy, ak su roviny rovnobezné. Normalové
vektory st n,[213] a n ,[4,2,6]. Plati n, =2-n, = a||B. Z roviny & vyberieme lubovolny
bod a jeho vzdialenost od roviny £ je rovna vzdialenosti rovin o a f. Ak A € o, potom
jeho suradnice vyhovuju rovnici roviny o .

Nech x=1, y =0 (zvolime fubovolne) a vypocitame z,2+3z+1=0,z=-], A[l,O,—l].

4+0-6+6 4 14
J16+4+36 56 7

Vzdialenost |a, B =|A | =

Priklad 22:

Napiste rovnicu kruznice opisanej trojuholniku ABC, ak A[-13],B[0,2],C[1-1], uréte
suradnice stredu a polomer.

RieSenie:

1.spdsob: V8eobecna rovnica kruZnice je x* + y* +ax +by +c =0. Ak body leZia na

kruznici, ich suradnice vyhovuju rovnici kruznice. Dostaneme sustavu

—-a+3b+c=-10
2b+c=-4
a —-b+c=-2,
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rie$enim dostaneme hodnoty a =8,b=2,c=-8, rovnicaje x* + y* +8x+2y—8=0.
Upravime ju na stredovy tvar doplnenim na uUplny Stvorec:
(x2 +8x+16)+(y? +2y +1)=8+1+16,
(x+4) +(y+1)* =57,
stred S[-4,-1] a r =5.

2.spbsob: Stred kruznice opisanej dostaneme ako priesecnik osi stran trojuholnika.

Vyjadrime v§eobecné rovnice osi strany AB:x—Yy+3=0 aosistrany BC:x—-3y+1=0.
Bod S je ich priese¢nikom, rieSenim sustavy rovnic

X—-3y+1=0

X-y+3=0

je bod S[-4,~1]. Polomer r =[S, B|=+16+9 =5.

Rovnica kruznice je (x+4)° +(y +1)* =5°.

Priklad 23:

Dana je kruznica x* + y> =13 a priamka p:x—5y+13=0. Najdite rovnice doty&nic ku
kruznici v spolo€nych bodoch priamky a kruznice.
RieSenie: Najskor najdeme spologné body. Budeme rieSit’ sustavu rovnic:

X—5y+13=0

x* +y?=13.

Z linearnej rovnice vyjadrime napr. premennd X =5y —13 a dosadime do rovnice kruznice,
dostaneme kvadratickud rovnicu y? —5y +6 =0, ktor( vieme rie$it. RozloZime ju na sugin
(y—3)-(y—2)=0. Priese&nikmi st body T,[2,3] a T,[-3,2]. Rovnica dotyénice ku kruZnici
v bode T[x,,Y,] matvar xx, + yy, =13.

Doty¢nica v bode T, je 2x+3y—-13=0, vbode T, je —3x+2y-13=0.

Priklad 24:

Najdite vSetky Cisla a tak, aby priamka p:ax+4y—25=0 bola secnicou kruznice

x> +y? =25,

RieSenie: Priamka je se€nicou kruznice, ak ma s fiou spolo¢né dva rézne body. RieSenim
sustavy: x> +y>=25

ax+4y—-25=0
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25 —ax

musia byt dve rézne dvojice [X, y] realnych Cisel. Z linearnej rovnice vyjadrime y = 2

a dosadime do rovnice kruznice. Ziskame kvadraticku rovnicu (16 +a? )X2 —50ax + 225 =0.
Aby mala dve rozne rie$enia, musi platit, ze D >0. D =1600a* —14400 >0 <> a® > 9, teda

| a| > 3. Tejto nerovnici vyhowujd &isla a e (—o0,~3) U (3,).

Priklad 25:
Napiste rovnice dotyénic ku kruznici x* + y? = 25 vedenych z bodu A[7,1] a vypoéitajte ich
uhol.

Riesenie: Rovnica dotyénice v bode T[x,Y, ] ku kruznici k ma tvar xx, + yy, = 25. Bod A je
tieZ bodom tejto doty¢nice, dosadime jeho suradnice za X, y. Plati 7X, + Y, —25=0, odkial

Y, = 25— 7X,. PretoZe bod T[x,Y, ] je bod kruznice, musi spifiat aj jej rovnicu x2 +y2 = 25.
Riesenim sustavy rovnic y, = 25—7X,, X2 + y2 = 25 dostaneme dotykové body T,[3,4] a

T, [4,—3] . Rovnice prislusnych dotyénic st pre T, : X-3+Yy-4=25=3x+4y—-25=0, jej
smernica k; = —%. Pre T, :x-4+Yy-(~3)=25=4x-3y-25=0, jej smernica k, = %

Plati k, -k, =—1, teda doty¢nice su na seba kolmé.

Priklad 26:
Dana je elipsa 5x? +9y? = 45 a bod M[0,-3]. Dokazte, ze bod M je vonkajsi bod elipsy.
Riesenie: Pre vonkaiji bod elipsy plati b*x* +a°y® > a’bh®. Dosadime stradnice bodu M

do lavej strany rovnice elipsy: 5-0+9- (— 3) =81. Plati 81> 45, teda bod M je z vonkajSej

oblasti elipsy.

Priklad 27:
Napiste rovnicu elipsy, ktora prechadza bodmi M [2,3], N[—l,—4] a osi ma na suradnicovych

osiach.

2 2
s e .. ) . ) . . . , X
Riesenie: Ak ma osi na suradnicovych osiach, stred je S[0,0] arovnica ma tvar —- +E)/—2 =1,
a

a>b>0. Ak body M, N lezia na elipse, ich suradnice vyhovuju rovnici elipsy.

4 9 1 16
M.?‘i‘b—z:l a N?"l'b—z:l
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/55 [55
Riesenim sustavy dvoch rovnic o dvoch neznamych a,b dostaneme a = Ex b= ?

@ > @ = hlavna os elipsy lezi na osi y a rovnica ma tvar X—2 + y—z =1
3 7 psy y @ @ =1.

7 3

Priklad 28:

Napiste rovnice tych dotyénic elipsy 9x* +16y? =144, ktoré maji smernicu k =1.
Rie$enie: Smernicova rovnica dotyc¢nice je Y, = kx, + 0, kde T[xo, yo] je dotykovy bod
elipsy. Po dosadeni k =1 dostavame y, = X, + . Dotykovy bod je aj bodom elipsy, preto
plati rovnost 9x. +16y; =144. RieSime sUstavy dvoch rovnic o dvoch neznamych X,, Y,.

Dosadenim za Y, dostaneme kvadratick( rovnicu 25x2 +320x, + (16q2 —144)= 0.
Doty€nica ma s elipsou prave jeden spolo¢ny bod, to znamena, Ze kvadraticka rovnica musi

mat prave jedno riedenie. To bude vtedy, ak D =0. D =14400-24q° =0 < q° = 25, teda
o] =5. Existuju dve riesenia, ¢ = 5.

Rovnice doty€nic si: y=X+5=x=y+5=0 alebo y=x-5=x-y-5=0.

Priklad 29:
Napiste rovnicu hyperboly, ktora ma ohniska F[—lO,Z],G[lG,Z] a velkost hlavnej osi je 24.
Riesenie: Priamka FG ur€uje hlavnu os hyperboly, ktora je rovnobezna s osou Xx. Stred

F+G

usecky FG je stred hyperboly, S = ,S[3,2],|F,S|=|G,S|=e=13,2a=24,a=12.

Pre hyperbolu plati a® +b* =e® =144 +b* =169, b*> = 25, b =5. Rovnica hyperboly ma

(x=3)* (y-2)° _1
144 25 '

tvar

Priklad 30:
NapiSte rovnicu hyperboly, ktora ma ohniska v hlavnych vrcholoch a vrcholy v ohniskach

elipsy s rovnicou x° + 2y =6.

2 2

RieSenie: Upravime rovnicu elipsy do tvaru % + y? =1, jej stred je bod S[0,0], a=+6,

b=4/3,e2 =a% —b?, e? =3, e = /3. Hladame hyperbolu, ktora ma hlavné vrcholy v bodoch
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Al— \/§OJ B[\/§,OJ a ohniska v bodoch Fl— \/E,OJ,Gl\/E,OJ: a= \/§,e - /6. Pre hyperbolu
plati e =a® +b? b?*=6-3=3.

2 2

Rovnica hyperboly je X? - y? =1. Ide o rovnoosu hyperbolu (a = b).

Priklad 31:

Dan4 je hyperbola 16x* —25y® = 400. Napiste rovnice doty&nic hyperboly, ktoré st kolmé
na priamku p:x+Yy-+10=0.

Riesenie: Priamka kolma na priamku p ma normalovy vektor kolmy na normalovy vektor
priamky p: np[l,l]. Je to napriklad vektor nfl,—1] (n ‘n, = 0). Doty¢nica ma rovnicu
X—Yy+c =0 as hyperbolou ma prave jeden spolo¢ny bod. RieSenim sustavy

X—y+c=0
16x* —25y% = 400

musi byt prave jedna dvojica [, y] realnych &isel. Diskriminant D = 402c? —120% =0,

¢® =9 = c = +3. Existuju dve doty&nice kolmé na priamku p:x—y+3=0a x—y—-3=0.

Priklad 32:

Uréte vrchol, ohnisko, os a parameter paraboly uréenej rovnicou y? —2y —6x—2=0.

RieSenie: VSeobecnu rovnicu paraboly upravime na vrcholovy tvar rovnice doplnenim na

uplny Stvorec pre premennu V:

y? -2y +1=6x+2+1,(y-1) =6x+3,(y-1) :6(x+%).

1
Vrchol V{—E,l] os paraboly je rovnobezna s osou X, ma rovnicu Yy =1. Pre parameter

plati 2p =6 = p =3, ohnisko je napravo od vrcholu vo vzdialenosti g a ma rovnaku

suradnicu y ako vrchol X, :—%+g:1, ohnisko je F[L1].

Priklad 33:
Na parabole y* —10x—2y —9 =0 najdite bod, ktory ma najmensiu vzdialenost od priamky
p:x—3y+18=0.

RieSenie: Ak ma priamka a parabola spolo¢né body, potom tieto maju najmensiu

vzdialenost. Ak priamka nema spolo¢né body s parabolou, potom hfadanym bodom bude
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dotykovy bod tej doty€nice paraboly, ktora je rovnobezna s danou priamkou. Upravime
rovnicu paraboly na vrcholovy tvar, (y—l)2 :10(x +1) (pozri predchadzajuci priklad). Nech

je T[X,,Y, ], rovnica dotyénice k parabole je (y =1y, —1)=5(x+1)+5(x, +1). Smernica

. Preto 1= >

, ¥V, =16. Dotykovy bod je aj
Vo -1 37y, -1 Yo yKovy jeq

danej priamky je % a naSej dotyCnice
2 . 43 . .
bodom paraboly (y, —1)° =10(x, +1). Po dosadeni za y, dostaneme X, = 5 Hradanym

bodom je bod T{%SJG}.

Priklad 34:

Uréte spoloéné body paraboly y> —6x—6y+3=0 apriamky p:Xx—y+4=0.
RieSenie: Spolo¢né body maju suradnice vyhovujuce obidvom rovniciam. Z rovnice priamky

p vyjadrime X, X =Yy —4 a dosadime do rovnice paraboly. Dostaneme kvadraticku rovnicu
y? =12y +27 = 0. Jej rieSenim su gisla y =9 alebo y = 3. Priamka a parabola maj(

spoloéné body Al59] a B[-13].

Priklad 35:
Znazornite v rovine mnozinu bodov [, y], ktoré spifiaju nerovnosti:
a) (x—2)+(y—2)° <4 asugasne y>Xx,

p D, =)’
9 4

RieSenie:

<1 asugasne | x| >1.

a) Prva nerovnica uréuje vnitornG oblast kruznice so stredom S[2,2] a polomerom r =2,
Druha nerovnica ur€uje polrovinu nad priamkou uréenou rovnicou Yy = X. Ich prienikom je
Cast vnutra kruznice.

b) Prva nerovnica ur€uje vnutornu oblast elipsy so stredom S[l,l], a=3 ab=2. Druha
nerovnica urcuje mnozinu bodov [X, y], pre ktoré X (— oo,—1> u<l, oo) ayeR.Ich

prienikom je Cast' vnutra elipsy.

Priklad 36:

Napiste rovnicu gulovej plochy, ktora ma stred 8[4,3,—1] a dotyka sa roviny

7:2X+6y+3z+5=0.
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Riesenie: Rovnica gulovej plochy so stredom S je (x—4)* +(y—3)° +(z+1)* =r°.

Potrebujeme vypocitat polomer r > 0. Je to vzdialenost stredu S od dotykovej roviny:
2:4+6-3+3-(-1)+5|
V4+36+9

Rovnica gulovej plochy je (x — 4)2 + (y — 3)2 + (z +1)2 =16.

=r=r=4,

|S,7|=r, teda

Priklad 37:

Vypoditajte stiradnice spolo&nych bodov gulovej plochy (x—3)* +(y+2)* +(z-1)> =9 a
priamky p:x=3+t,y=1-t,z=1-2t,teR.
RieSenie: Aby sme zistili spolo¢né body, musime vyriedit sustavu rovnic
(x=3)* +(y+2)*+(z-1)* =9

X=3+t

y=1-t

z=1-2t.
Rie$enim ststavy dostaneme rovnicu 6t> —6t =0, 6t-(t—1)=0=1t =0 alebo t =1. Existuju

dva spoloéné body, pre t =0 bod P[3,11] a pre t =1 bod Q[4,0,—1].

Cvicenia
1. Dané su vektory a[2,—13], b[1,—23], c[3,2,-4]. Uréte suradnice vektora x tak, aby
sucasne platilo: a-x=-2,b-x=3,c-x =8.

Vysledok: x| 28, ~101 —611
15" 15 '15

2. Uréte vektor v kolmy na vektor u = [— 2,3,—1].

Vysledok: Vv = [3)/7—2 Y, z} y,ZeR.

3. Dané st body A-11], B[L4], C|-+3,2+ /3]
a) Napiste parametricku rovnicu usecky AB a vypocitajte jej velkost,
b) Napiste vS§eobecnu rovnicu priamky, ktora obsahuje vySku na stranu AB,

c¢) Vypocitajte obsah trojuholnika ABC.
Vysledky: a) x=-1+2k,y=1+3k, k (01), |AB[=+13, b) 2x+3y-6-+/3=0,

c) S= 5\@_1.
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4. Dané su body A[L2,—5], B[O,l,5], C[2,1,3]. Napiste rovnicu priamky, ktora prechadza
bodom C a je rovnobezna s priamkou AB.

Vysledok: x=2-k,y=1-k,z=3+10k, k e R.

5. Napiste vSeobecnu rovnicu roviny p uréenej bodmi A[2,0,—3], B[—l,LS], C[O,—2,—1].
Vysledok: p:9x—-5y+4z-6=0.

6. Napiste vSeobecnu rovnicu roviny, ktora prechadza bodom A[6,3,2] a je kolma na
priamku p:x=0,y=-1+7t,z=1+6t,teR.

Vysledok: 7y+6z—-33=0.

7. Zistite vzajomnu polohu priamok a ak maju spolocny bod, uréte jeho suradnice.

a) p:x=2+t,y=-9-t,teR, q:x=1+5k,y=-1+2k,keR,

b) p:x+2y—-3=0, g:x=1+2k,y=2-k,keR.

Vysledky: a)réznobezné, P[— 4,—3], b) rovnobezné.

8. Najdite vrcholy trojuholnika, ak strany lezia na priamkach uréenych rovnicami

X+3y=0,x=3,x-2y+3=0.
. 9 3
Vysledok: A[3,~1], B[3,3], c{— = g} .

9. V rovnici 3x +by —2 =0 urdte parameter b tak, aby bod M[2,2] leZal na danej priamke.
Vysledok: b=-2.

10. Napiste rovnicu osi usecky AB, A[5,7], B[31].

Vysledok: Xx+3y-16=0.

11. Napiste rovnicu roviny «, ktora prechadza bodmi A[2,3,4], B[3,4,5] a je rovnobezna s
priamkou p:x=1+t,y=-3+t,z=-1+2t,teR.

Vysledok: x—y+1=0.

12. Napiste rovnicu roviny, ktora prechadza bodmi A[2,3,4], B[3,4,5] a je kolma na rovinu
2X—-y—-2+5=0.

Vysledok: y—z+1=0.

13. Dané su rovnice stran trojuholnika ABC : x+y=0,x-2y+3=0,5x+y—-18=0.
Napiste rovnice priamok na ktorych lezZia vysky trojuholnika.

Vysledok: X—y=0,4x+2y—-9=0,x-5y+6=0.

14. Zistite vzajomnu polohu rovin @ a f. Ak su rbznobezné, urcte ich priesecnicu.

a) «a:4x+y-2z+1=0, p:8x+2y—-4z+8=0,

b) a:2x+y—-z2+2=0, pB:x+y+z+1=0.



117

Vysledky: a)rovnobezné, b)réznobezné, anpf:x=-1+2t,y=-3t,z=t,teR.

15. Zistite vzajomnu polohu priamky p aroviny p. Ak maju spolocny bod, aj jeho suradnice.
a) p:x=1-t,y=1+t,z=2-t,teR, p:x-y-2z-1=0,

b) p:x=2+t,y=1+t,2=3-2t,teR, p:x-y—-z-6=0.

Vysledky: a)rovnobezné, b)roznobezné, p p={P}, P[6,5-5].

16. Napiste rovnicu roviny, ktora prechadza bodom O[0,0,0] a je sucasne kolma na roviny
a:Xx+y-z—-6=0a f:x-z=0.

Vysledok: x+1z=0.

17. Vypocitajte vzdialenost:

a) priamky p:x=-1+2t,y=1-t,z=2+3t,teR odroviny 7:x+5y+z2-3=0,

b) roviny a¢:x+2y+2z2—-3=0 odroviny f:3x+6y+3z2-12=0.

Vysledky: a) ? b) %

18. Vypoditajte velkost strany rovnostranného trojuholnika, ktorého vrchol je A= [— 2,2] a
protilahla strana BC lezi na priamke x+y—-9=0.

Vysledok: a =34/6.

19. Vypoditajte uhol priamok p, q.

a) p:3x—-y—-4=0, q:x=3+t,y=-1-2t,teR,

b) p:x=1-t,y=2+t,z=3-t,teR, gq:x=3+k,y=-1-k,z=1-2k,keR.
Vysledky: a) 45°, b) 90°.

20. Napiste rovnicu priamky, ktora prechadza bodom M [— 3,1] a s priamkou
p:4x—2y—-1=0 zviera uhol o =45°.

Vysledok: x—3y+6=0,3x+y+8=0.

21. Vypocitajte uhol rovin o a S.

a) a:X+y—-z+3=0, p:2x-2y+z2+5=0,

b) a:2x+y—-z-5=0, f:2x-3y+z-1=0.

Vysledky: a) 78°54', b) 90°.

22. Vypocitajte uhol priamky p:x=3+t,y=2—-t,z=4,teR aroviny p:y+z-3=0.
Vysledok: 30°.

23. Napiste rovnicu priamky, ktora prechadza bodom A[1,3] tak, Ze s priamkou
p:4y—5=0 zviera uhol o =45°.

Vysledok: X+y—-4=0,x—-y+2=0.
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24. Urgte rovnicu kruznice, ktorej priemer je Usecka AB, A[-12], B[L4].

Vysledok: x* +(y—3)* =2.

25. Urcte stred a polomer kruznice:

a) X>+y>+4x-2y+1=0,

b) x*+y®—-2x+4y+8=0.

Vysledky: a) S[— 2,1], r=2, b) nie je rovnicou kruznice.

26. Napiste rovnicu kruznice, ktora prechadza bodmi A[O,l], B[—1,1+ \/EJ a jej stred lezi na
priamke p:x+3y=0.

Vysledok: (x+3)° +(y—1)* =9.

27. Napiste rovnicu gulovej plochy, ktora prechadza bodom A[—1,4,2] a so stredom

v bode S[-1,2,3].

Vysledok: (x+1)° +(y—2)° +(z—3)° =5.

28. Viypogitajte suradnice spoloénych bodov gulovej plochy (x—3)* +(y +2)* +(z -1)° =14
apriamky p:x=3+t,y=1-t,z=1-3t,teR.

Vysledok: [4,0,-2], [% , % , %} .

29. Napiste rovnicu dotyc¢nice kruznice v bode T :
a) x*+y*=25 T[4,y>0],
b) x*+y?-2x+4y—-4=0, T[Ly<0]
Vysledky: a) 4x+3y—-25=0, b) y=-5.
30. Napiste rovnicu dotyénice ku kruznici x* +y?> —6x—4y—-3=0
a) rovnobeznej s priamkou 6x+8y—21=0,
b) kolmej na priamku 4x+y—-9=0.
Vysledky: a) 3x+4y—-37=0,3x+4y+3=0,
b) X—4y+5+4417 =0, x—4y +5—4+/17 =0.
31. Napiste rovnicu dotyénice ku kruznici x* +y? —2x—15=0 z bodu P[17,0].
Vysledok: X ++/15y —17 =0, x—~/15y —17 =0.
32. Urcte druh kuzelosecky, jej stred, vrcholy, ohniska a velkosti a,b,e, p:
a) y’-2y—-4x-11=0,
b) 4x*+9y®+16x-18y—-11=0,
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c) x*—y*+2y-5=0.
Vysledky:
a) parabola, V[— 3,1], F[— 2,1], p=2,

b) elipsa, S[-24], Al-54], B[L1], C[- 23], D[~ 2-1], F|-2-+5.1], G| 2++/5.1],
a=3,b=2,e=4/5,
¢) hyperbola, S[04], Al-21], B[2:1], F|-v81), G|\81], a=b=2,e=8.

J20

33. Napiste rovnicu elipsy, ktora prechadza bodmi M {O,ljt T} N[L1] a stred je S[-241].

2 12
Vysledok: & “;2) ¢ 41) _1,

2 2

. X .
34. Napiste rovnicu doty¢nice k elipse ? + y? =1, ktora je kolma na priamku

p:2x—-2y+3=0.

Vysledok: x+y+3=0,x+y-3=0.

35. Napiste rovnicu hyperboly, ktorej vrcholy su ohniskami a ohniska vrcholmi elipsy
s rovnicou 9x* +16y° =144,

Vysledok: 9x* —7y” =63.

36. Napiste rovnicu hyperboly, ktorej vrcholy su body A[— 4,3], B[6,3] a velkost e =6.

_ 2 _ 2
Vysledok: D" _(Y=3)"
25 11

2 2

37. Napiste rovnicu doty¢nice ku hyperbole E —I—G =1, ktora je rovnobezna s priamkou

p:x—-y-7=0.

Vysledok: x—y+3-\/g:0, x—y—3-\/g:0.

2 2

38. Napiste rovnicu doty¢nice ku hyperbole % _yT =1 v bode T[x >0, 2].

Vysledok: 2+/2x—3y—6=0.
39. NapiSte rovnicu paraboly, ktorej os je rovnobezna s osou y a prechadza bodmi A[1,2],
B[3.1], C[7.5].

Vysledok: (x—3)° =4(y -1).



120

40. Napiste rovnicu paraboly, ktora ma vrchol v bode V [-2,-3], prechadza bodom M[1,—6]
a 0s ma rovnobeznu s osou X.
Vysledok: (y+3)* =3(x+2).
41. Napiste rovnicu dotyénice paraboly y? —16x—4y—12=0 vedenu z bodu P[-7,0].
Vysledok: xX—y+7=0,2x+3y+14=0.
42. Zistite spolo&né body paraboly y> —2y —4x—7 =0 apriamky p:x—y+2=0.
Vysledok:  AlL+2v2,3+2v2| BlL-2v2,3- 212
43. Zobrazte mnozinu bodov [X, y] v rovine, ktoré spifiajd nerovnosti:
a) x*+y?<9,|y|<1,

2 2

X y
by —+-—<1,y>X.
) 16 9 y

Vysledky: a) prienik kruhu so stredom S[0,0] a polomerom r =3 a pasu so Sirkou 2,
ktorého osou je os X,
b) prienik elipsy so stredom S[0,0], a=4,b =3 ajej vnutornej ¢asti s polrovinou,

leziacou nad priamkou Yy = X (bez tejto priamky).



Obsah

I Y1 - VY SRR 5
1.0 UPFAVY VYTAZOV ....oveeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeseie e teaeeeeseses et ses s s s assssaesesesnns s s snnanansens 5
LGV o7 =T o |- T TP PPPPPPP 10

2. ROVINICE .. ettt ettt e et e e e s e e s s e e e br e e e e anreeeeaan 16
2.1 Linearne a kvadratiCK€ roVNICE ..........c.ueiiiiiiiiie i 16
2.2 1raCiONAINE FOVNICE ......eiiiiiiiiie ettt e e 19
2.3 Rovnice s absolutnou hodnotou ..o 20
Fa < 1Y/ €Y (0 Y] o | oSSR 23
2.5 ROVNICE S PAraMELIOM ... ..uiiiiiiiiiie ettt et e et e e e e e e s naee e e e nneees 24
2.6 Sustavy dvoch rovnic 0 dvoch Neznamych ..........ccccceeeviiiiiiiiiie e 26
L@V o= o 1= TP 28

T N =T 101V o 1Tt OO PPPPPTPPPPPN 32
3.1 Linearne a kvadratiCK€ NEroVNICE ..........coeviiiiii i 32
3.2 Nerovnice s absolutnymi hodnotami..........cccccecvviieeiie e 35
3.3 INE tYPY NEIOVNIC..cciiiiiiii ittt et e e e snre e e enes 38
L@V o= o |- T TP PPPPR 40

O U] ] (o= PR 43
4.1 Funkcia @ J&] VIASINOST ........veeiiiiiiie et 43
L@V o7 =T o - TR TSP PPPPR 51

5. Exponencialne a logaritmické fUNKCIE ..........ccoouiiiiiiiiiiiii e 57
5.1 EXponencialna fuNKCIa .........couviiiiiiiiiiiieiee e e e e e 57
5.2 EXponencialne rovniCe @ NErOVNICE .........ooiuuiiiiiiiee it e e 57
5.3 Logaritmicka fFUNKCIA .........couieiiiiiiiiiciic e e e e e 58
5.4 Logaritmické rovniCe @ NEIOVNICE .........coouiiuuiiiiiiie et e e e e 59
L@V o7 =T o |- T TSRO PPPR 73

6. GONIOMELHCKE fUNKCIE ... eiiii it e e eae 80
6.1 GonIioMEtriCKE fUNKCI ........eveiiiiiiii e 80
6.2 Goniometrické rovniCe @ NEIOVNICE ........ccuveveeiiiieeeeiiieeeeeeiee e e enee e eeeee e e e 82
L@V o7 =T o 1= TR PRSP PPPR 89

7. Analytickd geometria V roving @ PriESIOre .........eeiiueeiiuiie it 93
7.1 VeKIrova algebra ... 93
7.2 Analytické vyjadrenie priamok @ roVin ........cccveeiiee e 95
7.3 Vzajomna poloha priamok @ FOVIN .........cooiiiiiiiiie e 96
7.4 MetriCk€ UlONY .....cccoiieeee et e e e e e e e e e e 97
7.5 KUZEIOSECKY ...ttt 98

O3V (¢ 01T 115



Zoznam pouzitej literatury

1. RNDr. Lubomir Marko, CSc. - RNDr. Vladimir Balaz, CSc. — RNDr. Jaroslav
Cerveﬁansky, CSc. — RNDr. Agnesa Dicséova, CSc. — RNDr. Viera Gruskova, CSc. —
Doc. RNDr. Marian Halabrin, CSc. — RNDr. Eva Markova — RNDr. Ladislav Misik, CSc.,-
RNDr. Ruzena Pekarkova — PhDr. Maria Sabolova — RNDr. Jozef Fecenko, CSc.:
Priprava na univerzitné studium — Matematika 2. Vydavatelstvo STU, Bratislava: 1997.

2. lvan Busek, PhDr: Re$ené maturitni Ulohy z matematiky. Statni pedagogické
nakladatelstvi, Praha: 1988.

3. Prof. RNDr. Blanka Kolibiarova, Csc — RNDr. Tibor Wallner: Priklady na opakovanie
stredoSkolskej matematiky. Alfa, Bratislava: 1990.

4. RNDr. Angela Handlovi¢ova, CSc. — RNDr. Ladislav MiSik, CSc. — RNDr. Zdenko
Schneider, CSc. — Doc. RNDr. Jozef Siran, DrSc.: Rieené lohy z matematiky.
Vydavatelstvo STU, Bratislava: 1998.

5. Doc. RNDr. Ing. Franti$ek Peller, CSc. — RNDr. Viliam Saner, CSc. — Doc. RNDr. Jozef
Elids, CSc: Matematika (Poziadavky pre studium na EU). Vydavatelstvo EU, Bratislava:
1993.

6. Vladimir Burjan — Milan Maxian: Matematika (Opakovanie pre gymnazium s triedami
zameranymi na matematiku). SPN, Bratislava: 1989.

7. RNDr. Sona Richtarikova — Mgr. Darina Kyselova: Matematika (pomocka pre
maturantov). ENIGMA, Nitra: 1998.



