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PREDHOVOR

Tato zbierka je urcend posluchacom prvého rocnika Stavebnej fakulty STU v Bratislave.
Obsahuje vzorové priklady, tlohy na samostatné riesenie s vysledkami, ur¢ené na pochopenie
a precvicenie latky, ktora je obsahom predmetu Matematika I a IT v prvom a druhom semestri
bakalarskeho studia. Ulohy v zbierke zohl’adiiuju potreby §tidia chémie a fyziky a zodpovedaji
priblizne naroc¢nosti poziadaviek na skuskach. Vysledky tloh st uvedené na konci kazdej
podkapitoly.

Posledna kapitola obsahuje zakladné vzorce na vypocet derivacii a neurcitych integralov.
V tychto skriptach je mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel oznacovana symbolom N, mnozina
vsetkych celych cisel symbolom Z a mnozina vSetkych redlnych cisel symbolom R.

Autorka



1 ZIMNY SEMESTER

1.1 Sustava m linearnych rovnic o n neznamych.

Priklad 1.1.1
Gaussovou elimina¢nou metédou najdite vSetky rieSenia stustavy linedrnych rovnic

—2r9+ 23+ 224 +10=0
rT1+ 2o+ 4314 —4=0
T+ 31y — 23 —18=0
T1+ 2o+ 4224 —8 =0

Riesenie.
K danej ststave vytvorime maticu ststavy A a rozSirentt maticu stustavy A’, ktort upravime
na trojuholnikovy tvar pomocou elementarnych riadkovych tprav.

0 -2 1 2[-10\ J 1 1 03] 4\ (=1 (=1
v |t vt 03] 4| 0 -2 1 2/-10 1l
o 1 3 -1 0 18 1 3 =1 0 18 J i
1 1 0 2 8 1 1 0 2 8 d
1 1 0 3 4 1 1 0 3 4
0 -2 1 21 —10 (1) 0o -2 1 21 —10
0 2 -1 -3| 14 ! 0 00 —1| 4| (=1
0o 0 0 -1 4 0O 0 0 -1 4 1l
1 10 3 4
0 -2 1 21 —10
0 00 —1 4 = A tvar.
0O 00 O 0

Takto upraveni rozsirentt maticu stustavy prepieme naspit do rovnic.

ry + T2 -+ 31‘4 = 4
— 229 + 73 + 214 = —10
- Ty = 4



Spravne upravena matica na /\ tvar 3
Néjdeme hodnost h(A’) = | 3 je pocet nenulovych riadkov 0,25
matice A’ v matici A" upravenej na /A tvar
Néjdeme hodnost h(A) = | 3 je pocet nenulovych riadkov 0,25
matice A v matici A upravenej na A tvar
Pocet neznamych n=|4
Frobeniova veta Ak h(A") = h(A) < n, | tak ststava ma 0,5
nekonecne vela rieseni 0,5
Pocet parametrov n—h(A) =|4—3=1= zvolime jednu neznamu
ako parameter
Zvolime neznamu To=|a 0,5
Dosadime
do 3. rovnice ry=| —4 0,5
Dosadime To=|a
Ty = —4
do 2. rovnice —2x9 + 3+ 224 =—10 | —2a+ 23+ 2(—4) =-10=
T3 = 2a — 2 0,5
Dosadime r3=|2a—2
To = | Q
Ty = —4
do 1. rovnice 1+ ra+3rs=4|1r1+a+3(-4)=4=x,=16—a 0,5
Vseobecné (x1, 0,23, 24) = | (16 —a,a,2a —2,—4) = 0,5
rieSenie sustavy (16,0,—2,—4) + (—1,1,2,0)a,a € R | 0,5
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Priklad 1.1.2
Gaussovou eliminac¢nou metédou najdite vSetky rieSenia stustavy linedrnych rovnic

201 — 29+ a3 +14—1=0
I1+2$2—$3+4l’4—2:0
Ty + Txy — 423 + 1124, — 10 =0

Riesenie.
K danej ststave vytvorime maticu ststavy A a rozsirentt maticu ststavy A’, ktort upravime
na trojuholnikovy tvar pomocou elementarnych riadkovych tprav.

2 -1 1 1] 1 * 1 2 -1 4] 2\ (-2) (-1)
A=11 2 -1 4|2 ~12 -1 1 1|1 I~

1 7 —4 11|10 1 7 —4 11|10 4
1 2 —1 4 2 (1) 1 2 -1 41 2
0O -5 3 —7|-3 1 ~1 0 -5 3 =7|-3 | =A tvar.
0O 5 -3 7| 8 0O 0 0 0| 5

Spravne upravena matica na A tvar | 3

Néjdeme hodnost h(A’") = | 3 je pocet nenulovych riadkov 1
matice A’ v matici A’ upravenej na /\ tvar
Néjdeme hodnost h(A) = | 2 je poCet nenulovych riadkov 1
matice A v matici A upravenej na A tvar
Frobeniova veta | Ak h(A’) # h(A), | tak sistava nema riesenie 1
SPOLU 6




Priklad 1.1.3
Gaussovou eliminac¢nou metédou najdite vSetky rieSenia stustavy linedrnych rovnic

x+y—3t+18=0
r+2y+3z2—t—1=0
20+2y+2—-3=0
y+z+t—-8=0
3r+32+t—-5=0

Riesenie.
K danej ststave vytvorime maticu ststavy A a rozSirentt maticu stustavy A’, ktort upravime
na trojuholnikovy tvar pomocou elementarnych riadkovych tprav.

510 =3[-181Y) | 123 =1 1Y (-5 (-2) (=3
123 -1 1]+1 510 —3|-18 R

A=1221 0 3 ~l221 0] 3 oL~
011 1| 38 011 1| 8 !
303 1| 5 303 1] 5 !
1 2 3 -1 1 1 2 3 -1| 1

0 =9 —-15 2[-23 | | * o 1 1 1/ 8|29¢6
0 -2 -5 2| 1|l t~]l0=2 -5 2| 1[] ||~
o 1 1 1] 8|1 0 -9 —-15 2| -23 Ll
0 -6 —6 4| 2 0 -6 —6 4| 2 I
12 3 -1]1 12 3 -1|1

01 1 1|38 01 1 1|38

00 =3 417 | =2 ~| 00 =3 4|17 ~

0 0 —6 11|49 ! 00 0 3|15 | 3

00 0 10|50 00 0 10|50

12 3 -1]1 12 3 -1] 1

01 1 1|38 01 1 1|38

00 =3 4|17 ~[ 00 =3 417 | =A tvar
00 0 1[5 | (-10) 00 0 1]5

00 0 10|50 ! 00 0 0]0

Takto upraveni rozsirentt maticu stustavy prepiSeme naspit do rovnic.

rTH+2y+3z—-1t=1
y+z+1t=28
—3z+4t =17
t=5



Spravne upravenad matica na A tvar | 3

Néjdeme hodnost h(A’) = | 4 je pocet nenulovych riadkov 0.25
matice A’ v matici A’ upravenej na A tvar
Néjdeme hodnost h(A) = | 4 je pocet nenulovych riadkov 0.25
matice A v matici A upravenej na A tvar
Pocet neznamych n=|4
Frobeniova veta | Ak h(A") = h(A) = n, | tak ststava ma jediné rieSenie 0.5
4. rovnica t=15 0.5
Dosadime
do 3. rovnice —3z4+4t=17| -324+20=17T=2=1 0.5
Dosadime z=11

t=15
do 2. rovnice y+z+t=8|y+1+5=8=y=2 0.5
Dosadime y=12

z=1

t=15
do 1. rovnice r+2y+3z—t=1|z+4+3-5=1=a2=-1 0.5
Riesenie (xy.z,t) = | (—1,2,1,5) 1
sustavy
SPOLU 7




1.1.3.1 Priklady na prepoditanie na cviceniach

Gaussovou eliminac¢nou metédou najdite vSetky riesenia sustavy linedrnych rovnic

) 3r—y= -2
—6x +2y =14

3ZE1—|—[L'2—ZU3:O
C) $1+Z’2+23§‘3:4
—$1+x2+3$3:4

r—y+2z2—-3=0

¢) dr+2y—2—-6=0
20+ 4y —52=0
—r—3y+42—-1=0

r+y+z2=0
g) x4+y+22—-4=0
—x+y+32—4=0

Vysledky.

a) (a, 3a—|—2) (0,2) +(1,3)a, a € R;

b) nem4 riesenie;

) nema riesenie;
) nema4 riesenie.

c
f
g
h

—x4+2y=1
b) 3r — 6y =2

rT—=2y+z2—-2=0
d) z4+5y+22-6=0
20+ 3y+2=0

1 — 3x2 — 26ZE3 + 22$4 =0
—8$3+7$4 =0

f) I1+ZE2—2$3+2I4:O
4171+5I‘2—2ZL‘3+35L‘4:0
ZL‘1—|—IE2—ZB3+6:0
h) 201 — 19 — 223+ 314+ 25 —3 =0

—x1+ 22+ 23— 204+ 325 —2=0
41 — 19 — 43+ 514 — 925+ 5 =10

) (1,-1,2); d) ( 2,0,4);e) (2—a,—1+43a,2a) =(2,—1,0) + (—1,3,2)a, a € R;
) (Sa— 7b —6a—|—5b a,b) = (8,—-6,1,0)a + (—7,5,0,1)b, a,b € R;

1.1.3.2 Priklady na prepoditanie na domacu ulohu

Gaussovou eliminac¢nou metédou najdite vSetky riesenia sustavy linedrnych rovnic

or —2y —4z =0

2) 2 +y—2—3=0
dr—y—32—1=0
r—4y—2246=0

r+2y—z+1=0

o) r+2y—32—1=0
5x + 10y + 152 4+25 =10
rT+2y+2=0

$2—2$3+2ZL‘4+5:O
e) {E1+l‘3+3$4—2:0
$1—I2+3$3—9:O
T+ x3+224—4=0

ZL’1—3ZE3+4I4+2:0
$1+[L‘2-[E3+5[E4—3:0
ZE2—|—2(E3+I4—5:0
r1 — o523+ 3x4+5=0

b)

20 —y+42+5t—-2=0
d) y+3t—6=0
20 —4dy+424+2t+4=0
204+ 2y+324+8t—-9=0

$1—$3—3:O
f) ZE1+1’2—$3—1:0
3$1+$2—3£L’3—7:O



r+y—3z+1=0 r1—6x9+3x3—1=0
20 +y—22—1=0 r1— 209 +x3—7=0

nema riesenie;
) (10, a,2a — 3) = (10,0, —-3) 4+ (0,1, 2)a,a € R;
i)stistava nem4 rieSenie;

j) (—1,3,-2).

& aiytz-3-0 b) o~ 8wt Ams+2 =0
r+2y—32—-1=0 209 —x3—3 =0
T1+ To+ 23— 204+ 35 =1 —3r—y+2+2=0
i) 201 + 229 + 43 — x4 + 325 = 2 ) 20+ 3y +52+3=0
3x1 + 3%y + brs — 2x4 + 325 = 1 J —r+2y+2—-5=0
221 + 229 + 8x3 +4xy = 2 rT—y+z+6=0
Vysledky.
a) (4 —2a,a,5—3a) =(4,0,5) + (—2,1,-3)a, a € R;
b) (=14 + 11a,2,a,3 — 2a) = (—14,2,0,3) + (11,0,1, —2)a, a € R;
¢) (-2 —2a,a,—1) = (-2,0,—1) + (=2,1,0)a, a € R;
d) (4 —-3a,2—a,—1,a) =(4,2,-1,0) + (=3,-1,0,1)a, a € R;
f) 3+ a,—2,a) =(3,-2,0)+ (1,0,1)a, a € R;
g)
h

1.1.3.3 Priklady na prepocditanie pred skuskou
Gaussovou eliminac¢nou metédou najdite vSetky riesenia sustavy linedrnych rovnic

Tr+ 14y — 212 —7=0 2r4+y+2+2=0
r+2y—32—-—1=0 3r+y—22=0

) 5p4 10y + 152 —5=0 A S R )
dr+6y—92—-3=0 Mz +4y —524+2=0
v —4y+ 142 =7 3r+y—32—1=0
¢) r+4y+22=5 d) r+z—t+3=0
20 +6y +52 =9 —2r4+y—42+3t—4=0
r+2y+32=4 —Tr+2z+3t+3=0
T1+ 2o +23—3=0 T1+To+x3—304—25=17
21’1—{—2[172:0 £ CL’Q—ZL'3—£C4—2ZE5:0
¢) T +T9—2T3+6x, —3=0 ) Tog— x4 — 205 =1
T+ 29 +2x3—62x4+3=0 Ty — X3 — 24+ x5 =4
Vysledky.
a) (1 —2a,a,0)=(1,0,0) 4+ (—=2,1,0)a, a € R;
b) (2 — 3a,—6,0) = (2,—6,0) + (3,=7,1)a, a € R;
¢) (3—4a,3+%a)= 3,500+ (4,5, 1)a, a € R;
d) (¢,-8,-3+4%,a) = (0,-8,-3,0) + (3,0,3,1)a, a € R;
—a,a,3,1)=(0,0,3,1) + (—1,1
1

,0,0)a, a € R;

e) (
£) (5+2a—0b,14a+2b1,a,b) =(51,1,0,0)+(2,1,0,1,0)a + (—1,2,0,0,1)b, a,b € R.

10



1.2 Matice a determinanty

-2 3 0 1
, oy . . 2 0 2 1
Priklad 1.2.1 Vypocitajte determinant matice A = 9 1 -3 _9
10 2 1
Riesenie.
-2 3 0 1 d 10 2 11(=2) (2) (2
A 20 2 11T 4 _ 2 0 2 1 I 4 1
-2 1 -3 =2/t | -2 1 =3 =2 1
10 2 10T -2 3 0 1
(1) 8 _3 _1 0 -2 -1 0 -2 -1 0 2 1
=—l0 1 1 0l= 1(—1)1“1 1 Ojl=—1|1 1 0O|l=|1 1 0/[(=3)
0 3 4 3 3 4 3 3 4 3 3 4 3 4
0 2 1 9 1
=110 :1.(—1)2+1 1 3:—(6—1):—5
01 3
1 2 0 —1
, .. , . . -3 -1 1 ) ,
Priklad 1.2.2 Zistite, pre ktoré a je matica A = _9 0 9 0 singularna.
0 3 —1

Riesenie.
Stvorcova matica A je singularna prave vtedy, ked determinant |A| je rovny nule.

1 2 0 -1 12 1 -1
4] = -3 -1 1 2/ |-3 -1 -2 2
- 0 2 0 -2 0 0 0
0 3 -1 a 0 3 -1 a
+1 = = 7

Rozvinieme determinant podla tretieho riadka

2 1 —1]1 0 -3 3
(=2)(=13**| =1 —2 2|2 3 =-2| -1 -2 2
3 -1 a 4 0 =7 a+6

Rozvinieme determinant podla prvého stlpca

-3 3 1 -1

—2(=1)(=1)*" 7 a+6 =(=2)(=3) -7 a+6

—6(a+6—7)=6(a—1).

Vysledok: Matica A je singularna préave vtedy, ked a = 1.

11



1 -1 0

Priklad 1.2.3 N4jdite inverznt maticu A~!, kde A = 5 =5 1
-5 6 -1
Riesenie.
1 -1 01 00 (=5) (5) 1 -1 0] 100
AL 5 =5 1|0 1 0 J 4L~ 0 O 1]-510
-5 6 —1]0 0 1 i) 0O 1 -1 5 01
1 -1 0| 1 0O 1 =10 100 0
0O 1 —-1| 5 0 1 T~ 0 10 011 (1) ~
0 0 1|-5 10 (1) 0O 0 1]-5 10
100 1 11 111
01 0/ 011 A7l = 0 11
00 1]-5 10 -5 1 0
Skuska spravnosti:
1 -1 0 1 11
AATL = 5 =5 1 011 )=
-5 6 -1 -5 1 0
1+40+0, 1—-140, 1—-1+0 100
= 5+40-5 5-5+1, 5-=5+0 | =010
—-5+0+5, -5+6—-1, =5+6+0 00 1

Priklad 1.2.4 RieSte maticova rovnicu XD — C' = 3X, kde

(1) o-(33)

RieSenie.
XD—C:SX:>XD—3X:C:>X(D—3E2):C:>X:C(D—3E2)_1

5 9 3 0 2 5
pos=(1)-(53)=(13)
Néjdeme inverznt maticu k matici (D — 3E,).

e (251 0Y (13
<D3E)'<13 1 2 5

1 0
0 -1

Skuska spravnosti:

12
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1.2.4.1 Priklady na prepoditanie na cviceniach
Algebraické operacie s maticami

1. Najdite x a y tak, aby platilo

2x 4+ 5y 4\ [ 12z +15y 4
9 2y+1 ) 9 3

2. Vypocitajte 3A+ B, B+3A, A—2B, 2B— A, AB, BA

4 —2 3 4
preA:(5 —3)’32(7 11)

3. Vypoéitajte 24 + B, B+2A, A—4B, 4B — A, AB, BA

5 1 =2 -3 1 0
preA=| 71 -3 |, B= 2 -2 -1
32 0 1 0 3

4. Vypocitajte AB, BA pre matice rozneho typu

1 -3
A:(_é _g _?),B: -1 4
2 -2

5. K danym maticiam vypocitajte inverzné matice pomocou elementarnych riadkovych

uprav a urobte skusku spravnosti.
9 1 100 1 1 -1
A:(l 0),3: 0}|,C=| -4 -5 6
1 -3 -3 4
6. Najdite rieSenie stistavy rovnic pomocou inverznej matice

—3r —3y+4z =-1
r+y—z =2
—4xr -5y +62z =0

7. Vypocitajte determinanty 2. a 3. stupna

1 2 —1
A:H_é', B=[31 0
03 1

8. Rozvojom podla vhodného riadka alebo stlpca vypocitajte determinanty

011 1 1 36 —1 2 2 -2 1
21 2 2 10 0 7 0 30 10
A:—1301’B: -1 5 3 1| €= 0 2 -3 2
1 2 3 4 2 1 3 —1 11 -2 1

14



9. Zistite, pre ktoré a je matica regularna

2 -1 0 3
1 -3 -2 0
-1 2 0 a
o 1 2 -1

10. Rieste maticova rovnicu AX = B, kde

-1 1 2
AZ( 2 —1)’ B:(s

11. Rieste maticova rovnicu XA = B, kde

-1 2 2
AZ( 1 —1>’ 32(1

12. Rieste maticova rovnicu AX B = C, kde

NER

-1 1
01

)

)

Joe=(2 %)

13. Rieste maticovt rovnicu G — 3X = F X, kde

(1) o

14. Rieste maticovi rovnicu XA — B = 2X, kde

9 4
A:(z 3)’ B:(—l 3

Vysledky.

l.e=—-1,y=1;2 AB =

-15 3 =7
=22 5 —10
-5 -1 =2

=1, |B
_aan_ (5 -1

0. X=A"B={ .

12.X:A—1CB‘1:(__1

14. X = B(A —2B,) ' =

8
0

-2
>

20

—2
—6

)
7
-2
7

))
)

. BA =

-7

9

—6
1
-3
9

8
—25

—6
—13

-8

-7
14

11

—14

10

0 0
10
-3 1

)

15

32
b (2
—2 3
-2 2|
7T =2
-5
6 ];
—6
9 Oil -

5 7
-1 0

)

)

) 113, X = (F+3E,)"'G = (

|=—14; 8. |A|=6, |B]=4, |[C|=-1; 9.a#1,
); 11.X:BA_1:<

11
-2

-3
1

)



1.2.4.2 Priklady na prepocditanie na domacu ulohu
Algebraické operacie s maticami

1. Vypocitajte A+ 2B, 2B+ A, 4A— B, B—4A, AB, BA

1 -2 —3 0
pmA—(o 3)’3—( 2—1)

2. Vypoéitajte A+ B, B+ A, A— B, B— A, AB, BA

1 1 -2 -1 10
preA=10 -3 1],B=[ 0 -2 0
0 2 0 0 0 1

3. Vypocitajte AB, BA pre matice rozneho typu

1 -3
1 -2 01 -1 4
A_<—1 3—10)’3_ 0 3
-2 0

4. K danym maticiam vypocitajte inverzné matice pomocou elementarnych riadkovych tup-
rav a urobte skusku spravnosti.

01 1 00 2 1 -1
A:(_12),B: -3 10 }|,C={2 -1 2
9 -3 1 3 0 1

5. Najdite rieSenie stistavy rovnic pomocou inverznej matice

3171 + 2&32 + 2%3 =5
—To+x3 = —1
$1+2I2—$3 =1

6. Rozvojom podla vhodného riadka alebo stlpca vypoéitajte determinanty

4 3 2 1 1 -1 2 -1 1 36 —1
2 2 1 2 30 1 0 007 10
A=1703 9 B=lg 2 3 20" =] 153 1
111 0 2 —92 2 -1 113 -2

7. Zistite pre ktoré v je matica singularna

v =1 2 2
1 -2 2 2
-1 -1 4 2
5 —5 10 15

8. Rieste maticoviu rovnicu XA = B, kde
-1 1 2 1
() =5 )
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10. Rieste maticovii rovnicu AXB~! = C, kde
3 =2 -1 1 4 -3
() () e (20
11. Rieste maticovi rovnicu XA + B = 3X, kde
01 1 -2
=(13) 200 %)
12. Rieste maticovt rovnicu DX — C' = 3X, kde
10 2 0
c=(a2) 2-(59)
Vysledky.
-5 =2 7 =8
1.A—|—2B:2B+A:< A 1),4A—B:<_2 13
-7 2 -3 6
ABz( 6_%),BA:( 2_4),
0o 2 =2 -1 -1 =2
22.A+B=[ 0 -5 1 |, AB= 0 6 1], BA=
0o 2 0 0 —4 0
4 —11 3 1
1 —11 -5 14 —4 -1
3'AB:(—4 12>’BA: 3 9 -3 0|
—2 4 0 =2
9 _1 100 1 1
4.A‘1:(1 O),B_lz 3 10|,Ct=| -4 -5
0 3 1 -3 -3
6. [Al=—6, |B|=1, |C]=-
7.1)—%,
4 -1
1_ )
8. X =BA 3 1),

10. X = A"1CB = (_1

12. X = (D — 3E,)7'C = (

. Rieste maticova rovnicu AX = B, kde

(7 2) e (2 3)

a( ] 2 o.x =45 (

>,11X B(3E, — A)~! =
-1 0
2 2

17



1.2.4.3 Priklady na prepocditanie pred skuskou
Algebraické operacie s maticami

1. Vypocitajte 2A — 3B, AB, BA

0 3 2 1
preA—(_1 2),3—(0 _1>

2. Vypocitajte 3A + 2B, AB, BA

1 00 -1 00
pre A = 1 -3 1], B= 1 -2 0
-2 10 0 01

3. Vypocitajte AB, BA pre matice rozneho typu

1 -2 1 =30
A:(—l 3)’32(—1 4 1)

4. K danym maticiam vypocitajte inverzné matice pomocou elementarnych riadkovych tup-
rav a urobte skusku spravnosti.

1 3 -1 1 2 2 -1 1
A:(_12),B: 2 -1 2|,C=2 2 -1,
1 0 3 3 1 0
-3 -3 4 -4 -5 6
D= -4 -5 1|, E= 1 1 -1
1 1 -1 -3 -3 4
5. Rozvojom podla vhodného riadka alebo stlpca vypocitajte determinanty
4 1 2 1 -1 1 0 —1 1 20 1
3 0 21 3 3 7 6 -2 -3 1 =2
A= 2 3 1 1) B= 1 5 0 3 ¢= 1 20 2
1 -1 2 0 2 —1 =10 1 -1 0 3 -2

6. Zistite pre ktoré p je matica singularna

1 -3 =2 0
2 -1 0 3
0 1 2 -1
-1 2 0 »p

7. Rieste maticovi rovnicu XA = B, kde

=(39) =5 )

8. Rieste maticovi rovnicu AX = B, kde
1 -2 0 1
=) =0 )
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9. Rieste maticovii rovnicu P~!1X(Q = R, kde

p=(14) 0-(3 2) == (34)

10. Rieste maticova rovnicu 2X — CX = D, kde

(25) ()

11. Rieste maticova rovnicu EX — F' = 4X, kde

NEERNEE

Vysledky.

—6 3 0 -3 —1 8
vaasan= (02 ) ano (0 0)man (3,

1 00 -1 00
2. 3A+2B = 5 —-13 3 |, AB=| -4 6 1 |, BA
—6 3 2 3 -2 0
3 —11 2
3. AB ( 4 15 3 ) B A neexistuje
5 _3 -3 -3 4 1
4A1:(1 _1),8_1: -4 -5 6 |,C1t=[ -3
1 1 -1 —4
4 1 17 1 2 -1
Dt=| -3 -1 =13 |, E1t'=| -12 2 |;
1 0 3 03 1
5. |Al =6, |B|=4, |C]=-

6. p=1;
7.X:BA1:(_
9.X:PRQ_1:<

11. X = (E — 4F,)"\F = (
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1.3 Derivacie

1.3.1 Dotyc¢nica a normala

Priklad 1.3.1.1 N&jdite rovnicu dotyc¢nice a rovnicu normaély
ku grafu funkcie f(r) = e~ 5% v bode A = (7, 7).

Riesenie.

Body

Rovnica doty¢nice | y — yo = f'(x0)(z — x0) 1

To=|T 1

o = F@o) = | 7() = 07 = 0 = 1 I

f'/(x) — (6_ sin(3z))/ = 3¢~ sin(3x) (COS(?)I’)) 3

f'(7) = | =3e=sm0G™) cos(37) = —3e’ cos 3w = 3 1

d:|y—1=3(x—m) 1

Rovnica normély | y — yg = — 7 (lxo) (x — xp) 1

n: y—lz—%(x—ﬂ') 1

SPOLU 10
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1.3.1.1.1 Priklady na prepocitanie na cvi¢eniach
e Vypocitajte derivacie.

— derivacia nasobku funkcie konstantou, derivacia suctu a rozdielu dvoch funkcii

L | f(o) =3Vo + ;0 + 55 2. | f(z) =3e" 4 lnz
3. | flz) =% + 10tg & 4. | f(x) = 3arccotg:)3 + aresing
5. | f(z) = 6. | flx)=2%+ 322
— derivacia sucinu a podlelu dvoch funkcii
7. | f(z) = xsin3z 8. | f(z) = arcsinz. cosx
9. | f(x)= 10. | f(z) = o2
— derivacia zloienej funkcie
11. | f(x) = sin(5 + 3) 12. | f(x) = cotg!®z
13. | f(z) = == 4. | f(z)=+Ver+5
15. | f(z) =eV® 16. | f(z) =In*z
17. | f(z) = arcsin £ 18. | f(x) = 2es
19. | f(z) = (1 + cos® z)° 20. | f(z) = arctg 3%

e N4jdite rovnicu doty¢nice a rovnicu normély ku grafu funkcie f(z) v bode A.

flz) =vb—a% A=][-2,7]
2. f(z) =3t A=[2,7

2x—5"

3. f(a) = e, A=[4,7]
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Vysledky.

e Derivacie.

L | f'(z) = 507 — 1027 + 202 2. | f'(x) =3e" + 152
3. | f'(x) =—sin3z + s 4. | fllz) = 13302 + ﬁ
5. | fl(z) = _g_; 6. | f'(z)=2"In2+ 62
7. | f'(z) = sin3x + 3x cos 3z 8. | fl(x) = o —sinz.arcsing
9. f/(l,’) — (13;2)2 10. f/(flf) — 2c032mcos§0:vs—2|—§;in2msin3x
11. | f'(z) = L cos(% + 3) 12. | f'(x) = 100(cotg” z)(— =)
13. | f'(2) = 52y 4. | fi(o) = 555
15. | f'(x) = $22 16. | f'(x) = H2e
17. | f(2) = 75— 18. | f/(z) = 2w (In 2) 3nz
19. | f'(z) = —45(1+cos® z)® cos* z(sinx) | 20. | f'(z) = (2_52“2
e Dotyc¢nice a normaly.
f(x) bod rovnica rovnica
dotycnice normaly
1 f(x) =5 — a2 [—2,1] | y—1=2@x+2) |y—1=-1(z+2)
f/(l') - 51:$2
2 flz) =32 2, -7 |y+T=—-1T(z—2) | y+7=1-(z —2)
fl(r) = (2331_75)2
3 fla) = et [41] | y—1=—4(z—4) | y—1=jx—4)
f(x) = 2e%°(2 — 1)
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1.3.1.1.2 Priklady na prepocitanie na domacu alohu

e Vypocitajte derivacie.

1 f(x) =2 — Yo+ 2'? 2 f(x):%

3. | fla) =2°(2*+ 1) 4| fl) =15

5. | f(z)=(3—2z)° 6. | flz)= /1

7. flz)= ;:1 8. | f(x) =sin2x?

9. | f(z) = (e **°)sin2 10. | f(z) =tg =2
11. | f(x) = cosVa?—1 12. | f(z) =/tg5
13. | f(x) = 2ecoehln) 14. | f(z) =2z -1
15. | f(z) = = 2043 16. | f(x) = arccos
17. | f(z) = 523 18. | f(z) = 35

19. | f(z) =In 20. | f(z) = Insin 21
21. | f(z) = rarcsin(2x + 1) 22. | f(z) = arctg* =1

e Najdite rovnicu doty¢nice a rovnicu normdly ku grafu funkcie f(x) v bode A.

1 f(z) =In2H  A=1[27
?

2. f(z) =e%, A=[2m7]

3. f(z) = 16arctg® (%), A=[1,7]
4. f(z) =282 45 A=1[1,7]

5. f(x) = #5*, A=13.7]
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Vysledky.

e Derivacie.

L. | ff(z)=1- %x_% + 1221 2. | fl(x) = %

3. | fl(z) = 322(x? + 1)1+ 202 (2> +1)° | 4. | f/(x) = ﬁ

5. | J(2) = —12(3 — 2)° 6. | ['(2) = e/ 155

7. | flx) = (jfjj‘—f/j% 8. | f'(x) = 622 cos22®

9. | fi(x) = e 25(~2sinZ + Lcos Z) 10. | f'(z) = (w@ﬁ) 5,

11. | f'(z) = — = sinva? — 1 12. | fl(z) =1 tlg; oFT 3=
4cos2g1 g 2

13. | f'(z) = _5x(1+}n2 32) 14. ] fi(z) = T

15. | f(x) = (22 — )72+ 16. | f'(@) = 7o

17. | f/(z) = 2(In5)5% 3 18. | f'(z) = 3tgécg§23% (—5)

19. | f'(z) = _x(gffl) 20. | f'(w) = (cotg $57) (a:+21)2

21. | f'(z) = arcsin(2z + 1) + % 22. | f'(z) =
4 (arctg® £21) <1+(11*1)2> ==
4 (arcte” *20) Sy

f(z) bod rovnica rovnica

doty¢nice normaly
1. f(z) =InH 2,In3] | y-m3=-2(2-2) [ y—In3=2(z—-2)

fl(x) = _$22_1
2. f(z) =esi 2m, 1] | y—1=—-t@-2n) | y—1=4(z —2n)
sin e 4
f’(l‘) == 44

3. f(z) = 16 arctg® (%) [1,%3] y— T = —3r2(z—1) y—%S = (z—1)

f'(x) =
—48arctg? (%) . 2171)%%

4. f(x)ZS;%u&s 1,1] | y—1=—(z—-1) y—1=(x—-1)
f(x) =

— sin(37x)37\/6—2x—cos(3mx) \/%
6—2x

5. f(a) = =R 50 | y-0=3@-3 | y-0=-3@—}

1 1 1
fl(x) ~ 2cos2(In(3z)) =
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1.3.1.1.3 Priklady na prepocitanie pred skuskou

e Vypocitajte derivacie.

21

11.
13.
15.
17.
19.

()

fla) ==

w) = V-
f(z) = (2* + 5) cos(3x)
f(z) = 3arccotg
f(z) =cotg(l —x
flz) = sinf%
flw)=e

F(z) = ecos2e
) =102

f(z) = arctg’(

2

x2

A o

10.
12.
14.
16.
18.
20.
22.

flx) = (2* = 7)(x +3)
fl@) =1

fla) = /i

fla) = i

f(z) = xarcsin £
flz) =tgvad+2
f(z) = arccosIn(2x)
f@) =%

f(z) = Incotg 172
f(z) = Incos2x
flz) =+/In(z3 +1)

e Najdite rovnicu doty¢nice a rovnicu normély ku grafu funkcie f(z) v bode A.

AT o

_ In(14sin3x)

3

Y
2
, A
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Vysledky.

e Derivacie.

Lo f(z) = 42® = 10Va® + 5o + 5 2. | fl(x) = x—|—6x—7
3. f/(x) = % 4. f/($) - z3)2
5. | fl(x) = = 6. | fl(z) = = ( a +1x)2>
7. | f'(x) =2z cos3z — 3(z* 4+ 5)sin3x | 8. | fl(x) = —3sin 3:”(1 (imsgli);j cos 3z cos 2z
9. | fl(z) = [(”13)2“] 10. | f(z) = rcsm% + 5553
11. f/(.I) = sz(le x2) 12. f/(l‘) T cos? \/:1:3+2 2\/3113+2
l __ 100z sin®® 2 cos z—sin'%0 x l 1
13. | f'(z) = pe 14. | f'(z) = py e
15. f/(.fU) — %67% 16. f/(.fU) _ € sm?;alcn 3;1 cos 3z
17. | f/(x) = (~2sin 22)es2 18.| f(2) = o= <sin5%;;) () =
2
(14=x)2 cosH_—Tsm h—"r

19. | f(r) = —21n*2 20. | f'(z) = —2tg2x

— 1 _ 32
21. f/(ZE) =6 (arcth(Qx — 5)) m 22. fl(.ZU) = 2(x3+1)\/1n(x3+1)

e Dotyc¢nice a normaly.
f(zx) bod rovnica rovnica
dotycnice normaly

1. fla) = miEgmi) 70 | y—0=—(—m) | y-0=(r—m)

') = 1555
2. fx) = e [l,e] | y—e=0(x—1), r=1

f'(z) = e2**(2 — 2x) y=ce
3. f(r) = arctg In(—2x) [—2,0] |y—0==2(z+13) | y—0=3(z+13)
F'@) = Fidca s
" f(z) = 8a%ex1 1] | y—1=8a—1) |y—1=—t@-1)
f'(x) = 24z%e* 1 4 1623% !
5. f(z) =In (&2) [1,In3] | y—m3=3(x—1) | y—m3=—3(z—1)
flx) = 0
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1.3.2 Taylorov polyném
Priklad 1.3.2.1 N&jdite defini¢ny obor a Taylorov polyném 3. stupna funkcie

f(z) = v4x — 3 v bode z = 1.

Riesenie.
Body

Néjdeme D(f) = | {z |42 —3>0}={z|z>2} =<3 00) 1
T5[f (), 20] = | F(2o) + L82 (2 — @) + L0 (1 — )2 + L0 ()3 | 1
flz) = | Viz =3 0

ro=| 1 0
flwo)=| f()=VAT-3=V1=1 0.5

f'(@) =] (Vi =3) = 54— = 7 2
fllwo) = | f(1) =% =2 0.5

f(a) = | 20z —3)2) =2(~1)(4x —3) 24 = (4;*_3)3 2
f'lwo) = | f/(1) = = =~ v

@) = | (- (4;3)3)' = —4(—3)(4z — 3)"3.4 = 24(4x — 3) 3 2

[(wo) = | f1(1) = efas = 24 05
TyViz =31 = | 1+ 2(x—1) — Z(z — 1)* + Z(z — 1)} 1
SPOLU 11
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1.3.2.1.1 Priklady na prepocitanie na cvi¢eniach

Néjdite Taylorov polyném n— tého stupiia funkcie f(x) v bode a.

f(z) ni| oa
1. | e* n| 0
2. | sinbz n| 0
3.l a3 —20+7|3 | -1
4. % 4 2
5. | =52 n| 0
6. | xe 3" ni| 0
TIEL (3] 2
Vysledky.
f(x) n| a | T,[f(x),d
1. | e n| 0 |1+2 4 @F ) @0, | @08
z 21132 31,3
=1+ 21_' + 22! + 23!
2. | sinbx n| 0 |5z — (53%,)3 + (55L,F — (1) ((?2921?)'1) =
32?3 5335 n 2n+1m2n+1
=50 — 5+ 5 — L (-1 (E’@Tl))
3| 23— op +7131-1]8+ ;gli'l . 6(m;1)2 6(:1:;-!1)3 _

=8+ (z+1)—3(x+1)?+ (z+1)3

1 1_ 12! | 1(2=2)? (@=2)% _
e 412 st w s i
_1_ (=2 | (z=2?  (2-2°  (z-2)*
2 4 8
5 | o | 0|14 (20) + (20) + (20) + .+ (20)" =
=1+ 2z + 2222 + 2323 + ... + 2"
6. | re 37 n 0 T <1 + —1_3150 + (—2;5)2 + (—z!x)?’ N (_iff)n> _
2 23 34 n ng(n+1)
s R s A i
| 5 3| —2| -8+ 182 _ 7ol | yzolet2

= -8+ 18(z +2) — 36(x + 2)% + 72(z + 2)3
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1.3.2.1.2 Priklady na prepocitanie na domacu alohu

Néjdite Taylorov polyném n— tého stupiia funkcie f(x) v bode a.

f(@) n| oa
1. | e n| 0
2. | sing n| 0
3|+ T+ +5(3 ] -1
412 42
1
9. | 1332 n| 0
6. | zez n| 0
Vysledky.
f(z) a | Tolf(x),d]
1. | e3 0 |14 =Boy G0 CooP oy (80"
=1-3 8 5oy 4 (-1t
. z z x\3 z\5 n 2n+1
2. | sing 0 | 5-G 4 —--.+<—1> (&) -
z z3 5 n z2n+1
=32 253 T ¥e T (22n+1 )] )
3. | 2P+ Ta? 4o +5|3 | —1 [ 10— et 4 S@i)? |, 6t
=10—-10(z+1) +4(xz+1)*+ (z + 1)
1 1 (z—2) (z—2)2 (z—2)3 (z—2)4
403 2 gy toy T T
5. | 0 | 14+ (=32)t + (=32)% 4+ (=32 + ... + (=32)" =
=1-3z+(=3)%2? + (=3)%z% + ... + (=3)"a" =
=1-3z+ (=3)%2% + (=3)32% + ... + (—=1)"3"z"
x z )2 x\3 z\n
6. | we 0 |o(1+E+9+ G+ +4F) =
=z+ r_i' + 2;3.32! + 2;43! +t g;w:'
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1.3.2.1.3 Priklady na prepocitanie pred skuskou

Néjdite Taylorov polyném n— tého stupiia funkcie f(x) v bode a.

Vysledky.

3

x 333 T

x)2 x)% x)8 n z)?"
2. | cosdxr | n |0 1—(42!) +(44!) —(46!) + ...+ (-1) (%272)!):

42nm2n

21132 4I4 6x6 n

3.1 1% | n|0|a(l+5x+ (5r)?+ (52)° + ... + (5x)""!) =
=z +52% + 5%2° 4+ 5%* + . 4 5"

4 |z (41040 @2y o6 gt
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1.4 Vlastnosti funkcii - monoténnost, lokilne extrémy

Priklad 1.4.1 Najdite defini¢ny obor, intervaly monoténnosti a
lokdlne extrémy funkcie f(z)

T
Inz”

Riesenie.
Body
Néjdeme | D(f)=|{z[2z>0, nz#0}, hz#0=>2#1=
= D(f)=(0,1)U(1,00) 0,5
Vypoditame | f'(x) = | () = 1t = Ine 5
Polozime | f'(z) =0 | fl(z) =241 =0=hsz—-1=0=>hzr=1=
=zr=ce 1
Funkcia f(z)
ma
stacionarny bod r=e 1
Néjdeme
intervaly, kde | f'(z) >0 ITH””Q;I > 0. Kedze In?2 > 0, plati Inz — 1 > 0 =
=her>1=z>e 1
Funkcia f(z)
je rastiica
na intervale (e,00) 0,5
Najdeme
intervaly, kde | f'(z) <0 hlln"’“;;l < 0. Kedze In?2 > 0, plati Inz — 1 < 0 =
=hr<l=z<e 1
Funkcia f(z)
je klesajuca
na intervaloch (0,1) a (1,e) 0,5
Funkcia f(z)
mé v bode e, f(e)] = [e, %] = [e-€] 0,5
lokalne minimum
SPOLU 11
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1.4.1.1 Priklady na prepoditanie na cviceniach

Néjdite defini¢ny obor, intervaly monoténnosti a lokalne extrémy funkcii

1. f(z) =222 +2+5
2. flz) = 5%
3. f(z) =xe
4. f(z) =22 —Inz
5. f(x) = 5
Vysledky.
f(z) D(f) f(z) rastie | f(z) klesa lokalne
na na extrémy
intervaloch | intervaloch
fx)=a% 2224+ 245 (—00,0) ( oo,%), (%,1) [%,%]
lok. max.
f(2) = 30% — dz + 1 (1, 00) 1,5
lok. min.
f(%) = H% <_OO7OO) (_171) (_007_1)7 [_17_%]
lok. min.
f/(x) — (11_‘:;2)2 (1, OO) [1, %]
lok. max.
flx) = ze™?" (—00,00) (=00, 3) (3,00) EA
f(z) =e (1 —2z) lok. max.
f(z) =22* —Inx (0, 00) (%, 00) (0, %) [%, % +1n 2]
F(x) = 4:::171 lok. min.
flz) =5 (—o0, 1)U (1,00) | (2,00) (—o0, 1), 2, ¢?]
f(x) = e(m(‘””l‘)? (1,2) lok. min.
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1.4.1.2 Priklady na prepoditanie na domacu ulohu

Néjdite defini¢ny obor, intervaly monoténnosti a lokalne extrémy funkcii

L f(z)=%
2. f(z) =zlnz
3. /(@)= 5
L (o) = e
5. f(z) = arccotg -5
Vysledky.
f(x) D(f) f(z) rastie f(z) klesa lokalne
na intervaloch | na intervaloch | extrémy
1 f(CL’) = e% (—OO, OO) (—OO, 1)7 (17 OO) [17 %]
f(z) = 1;93 lok. max.
2. | f(z)=xInz (0, 00) (1,00) (0,1) 2, —3]
fi(z) =Inz+1 lok. min.
3. flx) == (0,1) U (1,00) (e,00) (0,1), e, €]
fla) =t (1,e) lok. min.
4. | f(z) =12 (0, 00) (0,¢) (e, 00) le. ¢]
fl(x) = l_x# lok. max.
5. | f(z) = arccotg & | (—00,0) U (0, 00) (0, 00) (—00,0) nema

f(z) = a7
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1.4.1.3 Priklady na prepoditanie pred skuskou

Néjdite defini¢ny obor, intervaly monoténnosti a lokalne extrémy funkcii

arcsin 422

L flz) = =5

2. f(x) = 3arctg(2z* + 4z + 2)
3. flx) = %=
4. f(r) =In°(z — 2?)

5. f(z) = In®(sinz) na intervale (0, 27)

Vysledky.

f(x) D(f) f(z) rastie f(z) klesa lokalne
na intervaloch | na intervaloch | extrémy
1| f(z) = aesinde” <-31> (0,3), (—3.0) [0,0]
f(z) = 3\/18_’”1W lok. min.
fz) =
2. | 3arctg(2z? + 4x + 2) (—00, 00) (—1,00) (—o0,—1) [~1,0]
f(z) = % lok. min.
3. f(l’) - 65\/_; (07 OO) (1107 OO) (07 %)) [%07 Vv 106]
fl(x) = % lok. min.
4| f(z) = n’(z —2?) (0,1) (0,3) (3.1 5.~ In°4]
f'(x) = %‘W lok. max.
5. f(x) = In®(sinz) (0,7) U (m,2n) (0,%), (5,7), ENUE
f'(x) = 3(cotg x) In*(sin z) (, 37”) (37%, 2m) [37”, 0]
lok. max.
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1.5 Vlastnosti funkcii - konvexnost, konkavnost, inflexné body

Priklad 1.5.1 N4jdite defini¢ny obor funkcie f(x) = 3arctg(2z — 4),
intervaly, na ktorych je funkcia konvexna, konkavna a jej inflexné body.

RieSenie.
Body
Néajdeme | D(f)=| R = (—00,00) 0.5
Vypoditame f'(x) = | (3arctg(2z —4)) =
- 3@'(213 —4) = 32 = i 2.5
(@) = | () =
= 6(—1)(da? — 162 + 17)"2(42? — 162 + 17) =
— —48(z—2
= a=rere- (87 — 16) = tigrne 3
Néajdeme
intervaly, kde | f"(z) >0 % >0=x<2 1
Funkcia f(z)
je konvexna (—00,2) 1
na intervale
Néajdeme
intervaly, kde | f"(z) <0 % <0=x>2 1
Funkcia f(z)
je konkévna (2,00) 1
na intervale
Funkcia f(z)
mé inflexny 2, f(2)] = [2,3arctg(2.2 — 4)] = [2,3arctg 0] = [2,0] 1
bod
SPOLU 11
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1.5.1.1 Priklady na prepoditanie na cviceniach

Najdite defini¢ny obor, intervaly na ktorych je funkcia f(x) konvexna, konkavna

a jej inflexné body.

1 f(x)=a%—222+2+5

2. f(z) = ze
3. f(z) =22 —Inx
L f) =<
5 f(7) = 5
Vysledky.
D(f) f(z) je f(x) je f(z)
defini¢ny konvexna konkavna inflexné
obor na na body
intervaloch | intervaloch
1| f(x)=a%—222 42 +5 (—00,0) (%,oo) (—oo,%) [%,%]
f'(x) =6z —4
2. f(ill') = ze (_007 OO) (17 OO) (_007 1) [17 6_2]
f'(@) =47 (x = 1)
3. f(x) =22 —Inx (0, 00) (0, 00) na ziadnom nema
f'(z) = % intervale
4. fx)=¢< (—00,0) U (0,00) (0, 00) (—00,0) nema
J (@) = SR
5. f<x> = H% (—O0,00) (_\/§7 0)7 (_OOJ_\/§7) [_\/37_§]7
() = B (V3,00) | (0,v3) | [V3,¥]
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1.5.1.2 Priklady na prepocditanie na domacu ulohu

Najdite defini¢ny obor, intervaly na ktorych je funkcia f(x) konvexna, konkavna

a jej inflexné body.

L f(z) =%
2. f(x)=xzInzx
3. f(2) = 13
L ) = e

5. f(x) = 5arctg(6 — 2x).
Vysledky.

80(z—3)
(422 —242+37)2

f(w) =

D(f) f(z) je f(z) je e
defini¢ny konvexna | konkavna inflexné
obor na na body
intervaloch | intervaloch
1 f(l’) = e% (—O0,00) (2,00) (_OOaQ) [27 e%]
f”(ZE) — ze—IQ
2. | f(z) =zlnz (0, 00) (0, 00) na ziadnom | nema
f(x) =2 intervale
3.| f(z) = = 0,1)U(1,00) | (1,€?) (0,1), €%, <]
f(x) = Bopine (€%, 00)
4. | f(x) =1z (0, 00) (e2,00) (0,e3) | [e2,2e72
f”(:l?) — 2ln9§—3
5. | f(x) = 5arctg(6 — 2x) (—00,00) (3,00) (—00,3) (3,0]
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1.5.1.3 Priklady na prepocditanie pred skuskou

Najdite defini¢ny obor, intervaly na ktorych je funkcia f(x) konvexna, konkavna

a jej inflexné body.

1. f(z) = 2x + arccotg 4x
2. f(x) = arcsin 2z

3 f(e) = ==

4. f(z) =In°(z — 2?)

5. f(r) = 822 — 8sin’ .
Vysledky.

f(x) = 16(1 — cos 2x)

intervale

D(f) f(x) je f(x) je f(z)
definiény konvexna konkavna | inflexné
obor na na body
intervaloch | intervaloch
1. | f(x) = 2x + arccotg 4x (—00,0) (0, 00) (—00,0) [0, 7]
f”(I) = (1j312§§2)2
2. | f(x) = 3arcsin 2z <—3,3> (0,1) (—3,0) [0, 0]
" o 24x
f'(z) = (1_427)3
3| fla) ==~ (—00,00) (3:00) | (=00,3) | [355]
f(@) = e (dz = 2)
4.| f(z) =In2H (—o00, —1) U (1,00) (1,00) (—00,—1) | neméa
f”(l’) - (x24,m1)2
5. | f(z) =8z% — 8sin’x (—00,00) (—00,00) | na ziadnom | nemé
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ZNAMKA |A |B |C |D |E |FX/P |FX/N|FN

SKUPINA

Priezvisko studenta: Détum:
Meno studenta: Krizok:
Cislo studenta z prvej strany indexu: Roénik: /Smer:
Cislo prikladu 1 2 3 4 | 5 | Sacet
Hodnotenie ucitela
Bodové hodnotenie prikladov 7 8 11 13|11 50
Derivéacie Q@ @
Maximum za derivacie Q@ Q 8 3 | 4 15
Nezacaté priklady Q
Pocet percent z cvicenia Q Q Q @ | @
max 100 Q@ Q Q @ | @
Hodnotenie skasky 53-60 A | 3945 C |2832 E| @ | @ @)

46-52 B | 33-38 D Q@ @ | @ @)

Cas trvania pisomnej sktgky: 2 hod.

Ak niektory priklad nezacnete pocitat, napiste v tabulke do riadku
Nezacaté priklady pod prislusné cislo prikladu pismeno N.

Na skiske nesmiete pouZivat kalkulacku, mobilny telefon a vlastné papiere.
V pripade, Ze potrebujete dalsi papier, dozorujici ucitel Vdm ho dd.

Piste perom, nie ceruzkou. Vysledky vypiste aj na prvi stranu.

1. PRIKLAD. Gaussovou elimina¢nou metédou najdite vSetky riesenia ststavy linearnych rovnic

r+3y+2z+4=0
20+ 2z+3t+12=0
3y+22+3t+1=0
x+3y—3t+2=0

Vijsledok: (x,y,z,t) =

2. PRIKLAD. Rieste rovnicu G —3X = FX, kde F = ( _f (1) > , G = ( _§ (1) > )
Vysledok: X =

3. PRIKLAD. N4jdite defini¢ny obor a Taylorov polyném $tvrtého stuptia funkcie f(z) = ¢®” v bode
o — 0.

Vysledok:
4. PRIKLAD. Najdite intervaly monoténnosti a vetky lokalne extrémy funkcie f(z) = In®(cos z)
na intervale (=%, 7).
Vysledok: D(f) = Funkcia je ................. na intervale:
Funkcia je .............. na intervale: Funkcia md lokdlny extrém v bode:
5. PRIKLAD. N4jdite defini¢ny obor funkcie f(z) = arctg(%), intervaly, na ktorych je konvexnd, konkévna
a jej inflexné body.
Vysledok: D(f) = Funkcia je konvexnd na intervale:
Funkcia je konkdvna na intervale:

Funkcia md inflexny bod:
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1. PRIKLAD

Gaussovou eliminac¢nou metédou najdite vSetky riesenia sustavy linedrnych rovnic

r+3y+2+4=0
20+ 2+3t+12=0
3y+22+3t+1=0
r+3y—3t+2=0

Riesenie.
K danej ststave vytvorime maticu sistavy A a rozSiren maticu stustavy A’,

ktort upravime na trojuholnikovy tvar pomocou elementarnych riadkovych tprav.

131 0| —4 -2 -1 1 3 1 0|4
yus 2 01 3|-12 A 10 -6 -1 3|4 i N
03 2 3| -1 4 0o 3 2 3|-1 T
130 =3 =2 4 0O 0 —-1 =-3| 2
1 3 1 0|—4 13 1 0]|—4
0o 3 2 3|-1 2 03 2 3|-1
0O -6 -1 3|4 $ 00 3 9|-6 4
0o 0 -1 —=3| 2 00 —1 =3| 2 T
13 1 0]|—4 13 1 0]|—-4
03 2 3|-1 103 2 3/-1 At
00 -1 =3 2| 3 00 —1 =3 2 |72 ™
00 3 9|-6 + 00 0O 0] O
Takto upravenu rozsirenti maticu ststavy prepiSeme naspiit do rovnic.
r + 3y + =z = —4
y + 22 + 3t = -1
- z — 3t = 2
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Spravne upravena matica na

A tvar 3
Néjdeme hodnost h(A") = | 3 je pocet nenulovych riadkov | 0,25
matice A’ v matici A’ upravenej na A tvar
Néjdeme hodnost h(A) = | 3 je pocet nenulovych riadkov | 0,25
matice A v matici A upravenej na A tvar
Pocet neznamych n=|4

Frobeniova veta | Ak h(A’) = h(A) < n, | tak stistava ma
nekonecne vela rieseni 0,5
Pocet parametrov n—h(A) =|4—3=1= zvolime jednu

neznamu ako parameter

Zvolime neznamu t=1a 0,5
Dosadime t=1|a
do 3. rovnice —z =3t = —z2—3a=2=2=-2-—3a 0,5
Dosadime z=|—-2-3a
=la
do 2. rovnice 3y+224+3t=—-1|3y+2(-2—-3a)+3a=-1=
Jy=3+3a=y=1+a 0,5
Dosadime y=|1+a
z2=1|—-2—-3a
t=1a
do 1. rovnice r+3y+z=—4|2v+3(1+a)—2-3a=—-4=
xr=-5 0,5
Vseobecné (x,y,2,t) = | (=5,14+a,—3a — 2,a) = 0,5
rieSenie =(=5,1,-2,0) 4 (0,1,-3,1)a,
a€R 0,5
SPOLU 7
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2. PRIKLAD

Rieste maticovi rovnicu G — 3X = F X, kde

(T8 (1h)

Riesenie.
Upravime
roviicu G-3X=FX|G=FX+3X=G=(F+3E)X 1
Vynéasobime
obidve
strany rovnice | G = (F 4 3E5) X
inveznou maticou (F + 3E,)™*
zlava (F+3Ey)"\G = (F + 3Ey) "\ (F + 3E)X = 1
= (F + SEQ)ilG =FEX =X 1
X =| (F+3Ey)" G 0,5
Vypocitame
: -3 1 30 0 1
maticu F+3E; = ( 10>+<03>—(13> 0,5
Vypocitajme
0 1110 1 3|0 1
. 7 . _l . ~ ~
inverzni maticu (F+3Ey) " <1 alo 1> (O 111 0)
1 0]-3 1
< 01| 10 ) 2
Vypoditame X =|(F+3E)'G=
-3 1 -2 1\ _ 11 -3 1
10/ 50) \ -2 1
" =21 1 -3 _
Skuska G—-3X = 5 O>_3<—2 1)—
. ; -35 10
spravnosti 11 -3
-3 1 11 -3
el (E) (5
(=35 10
N 11 -3
-35 10 -35 10
L5 =Ps ( 11 -3 :( 11 —3) !
, B 11 -3
Vysledok = < o1 )
SPOLU 8

42




3. PRIKLAD

Néajdite defini¢ny obor a Taylorov polyném 4. stupna funkcie

f(x) = e’ v bode zy = 0.

RieSenie.
Néjdeme D(f) | = (—o0,00) 0,25
Vzorec Tu[f(x),z0] = | f(zo) + f'(w0)(x — 20) + @(:ﬁ — 0)%+
—|—%(m —x0)® + %(x — x0)4 0,5
Vypocitajme flxo)=| f(0)=¢" =1 0,25
flx) = | () = e (22) = 2ze* 1
fl(xo) = | 2.0.” =0 1
() = | (2ze™”) = 2% + 2ze” 20 = (2 + 4a2)e®” 1
F(xo) = | (2+4.0%)e” =2 1
() = | ((2+422)e””) = 8xe® + (24 422)e* 2z =
= (12 + 82%)e*” 1
"(z0) = | (12.048.0%)e” =0 1
fO(x) = | (122 4 823)e™) =
= (12 + 2422)e”” + (122 + 82%)e*’ 22 =
= (12 + 4822 + 162%)e*” 2
F®O(z0) = | (12 + 48.0% + 16.0%)e”” = 12 1
T4[ex2,0]: 1+%x2+%x4:1+w2+”§ 1
SPOLU 11

43




Néajdite definicny obor a Taylorov polyném 4. stupna funkcie

f(x) = e v bode xy = 0.

Iné rieSenie.

Néjdeme D(f) = | (—o0,00) 0,25
2 3 4
Vzorec = 1+5+5+5+5+ 2,75
Substittcia 2= 1
2)2 2)\3 2\4
et =] 1+ :i_? + (le) + (x3!) + (x4!) +o.=1 5
=1+22+ 5+ 42+ 1
x? 2 xt
T4[€ ,O]: 1+ ‘*’? 1
SPOLU 11

44




4. PRIKLAD

Néjdite intervaly monoténnosti funkcie y = In*(cosz) a vietky jej lokélne extrémy na

intervale (—3, 7).
RieSenie.

Vypocitame f(z) = | (In*(cosz)) = 3In*(cosz) L= (cosz)’ =
3In*(cosz) L (—sinz) = —3(tgz) In*(cos z) 3

Polozime f'(x) =0 | =3(tgx)(In*(cosx)) = 0 = In*(cos ) = 0 1
resp. tgx =0
In*(cosz) =0 = In(cosr) =0 =cosr=1=2=0| 1
resp. tgz =0 =2 =0 1

Funkcia f(z)

ma

stacionarny

bod r=0

Néjdeme

intervaly, kde | f/(x) >0 | —3(tgx)In*(cosz) > 0. KedZe In*(cosz) > 0, 1
plati tgz < 0=z € (=7,0) 1

Funkcia f(z)

je rastuca

na intervale (—5,0) 1

Néjdeme

intervaly, kde | f/(x) <0 | —3(tgz)(In*(cosz)) < 0. Kedze In*(cos x) > 0, 1
plati tgz > 0= 2 € (0, %) 1

Funkcia f(z)

je klesajuca

na intervale 0,%) 1

Funkcia f(z)

ma lokalne

maximum

v bode (0,1n’ cos 0) = (0,In* 1) = (0, 0) 1
SPOLU 13
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5. PRIKLAD

Néjdite defini¢ny obor funkcie f(z) = arctg(%), intervaly, na ktorych je funkcia konvexna,
konkavna a jej inflexné body.

RieSenie.

Néajdeme D(f)=|{z]2#0)=R—{0} = (—00,0)U(0,00) 1
Vypocitame f(z) = (arctg(%))’ = @(%)’ = i;l<_z%) = —xz;ﬂ 2
Vypocitame f(x) = (—IQLH)’ = —(-1)@®+ 1) 222+ 1) =

— 1 _ 2z

- ($2+1)2 '2x - (l’2+1)2 2
Polozime f'(x)=0 (xffl)Q =0prex=0¢ D(f) 1
Néjdeme
intervaly, kde | f”(x) >0 (1»22161)2 >0=2x>0 1
Funkcia fz)
je konvexna
na intervale (0, 00) 1
Néjdeme
intervaly, kde | f"(z) <0 (;322%)2 <0=x<0 1
Funkcia fz)
je konkavna
na intervale (—00,0) 1
Funkcia fz)
inflexny bod nemé, pretoze 0 ¢ D(f) 1
SPOLU 11
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ZNAMKA |A |B |C |D |E |FX/P |FX/N|FN

SKUPINA

Priezvisko studenta: Détum:
Meno studenta: Kruzok:
Cislo $tudenta z prvej strany indexu: Ro¢nik: /Smer:
Cislo prikladu 1 2 3 4 | 5 | Sacet
Hodnotenie ucitela
Bodové hodnotenie prikladov 7 8 12 11 | 12 50
Derivéacie Q@ Q
Maximum za derivacie Q@ Q@ 6 416 16
Nezacaté priklady @)
Pocet percent z cvicenia @ @ @ @ | @
max 100 Q@ Q Q @ | @
Hodnotenie skusky 53-60 A | 3945 C |2832 E| @ | @ @)

46-52 B | 33-38 D Q@ @ | @ @)

Cas trvania pisomnej skgky: 2 hod.

Ak niektory priklad nezacnete pocitat, napiste v tabulke do riadku
Nezacaté priklady pod prislusné céislo prikladu pismeno N.

Na skiuske nesmiete pouZivat kalkulacku, mobilny telefon a vlastné papiere.
V pripade, Ze potrebujete dalsi papier, dozorujici ucitel Vdam ho dd.

Piste perom, nie ceruzkou. Vysledky vypiste aj na prvi stranu.

1. PRIKLAD.
Gaussovou elimina¢nou metédou najdite vSetky riesenia stustavy linearnych rovnic
2y+2+16=0
20+ 3y+22+w+34=0
—x+y+2z+10=0
Vysledok: (x,y, z,t) =

1 0 -3
2. PRIKLAD. Najdite inverznt maticu k matici A, kde A= | 1 1 1
11 0
a urobte skusku spravnosti.
Vysledok: A=t =
3. PRIKLAD. Najdite rovnicu dotyé¢nie a rovnicu normaly ku grafu funkcie f(z) = % v bode
pP= [%, ?].
Vysledok: d : n:

4. PRIKLAD. N4jdite defini¢ny obor, intervaly monoténnosti a vietky lokalne extrémy funkcie
f(x) = arccotg(Zz).
Vysledok: D(f) = Funkcia je ................. na intervale:
Funkcia je .............. na intervale:
Funkcia ma lokdlny extrém v bode:

—4x

5. PRIKLAD. Néjdite defini¢ny obor funkcie f(z) = Z¢;

a jej inflexné body.
Vysledok: D(f) = Funkcia je konvernd na intervale:

, intervaly, na ktorych je konvexna, konkavna

Funkcia je konkdvna na intervale:
Funkcia md inflexny bod:
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1. PRIKLAD

Gaussovou elimina¢nou metédou najdite vSetky rieSenia stustavy linedrnych rovnic

20+2+16 = 0
20 +3y+22+w+34 = 0
—r+y+z+10 = 0

Riesenie.
K danej ststave vytvorime maticu ststavy A a rozSiren maticu stustavy A’,

ktort1 upravime na trojuholnikovy tvar pomocou elementarnych riadkovych tprav.

021 0[-16Y\ | -1 11 0[-10Y) (2
A= 232 1[-34 |~ 2321 -34 b~
-1 110/-10/) % 021 0|-16
-1 11 0/|-10 -1 11 0/|-10
05 4 1|54 T~ 012 1|-22| (-2) ~
0210[-16/ (-2 021 0|-16 I
-11 1 0]-10 -1 1 1 0]-10
01 2 1|-22 ~ 01 2 1|-22|=Atvar
00 -3 —=2| 28 ) —3 00 32 1|-14

Takto upraveni rozsirentt maticu ststavy prepiSeme naspiit do rovnic.

—r+y+z = —10
y+2zz4+w = =22
3
— = —14
22—|—w
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Spravne upravena matica na

A tvar 3
Néjdeme hodnost h(A’) = | 3 je pocet nenulovych riadkov | 0,25
matice A’ v matici A’ upravenej na A\ tvar
Néjdeme hodnost h(A) = | 3 je pocet nenulovych riadkov | 0,25
matice A v matici A upravenej na A tvar
Pocet neznamych n=1|3
Frobeniova veta | Ak h(A") = h(A) < n, | tak sistava ma
nekonecéne vela rieSeni 0,5
Pocet parametrov n—h(A)=|4—3=1= zvolime jednu
neznamu ako parameter
Zvolime neznamu z=1a 0,5
Dosadime z2=1a
do 3. rovnice %z+w:—14 %a+w:—14:>w:—14—%a 0,5
Dosadime w=|-14-32a
z=1a
do 2. rovnice y+2z2+w=-22 y+2a—14—%a:—22:>
y=-22—-2a+ 14+ 3a=
=|-8-1¢ 0,5
Dosadime y=1|-8-—42
w=|—-14—2a
z=1a
do 1. rovnice —r+y+z2=-10] -2 —-8—-5+a=-10
= =242 0,5
Vseobecné (z,y,2,w) = | (2+5,-8—5,a,—14 — %) = 0,5
rieSenie (2,-8,0,—14) + (3, —3,1,—2)a,
a€R 0,5
SPOLU 7
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2. PRIKLAD

Maximéalny celkovy pocet bodov 8.

1 0 -3
Najdite inverzni maticu k matici A, kde A= 1 1 1
11 0

a urobte skusku spravnosti.

Riesenie.
Inverznt maticu hlfaddme tak, Ze spolu tymi istymi riadkovymi elementarnymi operdciami
upravujeme maticu A na jednotkovii maticu a jednotkovti maticu F na maticu A~!

10 =3[100Y\ (=1) 10 -3/ 100
Al 11 1]/01 0 L ~l01 4/-110] (-1) ~
11 0/001 ! 01 3|-101 !
10 -3/ 1 00 1 10 0] 1 3 -3
1 4/-1 10 + 4t ~l01 0]-1 -3 4 ~
00 —1| 0 -1 1/ (4) (=3) 00 —1| 0 -1 1/ (-1)

@)
—
)
|
—_
|
w
e~

1 3 -3
Al=| -1 =3 4
0 1 —1

Za skusku spravnosti 2 body.

1 0 =3 1 3 =3
AATL =111 1 -1 -3 4 | =
11 0 0 1 -1

14040, 3+0—3 —3+0+3
1—1+40, 3—3+1, —3+4—1 | =
1—1+40, 3—340, —3+4+0

o O =
O = O
_ O O
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3. PRIKLAD

Najdite rovnicu dotyc¢nice a rovnicu normaly ku grafu funkcie

fla) = 2T G pode P = [L,7].
Riesenie.
Urcime Ty = % 0,5
Rovnica
dotyc¢nice | y— f(zo) = f'(z0)(z — x0) 0,5
Dosadime
sin® (In % +Zz sin®(In 1+
2o do f(x) Flag) = f(%) _ sin%( (3 +5) _ (3 ) _
_ sin®(0+%) _ sin (%) _ 15 _ 1 1
3 3 33
Vypodcitame fl(x) = (%), =
= %6 sin®(In 2z + Z)(sin(ln 2z + 7)) =
= 2sin’(In2z + Z) cos(In2z + Z)(In2z + Z)' =
= 2sin’(In2z + Z)(cos(In2z + 3)) & =
= 25in°(In2z + Z) cos(In 2z + %) 6
Dosadime
zo do f'(x) f(wo) = f/(%> =
= 2sin°(In(2 %) + g)(cos(ln(z%) + g))% =
= 2sin’(In1+ Z)(cos(In1+ %)).2 =
= 4sin°(0 + ) (cos(0 + )) =
= 4sin®(Z)(cos(3)) = 1
Dosadime
o, [f(x0), y—5=0z—35) =y=3;
f'(xo) 1
do rovnice
doty¢nice
Rovnica
normaly | y — f(z0) = — oy (@ — 20) 0,5
Pretoze
f'(xo) =0
rovnica
normaly je xr = % 1,5
SPOLU 12
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4. PRIKLAD

Najdite defini¢ny obor, intervaly monoténnosti a vsetky lokalne extrémy funkcie

f(x) = arccotg =.

Riesenie.
Néjdeme D(f)=|{ x| z#0} =(—00,0)U(0,00) 1
Vypocitame fl(x) = H(%)Q( %) = _?ilj{_l(_%) = xB(iiil) =
mfj-l 4

Polozime flla)=0| 2 =0=2=0 1
Funkcia f(z)
stacionarny nema, pretoze
bod 0¢ D(f) 1
Néjdeme
intervaly, kde | f'(z) >0 xfil > 0. KedZe 2* +1 >0,

plati x > 0 = = € (0, 00) 0,5
Funkcia f(z)
je rastica
na intervale (0, 00) 1
Néjdeme
intervaly, kde | f'(z) <0 | 25 < 0. Kedze 2* +1> 0,

plati z < 0 = z € (—00,0) 0,5
Funkcia f(z)
je klesajuca
na intervale (—00,0) 1
Funkcia f(z)
nema lokalne
extrémy 1
SPOLU 11
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5. PRIKLAD

N4jdite definiény obor funkcie f(z) = =
konkavna a jej inflexné body.

4

, intervaly, na ktorych je funkcia konvexna,

RieSenie.
Néjdeme D(f) =1 (—o0,00) 0,5
Vypocitame fl(x) = (“;41)’ = 1(le™ +ge*(—4)) = te™*(1 —4z) | 2
f(@) =] (e (1 — do)) =

= e " (—4)(1 —4da) + e ¥ (—4)) =

= e (1 —do+1)=e (42 - 2) 4
Polozime fl@)=0]e* 4z -2)=0=4r-2=0=>2=; 1
Néjdeme
intervaly, kde | f"(z) >0 | e (42 —-2)>0=>42-2>0=>2 > 3 1
Funkcia f(z)
je konvexna
na intervale (5,00) 1
Néjdeme
intervaly, kde | f"(z) <0 | e ™4z —2) <0=z < 5 1
Funkcia f(z)
je konkavna
na intervale (—00,3) 1
Funkcia f(z)
ma

41

inflexng bod L2222 = [ Le?) 0,5
SPOLU 12
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ZNAMKA |A |B |C |D |E |FX/P |FX/N|FN

SKUPINA

Priezvisko studenta: Détum:
Meno studenta: Krazok:
Cislo studenta z prvej strany indexu: Roé¢nik: /Smer:
Cislo prikladu 1 2 3 4 | 5 | Sucet
Hodnotenie ucitela
Bodové hodnotenie prikladov 7 8 10 12 | 13 50
Derivéacie Q@ @
Maximum za derivécie Q@ Q 6 4 16 16
Nezacaté priklady Q
Pocet percent z cvicenia Q Q Q @ | @
max 100 Q@ Q Q @ | @
Hodnotenie skasky 53-60 A | 3945 C |2832 E| @ | @ Q@

46-52 B | 33-38 D Q@ @ | @ Q@

Cas trvania pisomnej skigky: 2 hod.

Ak niektory priklad nezacnete pocitat, napiste v tabulke do riadku
Nezacaté priklady pod prislusné cislo prikladu pismeno N.

Na skiske nesmiete pouZivat kalkulacku, mobilny telefon a vlastné papiere.
V pripade, Ze potrebujete dalsi papier, dozorujici ucitel Vdam ho dd.

Piste perom, nie ceruzkou. Vysledky vypiste aj na prvi stranu.

1. PRIKLAD. Gaussovou elimina¢nou metédou néjdite vietky rieSenia ststavy linedrnych rovnic

3xr+y+t—-8=0
204+3z+t—24=0
3r+324+2t—-2=0
3x+y—32—4=0

Vysledok: (x,y, z,t) =
2. PRIKLAD. Zistite, pre ktoré p je matica A regularna , kde A =

Vysledok: p =

3. PRIKLAD. N4jdite rovnicu doty¢nie a rovnicu normaly ku grafu funkcie f(z) = In % v bode P = [1,7].

Viysledok: d : n:
4. PRIKLAD. Najdite defini¢ny obor, intervaly monoténnosti a vietky lokélne extrémy funkcie f(z) =
x2e 4,
Vysledok: D(f) = Funkcia je ................. na intervale:
Funkcia je .............. na intervale:

Funkcia mad lokdlny extrém v bode:
5. PRIKLAD. Néjdite defini¢nj obor a intervaly, na ktorych je funkcia
f(z) = 3arccos(5 — 1) konvexnd, konkévna a jej inflexné body.

Vysledok: D(f) = Funkcia je konvernd na intervale:
Funkcia je konkdvna na intervale:
Funkcia md inflexny bod:
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1. PRIKLAD

Gaussovou eliminac¢nou metédou najdite vSetky riesenia sustavy linedrnych rovnic

Riesenie.

r+y+t—8=0
2u+3z+t—24=0
3r+324+2t—-2=0
3x+y—32—4=0

K danej ststave vytvorime maticu ststavy A a rozSiren maticu stustavy A’,

ktorti upravime na trojuholnikovy tvar pomocou elementarnych riadkovych tprav.

31 0 1| 8 -1 -1 3 1 0 1| 8
w02 31| Lodo o2 s 2 | L
30 3 2| 2 ol 0O -1 3 1|-6 0
31 =3 0] 4 i) 0O 0 -3 —-1|—4
3 1 0 1| 8 3 1 0 1| 8
0O -1 3 1[-6 2 |10 -1 3 1|6 (—1) N
0 2 3 1| 24 4 o 0 9 3|12 %
0 0 -3 —-1|—4 0 0 -3 —-1|—4
31 0 1| 8 31 0 1|8
01 -3 —-1| 6 01 -3 —1/6 _ A tvar
00 3 1| 4|1 00 3 1|4 | =™
00 -3 —1|—4 + 00 0 0/0
Takto upravent rozsirenti maticu ststavy prepiSeme naspét do rovnic.
3r + y + t = 8
y — 3z — t = 6
32z + t = 4
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Spravne upravena matica na

A tvar 3
Néjdeme hodnost h(A") = | 3 je pocet nenulovych riadkov
matice A’ v matici A" upravenej na A tvar | 0,25
Najdeme hodnost h(A) = | 3 je pocet nenulovych riadkov
matice A v matici A upravenej na A tvar | 0,25
Pocet neznamych n=1,3
Frobeniova veta | Ak h(A’) = h(A) < n, | tak stistava ma
nekonecne vela rieseni 0,5
Pocet parametrov n—h(A) =|4—3=1= zvolime jednu
neznamu ako parameter
Zvolime neznamu z=1la 0,5
Dosadime z=la
do 3. rovnice 3z4+t= a+t=4=1t=4—-3a 0,5
Dosadime t=14—-3a
z=1|a
do 2. rovnice y—3z—t=6|y—3a—(4—3a)=6=y=10 | 0,5
Dosadime y= 110
t=14—-3a
z=1|a
do 1. rovnice 3r+y+t=8|3r+10+4—-3a=8=
3r=—-6+3a=>xr=a—2 0,5
Vseobecné (x,y,2,t) = | (a —2,10,a,4 — 3a) = 0,5
rieSenie =(-2,10,0,4) + (1,0,1, —3)a,
a € R 0,5
SPOLU 7
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2. PRIKLAD

Maximéalny pocet bodov 8.

Zistite, pre ktoré p je matica A regularna, kde

1 -2 -1 -1
A= 2 2 2 2
2 2 2 3

Riesenie.
Stvorcova matica A je reguldrna prave vtedy, ked jej determinant |A| # 0.

Najprv determinant upravime pomocou riadkovych elementarnych uprav tak, aby sme
vo Stvrtom riadku dostali tri nuly.

p 1 1 1 p 1 1 1
T A B -1 -2 -1 1
2 2 2 2/(=1) 2 2 2 2
2 2 2 3 ¢ 0 0 0 1

Rozvinieme determinant podla Stvrtého riadka

p 1 1 p 1 1 1T
Al = 1(=1)**| -1 -2 -1 =2/-1 -2 -1 1+ =
2 2 2 11 1|(=1)
p—1 0 O
2| -1 -2 -1
11 1

Rozvinieme determinant podla prvého riadka

A] = 2(=1)+ (p — 1) -2 -1

L 172 -D(=2- (=) =2(p - 1(=1) =2(1 -p)

Vysledok: Matica A je reguldrna prave vtedy, ked p # 1.
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3. PRIKLAD

Néjdite rovnicu doty¢nie a rovnicu normaly ku grafu funkcie f(z)

= InZt2 v bode

2—x
P=11,7].
Riesenie.
Urcéime o= |1 0,5
Rovnica 0,5
dotycnice | y —yo = f'(zo)(x — x0) 0,5
Dosadime Yo = flzo)=| f(1) =Ini2 =1n3 1
o do f(x)
Vypocitame f'(r) = | (In %)/ . 1(2—96)(;9;22)-(—1) _
22 4% 4 4
T (z+2) (2—2)2 T 4—2z2
Dosadime
zo do f'(x)
fi(xo) = | /(1) = 4—412 - % 1
Dosadime
o, f('rO)u
f'(zo)
do rovnice
doty¢nice y—In3=3(z—1) 1
Rovnica
normaly | y — yo = —m(x — x0) 0,5
Dosadime
Zo, f(xO)u
f'(xo)
do rovnice
normaély y—1In3= —%(;1:— 1) 1
SPOLU 10
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4. PRIKLAD

Najdite defini¢ny obor, intervaly monoténnosti a vsetky lokalne extrémy funkcie

f(x) = z%e.

Riesenie.
Néjdeme | D(f)=| R = (—00,00) 1
Vypocitame | f/(z) = | (22e74) = 2ze™4® 4 2%e71%(—4) =
e~ 12z — 42?) = 2e7 1% (2 — 22?) 3
Polozime | f'(z) =0 | 2¢7%(z — 22*) = 0 =
z(l—2x)=0=z=0alebol -2z =0 1
l1-2z=0=2r=1=2=1 1
Funkcia f(z)
ma
stacionarne
body r1 =0, x9 = %
Najdeme
intervaly, kde | f'(z) >0 | 2% (z — 22?%) > 0. KedZe e 7% > 0 ,
plati z(1 —2z) >0
y = x(1 — 2x) je rovnica paraboly
s nulovymi bodmi z; =0 a z, = % 1
orientované vrcholom hore = z € (0, 3)
Funkcia f(z)
je rastiica
na intervale (0,3) 1
Néajdeme
intervaly, kde | f/(z) < 0 | 2¢7%(z — 22?) < 0. KedZe e~ % > 0,
platf z(1 —2z) < 0=z € (—00,0) U (3,00). | 1
Funkcia f(z)
je klesajuca
na intervaloch (—00,0) a (3, 00) 1
Funkcia f(z)
ma
lok&lne minimum
v bode (0,0%.e749) = (0,0) 1
Funkcia f(z)
ma
lok&lne maximum
4l _
v bode (3:(3)%e ) = (5, 5¢7) = (5, 12) 1
SPOLU 12
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5. PRIKLAD

Néjdite defini¢ny obor a intervaly, na ktorych je funkcia f(z) = 3 arccos(% —

3 —1) konvexn4,
konkavna a jej inflexné body.

Riesenie.
Néjdeme | D(f)= |{z|-1<5-1<1}={2r|0<5 <2} =
={z|0<2z <6} 1
Vypocitame fl(x) = (3arccos(§ —-1)) =
= 3. (1) =— 1 =
\/7> T V1-G-?
= (- (-1} 3
fr(x) = | (1= (5 -1 72) =
=1 1_£_12*%_2 z_1).1— 2
> (1= =17 *(=2)(5 - D3
—_1 T _
= v e Y 2

Polozime | f"(x) =0 | —=. —-1)=0=%£-1=0=2z=3 |05

Néajdeme
intervaly, kde | f"(z) >0 —%m(g -1)>0
Kedze /(1 — (£ —1)2)3 >0, plati —5(£ —1) > 0 =

=-G3-1)>0=2-1<0=3<l=z<3 1
Funkcia f(z)
je konvexna
na intervale <0,3) 1
Néjdeme
intervaly, kde f”(lll') <0 —%W(g — 1) <0
=
Kedze \/(1 — (% —1)?)3 > 0, plati —%(% -1)<0=
=(E-1)>0=5>1>=2>3 1
Funkcia f(z)
je konkavna
na intervale (3,6 > 1
Funkcia f(z)
ma
inflexny bod [3, arccos(2 — 1)] = [3, arccos 0] = [3, 7] 0,5
SPOLU 13
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ZNAMKA |A |B |C |D |E |FX/P |FX/N|FN

SKUPINA

Priezvisko studenta: Détum:
Meno studenta: Krazok:
Cislo studenta z prvej strany indexu: Ro¢nik: /Smer:
Cislo prikladu 1 2 3 4 | 5 | Sucet
Hodnotenie ucitela
Bodové hodnotenie prikladov 7 8 13 11 | 11 50
Derivacie @ @
Maximum za derivacie Q@ Q 7 51 3 15
Nezacaté priklady @
Pocet percent z cvicenia Q@ @ @ @ | @
max 100 Q@ @) Q@ @ | @
Hodnotenie skasky 53-60 A | 3945 C |2832 E| @ | @ @)

46-52 B | 33-38° D Q @ | @ @)

Cas trvania pisomnej skiigky: 2 hod.

Ak niektory priklad nezacnete poéitat, napiste v tabulke do riadku
Nezacaté priklady pod prislusné céislo prikladu pismeno N.

Na skiske nesmiete pouzivat kalkulacku, mobilny telefon a vlastné papiere.
V pripade, Ze potrebujete dalsi papier, dozorujici ucitel Vam ho dd.

Piste perom, nie ceruzkou. Vysledky vypiste aj na prvi stranu.

1. PRIKLAD. Gaussovou elimina¢nou metédou néjdite vetky rieSenia ststavy linedrnych rovnic
—zrz+y+2z2+3=0
—3r+y+22-3=0
152+ 5y + 102+ 75=0

y+2z4+6=0
Vysledok: (z,y,z) =
1 0 4 0
rp s . . -3 1 =5 2 ,
2. PRIKLAD. Vypocitajte determinant matice A = 9 _9 31 | Vysledok: |A| =
2 1 -3 1

3. PRIKLAD. Néjdite definiény obor funkcie f(x) = arctg®(2=2) a rovnicu doty¢nice a rovnicu normaly

k jej grafu v bode P = [1,7].

Vysledok: d : n:
4. PRIKLAD. N4jdite defini¢ny obor, intervaly monoténnosti a lokdlne extrémy funkcie y = %
Vysledok: D(f) = Punkcia je ................. na intervale:

Funkcia je .............. na intervale: Funkcia md lokdlny extrém v bode:
5. PRIKLAD. N4jdite definiény obor funkcie f(z) = me, intervaly, na ktorych je funkcia konvexna,
konkavna a jej inflexné body.
Vysledok: D(f) = Funkcia je konvernd na intervale:
Funkcia je konkdavna na intervale:

Funkcia md inflexny bod:
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1. PRIKLAD

Gaussovou eliminac¢nou metédou najdite vSetky riesenia sustavy linedrnych rovnic

—r4+y+2:+3=0
—3r+y+22—-3=0
152 4+5y+1024+75=0
y+224+6=0

Riesenie.
K danej ststave vytvorime maticu sistavy A a rozSiren maticu stustavy A’,

ktort upravime na trojuholnikovy tvar pomocou elementarnych riadkovych tprav.

-1 1 2] =3\ -1 1 -1 -2 3\ 3 -3
| 31 2 3 -3 1 2| 3|4

| 155 1075 z 3.1 2|-15 1
01 2| —6 0 1 2| —6

1 -1 -2| 3 1 -1 -2 3

0 —2 —4| 12 | ;3 0 -1 —2| 6] 41

0 4 8|—24 0 4 8|—-24 | | |

0 1 2| -6 0 1 2| —6 I

1 -1 -2|3

0 -1 —2/6

OOOO—Atvar

0 0 0f0

Takto upravenu rozsirentt maticu ststavy prepiSeme naspiit do rovnic.

r —y — 2z = 3
-y — 2z =6
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Spravne upravena matica

na A tvar 3
Néajdeme hodnost h(A") = | 2 je pocet nenulovych riadkov | 0,25
matice A’ v matici A’ upravenej na A\ tvar
Néjdeme hodnost h(A) = | 2 je pocet nenulovych riadkov | 0,25
matice A v matici A upravenej na A tvar
Pocet neznamych n=1,3
Frobeniova veta | Ak h(A") = h(A) < n, | tak stistava ma

nekonecne vela rieseni 0,5
Pocet parametrov n—h(A)=|3—-2=1= zvolime

jednu neznamu ako parameter
Zvolime neznamu z=|a 0,5
Dosadime z=la
do 2. rovnice —y—22=6|—-y—2a=6=>y=—6—2a 0,5
Dosadime y=|—-6—2a

z=|a

do 1. rovnice r—y—2z= r+6+2a—2a=3=x=-3 0,5
Vseobecné (x,y,2) = | (=3,—6 — 2a,a) = 0,5
rieSenie =(— 3 —6,0)+ (0,—2,1)a, a€ R| 1
SPOLU 7
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2. PRIKLAD

Maximéalny pocet bodov 8.

Vypocditajte determinant matice A

1 0 40
-3 1 =5 2
A= 2 -2 31
2 1 =31
Riesenie.
Rozvinieme determinant podla prvého riadka
1 -5 2 -3 1 2
Al = 11(=1)" ] =2 3 1|+4(-D'3| 2 =2 1|=
1 -3 1 2 11
1 -5 2 T -3 1 2 T
=1(-2 3 1] 1+ 1+ 44 2 =2 1| 1t 1 =
1 =3 1]-1 =2 2 1 1/-1 -2
-1 10 -7 -1 0
=11|-3 6 0/+4] 0 =3 O
1 =31 2 11

Obidva determinanty rozvinieme podla tretieho stipca

-1 1
-3 6

-7 -1
0 -3

11

_1)3+3
11.1.(—1) 3 6

FA1(—1)3

0 —3|

— 11(6 — 3) — 4(—21) = —33 + 84 = 51.
Vysledok: |A| = 51.
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3. PRIKLAD

Néjdite definiény obor funkcie f(x) = arctg3(2_TI) a rovnicu dotyc¢nice a rovnicu normaly
k jej grafu v bode P = [1,7].

Riesenie.
Urc¢ime ro= |1 0,5
Néjdeme D(f)y=|{z ]z #0 } = (—00,0) U (0, 00) 0,5
Rovnica
doty¢nice | y — f(zo) = f'(z0)(z — z0) 0,5
Dosadime
o do f(x) flxo) = | (1) = (arctg(3))* = (arctg1)* =
(-5 1
Vypocitame f'(z) = | (arctg®(:2)) =
= 3arctg?(:2) (arctg(£2)) =
= 3 a’rCtg2<¥) 1+(21;w)2 (%I)/ =
= 3 a’rCtgz(%) z2+4}4z+12 (_1%) =
2
= — 5 arctg?(2=2) 7
Dosadime
2
xo do f'(x) flwo) = | f'(1)==3(})* = _31L6 1
Dosadime
Zo, f(x0)7
[/ (o)
do rovnice
dotycnice y— ’g—z = —%(x —1) 1
Rovnica
normaly | y — f(xg) = —f(io)(x — Zp) 0,5
Dosadime
Zo, f($0)7
[ (o)
do rovnice
normaély Yy — g—z = %(x - 1) 1
SPOLU 13
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4. PRIKLAD

Néjdite defini¢ny obor, intervaly monoténnosti a lokalne extrémy funkcie f(x) = 7

Riesenie.
Néjdeme | D(f)=| R" = (0,00) 1
N / Y/ 565m\/5765$2\1/5 % e°*(10z—1)
Vypocitame fl(x) = (ﬁ) — - _ % = 00 5

Polozime | f'(x) =0 | f(z) = "L = 0= 100 - 1=0=2= 4 |1

Funkcia f(z)

ma stacionarny

bod r = 1—10 1
Néjdeme
. / €5®(10z—1)
intervaly, kde | f'(z) >0 e >0
Kedze 32~ > 0, plati 102 —1> 0=z > &

Funkcia f(z)

je rastica

na intervale (15, ©0) 1
Néjdeme
intervaly, kde | f'(z) <0 % < 0.
Kedze 225\;% >0, plati 102 —1 < 0=z < 5

Funkcia f(z)
je klesajuca (0, %) 1
na intervale

Funkcia f(z)
ma
lokalne minimum

v bode 5 V10e2] = 5, V10¢] 1

SPOLU 11
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5. PRIKLAD

Néjdite defini¢ny obor funkcie f(x) =

konkavna a jej inflexné body.

Inx

=%, intervaly, na ktorych je funkcia konvexna,

RieSenie.
Néjdeme | D(f)=|R" = (0,00) 0,5
1 —Inx
Vypocitame fllx) =] (B2) = Exle = 1;15“” 2
“Inzx 142 _(1-Inz)2z —r—92242znz
fra) = | (Hazy = = Sl 2z 2ei2rine _
— —33:—;%x1n3: _ 96(21;1;273) _ (211:;73) 3
Polozime | f"(z) =0 | 22273 = 0. Kedze 2 > 0 = (2Inz — 3) = 0
:>1nx:%:>lnx:1ne%:>x:e% 1
Néjdeme | f"(z) >0 % > 0. Kedze 2 > 0= (2lnz —3) > 0
intervaly, kde = Ilnx > % =Inz>Ine: =z >e2 1
Funkcia f(z)
je konvexna (e3,00) 1
na intervale
Néjdeme | f”(z) <0 % <0.Kedze 2 > 0= (2lnz —3) <0
intervaly, kde =lnz < % = Inz <lne? =z <e: 1
Funkcia f(z)
je konkévna (0,e2) 1
na intervale
Funkcia f(z)
ma
3 3
inflexny bod [ g, ln(f)] = [637 %] = [6%7 %e_%] 0,5
e2 e2
SPOLU 11
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2 LETNY SEMESTER

2.1 Neurdité integraly

2.1.1 Substitucia

Priklad 2.1.1.1 Vypoditajte integral [ %.

Riesenie.
Substiticia | {4 —x = t?, —1.dx = 2tdt, * = 4 — t?}
Dosadime | [ = dz = [ 4\;}22 (=2tdt) =2 [ (t* — 4) dt =
substitticiu
208 —4t)+C =
2V@d—z)P—8/i—z+C
Vysledok | [ ”‘“ffm =2/(d—apP-8/i—z+C
SPOLU

Priklad 2.1.1.2 Vypoditajte integral [ % dx.

RieSenie.
Substitucia | {Inz = t, dx—x =dt, dx = xdt}
Dosadime | [22=2 dy = [ =2 zdt = [ % dt =
substiticiu
3 1
[tz —2t72) dt =4 — 212 + C =
2 2
%(lnx)% —4(lnz)2 4+ C
Vysledok | [ 1222 dy = 2(Inz)? — 4(Inz): + C
SPOLU
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2.1.1.2.1 Priklady na prepocitanie na cviceniach

Vypocitajte integraly.

1. [(182® + 555 +3) da 2. [(Vr+ ) do
3. f (9/—1;2 - \/1177 + ) dz 4. [ (sin & — 6e7%") dx
5 [(3z—1)% dx 6. [
xdx

7. me do+4 8. f\/TT
9. [ A 10. [ 2% dx

dx 2z—1
1. [ 12. [ 2=L da
13. [ Y22 4y 14. [e'=5 da
15. [sin’ zcosx dx 16. [ j;;lfw dx
17. f USINE 18. [ = du
19. fptgg da 20. [ #ns) gy
21 [ 22. [ i dw
Vysledky
1.22° — 5 +3z+C; 2. —x2 + 3arctgz + C; 3. 3¢5 —arcsinz + In|z + 1| + C;

4.—3cos—+26 3’”+C’5 »(32—1)? 4+ C; 6. arcsin £ 4+ C; 7. 5= + C;

8. — Wﬂm“) ;9. \/—7:152—1—0 10. 1e”’ 4+ C; 11. \/WH?

12. —QM—arcsmx—i—C 13. 2\/95T 6 arctg ﬁ+0 14. —lel=5o 4 0y 15, ' 4 ¢,
16. +C5 17. arcsm aresin 2 4 (7 18. —In |1 —e®|+C; 19. In | cos(2 )|+C’ 20. —cos(lnm)—i—C
21. ‘/27+C, 22. 3arctg\/37+0.

3 cos3

2.1.1.2.2 Priklady na prepocitanie na domacu ulohu

Vypocitajte integraly.

L [(5z* 4+ 55 + 1) dx 2. [(G+gz) do
3. /(3 -1 dx 4. [tg2x dx

5. f9x2+4 6. | (cos2z + %) dz
T [ = 8 | i

9. fsinx\/m dx 10. fx V1+ 22 dx
1. [ 2 12, [ Srlden g,
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13, [ X dy 4. [ 587 do

5—e®
15. f—”fv_ dz 16. fefz—_4 dx
Vysledky.
La®— g +o+C;2 2 =65 +3Y2+C5 3. 7(5 - D + G5
4. —%1In|cos2z| 4+ C; 5. ¢arctg 2 + C; 6. 51n(2x)+62 + C;
T = + 05 8 2VInw +C; 9. =3y/[T+ cos ) + C; 10. V) Vo

3

— @ Be 2 ST+ 22)3 + C; 11, —24\/1—x2+8\/ +C—— (22 +2)V1 — 22 + C;
12, 4ln(1+x ) — actgls 4 03, —2\/1—6I+4arctg (Vl =) + 5 14 (2yT + 1) +

15. 2v/z — 0 — 6arctg(v 2) + G5 16. 4(e® — 4) + 2In e — 4]+ C.

2.1.1.2.3 Priklady na prepocitanie pred skuskou

Vypocitajte integraly.
Vo vypoctoch pouzite vsetky prebraté metody integrovania, t.j. substittciu, per partes
a rozklad na parcialne zlomky.

1 [ 1+f dx 2. [ da

. [ s d 4. [Verr —4 dx

5. [ =2 6. feh“m dzx
(= 8 | o

9. [ L 10. [ —Qarccotgl dx
11, [ 20e) gy 12, [ Lres2e g,
Vysledky.

L. 21n(1+\/_)+x—2\/_+0- 2.2 +1In(e”"+1)+C; 3. 2arctg—\/e417_16+0;
4./e 2arctg( )—i—C’ 5. \/ln:z:( Inz—4)+C; 6. (1+€I),/1+6x(§6x_14_5)+0;

7.21n|1—\/1—:c]—1n]x\+0 8. arcsine —v1 —22+C; 9. =3z —3e” m+31n(e —{—1)—1—0
10. —Larccotg = — 3 In(1+ %)+ C; 11. ma(In(lnz) — 1) + C; 12. —5 cotg 2z — & +C.

2 sin 21:
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2.1.2 Per partes

Priklad 2.1.2.1 Vypocitajte [(6z — 1) In(3z — 1)dz.

Riesenie.
Per partes =In(3z—1), v =35>+
v =62 —1, v=231%—1x
Dosadime
do vzorca J(6x —1)In(3z — 1)dz = (32> — ) In(3z — 1) — [ 3(3‘;—:@ dx =
[uv' =uw— [uw|=32>2)InBz—1) — [ 23D gy =
= (32> —z)In(3x — 1) — f3x dr =
= (322 — ) n(3r — 1) -
Vysledok [(62 —1)In(3z — 1)da = (32> — 2)In(3z — 1) — ¥ + C
SPOLU
Priklad 2.1.2.2 Vypocitajte [arctg(2z + 1) d.
Riesenie.
Per partes u=arctg(2z + 1), o' = 1+(12m)2 2= 1+i$2
v =1, v=2x
Dosadime
do vzorca [arctg(2z + 1) dx = xarctg(2x +1)— 1+4x2 dx =
Juv' =uv— [vw|=zarctg2e +1) — § [ 52 dv =

=zarctg(2z +1) — ;In |1 +42?| + C =

= zarctg(2z + 1) — ;In(1 +42?) + C

Vysledok

[ arctg(2z + 1) do = xarctg(2z + 1) —

TIn(1+42%) + C

SPOLU
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2.1.2.2.1 Priklady na prepocitanie na cviceniach

Vypocitajte integraly.

L [B22 dx 2. [ze ™ du
3. [xsin3z dx 4. [2*Inzx dx
5 [zln®z 6. [In(2z + 1)
7. [arcsin 2z dx 8. [zln(x+1) dx
9. [rarctgx dx 10. [eV® dx
Vysledky.
1 -k _ 1o —sed e (3 —zomdsy duds

Is nxr 13 IE2 HQIE 12 nxT IEQ

Tz _ L 4 ;5 o2 ——2; +I+QC';6.(x+%)ln(2x+1)—x+0;
xarcsian—i—@-kC; 8. %_%_F%_ln(w;l)_i_c;

2

x ar2ctgz . % + arc;_gx + C; 10. 26\/5(\/5 — 1) +C.

© e

2.1.2.2.2 Priklady na prepocitanie na domacu talohu

Vypocitajte integraly.

1. fh;—f dz 2. [z dx
3.f$(30$2$ dx 4.fx3lna: dx

5. [a?sinz dx 6. [arccos £ dx

7. fth;” dx 8. [ warccotg 3z dx

9. [arctg/z dx

Vysledky.

1 -z L4 02 2et ey (3, asinde | esde

4. ”4}% — % +C; 5. —2%cosx + 2xsinx + 2cosx + C; 6. rarccos 5 — V4 — 1?2 + C;
7.2v/xInz — 4\/x + C; 8. %arccotg?)a: + 2 — Larccotg 3z + C;

9. zarctg /v — \/z + arctg /x + C.
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2.1.2.2.3 Priklady na prepocitanie pred skuskou

Vypocitajte integraly.

1. facze_’” dz 2. f h;% dz

3. [asinf dx 4. [arcsin(2z + 1) dx

5.f%/E dx 6. [In(x+ V14 2?) dx

7. [2?arctgx dx 8. [warctg®x dx
Vysledky.

1. —e " (a® + 22+ 2)+ C; 2. —% —21117”’ — % +C; 3. —2wcos 5 +4sin g + C;
4. (x+ 3)aresin(2z + 1) + V=22 —x + C; 5. 2y/zarctg /o — In |1 + 2| + C;
6. zIn(z +v1+22) —V1+22+C; 7. %arctgx%—%ln(l%—xz)—z—;—i—C;

8. il arctg®x — warctgx + L In(1 + 22) + C.
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2.1.3 Rozklad na parcialne zlomky

Priklad 2.1.3.1 Vypocitajte [ -1 dx.
Riesenie.
Stupen Citatela | st(x +17) =1

Stuper menovatela

st(z? —x —12) =2

Porovname stupne | 1 < 2 = nemusime delif ¢itatela menovatelom 0,5
Rozlozime menovatela | 22 —x — 12 =0 = Ti9 = 1Ey 1?4'12 = H[;/E = 0,25
na korenové Cinitele | x1 =4, 9 = —3
2 —x—12=(z —4)(z + 3) 0,25
f a:zz—tcl—712 dr = f (z xﬁl—;_lac’?—&-?)) dx & 1
r+17 _ A B
Z rovnosti
zlomkov | x +17=A(x+3)+ Bz —4) & 1
dostavame
Dosadime do é#
r=|-3 -3+17=A(-3+3)+B(-3-4)=14=-TB= |1
B=-2
v=|4, 4+17T=AA4+3)+BA-4)=21=TA=>A=3 |1
&= [ iy dr = (G %) dr =
3In|z —4| —2In|z + 3|+ C 1
Vysledok | [ dz = 3In|z — 4] —2In|z + 3|+ C
SPOLU 7
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Priklad 2.1.3.2 Vypocitajte [ —3—— dx

RiesSenie.

(z—1)2(z+2) ™

Stupen citatela
Stupen menovatela
Porovname stupne

st(27) =0
st((z —1)%(z+2)) =3
0 < 3 = nemusime delit ¢itatela menovatelom

27 _ A B c
RPZ (e—1D2(z+2) ~ z—1 + (z—1)2 + (z+2)
7 rovnosti
zlomkov | 27 = A(zx — 1)(x +2)+ B(z +2) + C(z — 1)* &
dostavame

Dosadime do &

r=|1, 21=A1-1)(1+2)+B(1+2)+C(1-1)*=B=9
r=|-2, 27T=A(-2-1)(-2+2)+ B(-2+2)+ C(-2—1)?
=(C=3
=10, 21=A0-1)(04+2)+B(0+2)+C(0—1)?
=27T=-2A+2B+(C=27T=-2A+1843=A=-3
f(x—1)227'(x+2) dx:f(ﬁ"’@iﬁ"’%ﬂ) dr =
—3lnjz -1+ 98=" 4 3|z + 2|+ C =
—3In|z —1] - 2% +3nfz+2[+C
, 27 _ S
Vysledok | [ o5ty do = —3Infz — 1| = 3 +3Infz +2[+C
SPOLU
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Priklad 2.1.3.3 Vypoditajte [ £=2=1 du.

Riesenie.

2(@+1)

Stupen citatela | st(z?> —z — 1) =2
Stupeti menovatela | st(x(z® + 1)) = st(z® + ) =3
Porovnédme stupne | 2 < 3 = nemusime delif ¢itatela menovatelom 0,5
> +1#40,Vr € R 0,5
Doplnime | vyraz je v tvare tGplneho $tvorca, preto ho nemusime upravovat
na uplny
Stvorec
x2—xz—1 _ A Bx+C
RPZ (2241 =z + x241 1
Z rovnosti
zlomkov | 22 —x —1=A(z*+ 1)+ (Bz +C)z & 1
dostavame
Dosadime do &
r=10, 2—0-1=A0*+1)+(B0+C).0=-1=A4 1
r=|1, ’-1-1=A1+1)+(B1+0C)1= 1
—1=2A+B+C=
—1=-24B+C=1=B+C
r=|-1, (-1)*=(-)-1=A((-1)*+ 1)+ (B.(-1)+O).(-1)= | 1
1=2A+B-C=1=-24+B-C=3=B-C
Riesime | 1 =B+ C
sustavu | 3=B—-C=4=2B=B=2, C =— 1
J e de= (G + 35) do =
f(—% + 1223;1 — x2+1) dr = —In|z| +1In|z? + 1| — arctgx + C
—In|z| + In(z? + 1) — arctgz + C 1
Vysledok | [ ﬁ(‘r}—iﬁ dr =In(z? + 1) — In |z| — arctgx + C
SPOLU 8
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Priklad 2.1.3.4 Vypocitajte [

RieSenie.

1
z24+32+3 dx.

Stupen Citatela
Stuperi menovatela

st(l) =0
st(z? +3z+3) =2

Porovname stupne | 0 < 2 = nemusime delit ¢itatela menovatelom 0,5
22 +3x+3#0,Vr € R, pretoze D =32 —-431<0 0,5
Doplnime | 22 + 3z +3=1?+23zx+3=2?+232+ (3> - (3)2+3 =
na Gplny | (22 +2324+(3)%) - (@2 +3=(?+23z+($)) - 243 =
Stvorec | (z 4 3)% + 32 2
Substiticia | [ m——s dz = [ (Jr— de={t=x+3, dt =dz} = 1
+
f 73 dt = \/_ arctg \/_ 23 arctg (\[ +C = 1
75 arctg 2%3 +C
Vysledok | [ m—s do = \Qf arctg 21‘753 +C
SPOLU 5
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Priklad 2.1.3.5 Vypocitajte [

RieSenie.

x4 422—6
342221

dzx.

Stupen citatela
Stupen menovatela

st(xt 4+ 22 — 6) = 4
st(z® + 2% —2z) =3

Porovname stupne | 4 > 3 = musime delit ¢itatela menovatelom 0,5
Delime | (z*+22—6): (23 +2%> —22)=2—1
citatela | —(z + 2% — 22?)
menovatelom —23 4+ 222 + 22 — 6
—(—2® — 2% + 21)
322 -6
J:g4:x22x—_26x =rv—1+ ac3?fac22_—62m
Sl dr = [(w— 1) do+ [ P50 dr =& !
Rozlozime | 2° + 22 =2z = 2(2* +2—-2)=0=2=0V (2* +2—2) =0
menovatela | 2o =0V x5 = _1i”212+4'2 = _HQE*@ 0,25
na korenové cinitele | zg =0, z1 =1, 29 = —2
P+ —2r=x(r—1)(x+2) 0,25
» 22— 22— 22—
Vypoditame | [ 225 dx :fﬁ dx:fm dr ="K -RPZ | 1
3z2—6 _ A B C _ A(z+2)(z—1)+Bz(z—1)+Cz(z+2)
RPZ z(z+2)(z—1) = + z+2 + z—1 z(z+2)(z—1) 1
7 rovnosti zlomkov
dostavame | 322 — 6 = A(z +2)(z — 1) + Bz(z — 1) + Cx(x + 2) &
Dosadime do &
2=0]3.0%—6=A0+2)(0—1)+B.00—1) + C.0.(0+2) =
A=3
r=1]312-6=A1+2)(1-1)+B11-1)+C1.(1+2) =
C=-1
r=-23(-2?%—6=
A(-24+2)(-2-1)+B(-2)(-2—-1)+C(-2)(—2+2) =
B=1
3z2-6 __ 3 1 —1
P x T me T ad
H= Gt o) de=
3In|z|+Injz+2|—In|lz — 1|+ C 1
=2 g4 3z +injz+2 —lnjz—1|+C 1
Visledok | [ £-£22=6 dz = 2 — z + 3In|z| + In[Z2| + C
SPOLU 8

78




2.1.3.5.1 Priklady na prepocitanie na cviceniach

Vypocitajte integraly.

x4—2:(;3+1
L [ #2855 d

3.IW

dzx
5. P

2x+5
7. f z2+3x+4

4dr—1
9. f:):2+3:t 10

11. f 8dx

3_1_2332

13. [ #3225 gy

r3—2243x

Vysledky

2. [ 2=

dx
4. [

6. f x2+2$+3

8. fa:2 317-‘,—4
10. f de

(z—1)2(z+2)

150425
12. f(x+1)+2+4) dx

1.?—:10 —a:+1n(x ~|—1)+2arctgw+0 2. —Injz — 3|+ C; 3. ==+ C;

4. —arctg + C} 5.

f

arctg - Wl C; 6.

f

arctg = ”1 +

7. In(x? +3a:+4)+farctg2x+3+0 8. 1ln(yc —3x—|—4)—|—\1[arctg2x 34 C;
9. 3ln|x+5|+ln|x—2|+0 10. In |2£2] —

£+1

12. In &HF

31 C; 11, 21n 22| —

+ Harctg £ + C; 13. —+x—§1n|a:|+4ln(:v —r+3)—

2.1.3.5.2 Priklady na prepocitanie na domacu alohu

Vypocitajte integraly.

+C’
3\f arctg 2\“;71 +C.

L [ =t de 2[5

3. | ooy Tra)? 4 [ 5t

5. [ e 6. [ =5

7 [ #e do 8. | wimers d

9. | #irim v 10. f x+f6d”§ 2

11. f zxggfgﬂ 12. f x25i§+5

Vysledky.

1.2 4220+ 1in(a® +4) — LarctgZ + C; 2. In[5 4 2| + C 3. —5- +C; 4 jarctg? + C;

5. farctgf+0 6. \[arcthiﬁfl—l—C 7. In(z? +x+1)+\[arctg

8.3 In(z? + 52 +8) —
11. 21n 2288 —

Va?+a+5

Farctg 22 +C5 9. 71n|:c 5| —In |z —2|+C; 10. In |££
5+¢C;12.In o]

2x+1
\/E arctg <7 + C.
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2.1.3.5.3 Priklady na prepocitanie pred skuskou
Vypocitajte integraly.

L. f:c2+2ac+5 2. J xzigiﬂ da

3. [ == 4x+3 4. f 9d$x+2

5. fm 6. f 23d;x+3)

V}'fsledky

1. 1 arctg ZH+C; 2. x+31n|x+1|—i+0 3.2In|z— 1|—ln|a: 34+C; 4. In |2 |- 2 4-C;

5.1n|1_m|—;+0,6.ln|x| ln(x —2x—|—3)+\[arctg L+ C.
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2.2 Urcité integraly - Plosné obsahy

Priklad 2.2.1 Vypocitajte plosny obsah oblasti ohrani¢enej grafom funkcie

f(z) = % a priamkami y =0, x = %
Riesenie.
g(x) =0
Vypocitame priese¢nik
o in2 . .
grafov funkcii f(x) = g(z) m?ﬁ =0 = arcsin’z = 0 = arcsinz =0 = 2 =0
Zostavime
1
2
: 4 _ 648 arcsin? x _
integral P = gﬂ Vi der = A
Substiticia t = arcsinz, dt = \/%,
Zmenime hranice tqg = arcsin0 =0, ¢, =arcsing = g

2

Dosadime do A

A= 6

OH@\*

64812 dt = [648L]¢ = 648 3% = =

3.3

SPOLU

Priklad 2.2.2 Vypocitajte plosny obsah oblasti ohrani¢enej grafom funkcie

f(z) = 9ze 3% a priamkami y = 0, x =

Riesenie.

1
3

Vypocitame priesecnik
grafov funkcii f(z) = g(x)

Zostavime
1 1
3 3
integral P=| [9ze® dz=9 [ze ¥ dx =&
0 0
Per partes u(x) =z, J(zr)=1
Dosadime do vzorca
b / b b ’ ze—3 1 %6_33« . 1 Lre—3z 1
Jw' =[], = [u'v & =[5 + [ S do} = {10 + 3110 =
a a 0
O[]t + A1) =05+ h - ) =12

SPOLU
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2.2.2.1 Priklady na prepocitanie na cvi¢eniach

Vypocitajte urcité integraly.
Newgon Leibnitzov vzorec.
1. [(2z+ 3) dx
1

6dx
iz 4T

Per partes v ur¢tom integrali.

6
5. [9ze® dx
3

3.

ST

Substittcia v urc¢itom integrali.

4
7. [V —xdx
5

Vypocitajte plosny obsah oblasti ohrani¢eny grafmi funkcii.

14. f(x
Visledky.

1.6; 2.2; 3.7 4.3+5In2; 5. 178 — 8¢ 6.3—321112—

x,y) = 6arccos 3z a priamkami y =0, x =0, x = 3

(
(
11. f(z)=—2?+62—7, g(z) =3 —=z
(
(
(

[\]

e T

SlE

3x—1
" dx

4.

1
6./ Vzlnz dx
1

1

8. [ arcsinx dx
0

1
3

=x—4, g(r) = vz —2 a priamkou y = 0

=sing, z €< 0,7 >, g(z) =1

2

9. | f(x)=12zx — 2% g(z)=0

P =288

10. | f(z) = 2* + 2z, g(x) = —x

P

9
2

1. | f(x)=—2?+62—7, g(x) =3—a | P=9

a priamkou y = 0

12. | f(x) = 6arccos 3z P=2
a priamkami y =0, x =0, = = %
13. | f(z) =2 —4, g(z) = Vo -2 p—1

14. | f(z) =sinz, x €< 0,7 >, g(z)=3% | P=V3-1%
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2.2.2.2 Priklady na prepocitanie na domacu tlohu
Vypocitajte plosny obsah oblasti ohraniceny grafmi funkcii
1. f(z) =€**, g(z) = —x + 1 a priamkou z = 2

2. f(z) =4In 4 a priamkamiy =0, 2 = ¢
3. flx) = lnx a priamkami y =0, vt =1, v =¢

4. Vypoditajte plosny obsah oblasti ohrani¢eny krivkou y? = 22 + 1 a priamkou xz = %

Vysledky.
1. | flz)=e*, g(z) = —2+1apriamkouzr =2 | P=9 — 1
2. f(I):41nﬁapriamkamiy:0,x:i P=1

3. | f(z) =2f apriamkami y =0, s =1, z=¢ | P=1-2

15 P 256

4. | krivkou y? = 2z + 1 a priamkou z = 5 3

2.2.2.3 Priklady na prepocditanie pred skuskou
Vypocitajte plosny obsah oblasti ohraniceny grafmi funkcii
1. f(x)=x+3, g(z) = (I+3)2apr1amkoux—1

2. f(x) =2In(3 — 2z) a priamkami y =0, z = —4

3. f(z) =2In(4 — 2?) a priamkami y =0, z =0, z =1

4. f(xr) = eV® a priamkami y =0, =0, 2 =1

Vysledky.
L. f(x):x—i—S, 9( ) ($+3)2 a priamkou z =1 P:%
2. f(z) =2In(3 — 2z) a priamkami y =0, v = —4 P=11In11-10

3. | f(z) =2In(4 — 2?) a priamkami y =0, z =3, =4 | P=6In3 — 4

4. | f(z) =eV® a priamkamiy =0, 2 =0, z =1 P =2
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2.3 Diferencialne rovnice
2.3.1 Diferencialne rovnice prvého radu

2.3.1.1 Separovatelné diferencidlne rovnice

Priklad 2.3.1.1.1 N4jdite to riesenie separovatelnej diferencidlnej rovnice

(z + 1)y’ + zy = 0, ktoré spliia Cauchyho za¢iatoén podmienku y(0) = 1.
Riesenie.
L. Dosadime | (x 4+ 1)y + 2y =0
do rovnice | (z + 1)% +a2y=0
y =% | _ 2w 1
dx dx z+1
2. Separujeme | dy = — "L dx
premenné dgy = —qdr 2
3. Integrujeme
obidve strany | [ % = — [ £ dx 0.5
rovnice | Iny| = — [ -5 do 1
Pouzijeme | [ £ dx = [ == d:B—f(IH) Lde = [(1— ) de=|1
rychle delenie | x — In|z + 1| + C
4. Vseobecné
rieSenie | In|y,| = —z+Injz + 1|+ C
rovnice 1
Uplatnime
5. zafiatoénu | In|l| = -0+ In|0+1|+C=C=0 1
podmienka
Upravime | In|y,| = —z + In|z + 1| = |y,| = e~ = lz+1 0.5
rieSenie | |y,| = e el = ez 4 1| =y, = (x + 1)e” 1
Vysledok | y, = (x + 1)e”
SPOLU 9
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2.3.1.1.1.1 Priklady na prepocitanie na cvi¢eniach
Dokazte, ze dané funkcie st rieseniami diferencialnych rovnic.
1. y=100cosz, ¢ + (tgz)y=0

2.y=0,+Che™, ' 4+y =0

T

3 V= WS maoe

Rieste separovatelné diferencidlne rovnice.

4.y =4x+5

5.9 +y=0
/ r __

6.y +§—O

Najdite to rieSenie separovatelnej diferencialnej rovnice, ktoré spliia dani zaciatoént
podmienku.

7.y — 1223y =423, y(0) =

[SSI] ]

8.y —(cotgx)y =0, y(§)=2
9. vz —y*Inx =0, yle)=1
10. zy/ = y* + 3y, y(l)=1

Vysledky.
4.y, =22*+52+C,C € R;5.y,=Ce ™™, C€ R; 6. y2+2*>=C,C € R*; 7.y, = 639”4—%;

8.y, =2sinz; 9. y, = ﬁ; 10. In |z| — 1%2 =+Infyl — ¢ In(y* + 3).

2.3.1.1.1.2 Priklady na prepocitanie na domacu tulohu

Najdite to rieSenie separovatelnej diferencidlnej rovnice, ktoré spliia danti zaciatocnt
podmienku.

1.y — 622y = 32%, y(0) = —

N |

2.y + (arctgz)y =0, y(0)=e
3.y = —ﬁ7 y(l)=e

Vysledky.
1. Yp = 62;1:3 _ %7 2. Yp = (1 + :L-?)el—a;arctgx; 3. Yp = 6\/?'

2.3.1.1.1.3 Priklady na prepocditanie pred skaskou

Najdite to rieSenie separovatelnej diferencidlnej rovnice, ktoré spliia dani zaciatoént
podmienku.

Ly =zyln’®z, y2)=¢
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Vysledky.
z2\—1
Loy, = eB=7)7 2,

Y

y(1) =3

y(0) =—1

1 || 14+21n2
=3ln Vi T +6
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;3. x=1In

Yp
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2.3.1.2 Linearne diferencialne rovnice

Priklad 2.3.1.2.1 N4ajdite to rieSenie linearnej diferencialnej rovnice 3y’ + y = Inz,

ktoré splita Cauchyho zaciatoéntt podmienku (1) = 0.

RiesSenie.
1. | RieSime Yy +plz)y =0 Yy + %y = 1
homog. rovnicu
(bez PS)
Separujeme % =-Z
premenné gy = dz
dosadenim = Z_Z i Ey f dz 1
do rovnice Yy +plx)y=0 Inly| = —1In |:c| +C =
—ln|x|+lne —Injz|+1Inc=
ln ,kde c=¢e% >0
In |y| In &
Ina=Inb=a=b |y|:ﬁ,c>0
yn = Cg(z) ym=< CeR 1
2. | Variécia y, = C(x)g(x) Yy = Cix) 1
konstanty
Zderivujeme y, | v, = C'(z)g(z) + C(2)g'(z) | Y, = Cl(x);;C(I) 0.5
Dosadime 3/, v, + p(x)y, = q(x) + & )zg_c( L4 Cix) =Ilnzx 1
do rovnice s PS C'(x) =Inz 0.5
Cx)=[lnzdr=[1l.lnzdx & |0.5
Vypocitame Per partes
=z |[uv =1
integral = — [ - 2
integra, Juw' =uv— [uv =1 To=a
Dosadime do NC(z)=chnz— [zlde=
vzorca Juv' =uwv— [uv thne— [ldr=xlnz -2+ B
3. | Dosadime C(z) | y, = <2 y, = Lhoz—oth 1
4. | Uplatnime y(a) =0 y(1)=0
zaciatoCni
podmienku 0= y,(1) = Lnl=1t8
0— C1+B) 1+B)
-1+ B =0=B=1 1
5. | Vysledok Yp = WE—_JCH = % —1+Inx 0.5
SPOLU 11
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2.3.1.2.1.1 Priklady na prepocitanie na cvi¢eniach

Najdite to rieSenie linedrnej diferencidlnej rovnice prvého radu, ktoré spliia zadiatocni
podmienku.

1.y —2y=e?® y(0) =2

2.2y —y=xlnz, y(1) =0

3. zy + by = m, y(1) =0

4.y +3(tgx)y = —2sinz, y(0) = —4
5.y — =5y =3z, y(0) = -1
Vysledky.

Ly, = (z+2)e**; 2. y, = mhjx; 3. yp = 41n|z|71n(z§+2)+21n3; 4.y, = —cosx — 3cos’ z;
5.yp = 3(2*+1) —4va? + 1.
2.3.1.2.1.2 Priklady na prepocitanie na domacu tulohu

Najdite to rieSenie linearnej diferencialnej rovnice prvého radu, ktoré splia zadiatoénu
podmienku.

1.y — 4y =81, y(0) = —4

2.y +y= 7 y(0) =3
3' y/ + \/13ix2 __ arccosz y(l) — 0

V1i—22?
Vysledky.
L.y, = —e " —3e*; 2. y, = (arctge” + T)e " 3. yp = 1 — e - arccos x.
2.3.1.2.1.3 Priklady na prepocditanie pred skuaskou

Najdite to rieSenie linearnej diferencidlnej rovnice prvého radu, ktoré splia zadiatoéni
podmienku.

Ly +(tgz)y = =, y(r) =0
_1 1y _
2y - di=p ylg) =2
3.y (z*+1) +y = arctgz, y(0) =1
4wy’ +3y = sy y(1) =0

Vysledky.
Ly, =sinz; 2. yp, = (In| 5| +4)(z +1); 3. y, = 2”87 — 1 + arctg v;

o 81n|m|—41n(a}2+1)+41n2)
4.y, = i .
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2.3.2 Linearna diferencialne rovnice druhého radu s konstatnymi koeficientami
a Specialnou pravou stranou

Schéma na rieSenie linearnych diferencialnych rovnic 2. radu
s konsStantnymi koeficientami a Specialnou pravou stranou

ay” +by' + cy = p(x) L]
kde p(z) méa jeden z nasledujtcich tvarov:
A/ p(z) = €™ P(z), kde P(x) je polyném.
B/ p(x) = €™ (P(z) cosnz + Q(z) sinnz), kde P(z), Q(z) st polynémy.
I/ Najprv rieSsime homogénnu diferencidlnu rovnicu, t. j. bez pravej strany
ay” + by’ + cy = 0.
NapiSeme charakteristickti rovnicu ar? + br + ¢ = 0. [
Je to kvadratické rovnica, ktorej rieSenia st 719 = %@.
Moézu nastat 3 pripady:

a) Kvadraticka rovnica ma dva rozne redlne korene r # ro. Potom vSeobecné rieSenie
homogénnej diferencialnej rovnice ma tvar: y, = Ce™?* 4+ Che™”.

b) Kvadratickd rovnica ma rovnaké redlne korene r; = ry = r. Potom vSeobecné rieSenie
homogénnej diferencialnej rovnice ma tvar: y, = Ce™ + Chxe™.

c¢) Kvadratické rovnica ma komplexne zdruzené korene o + i5. Potom v8eobecné riesenie
homogénnej diferencidlnej rovnice ma tvar: y, = e**(C} cos Sz + Cysin fx).

II/A PRAVA STRANA TYPU EP

1. EP = e¢™*P(z) = prava strana z aktualneho prikladu.
2. Uréime z II/A1 ¢omu sa rovnaju m, P(x), st(P(z)).
3.y, = 2Fe™* P(z), kde P(x) je vieobecny polyném taky, Ze st(P(z)) = st(P(x)).

4. Uréime k ako ndsobnost korena m v charakteristickej rovnici # a dosadime &k do

Yy, = 2*e™ P(x).
V pripade, Ze m nie je koren charakteristickej rovnice, povazujeme ho za
nulanasobny koren tejto rovnice.

5. Dvakrat zderivujeme y, a prvi a druht derivaciu dosadime do rovnice é.

6. Vytkneme e™* na lavej strane poslednej rovnice a obidve strany skratime e™*.

7. Vypocitame koeficienty polynému P(x) tak, Ze najprv porovname koeficienty pri
rovnakych mocnindch x* a potom vyrieSime stistavu linearnych rovnic,

ktort dostaneme z tohto porovnania.

8. Vypocitané koeficienty dosadime do P(z) a potom P(z) dosadime do 4/.

9. VSeobecné riesenie diferencialnej rovnice & je y, = ypn + Y-
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II/B PRAVA STRANA TYPU EPSC

1. EPSC = ¢™*(P(z) cosnx + Q(x) sinnx) = prava strana z aktudlneho prikladu.
2. Uréime z II/B1 ¢omu sa rovna m, n, P(z), Q(zx), st(P(x)), st(Q(x)).

3. yp = ™ (P(x) cosnx + Q(z) sinnz), kde P(z) a Q(x) st vieobecné polynémy také,

ze st(P(x)) = st(Q(x)) = max(st(P(x)), st(Q(x)

Pozor, obidva polynémy P(x) a P(z) st vZdy nenulové!

4. Uréime k ako nasobnost korena m + ni v charakteristickej rovnici # a dosadime k& do
y, = 2% (P(z) cos nx + Q(z) sinnz).

V pripade, Ze m + ni nie je koren charakteristickej rovnice, povazujeme ho za
nulanasobny koren tejto rovnice.

5. Dvakrat zderivujeme y, a prvi a druht derivaciu dosadime do rovnice é.

Pri derivovani je potrebné zdruzovat spolu ¢leny pri sinnx a pri cos nx.

6. Vytkneme e™* na lavej strane poslednej rovnice a obidve strany skratime ™.

7. Vypocitame koeficienty polynémov % a @ tak, Ze najprv porovname koeficienty
pri rovnakych mocninach z‘sinnx, x'cosnz a potom vyriesime ststavu linedrnych rovnic,
ktorti dostaneme z tohto porovnania.

8. Vypocitané koeficienty dosadime do P(z), Q(z) a potom P(z), Q(z) dosadime do 4/.

9. VSeobecné riesenie diferencialnej rovnice & je y, = yn + Y-
II/C SUCET DVOCH PRAVYCH STRAN

Rovnicu ay” + by’ + cy = q1(x) + qa(x) dode

kde ¢1(x) a g2(x) st Specidlne pravé strany typu A alebo B riesime tak, Ze zvlast rieSime
rovnicu ay” 4+ by’ + cy = ¢1(x), ¢im dostaneme partikuldrne rieSenie y,,

a zv1ast riesime rovnicu ay” + by’ + cy = ¢2(x), ¢im dostaneme partikularne riesenie y,, .
Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice deée je potom vy, = yn + Yp, + Yp,-

Suctom dvoch Specidlnych pravych stran st napriklad €% +cos 5z, cos 3z +sinx, 3+e€%,....
Poznamky

1. Vseobecny polyném 0-tého stupna je konstanta A, vSeobecny polyndém 1. stupna je
Ax + B, vieobecny polyném 2. stupiia je Ax? + Bz + C atd.
2. Komplexné korene pri rieSeni kvadratickej rovnice dostaneme vtedy, ked diskriminant

b* — 4ac < 0. V tomto pripade rieSenia kvadratickej rovnice st

—b+vb2—4ac _ —b+iv/4ac—b?
2a - 2a :

o=
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Priklad 2.3.2.1 Riesenie diferenciilnej rovnice y" —4y'+13y = 16922 +7, k=
I. | Riesenie DR Body
I.1 | s nulovou y' — 4y +13y =0
pravou stranou
[.2 | Charakteristicka 2 —4r +13=0 0,5
rovnica
1.3 | Korene ry = 4+\/12_4'13 = 4+‘é_736 = # =2+ 3, 0,5
charakteristickej
rovnice ry = | =¥ 13_4'13 = 4_‘2_736 = % =2-3 0,5
I.4 | RieSenie DR
s nulovou yn = | €**(Cy cos 3x + Cy sin 3x)
pravou stranou 0,5
II. | RieSenie DR
s aktualnou
Specidlnou
pravou stranou Yy’ — 4y + 13y = 16922 + 7
Typ
II.1 | pravej strany EP=e™*P(z) = | 16922+ 7 0,5
I1.2 | Urcenie m= | 0,
parametrov P(z) = | 16922 + 7,
stP(x)= 1|2 0,5
Tvar
I1.3 | partikularneho
rieSenia yp = 2*e™* P(z) = | 2% (Az? + Bx + O) 1
1.4 | Urcenie k=0, pretoze m =0
exponenta k je nulanasobnymm korernom
charakteristickej rovnice,
yp = 2" (Az? + Bx + C) = Az? + Bz + C 2
IL.5 | Derivacie y,= | (Az* + Bz +C) =24z + B 0,5
y, = | (2Az + B)' =24 0,5
11.6 | Dosadenie Yy’ — 4y + 13y = 169z + 7
derivacii
do rovnice Yy = 2A
D 4y, = ~8Az — 4B
13y, = 13A2? + 13Bx + 13C
Yy — 4y, + 13y, =
13422 + (-8A + 13B)z + (2A — 4B + 13C)
(16922 +7) =
13A22 + (—8A + 13B)x + (24 — 4B + 13C) 1,5
Porovnanim
koeficientov 22:169 =134 = A =13
pri rovnakyjch 2': 0=-84+413B=8.13=13B= B =38
mocninéch z? 20: T=2A-4B+13C=13=13C=C=1| 05
dostavame
Partikularne
I1.7 | riesenie DR Yp = 1322 + 8z +1 1
Vseobecné
rieSenie DR Yo = Yn +Yp = | €2*(Cy cos3z + Cysin3z) 4+ 1322 4+ 8z + 1 1
SPOLU 11
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Priklad 2.3.2.2 RieSenie diferencialnej rovnice y” — 2y’ — 3y = (—8x +6)e™*, k=1
I. | Riesime DR Body
I.1 | s nulovou y' —2y -3y =
pravou stranou
[.2 | Charakteristicka r2—2r—3=0 0,5
rovinica
1.3 | N4djdeme korene r = 2+\/42_4(_3) = 2+5/E =3, 0,5
charakteristickej
rovnice o = | 22N 42_4(_3) = 2—£/E =-1 0,5
1.4 | RieSenie DR yn = | C1€3® + Coe™®
s nulovou
pravou stranou 0,5
II. | Riesime DR
s aktualnou
$pecidlnou
pravou stranou y' =2y —3y=(—8x+6)e”*
Typ
II.1 | pravej strany EP=e""P(z) = | (-8x +6)e ™ 0,5
I1.2 | Urcéime m=| —1,
parametre P(z) = | =8z + 6,
stP(z)= 1|1 0,5
I1.3 | Partikularne
rieSenie
hladdme v tvare | y, = 2*e™*P(z) = | 2¥e"%(Az + B) 1
1I.4 | Urcéime k=1, pretoze m = —1
exponent k je jednonasobnym koreniom
charakteristickej rovnice,
yp = x'e *(Az + B) = (Az? 4+ Bx)e 1
IL.5 | Zderivujeme y, = | ((A2® + Br)e ™)' =
(2Az + B)e™® + (Ax? + Bx)e %(—1) =
(—A2? 4+ (2A — B)x + B)e @ 1
yy = | ((—A2?> + (2A - B)z + B)e ) =
(—2Az +2A — B)e ™+
(—Az% + (2A — B)z + B)e *(-1) =
(Az? + (—4A+ B)x +2A — 2B)e™ " 1
11.6 | Dosadime y' =2y —3y=(—8x+6)e”
derivacie
do rovnice yy = (Az? 4+ (—4A+ B)x +2A — 2B)e™*
® -2y, = (2A2* + (-4A+2B)x  —2B )e*
=3y, = (—3Aa2? — 3Bz e * 1
Porovnanim
koeficientov Yy — 2y, — 3yp = (—8Ax +2A —4B)e™" 0,5
pri rovnakych (=8x +6)e® = (—84x +2A —4B)e™*
mocninéch z? 2t —8=-84=A=1
dostavame 20 6=24-4B=6=2-4B= B=—1 0,5
Partikularne
I1.7 | rieSenie DR yp = | (2% —x)e™™ 1
Vseobecné
riesenie DR Yo =Yn +Yp = C163% + Cae™® + (2% — x)e™® 1
SPOLU 11
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Priklad 2.3.2.3 RieSenie diferencidlnej rovnice y” + 4y’ + 4y = 2e~2%, k=
I. | Riesime DR Body
I.1 | s nulovou y' +4y +4y =0
pravou stranou
1.2 | Charakteristicka r2+4r +4=0 0,5
rovinica
1.3 | Najdeme korene P = | =3tvi6=14 V216_4'4 = _74 = -2, 0,5
charakteristickej
rovnice ro = —4-yvi6-4.4 V216_4'4 = _74 = -2 0,5
I.4 | Riesenie DR
s nulovou yp = | Cre™2% 4+ Come™2* 0,5
pravou stranou
II. | Riesime DR
s aktudlnou Yy’ + Ay + 4y =2
Specidlnou
pravou stranou
Typ
I1.1 | pravej strany EP= ™ P(z) = | 2e72* 0,5
I1.2 | Uréime m=| —2,
parametre P(z)=| 2,
stP(x)= 10 0,5
Partikularne
I1.3 | rieSenie
hladdme v tvare | y, = 2%e™* P(z) = | xFe 274 1
I1.4 | Urcime k= | 2, pretoze m = —2
exponent k je dvojnasobnym koreriom
charakteristickej rovnice,
yp = 22e A = (Ax?)e " 1
IL.5 | Zderivujeme y, = | (Az?)e ") = 2Aze " + Ax?e ?*(-2) =
(—2Az2 + 2Ax)e 2 1
yr = | ((—242% 4 2Ax)e ") =
(—4Az +2A)e™ % + (—2A2% + 2Ax)e 2%(-2) =
(4Az? — 8Ax + 2A)e™2* 1
I1.6 | Dosadime y" 4+ 4y + 4y = 2e72"
derivécie
do rovnice yy = (4Ax® — 8Ax + 2A)e™>"
D 4y, = (—8Az*>+84Ax )
4y, = (4Ax2? Je~ 2 1
Yy + dy;, + dyp = 2Ae™ 2" 0,5
272 = 24e %
=24=A=1 0,5
I1.7 | Partikularne
rieSenie DR yp = | xle 1
I1.8 | Vseobecné
rieSenie DR Yo =Yn T Yp = Cre 2% 4 Coxe™2% 4 g2~ 2 1
SPOLU 11
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Priklad 2.3.2.4 Riesenie diferencidlnej rovnice (DR) 4" — 6y’ + 9y = 18 cos3z, k=0
I. | Riesime DR Body
I.1 | s nulovou y' =6y +9y =0
pravou stranou
1.2 | Charakteristicka r?—6r+9=0 0,5
rovnica
1.3 | Najdeme korene P = | Sv36-49 326_4'9 = g =3, 0,5
char. rovnice ro = 6_7@_4'9 = % =3
1.4 | Riesenie DR
s nulovou yp = | 01€3% + Cyxed®
pravou stranou 0,5
II. | Riesime DR
s aktuélnou y" — 6y + 9y = 18 cos 3z
$pecialnou
pravou stranou
Typ EPSC=
I1.1 | pravej strany e™®(P(x) cosnx + Q(x) sinnx) = | 18 cos 3z 0,5
I1.2 | Uréime m=10
parametre n=1.,3
P(z)=| 18
stP(z)= 10
Q)= 10
stQ(z) =10
Partikularne
I1.3 | riesenie Yp =
hladame v tvare | zFe™*(P(x) cosnz + Q(x)sinnz) = | x%e%% (A cos 3z + Bsin 3x) 1
II.4 | Uréime k=10, pretoze m +ni =0+ 3¢
exponent k je nulanasobnymm korenom
charakteristickej rovnice
yp = 2°e% (A cos 3z + Bsin3z) =
yp = Acos3x 4+ Bsin 3z 1
I1.5 | Zderivujeme Y, = | —3Asin3z + 3B cos 3z 1
Yy = | (—3Asin3x + 3B cos3x) =
—9A cos3x — 9Bsin 3x 1
I1.6 | Dosadime y" — 6y + 9y = 18 cos 3z
derivacie
do DR —9A cos3x — 9B sin 3x+
—6(—3Asin3x + 3B cos 3x)+
9(Acos3z + Bsin3z) = 18cos3z | 1
—18Bcos 3z + 18Asin 3z = 0,5
Porovnanim 18 cos 3z 0,5
koeficientov pri
sin 3z, cos 3z cosdr: —18B=18= B =-1 0,5
dostévame sin3z: 18A=0=A=0 0,5
Partikularne
I1.7 | riesenie DR Yp = | —sindx 1
I1.8 | Vseobecné
rieSenie DR Yo =Ynh + Yp = C1e3® + Coze®® — sin 3z 1
SPOLU 11

94




2.3.2.4.1 Priklady na prepocitanie na cviceniach

Najdite vseobecné riesenie linearnej diferencidlnej rovnice druhého radu
s konstatnymi koeficientami.

1.y =5y — 14y =0 2.y +6y +9y =0
3.y — 4y +13y =0 4. 9" +4y =0
5.9"—y =0 6.y +y=0
Vysledky.

L. yp = Cre2® 4+ Che™; 2. yp, = Cre™3% + Coze™%; 3. yp, = €2*(C cos 3z + Oy sin 3z);
4.y, = C1 + Coe™; 5.y, = C1 + Cae®; 6. yp, = Crcosx + Cysinx.
Néjdite vseobecné riesenie linearnej diferencialnej rovnice druhého radu so Specidlnou
pravou stranou.

7. 9" +y — 6y = 48> 8.y + 4y + 4y = (252 — 15)e>®

9. 9y" — 2y +2y =222 +4 10. " 4+ 2y =2

11. " — 9 — 2y = 6e** 12/ +2y +y=2e""

13. ¢y’ — 5y’ + 6y = 52sin 2z 14. y" — 2y’ = 8 cos 2z
Vysledky.

7. Yy = C1e* + Coe™3% 4 2¢5%; 8. 3, = Cre 2 + Chwe 2 + (. — 1)e3%;

9.y, = e*(Cycosz + Cosinz) + 2% + 2z + 3; 10. y, = C} + Che 2 + x5

11. y, = C1e%® + Che™ + 2% 12. y, = Cre ™ + Coze™ + a%e7%;

13. y, = C1e%® + C2e3* + 5 cos 2z + sin 2x; 14. y, = C) + Cye®® — cos 2z — sin 2.

2.3.2.4.2 Priklady na prepocitanie na domacu alohu

Najdite vseobecné riesenie linearnej diferencialnej rovnice druhého radu so Specidlnou
pravou stranou.

1Ly —y — 6y = 12e* 2.y + 6y + 9y = 8123
3.y +y=2e" 4. y" 4+ 3y = 18sin 3z
5.y" =5y =5 6.y —y —2y = (6x—5)e”
7.y — 4y + 4y = 2>
Vysledky.

1.y, = Cre 2 4+ Che® + 2e**; 2. y, = Che 3% 4 Chwe™3* 4 923 — 1822 + 182 — §;
3.y, = €*(Crcosz + Cosinz) + e % 4. y, = C) + Coe % — cos 3z — sin 3z;

5.y, = C1 + Coe®® — 13 6. y, = C1** + Coe ™ + (—22 + 1)

7. yp = 1% + Cyxe?® + 22",

2.3.2.4.3 Priklady na prepocitanie pred skuskou

Najdite vseobecné riesenie linearnej diferencialnej rovnice druhého radu so Specidlnou
pravou stranou.
1.y" — 2y — 3y = 6e*® 2.y
3. y" — 4y’ + 3y = 30 cos 3z 4.y
5. 9y" — 2y — 3y = —8e3® 6.y
7.y" + 8y + 16y = 12xe
Vysledky.
1.y, = Cre @ + Cqe3® — 2627 2.y, = Cre75 + Chze ™ + 2e7%;
3. Yy = C1e® + Ce3® — cos 3z — 2sin 3x; 4. y, = €**(C} cos 3z + Cy sin 3x) + €2%;
5.y, = Cre ™ + C9e3® — 22e3%; 6. y, = C1e” + Che®® + (2% — 21)e*;
7. Yy = Cre™4 + Coxe ™ + 223e7 42,

"+ 10y + 25y = 200e>*
"y 413 = 9e2
" — 3y + 2y = 2we*®
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2.4 Funcie viacerych premennych
2.4.1 Dotykova rovina

Priklad 2.4.1.1 N4jdite a nacrtnite defini¢ny obor funkcie, rovnicu dotykovej roviny
a rovnicu normély ku grafu funkcie f(x,y) = v/3y arcsm(QHy) v bode T'= [0, 1, 7].

Riesenie.
Néajdeme
D(f)y=|{lz,y] | =1 <2 <1y ={[z,y] | —2<20+y<2}= |05
{lz,y] | —2—-20<y<2-—2} 0,5
Obrazok 1
y
sl
-3-2-1 1\2 3 .
_5t
Rovnica
dotykovej roviny | 2 — 20 = f (20, y0)(x — 20) + £, (%0, Y0) (Y — Yo) 0,5
Rovnice normaly | x = xo + f,.(%0, yo)t, ¥ = yo + f, (7o, %0)t, 2=20—t, t € R | 0,5
Vypocitame
20 = f(zo,y0) = | f(0,1) = v/3.1. arcsin(2%) = /3 arcsin(3) = % 0,5
Vypocitame
fule.y) = | (VByaresin(%52), = VBy e 1 3
Vypocitame

fo(w0,90) = ]:/'_(011) fl\/TQH — 31— %) _

Vypocitame
f;(x, y) = (\/gy arcsin(%;y)) \/garcsm( ) + \/_y\/Tﬂ 3
Vypocitame
fo(xo,v0) = | £,(0,1) = ﬁarcsin(%) + ﬁl\/ﬁw% = 1
V3aresini + /3 o5 %:\/5%+\/§.1.ﬁ§:%+1
Rovnica z—% :2x+(@+1)(y—1) 1
dotykovej | z = Y3 4+ 2z + (YT + 1)(y — 1)
roviny | z = —1+ 2z + (¥Z + 1)y
Rovnice
normaly x:0+2t,y:1+(@+1)t,z—fﬂ t,te R 1
SPOLU 13
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2.4.1.1.1 Priklady na prepocitanie na cviceniach

Néjdite a nacrtnite defini¢ny obor, rovnicu dotykovej roviny a rovnicu normaly

ku grafu funkcie f(z,y) v bode A.
1. f(z,y) =In i, A= [—1,2,7]

2. f(a. y)—12<\/g> A=[1,2,7]

3. flz,y) = e +Inzy, A=

[—1,-1,7]

4. f(z,y) = 18yarcsin £ —61n(y* — 2z), A=[-1,0.7]

Vysledky.
A= [ .2, ] z=—1(z+1)—1(y —2)

r=—-1—-t,y=2—t, 2=—t, te R

2| flay) =12(,/7%)
A=[1,-2,7]

D(f) ={[z, yllzy = 0} =

{lz,ylle 20ny =0} U{lz,yllz <OAy <0}
z2—6=3x—-1)+0(y—2)
r=14+3t y=2, z2=6—-t, teR

3. | flz,y) = e +Inay

D(f) ={[z,y]lz > 0,y > 0V z <0,y <0}

A=[-1,0,7]

18y arcsin £ — 61In(y* — 2z)

A=[-1,-1,7] z—1=(1- 1)(x+1)+(——1)(y+1)
a:——1+(——1)t y——1+(——1)t
Z———t te R
4. | flz,y) =

p(f) ={lz,y]| —2 <z < -2, 2 < L}

246In2==6(zx+1)—3my
r=—-146t, y=0—3nt, z2=—-6In2—1t, t€ R
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2.4.1.1.2 Priklady na prepocitanie na domacu alohu

Néjdite a nacrtnite defini¢ny obor, rovnicu dotykovej roviny a rovnicu normaly ku

grafu funkcie f(x,y) v bode A.

L. f(xay) = 1_?_?;27 A: [0737?]
2. fla,y) = L@a+y), A=[-2,-11,7
3. f(x,y) = 10y°In(z® — 4y + 8) + 10z arccos £, A =2,0,7]
— 13 19
4. f(z,y) = W+ln(2x+5y} A=13-1,7]
Vysledky.
Lo | flz,y) = /i D(f) ={[z,y]]x > 0}
A=10,3,7 z—3=1(y—3)
xr =0, y:3+%t, z=3—-t, teR
2. | flz,y) = %ln(?)x?—ky) D(f) ={[z,y]|z # 0,y > —2?}
A=[-2—-11,7] z=—66(z+2)+ Ly +11)
x_—2—%ty_—n+“t
z2=—t,t€R
3. | flay) = D(f) = {la,yll =5 <y <5,y < % +2}

10y* In(2® — 4y + 8) + 10z arccos £ | z — 10m = 5m(x — 2) — 4(y — 0)

A=1[2,0,7] x=2+5b5nt, y=—4t, z=10n —t, t € R

4. f(x,y):\/TT+ln(2x+5y) D(f) ={][x, y]]%+i>1 y > -2}
A=[3,-1,7] z—d=—(z-3)+8y+1)

r=3—-t, y=—1+8t, 2=4—-t, t€R
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2.4.1.1.3 Priklady na prepocitanie pred skuskou

Néjdite a nacrtnite defini¢ny obor, rovnicu dotykovej roviny a rovnicu normaly

ku grafu funkcie f(z,y) v bode A.

L f(z,y) = /22 + 42 — 4+ 3257,

2. f(z,y) = darctg 2, A=[-1,2,7]

3. flw,y) = ety 4 MO 4= [0,1,7)

4. f(z,y) = 2e*¥ + 3xy® + zcos(zy?) +z, A=[-2,0.7]

Vysledky.

A=[-21,7]

1. f(x,y):\/x2+y2—4+31n‘”2;y

A=[-21,7]

D(f) ={[z,y]| 2* +y* > 4,2* > y}

z—1=—6(x+2)+0(y—1)
r=-2—-6t,y=1, z=1—t, teR

2. | f(z,y) = 4arctg yz—_Ql

D(f) ={[z,y]l y # 1}

A=1[-1,2,7] z—m=—4x+1)—2(y—2)
=14t y=2—2t,
z=m—t, teR

3. | flx,y) = el=2r—y* 4 % D(f) ={[x, y]ly > —é pre z > 0}U

A=[0,1,7) (o olly < — pre # < 0}

{[z, 4110, a],a € R}
z—1=(x—-0)—-2(y—1)
r=04+t, y=1—-2t, z=1—t, teR

A=[-2,0,7]

4. | f(z,y) = ve*™ + 3zy* + x cos(zy?) + x

D(f)=R
z2+4+6=3(x+2)+20(y—0)
r=—2+3t, y=20t,
z=—6—-t, teR
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2.5 Extrémy funkcii viacerych premennych

2.5.1 Lokalne extrémy funkcii viacerych premennych
Priklad 2.5.1.1 N4jdite vsetky lokalne extrémy funkcie f(z,y) = 23 + ¢ — 3zy + 15

Riesenie.
Vypod&itame iz, y) = | 32? — 3y 0,5
PoloZzime fi(z,y)=0|32> -3y =0=y = 2? 0,5
Vypocitame fi(x,y) = | 3y* — 3z 0,5
Polozime iz, y) =0 |3y =3z=0=2=1y° 0,5
Riesime (z,y) =0 | y =22
stistavu W(ry)=0|lz=y=z=2"'=2(1-2")=0=
r=0alebor’=1=2=1 2
Stacionarne SBy; = | [0,0]
body SBy = | [1,1] 1
Vypocitame " (z,y) (322 — 3y),, = 6z 0,5
(@ y) = | (3y* — 37);, = 6y 0,5
:;Iy(xv y) (3$2 - Sy);j -3 075
" _ 2 [—
> ;la(fvy) ;g( (x,y) — 6‘1: - 3 —
A y = = — 1
Vypocitame | A(z,y) ey Tiey) 3 6y 36xy — 9
Vypocitame A(SB;) = | A(0,0)=-9<0 1
f(z,y) | nema v bode [0, 0] lok. extrém 1
f(z,y) | ma v bode SBy = [0, 0] sedlovy bod
Vypotitame A(SBs) = | A(1,1) =36 —9=27>0=
f(z,y) ma v bode [1,1] lok. extrém | 1
Urcime
znamienko 7(SBy) = | 6 > 0 = lokalne minimum
Vypocitame f(SBy) =1 f(1,1)=13+13-3.1.1+15=14
f(z,y) | ma v bode [1, 1, 14] lok. minimum 1
SPOLU 12
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2.5.1.1.1 Priklady na prepocitanie na cviceniach

Néjdite vSetky lokalne extrémy funkcie f(z,y).

1. f(z,y) =1+6x —2* — 2y —3?
2. f(z,y) =a* —y* — 22 — 2y
3. flz,y) =2*+9°+3zy + 2

4. f(x,y) = 2% — > + 187y + 648
5. f(z,y) = 122y — 3y* + 423
Vysledky.

1. | f(z,y) =1+ 6x — 2% — 2y — ¢

A =[4,-2,13] lok. max.

2. | flz,y) =2° —y® — 20— 2y

nema lok. extrémy

3. | flwyy) =2 +1y>+ 3oy +2

A =[-1,-1, 3] lok. max.

4. | f(z,y) = 23 — 3> + 18zy + 648

A = 1[6,—6,432] lok. min.

5. | flx,y) = 122y — 3y* + 423

A =[-1,—1,5] lok. max.
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2.5.1.1.2 Priklady na prepocitanie na domacu alohu
Néjdite vSetky lokalne extrémy funkcie f(z,y).

1. f(z,y) = 23 — 62y + 1>

2. fla,y) =€ (z —y* +2y)

3. flz,y) = —2® —y> + 62y — 18x + 39y + 5

Vysledky.
1. | f(z,y) =2 — 6zy + 2 A = 16,18, —108] lok. min.
2. | flx,y) =¥ (x —y* + 2y) nena lok. extrémy

3. | flw,y) = —a? —y> + 6y — 18z + 39y +5 | A= [6,5,111] lok. max.

2.5.1.1.3 Priklady na prepocitanie pred skuskou
Néjdite vSetky lokalne extrémy funkcie f(z,vy).

1. f(z,y) = e**(z + y* + 2y)

2. f(z,y) = 5xy+2x—5 +§

Vysledky.

L | flzy) =e*(x+y*+2y) | A=[5,—1,—3¢] lok. min.

2. | flz,y) =bey+ 5+ 2 A =[%,5,30] lok. min.
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2.5.2 Viazané extrémy funkcii viacerych premennych

Priklad 2.5.2.1 Najdite vSetky viazané lokalne extrémy funkcie
f(z,y) = 2*y(4 — z + y) na priamke y = = + 3. Nacrtnite priamku.

Riesenie.
Obrazok 1
8
6
4
/ 5 _ZE 2 4
Dosadime rovnicu
y = az + b do funkcie f(z,y)
g(x) = f(x,ax +b) = | f(r,z+3) =
?(x+3)d—z+x+3)=
72%(x + 3) = 7(2% + 32%) = 72 + 212 1
g(z) = | 723 + 2127
Vypocitame ¢'(z) = | 2122 + 42z 1
Vypocitame stacionarne
body funkcie g(z), ¢'(z) =0 | 212 + 42z =2lz(z +2)=0=
r=0Ver+2=0
Stacionarny bod SB; | =0
Stacionarny bod SBy | = —2
Vypodcitame ¢”(x) = | 42z + 42 1
Vypoéitame ¢”(SB;) = | ¢"(0) =42 >0 1
Funkcia g(z) méa v bode SB; = | 0 lokdlne minimum 1
Funkcia f(z,y) ma v bode | [0,0+ 3] = [0, 3]
viazané lokalne minimum s hodnotou
f(0,3)=0234—-0+3)=0 1
s vigbou y =z + 3
Vypoéitame g"(SBy) = | ¢"(—2) = =82 +42=—-42 <0 1
Funkcia g(z) mé v bode SBy = | —2 lokdlne maximum 1
Funkcia f(z,y) mé v bode | [-2,—-2 4 3] = [-2, 1]
viazané lokalne maximum s hodnotou
f(=2,1)=(=2)21(4— (=2)+1) =4.7=28
s vigbou y =z + 3 1
SPOLU 10
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2.5.2.1.1 Priklady na prepocitanie na cviceniach

Néjdite vSetky viazané lokalne extrémy funkcie f(x,y).

1. f(z,y) = 2*y(4 + x + y) na priamke y = 3 — x

2. f(x,y) = x* — 4z + 2y na tsecke spajajicej body A = [—1,4], B = [3,0]
Vysledky.

1. | flx,y) =2°y4+ 2 +v) viazané lok. min. v bode [0, 3, 0]

na priamke y = 3 — x viazané lok. max. v bode [2, 1, 28]

2. | flo,y) = 2% — 4o + 2y viazané lok. min. v bode [3,0, —3]
na tucecke spajajucej body
A=1[-1,4], B=13,0]

2.5.2.1.2 Priklady na prepocitanie na domacu alohu

Néjdite vSetky viazané lokalne extrémy funkcie f(z,y).

1. f(z,y) = 2y*(4 + 2 — y) na priamke y = 2z + 3

2. f(z,y) = 2* + y* — 6x + 2y na tsecke spajajucej body A = [-1,1], B = [-2,—1]

Vysledky.
1. | flz,y) = 2y*(4 + 2z — y) viazané lok. min. v bode [—3,2, —2]
na priamke y = 2z + 3 viazané lok. max. v bode [—2,0,0]
2. | flz,y) =2+ y*>—6z+2y viazané lok. min. v bode [—1, 1, 10]
na priamke prechadzajicej bodmi
A=[-1,1], B=[-2,—-1]

2.5.2.1.3 Priklady na prepocitanie pred skiskou

Néjdite vSetky viazané lokalne extrémy funkcie f(z,y).

1. f(z,y) = zy(4 4+ 3z + y) na priamke y = —3x — 3

2. f(z,y) = 32? — y? — 6x + 2y na tsecke spajajtucej body A = [1,—1], B = [—4,9]
3. f(z,y) = zy(8 — 122 + y) na parabole y = g(z) = 122> — 4
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Vysledky.

1. | f(z,y) =2y(4+ 3z +y) viazané lok. max. v bode [—3, —3, 3]

na priamke y = —3x — 3

2. | f(z,y) = 322 — y* — 6z + 2y | viazané lok. max. v bode [—3,7,10]
na usecke spajajucej body
A=11,-1], B=[-4,9

3. | flz,y) = zy(8 — 1222 + y) viazané lok. max. v bode [—%, —%, %2]
na parabole y = 1222 — 4 viazané lok. min. v bode [, —%, —2]
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2.5.3 Najmensia a najvicsia hodnota funkcie na uzavretej oblasti

Priklad 2.5.3.1 N4jdite najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(x,y) = =5 + 32
na trojuholniku A =[0,-3|, B=10,1], C = [4,1].
Nacrtnite trojuholnik ABC v stiradnicovej stuistave.
Riesenie.
Obrazok 0,5
f(A) = 0,5
f(B) = 0,5
f(C) = 0,5
o(2,y) = 0,5
V(1Y) = 0,5
(T, y) =0 0,25
fi(z,y) =0 0,25
Rieseme sustavy | 2(2z—1) =0, 2y=0= 5B, =[3, 0] € A 0,5
I _1\2
F(SBy) = f(2,00= | 22X 4 02— 0,5
Rovnica hrany AB | z = 0,5
fO,y) =5+ 0,5
f10,y) = | 2y 0,25
f0,y)=0|2y=0= SBy, =10,0] € A 0,25
T2
F(SBy) = | £(0,0)= L2 1 g2 =1 0,5
Rovnica hrany BC = 0,5
fl,1) = | @0 g2 = Gl 4y 0,5
f(z,1) =] 3202z —1)2=2(2z — 1) 0,5
f(2,1)=0]22-1)=0=20=3=S5B;=[3, 1]e A 0,5
i
F(SBs) = | (b, 1) =22 12 0,5
Rovnica hrany AC |y=ar+b= -3=0a.0+b=b= -3,
l=4a—-3=a=1,=y=a0—-3 2
flo,o—3) = | B0 4 (4 — 3)2 0,5
flle,x—3) =322z —1)2+2(zx — 3) =62 — 8 0,5
f@,0=3)=0|6r—8=0=>r= =3=y=5-3=3 0,5
211
f(SBy) = | (3, —§> S (P =B+2- 0.5
Najm. hodnota v bode | [1, 0, 0] 0,5
Najv. hodnota v bode | [4, 1, 57] 0,5
SPOLU 14
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2.5.3.1.1 Priklady na prepocitanie na cviceniach

Néjdite najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie f(x,y) na uzavretej a ohranicenej oblasti

1. f(z,y) = 2® — 4z + y* + 3y + 2 oblast M je Stvorec s vrcholmi
A= [_ 7_4]7 B = [47 _4]7 C= [474]7 D= [_474]
f

(r,y) = 2® + 4z + y* — 2y + 7 oblast M je trojuholnik s vrcholmi
A=1[0,0], B=10,4], C =[-4,0].

et s €T + y g
Vysledky.

1. | flz,y)=2*> 4o +y* +3y+2 najvicsia hodnota v bode [—4, 4, 62]
na $tvorci s vrcholmi najmensia hodnota v bode [2, —32, —1T]
A=1[-4,-4], B=1[4,-4],

C =1[4,4], D =[-4,4]

2. | fleyy) =2 +4o+y* -2y +7 najvécsia hodnota v bode [0, 4, 15]
na trojuholniku s vrcholmi najmensia hodnota v bode [-2,1, 2]
A=10,0], B=10,4], C =[-4,0]

3. | flo,y) =2y*(d— 2 —vy) najvicsia hodnota v bode [1,2, 4]
na oblasti M ohranicenej priamkami | najmensia hodnota v bode [2,4, —64]
r=0,,y=0,z2+y=6

2.5.3.1.2 Priklady na prepocitanie na domacu alohu

Néjdite najmensiu a najviacsiu hodnotu funkcie f(x,y) na uzavretej a ohranicenej oblasti

1. f(z,y) = 2* + 4x + y*> — 3y — 5 oblast M je $tvorec s vrcholmi
= [_3a _3]7 B = [37_3]7 C= [373]a D = [_393]
2

= 822 + 8xy + y? oblast M je trojuholnik s vrcholmi
,0], B=1[-4,0], C =[-4,4].

(z,y) = yz*(6 + = + y) oblast M je oblast ohrani¢end priamkami
0, y=0, z+y+9=0.
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Vysledky.

1. | flz,y)=2*+4x+y*—-3y—>5 najvicsia hodnota v bode [3, —3, 34]

na Stvorci s vrcholmi najmensia hodnota v bode [—2, %, —4—35]
A= [_37 _3]7 B = [37 _3])

C=[3,3, D=[-3,3]

2. | flx,y) = 8x% + 8xy + y? najviicsia hodnota v bodoch
na trojuholniku s vrcholmi [—4,0,16] a [—4,4, 16]
A=10,0], B=1[-4,0], C =[-4,4] | najmensia hodnota v bode [—4,2, —16]

3. | flz,y) =yz*(6+z+y) najvicsia hodnota v bode [—6, —3, 234]

na oblasti M ohranic¢enej priamkami | najmensia hodnota v bode [—3, —%, —%}

r=0,y=0, z2+y+9=0

2.5.3.1.3 Priklady na prepocitanie pred skuskou

Néjdite najmensiu a najvécsiu hodnotu funkcie f(x,y) na uzavretej a ohranicenej oblasti
M.

1. f(z, y) 42% 4 2y + y? oblast M je odlznik s vrcholmi
A=1[-2,-2], B=12,-2], C=[2,0], D=[-2,0].
2. f(x, ) = 22 + 62 + 9% + 4y — 3 oblast M je trojuholnik s vrcholmi
A=10,0], B=10,-6], C =[-6,0].
Visledky.
L | f(z,y) =42 + 2y + 32 najvécsia hodnota v bodoch [—2,0, 16],
na obdlZniku s vrcholmi [(—2,-2,16], [2,—2,16], [2,0,16],
A=1[-2,-2], B=1[2,-2], najmensia hodnota v bode [0, —1, —1]

C =1[2,0], D=[-20]

2. | flzyy) =2 +6z+y*>+4y—3 najvécsia hodnota v bode [0, —6, 9]
na trojuholniku s vrcholmi najmensia hodnota v bode [—3, —2, —16]

A=1[0,0], B=1[0,—6], C =[—6,0]
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ZNAMKA |A|B|C|D|E|FX/P|FX/N|FN

SKUPINA

Priezvisko studenta: Détum:
Meno studenta: Kruzok:
Cislo $tudenta z prvej strany indexu: Ro¢nik: /Smer:
Cislo prikladu 1 2 3 4 5 | Stcet
Hodnotenie ucitela
Bodové hodnotenie prikladov 7 8 11 11 | 12 50
Derivéacie Q Q Q
Maximum za derivacie @ Q@ Q@ 5 | 1.5 6.5
Nezacaté priklady Q@
Pocet percent z cvicenia @ @ @ @ | @
max 100 @ @ @ @ | @
Hodnotenie skusky 53-60 A | 3945 C|28-32 E| @ | @ Q@

46-52 B | 33-38 D Q@ @ | @ Q

Cas trvania pisomnej sktgky: 2 hod.
Ak niektory priklad nezacnete pocitat, napiste v tabulke do riadku
Nezacaté priklady pod prislusné cislo prikladu pismeno N.
Na skiske nesmiete pouZivat kalkulacku, mobilny telefon a vlastné papiere.
V pripade, Ze potrebujete dalsi papier, dozorujici ucitel Vdm ho dd.
Piste perom, nie ceruzkou. Vysledky vypiste aj na prvi stranu.

1.

PRIKLAD
Vypocitajte integral f \;’% Vysledok:
PRIKLAD

Nacrtnite obrazok a vypocitajte plosny obsah oblasti ohranicenej osou O,
grafom funkcie f(z) = 3In(1 — 3z) a priamkou z = 15¢.
Vysledok: P =
PRIKLAD

SN T PR s Y 60
Najdite to riesenie linearnej diferencidlnej rovnice Y 1 = 2ro
ktoré spliia zaciatoénti Cauchyho podmienku 3(0) = 0.
Vysledok:

PRIKLAD

Najdite a nac¢rtnite definicny obor, rovnicu dotykovej roviny a rovnicu normaély

ku grafu funkcie f(x,y) = fln(y?‘ — ) v bode [3,—2,7].
Vysledok: D(f) = d: n:
PRIKLAD

Najdite najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie
f(x,y) = 2% — 2z + y* + 4y + 1 na trojuholniku
AZT10,0, B=[0,—4, C=][4,0].
Nacrtnite trojuholnik ABC v stradnicovej ststave.
Vysledok:
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1. PRIKLAD

Vypoditajte integral [

Riesenie.

3z3dx

V25—22"

Substiticia

{25 — 2? = 1?, —2xdx = 2tdt, z* = 25— t*}

Dosadime | [ S2de, — 3 [z (2o)de _ 3 (@5 )t
substituciu
3
—3[(25—t*)dt = 75t +35 +C =
—75v25 — 2% + /(25 — 22)3 + C
SPOLU
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2. PRIKLAD

Nacrtnite obrazok a vypocitajte plosny obsah oblasti ohranic¢enej osou O,,

l—e

grafom funkcie f(z) = 31In(1 — 3z) a priamkou = = <.

3

Riesenie.
Obrazok 1
4
N
10 05 05 10
-2
-4
Néjdeme D(f) = |{z |1 -32>0}={z |z <3} = (-00,3) 0,5
g(x) = | 0, pretoze funkcia g(z) = O,
Vypocitame
priesecnik | 3In(l1 —32) =0=In(l —3z) =0=
grafov funkcii | In(1 —3z) =Inl=1-3zr=1=2=0
fla) = g(x) | (15,0 € D(f) 1
Zistime
znamienko funkcie 0,5
f(x) na intervale, | 3In(1 — 3z) > 0 na (15<,0)
cez ktory
integrujeme
Popiseme oblast % <z <0,0<y<3In(l-3x)
Zostavime
0
integrdl P=| [ 3In(l—3z)der=A 1
3
Substitacia | t =1 — 3x, dt = —3dx, dx = —3 1
Zmenime hranice | t, =1-3.0=1, t;=1— 313 1
Dosadime
1 1 e
substittciu | A = [3Int (—%) = [ —Int dt = {hql.t dt=é| 1
Per partes | uw=1Int u' = %
fabuv’ = [uv]® — fabu’v V=1 wv=t
Dosadime do vzorca | & = [tInt] ftidt =e¢elne—1In1 — f 1dt = 0,5
1 1
fuv—uv fuv e—0—[t]f=e—(e—1)=1 0,5
SPOLU 8
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3. PRIKLAD

Néjdite to rieSenie linedrnej diferencidlnej rovnice y' — = =

60
+1 2497

ktoré spliia zaciato¢ntt Cauchyho podmienku y(0) = 0.

RieSenie.
1. Riesime | y' — 25 =0 0,5
homog. rovnicu
(bez PS)
dy | dy _ v
y T dr | dz T z+1
&y _ 'dv
Yy x+1
Fo < !
Injyl=Inlz+1|+C=Inlz+ 1] +Ine® =
Injz+1+nec=lnclz+1|= |yl =clz+1], ¢>0
y,=C(z+1), CeR 1
2. Variacia | y, = C(z)(z + 1) 1
konstanty | y, = C'(z)(x + 1) + C(z) 0,5
Dosadime y,, | v, — 225 = 2275
do rovnice s PS
g@;)(:c +1)+Cla) - Dl 0,5
(z)(x + 1)6? pe 0,5
@) = e 05
RPE | ey = i + 0 = A
60 = A(z*+9) + (Mz + N)(z + 1)
r=-1| 60=A.10 A=6
x = 60 =69+ N.1 N =6
1 | 60=610+ (M +6)2 M=—6
e ~ st A 2
Vypocitame | & C(z) = [ 2= ey de+ [ %;;f;? dx
integral | C'(z )—6ln|x+1|—|—f ) dx—i—f 2+9) dx 0,5
C(x)=6In|z+ 1] — f ) dx+f(x2+9) dx
C(z )—6ln|x+1|—3ln(ac +9)+6 arctg 3 + B 0,5
yo = Cla)(z +1) =
(6In|z + 1] — 31n (2 +9) 4+ 2arctg £ + B)(z + 1) 0,5
3. Uplatnime | y(0) =0
zaCiatocnu | 0 = y,(0) =
podmienku | (6In |0+ 1| — 31In (0> 4+ 9) + 2arctg § + B)(0+ 1)
0= (-39 +B)
B=6In3 1
4. Vysledok = (6ln|z+ 1| —3In(2*4+9) + 2arctg £ +61n3)(x + 1) | 0,5
SPOLU 11
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4. PRIKLAD

Najdite a nacrtnite definicny obor, rovnicu dotykovej roviny a rovnicu normaély
ku grafu funkcie f(z,y) = gln(y2 —x) v bode [3,—2,7].

Riesenie.
Najdeme
D(f)=|{[zylly>—2>0, y#0} ={ [v,y] | v < ¢’y # 0} 0,5
Obrazok 1
44,,,,,_;+/444,,,,,L
-4 =) o 2 4
Rovnica
dotykovej roviny | 2 — 20 = f (0, y0)(x — 20) + £, (70, Y0) (Y — Yo) 0,5
Rovnice normdly | x = xo + f;.(%0,40)t, ¥y = yo + fy(To,90)t, 2=2—t, tE R |05
Vypocitame
20 = f(zo,y0) = | f(3,-2) = _% In((=2)2-3) = _%lnl =0 0,5
Vypocitame
fole,y) = | ($In(y® — 2)); = ; In(y® — ) + § oy (= 1) 2,5
Vypocitame
Filwoyo) = | F103,-2) = L In((=2)2 = 8) + 2 by (1) = & 0,5
Vypocitame
filwy) = | (En(y? — ), = -5 In(y? — 2) + 22y 25
Vypocitame
fo(wo,y0) = | (3, -2) = == n((—2)* = 3) + 25 gy 2(—2) = 6 0,5
Rovnica | z = 3(z — 3) + 6(y + 2) 1
dotykovej | 3x + 12y — 22+ 15 =10
roviny
Rovnice x:3+%t,y:—2+6t,z:0—t,teR 1
normaly
SPOLU 11
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5. PRIKLAD

N4jdite najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie f(z,y) = 2* — 2z + y?> + 4y + 1 na A

A =10,0], B=10,—4], C = [4,0]. Nacrtnite AABC' v stradnicovej sustave.
Riesenie.
Obréazok 0,25
f(A) =] f0,00=02-20+02+40+1=1 0,25
F(B)=| f(0,—4) =02 — 2.0+ (—4) + 4.(—4) + 1 =1 0,25
FO) = | F(4,0) =42 — 24402 +4.0+1=9 0,25
e — [ 95 o 0,5
Wew) 20 -2=0= z=1 0,25
oen) — 1oy +4 0,5
O — 0 [2y+4=0= y=—2 0,5
SB, = | [1,-2] € AABC 0,25
FSB) = | f(L-2)=1—21+ (27 +4-2)+1=4 0,5
Rovnica hrany AC' | y =0 0,5
f(@,0)=h(z)=2"—22+0°+40+1=2"—22+1 0,25
f(x,0)=h}(z) =| 2z —2 0,5
f(x,0)=hi(z)=0| 20 —2=0= z=1 0,5
SB, = | [1, ] € AABC 0,25
f(SBy) =] f(1,0)=12-21+0>+40+1=0 0,5
Rovnica hrany AB | x =0 0,5
f0,9) =ha(y) =02 =20+ +dy+1=92+4y+1 0,25
S0,y) = hy(y) = | 2y + 4 0,5
F0,y)=hi(y)=0]|2y+4=0= y=-2 0,5
SB3=|[0,-2] € AABC 0,25
F(SBs) = | f(0,—2)=0°—2.0+ (22 +4(—2)+1=-3 0,5
Rovnica hrany BC | y=x —4 0,5
flr,e—4)=hs(z)= |22 —2x+(x —4)? +4(x —4) +1 =222 — 6z + 1 0,5
[z, —4)=hi(z) = | 4z —6 0,5
[,z —4) =
=h2)=0|42-6=0=> r=3= y=3—-4=-12 0,25
SB,= | [5,—2 ] € AABC 0,25
FSB) = [ [3-3)= QP 20+ (P FaCP+1=-1 |05
Na.]vaééla max(f(A), f(B)v f(C)a f(SBl)v f(SBQ)a f(SB?))v f(SB4)> =9
hodnota | Funkcia f(z,y) = 2% — 2z +y* + 4y + 1
ma najviacsiu hodnotu v bode [4, 0, 9. 0,5
Najmensia | min(f(A), f(B), f(C), f(SB), f(SB2), f(SB3), f(SBs)) = —4
hodnota | Funkcia f(z,y) = 2% — 2z +y* + 4y + 1
mé najmensiu hodnotu v bode [1, —2, —4]. 0,5
SPOLU 12
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ZNAMKA |A | B

C|D|E

FX/P

FX/N

FN

SKUPINA

Priezvisko studenta: Détum:
Meno studenta: Krizok:
Cislo studenta z prvej strany indexu: Roénik: /Smer:
Cislo prikladu 1 2 3 4 | 5 | Sacet
Hodnotenie ucitela
Bodové hodnotenie prikladov 7 8 13 12 | 10 50
Derivéacie Q@ Q@ Q@
Maximum za derivécie Q@ Q 5 6 | 2 13
Nezacaté priklady @
Pocet percent z cvicenia Q@ Q Q @ | @
max 100 Q@ Q Q @ | @
Hodnotenie skisky 53-60 A | 3945 C |2832 E| @ | @ @

46-52 B | 33-38 D Q@ @ | @ Q@

Cas trvania pisomnej sktgky: 2 hod.
Ak niektory priklad nezacnete pocitat, napiste v tabulke do riadku
Nezacaté priklady pod prislusné céislo prikladu pismeno N.

Na skiuske nesmiete pouZivat kalkulacku, mobilny telefon a vlastné papiere.

V pripade, Ze potrebujete dualsi papier, dozorujici ucitel Vdam ho dd.

Piste perom, nie ceruzkou. Vysledky vypiste aj na prvi stranu.

1.

PRIKLAD

Vypocitajte integrél fth;dx

PRIKLAD

Vysledok:

Vypoéitajtelgloény obsah elementarnej oblasti ohrani¢enej grafom funkcie

f(z) = P a—
Vysledok: P =
PRIKLAD

N4jdite vieobecné rieSenie diferencidlnej rovnice 3" — 6y’ + 9y = 1223,

Vysledok:
PRIKLAD

¢ apriamkami y =0, x =0, x = 1.

N4jdite a nacrtnite definiény obor, rovnicu dotykovej roviny a rovnicu normaély

ku grafu funkcie f(z,y) =
Vysledok: d:

PRIKLAD

Najdite vietky viazané lokalne extrémy funkcie f(z,y) = y? — 4y + 2z
na priamke prechadzajicej bodmi A = [-1,—-2] a B =[1,—1].

Nagdrtnite priamku AB.
Vysledok:

T
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1. PRIKLAD

Vypocitajte integral [ th;”dx.

Riesenie.

fuv’:uv—fu'v

Substittcia | /7 =t, z = t?, dz = 2tdt

Dosadime | [ lnTjdx = f%%dt =
substitGciu | 2 [Int?* dt =2 [2Int dt =4 [Int dt =4 [1.Int dt = &
Per partes | u = Int, u' = %

Dosadime
do vzorca

fuv’:uv—fu’v

& =4(tlnt — [Tt dt) =4(tlnt — [1dt) =4tInt — 4t + C =

4/TIn /T — 4T+ C =4yTIna: — 45+ C =

43vxlne — 4/ +C =2yxlnz — 4z +C

Vysledok

fmTjdx:2\/§1nx—4\/§+C

SPOLU
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2. PRIKLAD

Vypodcitajte plosny obsah elementarnej oblasti ohranicenej funkciou f(r) = 5

z2—2—6
a priamkami y =0, x =0, z = 1.
Riesenie.
Najdeme D(f)=|[{z|2?—2—-6#0} =&
Najdeme | 22 —2 — 6 =0
nulové body S VA ) 4( —5) 2 =3
menovatela | 2o = %74(76) = % = -2
2 —x—6=(x+2)(x—23) 1
g(x) =0
Vypocitame
priesecnik
grafov funkcif | 22— # 0, pre = € D(f) 0,5
f(z) = g(x)
Zistime
znamienko funkcie 0,5

f(z) na intervale < 0 na (0,1) pretoze (0,1) C (—2,3)

cez ktory integrujeme

x2:c6

Zostavime integral P = —f P —; 1
_ 10 — A B
RPZ x2—a: 6 (x4+2)(x—3)  z+2 + z—3 1
Upravime na spolo¢ného
. 10 _ A B _ A(z—3)+B(z+2)
menovatela @12)(2—3) — z+2 + -3 @t2)@-3) 0,5
Z rovnosti zlomkov
dostavame | 10 = A(x — 3) + B(x + 2) 0,5
Dosadenim x = | —2 dostavame 10 = A.(=5) = A= -2 0,5
Dosadenim x = | 3 dostavame 10 = B.5 = B =2 0,5
0 _ -2 2
o6~ 52 T 53 1
= o
Vypodéitame integral P = —f o dx = —(f =% dv + Ofx—3 dr) =
[21n|90+2| - 21nlﬂf —3[ls =2 [Z5[]§ =
2(In ||~ In|2]) = 2(nd — In2) 1
2In? =2In($)? =4In3
SPOLU 8
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3. PRIKLAD

Najdite vieobecné riesenie diferencidlnej rovnice y” — 6y’ + 9y = 12xe3.

Riesenie.
I. | Riesime DR
I.1 | s nulovou PS y' — 6y +9y =0
1.2 | Char.rovnica r? — 6r + 9y =0= (r — 3)2 =0 0,5
1.3 | Korene rmn=1.3 0,5
char. rovnice ro =13 0,5
I.4 | RieSenie DR
s nulovou PS Y = Cye3® 4+ Cyzed® 0,5
II. | Riesime DR
so §pecial. PS y" — 6y + 9y = 1223
IL1 | Typ PS EP= ¢™*P(z) = | 122e 0,5
I1.2 | Urcéime m= |3
parametre P(z)=| 12z
stP(z)=| 1 0,5
Partikularne
I1.3 | rieSenie yp = 2Fem* P(x) = aked® (Az + B) 0,5
hladdme
v tvare
I1.4 | Uréime k= | 2, pretoze m = 3
exponent k je dvojnasobny koren char. rovnice
Y, = | 22> (Ax + B) = (Az® + Ba?)e® 1
1.3 | Zderivujeme y, = | (Az® + Ba?)e?) =
(3Az? + 2Bx)e* + (Ax® 4+ Bx?)3e* =
(3Az3 + (3A + 3B)x? 4 2Bx)e™ 2
yy = | ((342° + (3A 4+ 3B)z” + 2Bx)e’) =
(9Az? + (6A + 6B)x + 2B)e*"+
(3Ax3 + (3A + 3B)x? + 2Bw)3e* =
(9Az3 + (184 + 9B)z? + (6A + 12B)z + 2B)e™” 3
IL.6 | Dosadime y" — 6y + 9y = 1223
derivacie y' = | (942° + (18A +9B)a? + (6A + 12B)x + 2B)e>®
do rovnice @& —6y = | (-1842° + (-18A - 18B)2? —12B « )ed®
+9y = | ( 9423 + 9B 22 )e3®
y"—6y +9y = | (6Ar +2B)e3® 1
Kratime ™" 12ze3% = (6A:L‘ + 23)6393
Dostévame 122 = | 6Az + 2B
Porovname
koef. pri ! : 12={6A=A=2 0,5
koef. pri 2 : 0=|2B=B=0 0,5
Partikularne
IL7 | rieSenie yp = | 2233 0,5
I1.8 | Vseobecné
rieSenie Yo = Yn + yp = | C16%" + Coze®® + 2233 1
SPOLU 13
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4. PRIKLAD

Najdite a nacrtnite defini¢ny obor, rovnicu dotykovej roviny a rovnicu normaly

ku grafu funkcie f(z,y) = <& % v bode [1,0,7].

T

Riesenie.
Néjdeme
D(f)=|{lz,y]| = #0} 0,5
Obrazok 1
y
Rovnica
dotykovej roviny | z — 2z = f; (0, y0)(x — o) + £, (70, %0) (¥ — Yo) 0,5
Rovnice normaly | x = xo + f,.(%0, yo)t, ¥y = yo + f, (w0, 90)t, 2=20—t, t € R| 0,5
Vypocitame
s(12.
20 = f(@o,50) = | f(1,0) = <=0 20— 0,5
Vypocitame
f;(ZL‘, y> _ (cos(;EQy) _ Q?y); _ —sin(zQy)(in/gz—cos(mzy).l 0 3
Vypocitame
fg’;(fo, yo) _ fg/c(l, O) _ —sin(lQ.O)(Q.li(z))l—cos(lz.0).1 _0=_1 0,5
Vypocitame
COS .%2 .
fyla,y) = | (420 — 2y = 1 (= sin(2%y))a? - 3 3
Vypocitame
fi(xo,y0) = | f1(1,0) = 1(—sin(12.0))1* — 2 = -2 0,5
Rovnica z—lz—l(m—l)—%(y—o) 1
dotykovej | 3z 4+ 2y +32 —6=0
roviny
Rovnice le—t,yzO—%t,z:l—t,tER 1
normaly
SPOLU 12
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5. PRIKLAD

Najdite vietky viazané lokalne extrémy funkcie f(z,y) = y* — 4y + 2x

na priamke prechadzajicej bodmi A = [—1,-2] a B =[1, —1].

Nacrtnite priamku AB.

Riesenie.

Obrazok 1
2/0,5%//3 4 s
-1.0
—1.
.0
25
Vypocitame
rovnicu priamky y = ax + b
dosadime bod A = | [-1,-2], —2=a(-1)+b=>b=a—2
dosadime bod B= | [1,—-1], —-l=al+b=>a=—-b—1=
sa=—a+2—-1=a=1=>b=5-2=-3 |2
Upravime rovnicu priamky | y = %x — % =>2y=r—-3=>x=2y+3=cy+d
Dosadime rovnicu
x = cy + d do funkcie f(z,y)
hy) = fley+dy) = | f(2y+3,y) =y* — 4y +2(2y +3) =
=y —dy+4y+6=9y*+6 2
hy) =]y +6
Vypocitame h/'(y) = | 2y 1
Vypocitame stacionarny
bod funkcie h(y)
W(y)=0]h(y)=2y=0=y=0
Stacionarny bod SB = | 0 1
Vypocitame h"(y) = | 2 1
h'(SB)=|h"(0)=2>0 1
Funkcia h(y)
ma v bode SB = | 0 lokdlne minimum 1
Funkcia f(z,y) | ma v bode [2.0 + 3,0] = [3, 0]
viazané lokalne minimum s hodnotou
f(3,0)=0>—-40+23=6s vizhouzr =2y +3 |1
SPOLU 10
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ZNAMKA |A|B|C|D|E|FX/P|FX/N|FN

SKUPINA

Priezvisko studenta: Détum:
Meno studenta: Krizok:
Cislo studenta z prvej strany indexu: Roénik:/Smer:
Cislo prikladu 1 2 3 4 | 5 | Sacet
Hodnotenie ucitela
Bodové hodnotenie prikladov 7 8 11 13|11 50
Derivacie Q@ Q@ Q@
Maximum za derivécie Q@ Q Q@ 4 | 2 6
Nezacaté priklady Q
Pocet percent z cvicenia Q@ Q Q @ | @
max 100 Q@ Q Q @ | @
Hodnotenie skaisky 53-60 A | 3945 C |2832 E| @ | @ @

46-52 B | 33-38 D @ @ | @ Q@

Cas trvania pisomnej sktgky: 2 hod.
Ak niektory priklad nezacnete pocitat, napiste v tabulke do riadku
Nezacaté priklady pod prislusné céislo prikladu pismeno N.
Na skiske nesmiete pouZivat kalkulacku, mobilny telefon a vlastné papiere.
V pripade, Ze potrebujete dalsi papier, dozorujici ucitel Vdam ho dd.
Piste perom, nie ceruzkou. Vysledky vypiste aj na prvi stranu.

1. PRIKLAD
Vypoéitajte [ m dzx. Vijsledok:

2. PRIKLAD
Vypoditajte plosny obsah oblasti ohrani¢enej grafom funkcie f(z) = \/;51:;352
a priamkami y =0, =3 Vysledok: P =

3. PRIKLAD

N4jdite to rieSenie separovatelnej diferencidlnej rovnice y’ = arcsin(3x),
ktoré splita Cauchyho zaciatoénit podmienku 3(0) = 1.
Vysledok:

4. PRIKLAD

Najdite a nacrtnite defini¢ny obor, rovnicu dotykovej roviny a rovnicu normaély

ku grafu funkcie f(z,y) =3y/22+y%> -9+ 61nx_2—y2 v bode P = [4,v/2,7].
Vysledok: d: n:

5. PRIKLAD

N4jdite najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie
flay) =z -2’y +y
na stvoruholntku A = [0,0], B=[0,2], C =1[2,3], D= [2,0].

12 272
Nacrtnite $tvoruholnik ABCD v stradnicovej ststave.
Vysledok:
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1. PRIKLAD

Riesenie.

5 dz.

5
| e

dr= &

RPZ

5 —
(z+1)(x2—22+2)

A + Bxz+C
z+1 2 —21+2

5 —

A(x2—2242)+(Bz+C)(z+1)

(z+1)(z2—22+2)

(z+1)(z2—22+2)

7, rovnosti
zlomkov
dostavame

5= A(x* -2z +2) +

(Bx 4+ C)(x + 1)

Dosadime
:L‘ =

1, 5=A((—1)% —2.(=1) +2) + (B.(~

D+C)(-1+1)=A=1

0, 5=1(02—2.0+2)+

1, 5=1012-21+2)

(BO+C)0+1)=5=2+1C=C=3

+(B1+3)(1+1)=5=1+2B+6=

b5—T7T=2B=B=

—1

5 —
(z+1)(z2—22+2)

—z+3
z+1 + (22 —2x+2)

Substittcia

* fx+1 dI—i-f

Infz+1| —

3
gf

Injz+ 1] —
{t=2—-1,
In|z+1| -
In|z+ 1] —
In|z+ 1] —

2f

_ —x+3 _
(@2—2z+2) dr =

2x—6 _

oy dr = ln|x+1|
2x—2

(@2—2z+2)

=dz}

2x—2
(#2—2x+2)

de =

1 2e-2-4
2 J (z2—2z+2)

d$+2f (z— 1)2+1 =

dm+2f

t2+1 -

TIn|z? — 2z + 2| + 2arctgt + C =
tin|(z

1)+ 1| + 2arctg(z — 1) + C

Vysledok

5
| e
In|z+ 1] —

dz =

tIn(z? — 2z + 2) + 2arctg(z — 1) + C

SPOLU
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2. PRIKLAD

Vypocitajte plosny obsah oblasti ohrani¢enej grafom funkcie

o) = ==
T) = —
V25 — 2?2
a priamkami y =0, x = 3.
Riesenie.
Najdeme
D(fy=|{z]|25—2>>0}={zx2? <25} ={z| —h<z<5H}=
(—5,5) 0,5
g(r) =
Vypocitame
priesec¢nik
., 23
grafov funkcii 235_362 =0= z=0, (0,3) C D(f) =(-5,5) 0,5
f(z) = g(z)
Zistime
znamienko
funkcie f(x)
. , 3x3
na intervale | Pre = € (0,3) plati =z >0 0,5
cez ktory
integrujeme
Popiseme | 0 <z <3
oblast | 0 <y < 23;_9&2 0,5
Zostavime
. , 3 3 3 3 2 d
integral P = Ofmdx:?)gﬂm:& 1
Substittcia | V25 — a2 =t, t? =25 — a2, 2tdt = —2xdr, 22 =25—-t> |1
ta=v25—-00=5 t,=+25—-3%2= 1
. (25— t2 (25—t2).(—t dt) 1 >
&=3/" =-3[(25—-)dt=3[(25—¢t*)dt=|2
5 5 4
3[25t — ]4 = [75t — t3]5 = (75.5 — 5%) — (75.4 — 43) =
5(75 — 52) — 4(75 — 4?%) = 5(75 — 25) — 4(75 — 16) =
5.50 — 4.59 = 250 — 236 = 14 1
SPOLU 8
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3. PRIKLAD
Najdite to rieSenie separovatelnej diferencidlnej rovnice y' = yarcsin(3z),

ktoré spliia Cauchyho zadiatoéntt podmienku y(0) = 1.

RieSenie.
Dosadime | ¢ = yarcsin(3z)
do rovnice | 2 = yarcsin(3z)
y/ _ Z_z 0,5
Separujeme | dy = y. arcsin(3z).dx
premenné ‘Z—y = arcsin(3x).dx 1
Integrujeme
obidve | [ d—yy = [arcsin(3z).dx 0,5
strany DR | In|y| = [ arcsin(3z).dx 1
Vypocitame
integral
, u = arcsin(3z) U = ==
Per partes | [ arcsin(3z).dx = , Vi-9z 2
v =1 V=2
[ arcsin(3z).dz = xarcsin(3z) — [ \/li)’_”wdx =& 1
Substittcia | [ \/fwdx = {1 - 927 =t?, —18xdx = 2tdt} = —1 [ =
—3[dt=—-4t+C=—-3V1—-922+C 1
& = zarcsin(3z) + 3v1— 9224+ C 1
Upravime | In|y| = zarcsin(3z) + 3v/1 — 922 + C 1
rovnicu ‘y’ — exarcsin(31)+%\/179x2+0 — eCexarcsin(iS:r)Jr%\/lfng —
Le® arcsin(3x)+%\/1—9x2’ E>0
Vseobecné
riesenie y = Cfleasarcsin(Baﬁ)+%\/179;;;27 Cl cR
rovnice
Uplatnime
zadiatocni | 1 = Ot aresinB0+3vVI=9.02 o 0re5 — 1 = ) = ¢35 1
podmienku
Visledok | y = e~ 3eraresin(32)+5V1-0922 1
SPOLU 11
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4. PRIKLAD

Néajdite a nacrnite definiény obor, rovnicu dotykovej roviny a rovnicu normaly

ku grafu funkcie f(z,y) = 3/x?>+ 3> —9 = [4,v/2,7].
Riesenie.
Néjdeme
D(f)=|{lz.y]|2°+y*-9=20 Az —y*>0}=
{[zy] |2 +9*>9 A o> <z} 2
Obrazok 2
i P
‘1 .
-4 _‘2 4t 2 4 6
) \‘\\\\
Rovnica
dotykovej roviny | z — 2o = f, (20, y0)(r — o) + £, (0, 0) (¥ — Yo) 0,5
Rovnice normaly | = 2o + f.(20, y0)t, ¥ = yo + f, (70, %0)t, 2=20—t, t E R | 0,5
Vypocitame
20 = f(wo,y0) = | f(4, \/_)_3\/42+\/§2—9+61n4_‘[2: 1
3VI6+2—-9+6In%2 =33+6In2 =9
Vypocitame
filey) = | BV TP - S = s T 6e(3) =
\/x2+y279 mfyz 2
Vypocitame
_ 6 _ 34 6 _ _
fé(x()?yO)_ f/(4 \/_> \/42+\/§_9+4_\/§2_?+§_4+3_7 075
Vypocitame
filwy) = | Bya2+ 42— V)= st 6 =
3y 12y 2
\/x2+y2—9 z—y?
Vypocitame
Falwo,yo) = | fi(4,v2) = \/42+f — - R = -2 - V2-6/2=
—5/2 0,5
Rovnica dotykovej | 2 — 9 = 7(z — 4) — 5v/2(y — v/2) 1
roviny | 72 —5v2y —2—9=0
Rovnice normdly | x =4 +7t, y=+v2—-5V2t, 2=9—t, t € R 1
SPOLU 13
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5. PRIKLAD
Néjdite najvacsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(z,y) = x — 2%y + y na $tvorci
A= [070]7 B = [%70]7 C= [%7%]7 D = [O, %]
Nacrtnite stvorec ABCD v stradnicovej ststave.

Riesenie.
Obrazok 0,5
20t
D C
1.5
1.0 |
0.5
A B
0:5 1:0 1.5 210
f(A) =1 f(0,00=0-0°0+0=0
fB)=|f(5.0=5-(320-0=3 1
10)=| sk y=i-drari=i-1ari=-t
J(D)=1/f(0,5)=0-0"5+5=73
H(2y) =0 (z—a’y+y),=1-22y=0 0,5
fil,y) =0 | (z -2’y +y),=—-2>+1=0 0,5
RieSenie stustavy | 2° —1=0=2’=1=>2, = —-1Vay, =1
file,y)=0|z1=—-1=1-2(-1)y=0=yy = _% = [—1, _%] ¢ O
flle,y) =0 |2y =1=1-21ly=0=>y=L=1,1cO0= 1,5
y 2 2
SBy | =1, 3]
f(SBy) | =f 1,%):1—12%4—%:1 0,5
Rovnica hrany AD | x =0 0,25
fOy)=]0-0y+y=y 0,5
"0,y) = | 1 # 0 = nemé stacionarne bod 0,5
f(0,y) y
Rovnica hrany CD | y = ‘%’ 0,25
f@, )y =]z—-a?2+3= 0,5
f,3)=]1-3z=0=>z=3=5B=[3,3]e0 0,5
f(SB) = | f(5:3) =5 -G 5+5=5-5+5=3 0,5
Rovnica hrany BC | x = % 0,25
fGw=13-GVy+y=5-1y 0,5
f'(%,y)) = | —2 # 0 = nemad stacionarne body 0,5
Rovnica hrany AB | y =0 0,25
f(x,0)=]2z—-2°0+0=12x 0,5
f'(z,0) = | 1 # 0 = nema4 stacionarne body 0,5
Najviacsia
hodnota v bode | 3,2, f(5,2)] =[5, 3, 2] 0,5
Najmensia
hodnota v bode | (2,3, f(3,3)]=[3,2, -3 0,5
SPOLU 11
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ZNAMKA

E[FX/P

FX/N

FN

SKUPINA
Priezvisko studenta: Détum:
Meno studenta: Krizok:
Cislo $tudenta z prvej strany indexu: Rocnik: /Smer:
Cislo prikladu 1 2 3 4 | 5 | Sacet
Hodnotenie uéitela
Bodové hodnotenie prikladov 7 8 10 12 | 13 50
Derivacie Q@ Q@ Q@
Maximum za derivacie Q@ Q 1 4 | 2 7
Nezacaté priklady Q
Pocet percent z cvicenia @ @ @ @ | @
max 100 Q@ Q@ Q@ @ | @
Hodnotenie skusky 53-60 A | 3945 C|28-32 E| @ | @ @)
46-52 B | 33-38 D Q@ @ | @ @)
Cas trvania pisomnej sktgky: 2 hod.
Ak niektory priklad nezacnete pocitat, napiste v tabulke do riadku
Nezacaté priklady pod prislusné cislo prikladu pismeno N.
Na skiske nesmiete pouZivat kalkulacku, mobilny telefon a vlastné papiere.
V pripade, Ze potrebujete dalsi papier, dozorujici ucitel Vdm ho dd.
Piste perom, nie ceruzkou. Vysledky vypiste aj na prvi stranu.
1. PRIKLAD sin
T +sin 2x . .
Vypocitajte f o2 9 dx. Vysledok:
2. PRIKLAD
Vypocitajte plosny obsah oblasti ohranicenej grafmi funkcii
f(z) =2In(z? — 4), g(z) =0 a priamkami z = 3, z = 4.
Vysledok: P =
3. PRIKLAD
5z

Najdite to rieSenie linearnej diferencidlnej rovnice prvého radu 3’ + 5y = e~

ktoré spliia Cauchyho za¢iatoénti podmienku y(0) = 5.

Vysledok: y =
PRIKLAD

N4jdite a nacrtnite definiény obor, rovnicu dotykovej roviny a rovnicu normaély

ku grafu funkcie f(z,y) =4 (4 /ﬁ) v bode P =[1,0,7].

Vysledok: d:
PRIKLAD

n:

Najdite vsetky viazané lokédlne extrémy funkcie f(l‘, y) = a:y(5 + 3y2 — 1‘)

na parabole z = g(y) = 3y* — 1. Naértnite parabolu.

Vysledok:
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1. PRIKLAD

Vypocitajte
/ 1+ sin 2z
cos* 2x
Riesenie.
f lc-g:;n;rz do = f COS% 2x dx + f csoi;1222$x dr = ‘
Substitiacia | {2z =t, 2dx = dt}
pre prvy
integral | & = [ —2C§S2 ; dt + i —55222;; do =
ltgt—l-f sin 2x dr = ltg2$+f sin 2x d!E:*
2 cos? 2x 2 cos? 2x
Substittcia | {cos2z = z, —2sin2zdr = dz}
pre druhy
integral | & = (tg2z) — [ &5 = L(tg2zx) — L [27%dz =
51
%thI— %m +C = %thZL’—f— %co;2w +O
VySledOk f 1(:—2?21122; dr = %tg 2r + %coslm: + C
SPOLU
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2. PRIKLAD
Vypocitajte plosny obsah oblasti ohranic¢enej grafmi funkcii
f(z) =2In(z* — 4), g(x) =0 a priamkami z = 3, z = 4.

Riesenie.

Néjdeme D(f) =

{z|2®—4>0}={a]2*>4} =
{z]z>2V o< -2} =(—00,-2)U(2,00)

Vypocitame priesecnik
grafov funkcii

f(z) = g(x)

2In(z? —4)=0=In(z*> —4) =In1
=1t -d=1=21>=5=1,=+V5<3
Priesecniky nelezia v intervale [3,4] C D(f)

Popiseme oblast

3<z <4, 0<y<2In(z?—4)

Zostavime integral P =

f421n(a:2 —4)dr=4é
3

Vypocitame integral
Per partes

Jrur = [l — [ ul
Dosadime do vzorca

[P’ = [uolt — [l

RPZ

7 rovnosti zlomkov
dostavame

dosadenim x =

dosadenim z =

dr =

x2—4

& = [221n (22 — 4)]4 — [ 22
3

2.41n(42 —4) —2.3.In(32 — 4) — 4

C—
B8,
Y
FNgLS
I

4
8In12 — 61n5 — 4 [ (Diddr
3

4 4
8In12—6In5—4 1. dv—4 [ =&

3 3
4 _i_i_i_A(x—i-Q)—i-B(x—Q) o
24 7 z-2 z+2 — (2—2)(z+2)

T

4=Ax+2)+ B(x —2)
2, dostavame 4 = A(2+2)+ B(2—-2) = A=1

—2, dostavame 4 = A(—2+2)+ B(-2—-2)= B=—1
4 _ 1 1

z2—4 ~ z—2 742

1
®=8In12—-6In5—4z]; -4 [(-5 — —)

T+2
3
8In12—6In5—4 —4[ln|z — 2| —In|z + 2|4 =
8In12—-6In5—-4—4[In2 —In6—Inl+1Inj| =
8In(22.3) —6In5 —4 —4[In2—1n2.3 —Inl+Inb] =
16In2+8In3 —6In5—4—4[In2—-1n2—In3+1Inb] =
12In3+16In2 - 10Inb — 4
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3. PRIKLAD

Najdite to riesenie linearnej diferencialnej rovnice prvého radu

y' + 5y = e, ktoré spliia Cauchyho zadiatocni podmienku y(0) = 5.
Riesenie.
I. | Riesime DR
I.1 | s nulovou PS Y +5y=0
[.2 | Char.rovnica r+5=0=r=-5 0,5
[.3 | Najdeme koren r=,|-5 0,5
char. rovnice
1.4 | Riesenie DR
s nulovou PS n Ce 0,5
II. | Riesime DR
so Special.PS Y + 5y =e5°
IT.1 | Typ PS EP= ™ P(z) = | ¢ 0,5
I1.2 | Uréime m=| -5
parametre Px)=11
stP(x)= |0 0,5
Partikularne
I1.3 | riesenie y, = 2Fe™ P(x) = | 2Fe " A 0,5
hladédme
v tvare
I1.4 | Urc¢ime k= |1, pretoze m = —5
exponent k je jednonasobny koren char. rovnice
yp = | 2t Ae™" = Age ™ 2
I1.5 | Zderivujeme y, = | (Aze™") =
Ae ™5 4+ Axe5*(-5) = (=5Ax + A)e 5" 1
I1.6 | Dosadime Yy +5y=e%
derivécie Yy, = (=5Ax + A)e™™
do rovnice @ by, =( HAx Je 5%
Y, + dyp = Ae—5= 1
Kratime e™* e = Ae~0"
Dostavame A=1 0,5
Partikularne
I1.7 | riesenie yp = | Te™" 0,5
I1.8 | VSeobecné
rieSenie Yo =Yn +yp = | Ce ™" + xe ™ 1
I1.9 | Zaciatocnd yy(a) =b | y,(0) =5
podmienka Y,(0) = Ce®? + 0.5 =5=C=5 | 1
Vysledok Y. = | br™>% + xe® = (. +5)e %
SPOLU 10
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4. PRIKLAD

Najdite defini¢ny obor, rovnicu dotykovej roviny a rovnicu normaly

ku grafu funkcie f(x,y) =4 (1 /W) v bode P = [1,0,7].

Riesenie.

Néjdeme () = | { [r.9] | o = 0] = &
4$2+y >0:>(:17>O/\4x +y2>0)V(z<0A42? +y2 <0)
pre Vo,y € R plati 422 + 9> > 0= 2> 0

& = {(z,y)] = > 0} \ {[0, 0]}

X

Obrazok

Rovnica
dotykovej roviny | z — 2o = f, (0, %0)(r — o) + £, (%0, ¥0) (¥ — Yo)

Rovnice normaly | z = xo + f,.(20, yo)t, ¥ = yo + f, (70, %0)t, 2=20—t, t ER

Vypocitame
20 = F(wo,u0) = | F(1,0) =4y [5pbm =4\ /L = 4 =
Vypocitame

/ -1 ,
fea=| (1(yam) ) =14 () (w), -

9 Ax2 442 > 1(422+y?)—x.8z
x (422+y?)?
Vypocitame

2 2
fi(xo,v0) = 2(412+02)2<1(41;r2(:_()]2181> 2\/—
-1

Vypocitame
-1 Y
f;(l’,y) - ( ( 4x2+y )) ; 43?2+y > <W>y -
(4:1: +y2 ) 2 (4% +y?)~ 1);_
(4:1: 2 ) )(4a? + y?) 22y =

—4xy( ) (42® +y?) 7

SIS

[NIE

Vypocitame
Pz o) = | f1(1,0) = —4.1.0 (£2402)* (412 4 02)=2 = ¢
Yy Y 1

Rovnica | z —2 = —1(x — 1) + 0(y — 0)
dotykovej roviny | 4+ 2 —-3=0

Rovnice normély | x =1—t, y=0, 2=2—t, t€R
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5. PRIKLAD

N4jdite vietky viazané lokdlne extrémy funkcie f(x,y) = zy(5 + 3y* — )

na parabole z = ¢g(y) = 3y*> — 1. Nadrtnite parabolu.

Riesenie.
Obrazok 1
y
1%0 x
-1.0
Dosadime rovnicu
x = ¢(y) do funkcie f(z,y)
h(y) = flo(y),y) = | fBy* —1,y) =
(3y? = Dy(5+3y* — (3y* — 1)) 2
6y (3y* — 1) = 6(3y° — y)
h(y) = | 6(3y° — y)
Vypocitame I/(y) = | 6(9y? — 1) 1
Vypocitame stacionarne
body funkcie h(y), W(y) =069 —-1)=0= (99> —-1)=0=
V=5=u=g =g 2
Stacionarny bod SB; = %
Stacionarny bod SBy; = -%
Vypoéitame h”(y) = | 6.9.2y = 108y 1
Vypoditame h”(SB;) = | B"(3) = 108.5 > 0 1
Funkcia h(y) ma v bode SB; | = ; lokalne minimum 1
Funkcia f(z,y) ma v bode [3%2 —1,3] =[-%,3]
viazané lokalne minimum s hodnotou
f(=3.5)=(-3)36+3(3)° - (-3) =—5 | 1
s viizbou x = 3y? — 1
Vypoditame h"(SB,) = | B"(—3) = 108.(—3) <0 1
Funkcia h(y) ma v bode SBy | —3 lokdlne maximum 1
Funkcia f(z,y) | ma v bode [3(—3)? —1,—3] = [-3, 3]
viazané lokalne maximum s hodnotou
F-3 - = —2(-HE+3(-3+H =1 |1
s viizbou z = 3y% — 1
SPOLU 13
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ZAKLADNE VZORCE

ID. () =0 11.

2D.  (2%) = ax*! 2. [a*dx = f:ll -1

3D. (lnz)=1 3. [Lidr=Inlz|+C

4D.  (e*) =e” 4. [e*dr=e"+C

5D.  (a*) =a"lna 5l [a®de=£+C

6D. (sinax) = acosax 6l. [cosax du =29t 4 C

7D.  (cosax) = —asinax 7L [sinar dr = -2 4 C

8D. (tgz) = —H 8. [ dv=tgz+C

9D.  (cotgx) = ——o 9. [ = dz=—cotgz+C

10D. (arcsinz) = -~ 10I. [ \/TT dr = arcsinz + C

11D. (arccosz) = — == 111 | ﬁ dr = —arccosz + C

12D. (arctgz) = 7 121 [ img do = Larctg? +C

13D. (arccotg ) = — i 131 [ 75 dx = —arccotgz + C

14D. (cf(x)) = cf'(x) 141, [ef(z)de=c | f(x) de+C

15D (f(z) + g(x))" = ['(z) + g'(x) 5L [ (f(x) + g(2))dx = [ f(z)dz + [ g(a)dx

16D.  (f(x).g(x)) = f'(z).9(z) + f(x).¢'(x) 16L. [w' =wwv— [uv

17D, (L) = Hekal Je.o) 7L [ 2 de=In|z+Va? +a?| + C
Trigonometrické vzorce 18, [ ,(;)) de =In|f(zx)|+C

IT.  sin?z +cos?x =1 191. f f(z) de = F(b) — F(a)

2T.  sin2z =2sinxcosz kde F'(x) = f(x)

3T. cos2z = cos’x —sin’x Logaritmické funkcie

AT.  cos?xp = Ltegs2r 1L.  log,(z.y) = log, x +log,y pre a >0

5T. sin’z = # 2L. log, % =log,x —log,y prea >0

6T. cos(—x) =cosx 3L. log,z¥ =ylog,z prea >0

7T.  sin(—z) = —sinx

Zakladné vzorce
1Z. a*=0*=(a—"0b)(a+0) 3Z. a*+b = (a+0b)(a*®—ab+b?)
27.  a®—b*=(a—0b)(a®+ab+b?)
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