
1. (10 bodov)

(a) Ako súvisia pojmy dimenzie a izomor�zmu lineárnych priestorov?

Kone£norozmerné lineárne priestory sú izomorfné práve vtedy, ke¤
majú rovnakú dimenziu.

(b) Uvaºujme tieto podpriestory R3:

L1 = spanf(1; 2; 3); (2; 3; 0)g L2 = spanf(1; 1; s); (2; 2; t)g:

Pre ktoré s; t 2 R platí, ºe L1; L2 sú izomorfné?

L1 ' L2 práve vtedy, ke¤ L2 má dimenziu 2. To je práve vtedy, ke¤
f(1; 1; s); (2; 2; t)g sú lineárne nezávislé, to znamená t 6= 2s.

Pre ktoré s; t 2 R platí, ºe L2 je podpriestor L1?

L2 je podpriestor L1 práve vtedy, ke¤ (1; 1; s); (2; 2; t) 2 L1. Zrejme
platí, ºe (1; 1; s)1 práve vtedy, ke¤ sústava0
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má rie²enie. Z toho na 2 ©ahké kroky vyjde s = �3. Podobne vyjde
t = �6.

Pre ktoré s; t 2 R sú L1; L2 rovné?

Zrejme ak L1 = L2, tak L2 � L1. Z predo²lého ale vieme, ºe potom

L2 = span(f(1; 1;�3); (2; 2;�6)g) = span(f(1; 1;�3)g);

pri£om posledná rovnos´ vyplýva z toho ºe v 2:(1; 1;�3) = (2; 2;�6).
Ale potom dim(L2) = 1 6= 2 = dim(L1). Teda nie sú nikdy rovné.

2. (10 bodov)

(a) Ako súvisí determinant s regularitou matice?

Matica je regulárna práve vtedy, ke¤ má nenulový determinant.

(b) Pre ktoré a 2 R je matica
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0
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regulárna? Nájdite inverznú maticu k A pre n = 3.



Je to trojuholníková matica, teda jej determinant je rovný sú-
£inu diagonálnych prvkov. Ten je nenulový práve vtedy, ke¤ a =2
f1; 2; : : : ; ng. Pre n = 3 vyjde inverzná matica0
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3. (10 bodov)

(a) De�nujte lineárne zobrazenie. Ako súvisí skladanie lineárnych zobrazení a
násobenie matíc?

(b) Dokáºte, ºe zobrazenie A : P2(R)! P2(R) dané predpisom

A(p) = (x:p(x+ 1))0

je lineárne.

Máme dokáza´, ºe pre v²etky p; q 2 P3(R) a v²etky a 2 R platí, ºe

A(p+ q) = A(p) +A(q)

A(a:p) = a:A(p)

Dokáºeme prvú rovnos´. Na oboch stranách sú funkcie R ! R. Dve
funkcie s rovnakým de�ni£ným oborom sú rovné, ak majú rovnakú
hodnotu pre kaºdý prvok de�ni£ného oboru.

Pre x 2 R máme

A(p+ q)(x) = (x:(p+ q)(x+ 1))0 = (x:(p(x+ 1) + q(x+ 1)))0 =

(x:p(x+1)+x:q(x+1))0 = (x:p(x+1))0+x:q(x+1))0 = A(p)(x) = A(q)(x);

vyuºívame de�níciu sú£tu dvoch funkcií, roznásobíme x, pouºijeme
fakt, ºe derivácia sú£tu je sú£et derivácií.

E²te treba dokáza´, druhú rovnos´, t.j. ºe A(a:p)(x) = a:(A(p)(x))
pre v²etky x 2 R, to sa dá urobi´ podobne.

(c) Nájdite maticu ' v nejakej usporiadanej báze P2(R).

Vezmime usporiadanú bázu (1; x; x2). Postupne máme

A(1) = (x:1)0 = x0 = 1

A(x) = (x:(x+ 1))0 = (x2 + x)0 = 2x+ 1

A(x2) = (x:(x+ 1)2)0 = (x:(x2 + 2x+ 1))0 = (x3 + 2x2 + x)0 = 3x2 + 4x+ 1

Matica teda vyjde 0
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(d) Nájdite maticu A �A �A �A v nejakej usporiadanej báze P2(R).



Treba umocni´ maticu na ²tvrtú. Najrýchlej²ie sa to dá spravi´ tak,
ºe ju dvakrát umocníte na druhú.

4. (10 bodov)
(a) Nech A;B sú regulárne ²tvorcové matice rovnakého rádu, predpokladajme,

ºe poznáme det(A) a det(B). �omu je rovný det(AB)? �omu je rovný
det(A�1)?

det(AB) = det(A)det(B); det(A�1) = 1
det(A) (samozrejme, A musí

by´ regulárna aby to dávalo zmysel).

(b) Uvaºujme matice
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Ur£te (ak existujú) det(A), det(A�1), det(B), det(B�1), h(A), h(A�1),
h(B), h(B�1), det(A:B), det(A:A). Pozn. h(A) ozna£uje hodnos´ matice
A.

Vyjde det(A) = �14, det(B) = 0. Z toho vidíme, ºe B je singulárna,
teda výrazy s B�1 nemajú zmysel. �alej (bez násobenia matíc a inver-
tovania!) det(AB) = det(A)det(B) = 0, det(A�1) = � 1

14 . Ke¤ºe A je
regulárna, h(A) = h(A�1) = 4. No a h(B) = 3 vyjde úpravou matice.

5. (10 bodov)
(a) De�nujte podpriestor lineárneho priestoru.
(b) Overte, ºe mnoºina polynómov

L = fp 2 P3(R) : p(1) = 0g

je podpriestor P3(R).

Ak p(1) = 0 a q(1) = 0, potom (p+ q)(1) = p(1) + q(1) = 0+ 0 = 0.
Podobne pre násobenie skalárom.

(c) Nájdite nejakú bázu L. Dokáºte, ºe to je báza L. Ur£te dimenziu L.

Prvý spôsob Vezmeme napríklad X = f(x�1); x(x�1); x2(x�1)g ale
sú, samozrejme aj iné bázy L, napríklad f(x�1); (x�1)2; (x�1)3g. Li-
neárnu nezávislos´ dokáºeme napríklad tak, ºe skon²tatujeme, ºe zrejme
ºiadny z tých polynómov nie je lineárnou kombináciou predchádzajú-
cich. Treba e²te dokáza´, ºe span(X) = L. Zrejme span(X) � L �
P3(R). Z toho

3 = dim(span(X)) � dim(L) � dim(P3(R)) = 4:



Teda bu¤ dim(L) = 3 alebo dim(L) = 4. Ale ak dim(L) = 4, potom
L je celý priestor, £o zrejme nie je pravda. Takºe dim(L) = 3 a teda
L = span(X).
Druhý spôsob Uvaºujme, pre ktoré polynómy p 2 P3(R) platí,
ºe p(1) = 0. Sú to práve tie, ktoré sa dajú jednozna£ne vyjadri´ v
tvare p(x) = (x � 1):q(x), kde q(x) 2 P2(R). Teda existuje bijekcia
A : P2(R) ! L daná predpisom A(q) = (x � 1):q. Ale A je line-
árne zobrazenie (skontrolujte sami). Bijektívne lineárne zobrazenie je
izomor�zmus. Priestory L a P2(R) sú teda izomorfné, a majú teda
rovnakú dimenziu. Bázu L dostaneme ako obraz nejakej bázy P2(R).
Navy²e kaºdá báza L vzniká týmto spôsobom.


