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Abstrakt

Nazov prace: Automatickd segmenticia obrazu pomocou siete rovinnych kriviek
Abstrakt: Praca sa zaobera rozsirenim uz existujiceho segmentacného modelu, ktory na
automatickli segmentéaciu pouziva uzavreté krivky. Tento model je v préci rozsireny na
pouzitie siete rovinnych kriviek, vdaka ¢omu je mozné jednoznacne urcit hranicu medzi
segmentovanymi oblastami. V prici sa zaoberdme aplikdciou automatickej segmentacie na
satelitné snimky ziskané pocas misie Sentinel-2. Za¢neme s popisom matematického modelu
vyvijajucich sa kriviek, ktory diskretizujeme pomocou metédy koneénych objemov a riesime
explicitnou schémou. V préci su taktiez popisané algoritmy potrebné pre vznik a vyvoj siete
kriviek, ktoré sme implementovali v jazyku C++ a na vizualizdciu pouzili softvér Wolfram
Mathematica.

KIiéové slova: segmentdcia obrazu, evoltcia krivky, explicitnd schéma, hraniénd krivka

Abstract

Title: Automatic image segmentation using the planar curve network

Abstract: The work deals with the extension of the already existing segmentation model,
which uses closed curves for automatic segmentation. In this work, this model is extended to
use a network of plane curves, thanks to which it is possible to clearly determine the boundary
between segmented areas. In this work, we deal with the application of automatic segmenta-
tion to satellite images obtained during the Sentinel-2 mission. We begin with the description
of the mathematical model of the evolving curves, which we discretize using the finite volume
method and solve with an explicit scheme. The work also describes the algorithms necessary
for the creation and development of the network of curves. These algorithms are implemented
in C++ language and Wolfram Mathematica software is used for visualization.

Keywords: image segmentation, curve evolution, explicit scheme, boundary curve



Predhovor

Préca sa zaobera vytvorenim modelu automatickej segmentacie pomocou siete rovinnych
kriviek. Hlavnym cielom je jednozna¢ne urcit hranicu medzi segmentovanymi oblastami. Mo-
del je zalozeny na vyvoji Lagrangeovskej krivky v segmentovanej oblasti. Rozsirujeme uz
existujici model segmentdcie, pricom ¢erpame hlavne z ¢ldnku [8]. K préci sme vytvorili
program, v ktorom sme algoritmy automatickej segmentacie implementovali v jazyku C++.
Na vizualizaciu vysledkov sme pouzili softvér Wolfram Mathematica.

V kapitole 1 za¢iname s opisom klti¢ového pojmu segmentdcia obrazu. V ivode sa taktiez
venujeme misii Sentinel-2, ktora je sticasfou programu Copernicus a ktorej déta pouzivame
pre vykonanie experimentov.

V kapitole 2 si predstavime matematicky model automatickej segmentéacie a vysvetlime
vyznam jednotlivych ¢lenov modelu. Hlavnou myslienkou je vyvoj krivky v tangencidlnom
a normalovom smere k hranici segmentovanej oblasti, preto v sekcii 2.3 najprv opisujeme
normdlovii rychlost, ktord zahfiia detekciu hran obrazu, funkciu homogenity a krivostni
regularizaciu. V sekcii 2.4 si nésledne predstavime vhodnt volbu tangencidlnej rychlosti, s
vyuzitim tangencialnej redistribucie.

Po predstaveni matematického modelu vieme, ze evolicia krivky je dana diferencidlnou
rovnicou, preto v kapitole 3 na priestorovi diskretizaciu pouzijeme metédu koneénych obje-
mov a rovnicu rieSime numericky pouzitim explicitnej schémy. Nasledne sa v tejto kapitole
zaoberdame tpravou explicitnej schémy pre siet otvorenych kriviek.

Kapitola 4 je zamerana na popis algoritmov na vyvoj a vznik siete kriviek, kedy dochadza
k topologickym zmenam.

V poslednej kapitole 5 si funkénost algoritmov overujeme na niekolkych numerickych
experimentoch. Najprv si v sekcii 5.1 ukdzeme porovnanie segmenticie pomocou uzavretych
kriviek a siete kriviek. V sekcii 5.2 si na niekolkych d'alsich experimentoch ukdzeme defino-
vanie hranice medzi segmentovanymi oblastami.

Na zaver by som sa chcela pod’akovat vediicemu diplomovej prace, Ing. Martinovi Am-
brozovi PhD., za ¢as, cenné rady a konzulticie pocas vypracovavania diplomovej prace.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Segmentacia obrazu

Segmentdcia obrazu je klticovym pojmov v spracovani obrazu a pocitacovom videni, s
velkym vyuzitim napriklad v medicine, v rozozndvani objektov pre autonémne vozidla, robo-
tickom vnimani a aj mnohych d'alsich oblastiach. Segmentdcia obrazu je proces, pri ktorom
rozdelujeme obraz na regiény, inak povedané skupiny pixelov, ktoré maji nejakd spoloéni
charakteristiku. Vytvorenie takychto regiénov moze mat pre nds informativny charakter, ale
taktiez ndm moze ulahé¢it d'alsiu pracu s ddtami. Na segmentdciu obrazu sa pouziva mnozstvo
metdd, metddy zalozené na pocitacovom videni alebo aj techniky, ktoré pouzivaju umeld
inteligenciu. Model automatickej segmentdcie, popisany v ¢lanku [8] je zaloZzeny na vyvoji
uzavretej Lagrangeovskej krivky v segmentovanej oblasti. Tento model, ktory je zakladom
pre nasu pracu, bol vytvoreny pre segmentaciu chranenych tzemi eurépskeho vyznamu NA-
TURA 2000, pricom boli vyuzité data ziskané satelitmi z misie Sentinel-2. Pre vykonanie
experimentov v nasej praci budeme taktiez pouzivat satelitné snimky (Obr. 1.1) ziskané z
tejto misie.

Obr. 1.1: Priklad satelitnej snimky ziskanej z misie Sentinel-2.
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1.2 Misia Sentinel-2

Misia Sentinel-2 [10] bola spustend ako sucast programu Eurépskej komisie Copernicus.
Misia pozostava z dvoch identickych satelitov (Obr. 1.2), Sentinel-2A, vypusteny 23. juna
2015 a Sentinel-2B, vypusteny 7. marca 2017. Satelity lietaji na rovnakej obeznej drahe, ale
ich faza je navzdjom posunutd o 180°, ¢ize kazdy satelit je vzdy na opacnej strane planéty.
Této konsteld-cia umoziiuje kazdé miesto na Zemi opiitovne navstivit kazdych pit dni s rov-
nakym smerom pozorovania. Zivotnost satelitu je 7.25 roka. V roku 2024 sa planuje vypuste-
nie dvoch d'alsich satelitov (Sentinel-2C a Sentinel-2D). Kazdy satelit nesie multispektralny
senzor, ktory odoberd vzorky 13 spektralnych kandlov s roznym rozlisenim (Tabulka 1.1):
styri kandly na 10 m (jeden pixel reprezentuje plochu 10m x 10m) Sest kandlov na 20m a tri
kandly na 60 m priestorového rozlisenia, pricom sirka orbitdlneho zédberu je 290 m. Satelity tak
ziskavaji multispektralne snimky s vysokym rozlisenim, ktoré sa nasledne pouzivaji na pod-
poru réznych sluzieb a aplikacii ponidkanych programom Copernicus, vratane spravy pody,
polnohospoddrstva, lesnictva, kontroly katastrof, operdcii humanitdrnej pomoci, mapovania
rizik a bezpeénostnych problémov. Vietky dédta ziskané zo satelitov st volne dostupné.

Kanal Ndzov VInové dizka | Rozlisenie
Popis
Coastal aerosol
Bl atmosférickd korekcia(rozptyl aerosélu) 443 nm 60m
B2 N _ Modrj kandl : . | 490nm 10m
rozliSovanie vegetdcie (citlivost na starnutie vegetacie)
Zeleny kanal
B3 rozligovanie vegetdcie (citlivost na celkovy chlorofyl) 560nm 10m
Cerveny kanal
B4 rozliSovanie vegetacie a mestskych oblasti 665 nm 10m
Vegetation Red Edge
B5 konsolidacia atmosférickych korekcii 705mm 20m
B6 Vegeta‘fpn Red Edge 740 nm 9201m
atmosféricka korekcia
B7 Vegetation Red Edge 783nm 20m
Listovy index plochy
NIR
B8 Listovy index plochy 842nm 10m
BSa Vegetation Red Edge 865 nm 20m
rozliSovanie vegetacie
B9 Water vapour 945 nm 60 m
absorpcia vodnej pary
SWIR
B10 detekcia tenkych cirusov pre atmosféricka korekciu 1375nm 60m
SWIR
B detekcia ligninu a lesnej nadzemnej biomasy 1610nm 20m
SWIR
B12 hodnotenie podmienok stredomorskej vegetacie 2190nm 20m

Tabulka 1.1: Spektralne kandly satelitov Sentinel-2.
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Obr. 1.2: Model satelitu pouzitého v misii Sentinel-2.[4]

1.3 Pouzitie siete rovinnych kriviek

V nasej praci budeme uz existujici model automatickej segmentdcie [8] rozsirovat a mo-
difikovat. Na segmentdciu pouZijeme mnozinu rovinnych kriviek, uzavretych a otvorenych.
Otvorené krivky budi navzdjom prepojené a budeme ich vnimat ako siet kriviek. Nasim
cielom bude vytvorit a jednoznac¢ne uréit hranicu medzi segmentovanymi oblastami. Takéto
jednoznaéné urcenie hranice mé mnozstvo aplikécii, nielen pri spracovani satelitnych snimkov
pre urcenie roznych druhov porastov, ale aj pri spracovani medicinskych snimkov, pre rozde-
lenie roznych tkaniv v Tudskom tele.
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Kapitola 2

Matematicky model

V tejto kapitole si zostavime matematicky model automatickej segmentacie, ktory je
blizsie popisany v ¢lanku [8]. Budeme pracovat s ¢iernobielym vstupnym obrazom, s jednym
kanalom, ktory neskoér nahradime redlnymi datami, napriklad satelitnymi snimkami. Dvoj-
rozmerny obraz (obr. 2.3, vlavo) vieme reprezentovat funkciou intenzity I° : R? — R, pricom
I9(x) = I°(z1, 22) predstavuje hodnotu intenzity pixelu s priestorovymi siradnicami (z1, z2).
Pre segmentdciu oblasti obrazu musime uréit pociatoéni krivku, ktorti budeme vyvijat v ¢ase
k hranici segmentovanej oblasti obrazu, pricom evolicia je dané vhodnym vektorovym polom.
Umiestnenim pociatocnej krivky uréime intenzitu obrazu, ktord segmentujeme, preto by mala
celd krivka lezat vo vnitri segmentovanej oblasti.

2.1 Vyvijajuca sa krivka

Majme vyvijajucu sa krivku
v:T'xT —R2 (2.1)

Nech T' = [0,1] a T = [t% ¢/], predstavuje ¢asovy interval, kde t° je pociatoény cas a tf je
koncovy ¢as. Hodnota ~y(u, t), kde u € T, vyjadruje poziciu krivky v v ¢ase t € T'. Vyvoj krivky
predstavuje zmenu krivky v ¢ase, ¢o matematicky vyjadruje jej casova derivéicia. Evolicia
krivky riadend vektorovym polom V(u,t) je preto dand diferencidlnou rovnicou
afygi’t) = V(u,t), (2.2)
s po¢iatoénou podmienkou (u,t%) =+, kde v" oznaéfme ako pociatoénti krivku.
Vo vseobecnosti vieme pohyb krivky rozlozit na pohyb v norméalovom a tangencidlnom
smere, vid obr. 2.1
0y (u,t)
ot
kde «a(u,t) oznacuje tangencidlnu rychlost, B(u,t) normdlovi rychlost, T(u,t) jednotkovy
dotykovy vektor a N(u,t) jednotkovy normalovy vektor. Je dolezité spomentit, Ze vplyvom
tangencialnej rychlosti v rovnici sa nemeni tvar krivky, iba sa body krivky postuvaju v tan-
gencidlnom smere. Preto sa najskor v sekcii 2.3 zameriame na normdlovi rychlost [(u, t)
a nasledne v sekcii 2.4 opiSeme vypocet vhodnej tangencidlnej rychlosti a(u,t). Budeme

= B(u,t)N(u,t) + a(u, t)T(u,t), (2.3)

uvazovat prirodzene parametrizovant krivku v parametrom s, pricom ds = |0,7(u,t)|du.
Jednotkovy dotykovy vektor potom vieme vyjadrit ako
T(u,t) = 0sy(u,t) = (0571, Os72)- (2.4)

Jednotkovy normalovy vektor je nain kolmy, dostaneme tak

N(u, t) = T(u, t)J_ = (887(u7 t))J_ = (85727 _8571)' (25)

15



Prirodzent parametrizdciu budeme d'alej pouzivat v sekcii 2.4 a 2.5, kde je prirodzend para-
metrizdcia podmienkou pre pouzitie Frenetovych a Serretovych rovnic.

Tg

Obr. 2.1: Rozlozenie pohybu krivky na tangencidlny a normélovy smer [5].

2.2 Siet kriviek

V nasej praci nebudeme pracovat iba s jednou vyvijajicou sa krivkou, ale s mnozinou
kriviek, pricom niektoré mozu byt uzavreté a niektoré otvorené. Uzavreté krivky, pre ktoré
plati v(0,t) = v(1,t), budeme v rdmci vyvoja vnimat ako samostatné, ¢o znamend, Ze pre
vyvoj uzavretej krivky nepotrebujeme informéaciu o ziadnej inej krivke. Avsak mmnozinu ot-
vorenych kriviek budeme vnimat ako siet (skupinu) otvorenych kriviek. Pre vyvoj otvorenej
krivky potrebujeme pouzit informécie zo vetkych otvorenych kriviek v sieti. Pre kazdu ot-
vorenu krivku plati, ze mé aspon dve susedné krivky, ktoré maja zaciatoény alebo koncovy
bod totozny so zaciatoénym alebo koncovym bodom danej krivky, tak ako vidime na obrazku
2.2. Otvorené krivky v sieti si pomocou zaciatotnych a koncovych bodov prepojené.

va(1,t) =~4(1,¢)

71(0,8) = m(1,%)

Ya(L1,t) = 3(0. 1) = 74(0. )

Obr. 2.2: Priklad uzavretej krivky v; (vlavo) a siet otvorenych kriviek va,v3,v4 (vpravo), kde vidime
totozné zaciatoéné a koncové body.

Krivky v ramci siete delime na rodicovské a hrani¢né krivky. Rodicovské krivky vznikni
otvorenim uzavretej krivky. Zaroven s tym musi vzniknit aj hrani¢nd krivka, ktord prepoji
otvorent ¢ast rodic¢ovskych kriviek. Kazd4 hrani¢nd krivka mé svoje rodic¢ovské krivky. Vznik
rodicovskych kriviek a hrani¢nej krivky, ktory je podnetom pre vznik siete kriviek, si blizsie
popiseme v sekcii 4.3.
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2.3 Normalova rychlost

V nasej praci preberieme predpis pre norméalovi rychlost z éldnku [8], kde je definovand
v tvare

Blu,t) = (1= A()gs (v(w, 1) = A(t) Vg1 (v(u, 1)) - N(u, t) — (t)k(u, 1), (2.6)

a pouzitd na segmentaciu pomocou uzavretych rovinnych kriviek. Postupne si predstavime
kazdy ¢len, ktory vystupuje v tejto funkcii. V prvom kroku si v sekcii 2.3.1 popiSeme druhy
¢len —Vgi(v(u,t)) - N(u,t), pomocou ktorého riadime evoliciu krivky k hrane segmento-
vej oblasti. Nésledne v sekcii 2.3.2, vysvetlime ako prvy ¢len gJ (y(u,t)) expanduje krivku z
jej pociatotne]j pozicie cez segmentovant oblast v smere normdly. Pomocou parametra A(t),
ktory vystupuje v oboch ¢lenoch vieme menit to, ktory ¢len bude mat na vyvoj vicsi vplyv.
Zvicsovanim hodnoty A(t) bude mat vicsi vplyv druhy ¢len a naopak, ked A(t) bude blizka
nule, krivka bude riadend hlavne prvym, expanznym ¢lenom. Treti ¢len 6(¢)k(u,t) reprezen-
tujuci krivostnu regularizaciu si predstavime v sekcii 2.3.3.

2.3.1 Detekcia hran

Ked'Ze st hranice oblasti obrazu tvorené hranami, vyvijajiica sa krivka by sa mala prita-
hovat prave k nim. Na ndjdenie hrdn pouZijeme hranovi detekciu. Redlne déta si casto
zaSumené, preto si najprv potrebujeme obraz prefiltrovat. V tejto ¢asti vyuzijeme poznatky o
Gaussovej filtricii z literatuty [3] a [6]. Gaussova filtracia je jedna z najpouzivanejsich metéd v
ramci predspracovania obrazu. Nech funkcia 199 : R? — R, reprezentuje intenzity filtrovaného
p6vodného obrazu I° pomocou Gaussovho filtra. Tiito funkciu ziskame konvoltciou obrazu s
Gaussovou funkciou

I°°(2) = Gy (2) % I°(2), (2.7)

pricom funkcia G, (z) s rozptylom 20¢ je v d-dimenzidlnom priestore definovana v tvare

Goy(r) = ———et0. (2.8)
(4moy)

a predstavuje konvoluéné jadro. Novi hodnotu pixelu ziskame vazenym priemerom okolia
daného pixelu, pricom hodnotu daného pixelu berieme s najvéc¢sou vahou. Hodnoty vah
zévisia od parametra og. Cim vicsia og, tym je filtracia silnejsie. Pouzitie konvolicie vidime
na obrazku 2.3.

Obr. 2.3: Vlavo: Origindlny dvojrozmerny obraz s odtiefimi Sedej. V strede: Konvoluéné jadro. Vpravo:
Obraz po aplikovani Gaussovho filtra.

Hrany obrazu vieme identifikovat ako ndhle zmeny intenzity obrazu. VyuZijeme preto
vlastnosti gradientu a v mieste hrany budeme o¢akdvat vysokid hodnotu normy gradientu.
Normu gradientu pouzijeme vo funkcii hranového detektora v tvare

1
(1 + (VI (x)?)’

9(¢, [VI?(2)]) = (2.9)
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kde parameter ¢ ur¢uje vyraznost detekovanych hran. Cim viésia hodnota ¢, tym je citlivost
na vysoké hodnoty noriem gradientov vécsia a hrany po detekcii st vyraznejsie.

Po opdtovnom vyhladeni ziskame vysledni funkciu hranového detektora pouziti vo vzorci
(2.6), v ktorej aplikovanim konvoltucie zhladime detekované hrany

g1(x) = Goy x g(C, [VI7(2)]), (2.10)

Na obrazku 2.4 vidime, ze hranovy detekor ma hodnoty blizke nule pri hranach. Na miestach,
kde sa hrany nevyskytuji, nadobiida hodnoty blizke jedne;j.

I

100

Obr. 2.4: Hranovy detektor g; aplikovany na I°° z obrazka 2.3, vpravo.

2.3.2 Expanzia krivky v smere normaly

V tejto sekeii si popiSeme ako pomocou funkcie g5 riadime krivku cez segmentovant oblast
v smere normaly k hrane oblasti. Funkciu g5 definujeme ako

93 (x) = Goy * (H" (x)g1(2)), (2.11)

kde vynésobenu funkciu homogenity H7(x), popisani nizsie v sekcii 2.3.2.1, s hranovym
detektorom g;(z) (2.10) zhladime konvoliiciou s Gaussovou funkciou G,,. Potreba prvého
expanzného ¢lena vo vzorci (2.6) vznikd v pripade, kedy by hrany boli prilis daleko od
pociatoénej polohy krivky. Krivka by sa nemusela k hrane vobec prifahovat a hranovy de-
tektor by nezabezpecil spravnu segmentaciu. Krivka by tak bola riadend hlavne tretim, kri-
vostnym ¢lenom popisanym v sekcii 2.3.3 ¢o by mohlo spdsobif nezelané stiahnutie krivky do
bodu. Kedze pracujeme s mnozinou kriviek, pre kazdu uzavretd krivku definujeme funkciu
homogenity a aj vlastnt funkciu gg (2.11), preto k funkcii priddvame horny index v, ktory
oznacuje prislusnost k danej krivke. Definovanie funkcie gJ pre sief otvorenych kriviek si
popiSeme v sekcii 4.3.1.

2.3.2.1 Funkcia homogenity

Funkcia homogenity H7(x) urc¢uje ako podobné su intenzity vo vnitri pociatocénej krivky
7% a v bode z. Funkcia homogenity teda zdvisi na zvolenej pociatoénej krivke. Ukazeme si
dva sposoby definovania funkcie homogenity. V prvej definicii, vypoc¢itame stredni hodnotu
intenzity p z hodnot 199 vo vnutri pociatocnej krivky a funkciu homogenity zadefinujeme ako

H(z) = {1 ak I7°(x) € (p — ep,p + €p) (2.12)

10 inak.

V na8ej praci pouzivame druhy sposob definicie, kedy funkcia nadobida rovnaké hodnoty,
avSak zmenia sa prislusné podmienky. Vypocitame minimalnu intenzitu pp,, a maximélnu
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intenzitu pmer z hodndt 1°° vo vnutri pociatocnej krivky. Predpis funkcie homogenity je

2.13
0 inak. ( )

H7($) = {1 ok [Uo(x) € (pmm — € Prmaz + 6)
V oboch definicidch parameter e uréuje, aky velky bude rozsah tolerovanych intenzit.
Vd'aka funkcii homogenity tak expandujeme krivku smerom k hranici. Zastavenie evoliicie
pri hrane zabezpec¢ime vyndsobenim funkcie homogenity s hranovym detektorom. Naslednym
zhladenim dostaneme vyslednu funkciu go, tak ako sme ju zadefinovali v (2.11).

Obr. 2.5: Vizualizdcia funkcie hranového detektora gy (vIavo) pre 190 z obréazka 2.3, vpravo a funkcie
g2(vpravo) pre pociatoéni krivku z obrézka 2.7.

2.3.3 Krivostna regularizacia

Poslednym ¢lenom je krivostny ¢len. Ako uz z nézvu vyplyva, ilohou tohoto ¢lenu je
regularizovat krivost a teda v miestach, kde je krivost vysoka, dojde k zhladeniu krivky.
Funkcia k(u,t) vo vzorci (2.6) tak predstavuje znamienkovi krivost krivky. Vplyv tohoto
¢lena na vyvoj krivky vieme taktiez menif pomocou parametra ¢, pricom plati, Ze ¢m je
hodnota viicsia, tym viac je krivka krivostou zhladzovani.

2.4 Tangencidlna rychlost

Ako bolo spomenuté tangencidlna rychlost nemeni tvar krivky poéas vyvoja, avsak pri
numerickom vypoéte ndm pomoze predist singularitdm a napomdha tak k stabilite nume-
rickej schémy. Pre vhodnu volbu tangencidlnej rychlosti a(u,t) pouzivanej na tangencidlnu
redistribiiciu ¢erpdme poznatky z ¢ldnkov [9] a [11]. Pocas segmentdcie chceme dosiahnut
asymptoticky rovnomerné rozdelenie bodov krivky, ktoré je dolezité pre algoritmy na topo-
logické zmeny, popisané v kapitole 4.

Ideme teda skimat vzfah £, kde g = |9,7(u,t)| predstavuje lokdlnu dizku krivky a L
celkovi, globalnu dizku krivky. Podla spominaného ¢ldnku chceme, aby platilo

) <%> _y (1 - %) : (2.14)

kde w predstavuje tempo zrovnomeriovania bodov. Pre éasovii derivaciu vystupujicu na lavej
strane rovnice (2.14) potrebujeme najprv vyjadrif, Gomu sa rovna d;g a ;L. Dalej budeme
pouzivat oznacenia v = ~y(u,t), T = T(u,t),N = N(u,t),a = a(u,t), 3 = B(u,t). Zatneme s
odvodenim 0O.g

Dy
%9 = o = 5 ::| - 9y (0). (2.15)
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PouZijeme prirodzent parametrizaciu krivky, z ktorej vyplyva vztah 9,7 = gdsv , kde g =
|0,7|. Dosadenim tohto vztahu a zdmenou ¢asovej a priestorovej derivéacie d'alej dostaneme

Os
Og = gg7 - Ou(0r). (2.16)

Aplikovanim (2.3) a prvej Frenetovej a Serretovej rovnice (2.27) vyraz upravime na tvar
0 g =T -0,(N+aT) =T g0s(SN + aT) =T - g(0sfN + IsN + 9;aT + adsT)
=T - g(9sfN + BT + 9saT + akN) = T - g((958 + ak)N + (8k + 9sa)T)
= gkB + g9sa0 = gk + Ouav.
(2.17)

Integraciou predchadzajicej rovnice (2.17) ziskame vzorec pre vyvoj globélnej dfiky L

1 1 1
oL :/ Ot g :/ gkﬁdu+/ Oyodu
0 0 0

1 (2.18)
= / kBds + / Oyadu = L (kB) + a(1,t) — «(0, 1),
y 0

kde (k5) = %fv kBds. Pre uzavretd krivku plati, ze «(0,t) = «a(1,t). V pripade siete otvo-
renych kriviek, to vSak neplati. Hodnoty «(0,¢) a a(1,t) treba samostatne vyjadrif pomocou
skaldrneho suc¢inu, ktory vieme interpretovat aj ako priemet, vektora d;y v smere vyvoja
daného bodu a jednotkového dotykového vektora T v danom bode (Obr.2.6). Hodnotu «(0, t)
vyjadrime v za¢iatoénom bode (0, t) krivky ako

a(0,t) = 0yy(0,t) - T(0,1). (2.19)
Hodnotu a(1,t) vyjadrime v koncovom bode (1, t) krivky analogicky
a(l,t) = 0ry(1,t) - T(1,1). (2.20)

k‘(9,,7(()7 t)
.

L4
?a(0,)T(0,t) s

T(0,1) £(0,£)N(0,t)

7(0,t)

Obr. 2.6: Vizualizécia vyvoja krivky v v bode ~+(0,t), kde vidime ako pomocou priemetu vektora
9;7(0,t) na dotykovy vektor T(0,t) vieme ziskat tangencidlnu rychlost «/(0,t).
Lavu stranu rovnice (2.14) mozeme pouzitim (2.17) a (2.18) napisat v tvare

5 (g) _ (gkB + Our)L — g(L (kf) + a(1,7) — (0, 1))
t L - L2

. (2.21)

Pravi stranu este mozeme upravit

o (2)=14 <k5+asa— gy + 20 _O‘(l’t)>, (2.22)

L
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vd'aka ¢omu vieme rovnicu (2.14) prepisat na tvar

% <k:ﬁ—|—8sa—<kﬁ>+a(o’t)_a(l’t)> :w(l—g). (2.23)

L L
7Z tejto rovnice ziskame vztfah pre tangencialnu rychlost

a(0,t) — a(l,t)
7 :

Docr = w (5 - 1) + (kB — kB — (2.24)

Ako sme spominali vySSie, pre uzavreté krivky posledny ¢len tejto rovnice vypadne, pretoze
a(0,t) = a(1,1).

2.5 Pouzitie Frenetovych a Serretovych rovnic

Pred pouzitim Frenetovych a Seretovych rovnic najprv zavedieme premenni w, pricom
B8 =w— 0k, kde
w=(1-A1)g5(7) = A)Var(7) - N. (2.25)

Vyvoj krivky tak nadobudne tvar
Oy = (w — 0k)N + aT = wN — kN + oT. (2.26)

Frenetove a Serretove rovnice opisuju derivacie jednotkového dotykového a norméilového
vektora a binormély, kde binormala je vysledkom vektorového sucinu vektora N a T. My
vyuzijeme prvi Frenetovu a Serretovu rovnicu [7], ktord je v tvare

dT
— =kN. 2.2
7 (2.27)

Aplikovanim vztahov (2.4) a (2.27) a pouzitim prirodzenej parametrizacie krivky mozeme
napisat vyslednu diferencidlnu rovnicu vyvoja pre krivku v v tvare

Oy = w(as'}')l_ - 5(8527) + a(as’}/)~ (2'28)

Na obrazku 2.7 vidime aplikdciu tohto modelu segmenticie pomocou uzavretej krivky.
Pouzili sme obraz I?° (Obr. 2.3) s odtienmi Sedej. Do segmentovanej oblasti sme vlozili
pociatoéni krivku 4, oznaéent ¢ervenou farbou.

(a) Pociatocnd krivka ~°.
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(b) Krivka ~ pocas vyvoja.

(¢) Krivka + na konci vyvoja v Gase tf.

Obr. 2.7: Evolicia krivky riadens vektorovym polom.
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Kapitola 3

Numericka diskretizacia

Pre numerické rieSenie diferencidlnej rovnice (2.28) potrebujeme najprv diskretizovat
krivku v a ndsledne vykonat priestorovii diskretizdciu, ktort si opiSeme v sekcii 3.2, a ¢asovi
diskretizaciu, popisant v sekcii 3.3. V sekcii 3.4 diskretizujeme aj vypocet normélovej a tan-
gencialnej rychlosti. Nakoniec sa v sekcii 3.5 venujeme tprave numerickej schémy pre siet
otvorenych kriviek.

3.1 Diskretizacia krivky

Krivku «y diskretizujeme na mnozinu bodov v3*,71", ..., 7", kde n predstavuje pocet bodov
krivky v ¢ase m. V praci budeme pracovat s uzavretymi, ale aj s otvorenymi krivkami, pricom
pre uzavretu krivku plat{ 4" = 47, ako vidime aj na obrdzku 3.1, vlavo.

m

/—yTL
AT

m In—1

Tn—2

Obr. 3.1: Vlavo: Diskretizicia uzatvorenej krivky. Vpravo: Diskretizdcia otvorenej krivky.

3.2 Priestorova diskretizacia

Pre priestorovi diskretizdciu pouzijeme metédu koneénych objemov, ktora pozostava z
reprezenticie bodov krivky v a z koneénych objemov p;, ktoré si dané hrani¢nymi bodmi,
Pi = [¥;_1,7;41], tak ako vidime aj na obrazku 3.2. Numerické riesenie je teda po ¢astiach (na

2 2

koneénych objemoch) konstantnd funkcia. Integraciou rovnice (2.28) na objeme p; dostaneme

,Yi 1 ’Yi 1 ’Yi 1 'yi 1
/ o Opyds = / o w(dsvy)tds —/ o 602~ds +/ o adgyds, (3.1)
v, gl v

Y

1
2

[N

1 1
i—5 i—%5
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kde hodnoty w, o, § povazujeme za konstantné na konetnom objeme p;, preto ich ozna¢ime
ako w;, i, 6; a vyjmeme spolu s hodnotou 0;y; pred integraly, ¢im dostaneme

Vivd Vipd Vgl Vil
@7{/)+2ds::wa/‘+2(8gﬁLds——&u/ +2£ﬁ7ds+—a{/‘+2é%7d& (3.2)
¥ v %ol v

i1 1
=5 i—5

1
2

Yi—1

Yi-1

2

Pit1

Pit2
Obr. 3.2: Vizualizicia koneénych objemov na krivke ~.

Zadefinujeme h; = |y; — vi—1|. Mieru kone¢ného objemu vieme vyjadrit ako

m(pr) = "L (33)
Dalej na aproximéciu hraniénych bodov koneéného objemu pouzijeme

Y1 = Vi +2’Yz'—1 (3.4)

Yoyl = %HT—W (3.5)

Po pouziti Newton-Leibnitzovho vzorca a vyjadrenim prvého integralu v rovnici (3.2) pomo-
cou (3.3) dostaneme

h; =+ h; 1 1
8{%% = wj; <'Yi+% - 'YZ'_%> —0; (85%_;_% - as%'_%) + o <'Yi+% - 71'_%) . (3.6)
Pouzitim centralnej diferencie v tvare
Oty = 15— (3.7)
(3
as%'_% L _h,‘%_*l- (3.8)
7

a aproximacii (3.4) ziskame priestorovo diskretizovanu rovnicu

hi + hitq Yit1 — Yi—1 + Yitl1 — Vi Y — Yi-1 Vi1 — Vi-1
0 = (TG ) g (T T (TR ) (g
(A (A

3.3 Casova diskretizacia

Pre casovu diskretizaciu si zadefinujeme dlzku ¢asového kroku 7. Casovi derivaciu apro-

ximujeme konec¢nou diferenciou

m-+1 _Am
By = % (3.10)

Ostatné ¢leny v rovnici (3.9) budeme aproximovat v ¢asovom kroku m. Aplikovanim (3.10)
mozeme rovnicu (3.9) prepisat

Ot =) (B 4 B (ﬁl - v?h)L m <7§11 — - %’11)
(2

T 2 - 2 i him
m. o am
+aof (7”1 5 ’Y"l) . (3.11)
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Vyjadrenim hodnoty %erl tak ziskame explicitnd schému pre rieSenie rovnice vyvoja krivky
(2.28) v tvare

et o (0 = WD g2 (%’11 - - %”L)
' ' BT s B U N hi
m Vit — Viea
e (Ll Tl g
+O“<h;ﬁ+h;11 (8.12)

3.4 Diskretizacia normalovej a tangencialnej rychlosti

V rovnici (3.12) este vystupuje hodnota «!”, ktord prislicha tangencidlnej rychlosti, a
hodnoty w}™, 6;", prislichajice normélovej rychlosti. Pre tieto hodnoty si taktiez potrebujeme
vyjadrit ich diskrétny tvar. Hodnotu w; vypoéitame ako

wi' = (1= A1)g;(%") = MOV (") - N;"*

mo—ym)t 3.13
- 1= A ~ AT () - T ED (3.13)

Diskrétny tvar o!" pozostéva z niekolkych ¢lenov, ktoré si tiez samostatne diskretizujeme.
Pre ¢t =1,...,n — 1 pocitame ;" ako

Lm
= oty + ) = ke (S - ) - 20K g

kde k" predstavuje krivost, 5™ normdlovt rychlost a L™ dizku krivky v ¢asovom kroku m.
Tieto hodnoty si dané

kfi = sgn(hi_l A h,H_l)WaTCCOS <M> s (315)
m _ i 7 Em 7 7 1
/B’L 2 (2 + 2 ) (3 6)
mm 1 ¢ mipm Qm
BBy = T YRR BP (3.17)
=1

L™= h", (3.18)
=1

kde h!" = 4"—~"  a h!" = |h?*|. Hodnoty o a a]* budeme pocitat pomocou vzorcov (2.19) a
(2.20), ktoré taktiez prevedieme na diskrétny tvar. Po vyvoji zaciatoéného bodu krivky, ktory
popisujeme v sekcii 3.5.1 mozeme vypocitat hodnotu )", ktord sa potom pouziva vo vypocte
tangencidlnej rychlosti (3.14) pre ostatné body krivky. Hodnotu o vypocitame skalarnym
sticinom. Casovii deriviciu a jednotkovy dotykovy vektor v danom bode aproximujeme po-
mocou konecnej diferencie. Hodnotu o' vyjadrime analogicky, tiez az po vypocte koncového
bodu krivky, popisaného v sekcii 3.5.2. Tangencidlnu rychlost v za¢iatoénom a koncovom

bode pocitame v tvare
m+1 _ .m m __ Am
al = (70 o ) : (71 Yo ) . (3.19)

T hi
m+1 _ - m m . AMm
o= (BT (1) .
T him
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3.5 Explicitnd schéma pre siet otvorenych kriviek

Pre uzatvorené krivky mozeme pouzivat vypocet explicitnej schémy, tak ako je napisany
v (3.12). Pre sief otvorenych kriviek treba explicitnii schému v zaciatoénych a koncovych
bodoch otvorenych kriviek upravit. V schéme vystupuje ¢len 4, ktory by sme pre za¢iatoény
bod koncovej krivky nevedeli identifikovat. Taktiez nevieme urcit ¢len ~]}; pre koncovy bod
otvorenej krivky. Pre ostatné, vnitorné body otvorenej krivky mozeme pouzit explicitni
schému v tvare (3.12). Popisme si upravu vypoctu najprv pre zaciatoény bod a potom aj pre
koncovy bod otvorenej krivky.

3.5.1 ijrava vypoctu pre zaciatocny bod otvorenej krivky

Ako bolo spomenuté pre zaciatotny bod 76”“ otvorenej krivky, by sme pri pouziti ex-

plicitnej schémy (3.12) narazili na problém, aky bod zvolit za predosly, teda za bod ™.
Pre uzavreté krivky je to jednoduché, vtedy pocitame s bodom +,* ;. Pri otvorenych krivkach
vyuzijeme siet kriviek a do iivahy budeme brat body zo susednych kriviek, ktoré maji totozné
koncové alebo zac¢iatoéné body so za¢iatoénym bodov danej krivky. KedZe pracujeme so siefou
kriviek, priddme dolny index oznacujici dand krivku. Ak mé kazda otvorend krivka prave dve
susedné krivky, potom K = 3 predstavuje celkovy pocet kriviek v ramci siete, to znamena
aktudlnu krivku a jej dve susedné krivky. Nech £ € 1,..., K, potom ", predstavuje i-ty bod
k-tej krivky v casovom kroku m. Pre lepSie znazornenie si poméiemé aj obrazkom 3.3, kde
vidime, ze pre vypocet zaciatocného bodu 7’y krivky 71, budeme za pracovat s bodom Yom—1
zo susednej krivky 72 a bodom 5" zo susednej krivky 3. Vo vseobecnosti vieme vypocet pre
nulty bod k-tej krivky v nasledujicom ¢asovom kroku vypocitat sti¢tom hodnoty v aktudlnom
casovom kroku (prvy ¢élen pravej strany rovnice) a aproximdcii pomocou za¢iatotného bodu
a bodu susednej krivky (druhy a stvrty ¢len pravej strany rovnice) a nakoniec aj bodov su-
sednych kriviek navzajom (treti a piaty ¢len pravej strany rovnice). Rovnicu (3.12) upravime
na tvar

a (Vi =)+
1 ) 1,95
Mo =W+ D Wikki)010) Bm J:hm
]:1 (kvj)r(ovbj) k71
J#k
K-1 K ( m m \L
Veb. ~ Vdby)
+ T Z Z w(k7cvd)7(07bc7bd) hm + hmd
c=1 d=c+1 (kvc)v(ovbc) (k»d)v(o’bd)

c#k  d#k

N 2 Ve ~ Yo _ ko ~ Vb,
— Y0 TZ B + pm B - B
j;l (k7])7(07bj) kvl kvl (kv.])v(ovbj)
Jj#k

K-1 K m m m m
2 Yebe ~ Vo Yoo — 7.
“HTY D g (” o d”’d>, (321)

=1 aZein Mko0b0) TP, 000) \ Mok Plka).0.b0)
c#k d#tk

kde b; je index bodu na krivke 7; a nadobtida hodnoty

T (3.22)
i = :
n—1 ak fy,% = Yin

V trefom a poslednom ¢lene pravej strany rovnice pracujeme iba so susednymi krivkami,
preto musi platit ¢,d # k a ¢ # d. Vzdialenost I, 05) (Obr. 3.3) meriame vzdy medzi
zaciatotnym bodom aktuélnej krivky (0-tym bodom k-tej krivky) a bodom zo susednej krivky
(bj-tym bodom j-tej krivky)

Il )05 = R0 = 7, - (3.23)
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Hodnota w ¢ 4),(0,b.,,) taktiez zavisi od viacerych kriviek, preto v tvare

(Ve — 75?bd)l
hm

b . (3.24)
(ke),(0) T ko), (0.60)

Wk ,e,d),(0,0e,bg) = (1 = A0 95" (V)92 (Vo) — Ao" Vg1 (1) -

Je dolezité zdoraznit, Ze na vyvoj zaciatoéného a koncového bodu budu mat vplyv vetky
susedné krivky. VSimnime si, Ze pre tento bod nepredpisujeme v tangencidlnom smere ziadny
pohyb. Bod vyvijame iba v normdalovom smere, kombindciou az troch normal (Obr. 3.3).
Teda je moZné, Ze vysledny pohyb bodu bude maf aj tangencidlnu zlozku. Pre kazdu krivku
musime zabezpe¢if zhodnt orientdciu normdl, ¢&im dostaneme pre bod, v ktorom sa krivky
stretavaju rovnaky vyvoj pre vSetky krivky. V tomto bode teda zostavaja krivky totozné
pocas celého vyvoja.

~m

m
2,n—1

Y11

h‘il’jl lL?(ﬁ,Z).(OJz—l)

Y1

~/T

m T
Y1,0="V2,n="3,0 \

V3
> h’(y\'yll.:}).(().l)

~

m )
/3,1

Obr. 3.3: Zaciatotny bod krivky i, totozny s koncovym bodom krivky 7. a zaciatoénym bodom
krivky ~3. Oznacenie vzdialenosti je pisané pre vypocet zaciatotného bodu krivky ~;.

3.5.2 [jprava vypoctu pre koncovy bod otvorenej krivky

Pre koncovy bod otvorenej krivky naopak dochadzka k problému v explicitnej schému v
tvare (3.12) s bodom 7. Postup bude rovnaky ako aj pre zaciatocny bod otvorenej krivky.
Pre koncovy bod nepredpisujeme v tangencialnom smere ziadny pohyb. Bod vyvijame iba v
normalovom smere, pricom berieme do tvahy nasledujice body zo vSetkych susednych kriviek,
¢im ziskame zachovanie totoznosti v koncovom bode pocas celého vyvoja kriviek. Koncovy
bod v nasledujicom ¢asovom kroku taktiez pocitame ako sticet hodnoty v aktualnom ¢asovom
kroku (prvy ¢len pravej strany rovnice) a aproximécii pomocou zaciatoéného bodu a bodu
susednej krivky (druhy a stvrty ¢len pravej strany rovnice) a nakoniec aj susednych bodov
navzdjom (tret{ a piaty ¢len pravej strany rovnice). Opéf je potrebné zabezpecit zhodnu
orientaciu normadl, ¢im bude vyvoj tohto bodu pre vsetky krivky, ktoré sa v nom stretavaju,
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rovnaky. Vypocet pre koncovy n-ty bod k-tej krivky, kde k = 1,2, ..., K upravime na tvar

K (’Vﬁj _7]2?”_1)L
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j:]- k’n (kzj)v(n»b])
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c=1 d=c+1 (k C) (TL b ) (k d) (’I’L bd) (k’,C),(TL,bC) (kvd)v(n7bd)
c#k  dstk

kde pre b; plati

b=4 Mk =70 (3.26)
;= .
n—1 ak ’y]’g’?n = 7;-%,

Vzdialenost h(k Di(nby) (Obr. 3.4) meriame vzdy medzi koncovym bodom aktudlnej krivky
(n-tym bodom k-tej krlvky) a bodom zo susednej krivky (b;-tym bodom j-tej krivky)

Rk i) mby) = Vi = Vi, |- (3.27)
Hodnotu W(k,c,d),(n,be,bg) vypocitame pomocou predpisu

)J_

(72" be — Va1 by
hm

. (3.28)
(o) (nbe) T (k.d) (n.ba)

Wk e,d), (nobesba) = (1= An)ga° (V)92 (Vi) — A Vg1 (9i,) -
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Obr. 3.4: Zadiatotny bod krivky =1, totozny s koncovym bodom krivky - a zatiatoénym bodom
krivky ~y3. Oznacenie vzdialenosti je pisané pre vypocet koncového bodu krivky ~s.
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Kapitola 4
Topologické zmeny

Pocas vyvoja kriviek sa moze stat, Ze sa krivky stretnd, inak povedané narazia do seba.
Bez osetrenia tejto situédcie by krivky mohli vo vyvoji pokracovat, az by sa pretli. V takom
pripade by mohol jeden pixel patrit do viacerych oblasti. V nasom pripade, ale chceme hranicu
medzi oblastami jednoznaéne uréit, preto potrebujeme tento stret kriviek oetrit a musi dojst
k topologickym zmeném na krivkach. Budeme vychddzat uz z existujicich algoritmov, pre
spajanie a rozdelovanie kriviek, pricom budeme vyuzivat poznatky z ¢lanku [1] and [2].

Topologické zmeny zhrnieme do troch hlavnych algoritmov. Prvym algoritmom, ktory
si predstavime v sekcii 4.1 bude priddvanie a odoberanie bodov pre zaistenie rovnomernej
vzdialenosti medzi jednotlivymi bodmi. Druhym algoritmom popisanym v sekcii 4.2 vyrieSime
situdciu, kedy do seba narazia body tej istej krivky, napriklad v situacii, kedy krivka obchadza
oblast vo vnttri segmentovanej oblasti. V situdcii, kedy do seba narazia body roznych kriviek
dojde k vzniku siete kriviek, ktory si popiSeme v sekcii 4.3.

Pri nasledujicich algoritmoch vynechdme oznacenie ¢asového kroku m, kedZe deteku-
jeme topologické zmeny pred kazdym Easovym krokom vyvoja. Budeme pouzivat rovnaké
oznacenie, ako je uvedené aj v zdroji [1]. Zavedie si premenni NC' pre pocet uzavretych a
rodicovskych kriviek. Poc¢et bodov j—tej krivky oznacime ako n;.

4.1 Pridavanie a odoberanie bodov

Hlavnou tilohou tohto algoritmu je pridat body medzi body krivky, ktoré st od seba
prili§ vzdialené a naopak odobrat body ak s prili§ blizko. Vd'aka tomuto algoritmu tak za-
bezpec¢ime priblizne rovnaké vzdialenosti susednych bodov krivky. Nésledne sa pocas vyvoja
tieto body vd'aka vhodnej tangencidlnej rychlosti asymptoticky rovnomerne redistribuji. Al-
goritmus pridavania a odoberania bodov je potrebny pre spravne fungovanie algoritmov na
topologické zmeny. Na tivod si zvolime poZzadovant vzdialenost segmentu hy medzi susednymi
bodmi. Budeme prechddzat vietkymi bodmi krivky a vidy vypoéitame vzdialenost kazdého
segmentu h; a pripoc¢itame k premennej Lg;y = h; — hgq. Po kazdom pripoc¢itani skontrolu-
jeme, € je hodnota premennej Lg;; viicSia ako nami pozadovand vzdialenost segmentu hyg.
Ak je vicsia dojde k pridaniu alebo ak je mensia k odoberaniu bodov, podla algoritmu 1.
V algoritme pouzivame funkcie na néjdenie najdlhsieho a najkratsieho segmentu. Na vstup
dostant indexy dvoch bodov a na na tseku danom tymito bodmi kazda funkcia vrati index
najdlhsieho, pripadne najkratsicho segmentu. Vo funkcii AddPoints(/V,[) potom priddme N
bodov, do [-tého segmentu krivky a vo funkcii DeletePoints(s) vymazeme body na s-tom
segmente krivky.
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Algorithm 1 Priddvanie a odoberanie bodov

k<0
140
Ldif 0
for i <~ 1 to n; do
Ldif(i, k‘) — Ldif(i, k‘) 4+ h; — hy
if |Lgif(i, k)| > hq then
if Ldif(i, k?) > 0 then
[ + LongestSegment(k, )
N + ﬂOOr(Ldif(i, k:)/hd)
AddPoints(N, 1)
Laif (i, k) <= Laiy(i,k) — Nhq
k<1
else
s < ShortestSegment(k, )
DeletePoints(s)
Laig(i, k) < Lgif (i, k) + hg
k<1
end if
end if
end for

4.2 Delenie kriviek

Algoritmom 2 oSetrime situdcie, kedy do seba narazia body rovnakej krivky, napriklad v
situdcii, kedy krivka obchédza oblast vo vnttri segmentovanej oblasti. Algoritmus je uzitoény
pri nehomogénnych oblastiach, kedy je potrebné uisek medzi bodmi krivky, ktoré sa stretli
oddelit, pripadne vymazat, aby sme predisli jej zauzleniu. Vytvorime maticu P, ktord pred-
stavuje mnozinu pixelov obrazu I9°. Matica mé teda velkost obrazu I7°. Hodnota P[y; ]
predstavuje suradnice pixelu, do ktorého patri bod +;;. Na zaciatku algoritmu si pixely, v
ktorych lezia body danej kriviek nastavime na 0. Nasledne opit prejdeme vSetkymi bodmi
krivky, pricom ak je hodnota P[vy;;] rovnd nule, znamena to, Ze tento pixel prechddzame po
prvykrat a zapiSeme sem index bodu danej krivky. Ak sa vSak hodnota P[v;,] nerovnd nule,
znamena to, ze iny bod tejto krivky sa vyskytuje v rovnakom pixely. Mame teda dva indexy
bodov s1, s2 jednej krivky ktoré sa stretli v rovnakom pixely. Ak je rozdiel indexov bodov
vicsi ako 2, body, ktoré sa nachadzaju medzi bodmi s indexami si, sy odstranime pomo-
cou funkcie RemovePoints(j, s1, s2). Modifikdciou tohto algoritmu 2, ktord vsak v tejto praci
nepouzivame, by bolo vytvorenie novej krivky, ktord by bola tymito odstrdnenymi bodmi
definovana.
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Algorithm 2 Delenie krivky

for j <+ 1to NC do
for i <~ 1 ton; do
Plyj] <0
end for
for i +— 1 ton; do
if P[y;;] =0 then
Plyja] i
else
if i — P[y;i] > 2 then
S, 1
s2 < Plvjil
RemovePoints(j, s1, $2)
j —
break
end if
end if
end for
end for

4.3 Vytvorenie siete kriviek

Majme dve krivky, ktoré sa sicasne vyvijaji. Pocas vyvoja sa moze stat, Ze krivky na
seba narazia, inak povedané stretni sa v jednom pixeli. Situacia, kedy najdeme aspon dve
dvojice roznych bodov (jeden bod z jednej krivky, druhy bod z druhej krivky), pre nés signali-
zuje detekciu nastdvajicej topologickej zmeny, konkrétne vznik siete kriviek. To znamena, ze
musi vzniknit nové krivka na rozhrani medzi dvomi pévodnymi krivkami a povodné krivky v
mieste tohto rozhrania prerusime. Novo vzniknutt krivku na rozhrani budeme d'alej oznaéovat
ako hranicnu krivku. Krivky, ktoré sa pocas vyvoja stretli oznac¢ime ako rodi¢ovské pre novo-
vzniknutt hraniénd krivku. Algoritmus 3 vytvoreny pre vznik siete kriviek si mozeme rozdelit
na dve ¢asti. Prvou bude vznik hrani¢nej krivky (sekcia 4.3.1) a druhou dprava rodic¢ovskych
kriviek (4.3.2), teda kriviek ktoré sa pocas vyvoja stretli.

Algorithm 3 Vytvorenie siete kriviek

if NC > 1 then
Set AuxiliaryP/()
for j + 2 to NC do
FindMarginalPoints(j)
if numberO f Marginal Points >= 2 then
CreateBoundaryCurve(boundaryPoints)
EditParentCurves(cy, c2)
end if
end for
end if

Na zaciatku algoritmu 3 si nastavime hodnoty matice P (Algoritmus 4). Prejdeme cez
vSetky krivky okrem prvej, a cez vSetky body tychto kriviek. Pixely, v ktorych lezia body
kriviek nastavime na P[vy;;] = 0. Nésledne hodnoty P[vy ;] nastavime na 1, ¢ize v pixeloch,
kde lezi prvé krivka nastavime hodnotu jej indexu.
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Algorithm 4 Nastavenie matice P

procedure SETAUXILIARYP
for j < 2 to NC do
for i <— 1 to n; do
P[] <0
end for
end for
for i + 1 to ny do
Py 1
end for
end procedure

V algoritme 5 budeme prechadzat cez body j-tej krivky a kontrolovat, ¢i P[y;;] = 0. Ak
4no, znamena to, Ze sme doposial nenasli bod, ktory by sa nachddzal v tomto pixeli, preto
hodnotu P[v; ;] prepiSeme na index aktudlnej krivky. Ak vsak hodnota P[y; ;] nie je rovnd nule
a ani indexu aktudlnej krivky, znamena to, ze v tomto pixeli uz je bod inej krivky. Ziskame
tak dva indexy kriviek ci, co, ktoré sa stretli v jednom pixeli, a indexy prislichajtcich bodov,
ktoré oznacime ako mi a mo.

Algorithm 5 Najdenie bodov kriviek, ktoré si v rovnakych pixeloch

procedure FINDMARGINALPOINTS(j)
for i <~ 1 to n; do
if P[’)/jﬂ'] =0 then

Plyii] < j
else
if P[’yj,i} < j then
c1 + Plv;l
Co < J
mo < 1
Plyja] < —1

for k < 1 to n., do
if P[v., k] = —1 then
mi < k
Plvji] < @
end if
end for
CreateBoundaryPoint (e, m, s Yea,ms)
rangec, , rangee, < SaveParentIndices(mq, ms2)
end if
end if
end for
end procedure

4.3.1 Vznik hraniénej krivky

Situdciu kedy dojde k vzniku hrani¢nej krivky si ilustrujeme aj na obrazku 4.1. Z obrazka
vidime, Ze v jednom pixeli sa stretli body v1; a 72, a v susednom pixeli sa stretli body
M,i+1 & Y2,i—1. Krivky 71 a 72 oznacime za rodicovské krivky. Body hrani¢nej krivky ziskame
vypocitanim priemeru dvojic bodov, ktoré sa stretli v jednom pixeli (Algoritmus 6). Hraniénd
krivka ma teda v Case svojho vzniku aspon dva body ziskané priemermi z jej rodi¢ovskych
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kriviek. Ak m4 hrani¢nd krivka iba 2 body, priddme jej este jeden bod (Obr.4.2), ktory bude
priemerom uz jej existujicich bodov. Tento bod priddvame pre budtice pouzivanie niektorych
algoritmov, kedy potrebujeme krivky s aspon tromi bodmi. Takito hraniéni krivku (Obr.4.2)
ur¢enu aspon troma bodmi mame pripraveni na vyvoj v rdmci siete kriviek pomocou expli-
citnej schémy popisanej v sekcii 3.5.

/1T
Y1,i+2
S
Y2,i—1p
m I
\Hl

m

V2,5 ¢

AT
,2—1

Obr. 4.1: Ukazka, kedy je splnend podmienka pre vznik novej, hrani¢nej krivky.

AT

Obr. 4.2: Vznik novej krivky, stretnutim rodicovskych kriviek v; a 79, vznikla nova hrani¢nd krivka
3.

Pri vzniku novej, hrani¢nej krivky, ktord je otvorend treba vytvorit aj prislichajicu fun-
keiu gg(x), ktorej definiciu pre uzavreté krivky sme opisali v sekcii 2.3.2. Pre rodicovské
krivky, ktoré boli povodne uzavreté sa hodnoty funkcie gJ (x) nemenia, otvorend krivka teda
zdedi tieto hodnoty od jej povodnej uzavretej krivky. Pre hrani¢ni krivku funkcia g ()
vznikne ndsobkom prislusnych funkcii rodicovskych kriviek. V nasom ilustra¢nom priklade
teda plati, ze gJ°(x) = g3' (x)g9° ().

33



Algorithm 6 Vytvaranie bodov hrani¢nej krivky

procedure CREATEBOUNDARYPOINT (¢, m, , Veo,ma)
np < (Yer,mi + Yeama)/2
boundaryPoints.append(np)

end procedure

Po néjdeni aspon dvoch hrani¢nych bodov pokracuje v algoritme 3 funkciou na vytvorenie
hrani¢nej krivky. V tejto funkcii skontrolujeme ¢i je pocet bodov hrani¢nej krivky rovny dvom,
ak 4no, krivku doplnime aj tretim bodom. Po vytvoreni hrani¢nej krivky treba este upravit
prislusné rodicovské krivky.

4.3.2 Uprava rodicovskych kriviek

Za rodicovské krivky povazujeme dve uzavreté krivky, ktoré sa stretli v dvoch réznych
pixeloch, ¢im zapric¢inili vznik novej, hrani¢nej krivky. Po vzniku hrani¢nej krivky musime
tieto krivky upravit. Pre kazdud rodic¢ovski krivku odstrdnime vSetky body od prvého bodu,
v ktorom sa rodicovské krivky stretli az po posledny nédjdeny bod spoloény bod. Doélezité je
zanechat orientdciu krivky (uzatvorend krivka je parametrizovand v protismere hodinovych
ruciciek). Po tomto kroku musime este kazdej rodicovskej krivke pridat zaciatoény alebo
koncovy bod hrani¢nej krivky, vdaka ¢omu budd krivky v tychto bodoch totozné, pozri obr.
4.3. Vzniknt nam tak dve otvorené krivky, ktoré spolu s hrani¢nou krivkou tvoria siet.

S
\MN .

AT
n—1

AT
1,n—2

st

Obr. 4.3: Uprava rodicovskych kriviek 71 a vs.

V algoritme 5 sme pomocou funkcie SaveParentIndices(mi,ms) pre krivku s indexom
c1 ur¢ili najmensiu a najvacsiu hodnotu z pomedzi vSetkych indexov m; a tieto dve hod-
noty ulozili do premennej range.,. Pre krivku s indexom cy taktiez uré¢ime najmensiu a
najvécsiu hodnotu z pomedzi vSetkych indexov mq a tieto dve hodnoty ulozime do premen-
nej range.,. Premenné range.,, range., dalej pouzijeme vo funkcii na tipravu rodicovskych
kriviek (Algoritmus 7) na odstrdnenie bodov tvoriacich rozhranie (Algoritmus 8). V algo-
ritme 8 je potrebné odstranit body tak, aby bola zachované orientdcia krivky. Po odstranen{
bodov je poslednym krokom napojenie rodi¢ovskych kriviek na hrani¢ni krivku pridanim jej
zatiatoéného a koncového bodu na zaciatok a koniec rodicovskej krivky, podla algoritmu 9.
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Porovnanim vzdialenosti za¢iato¢ného bodu hrani¢nej krivky a zaciatoéného bodu uz otvore-
nej rodicovskej krivky zistime, ktory bod treba pridat na zaciatok a ktory bod treba pridat
na koniec danej krivky.

Algorithm 7 U'prava rodicovskych kriviek

procedure EDITPARENTCURVES(cy, ¢2)
RemovePoints(range, )
RemovePoints(range, )
AddBoundarypoints(c; )
AddBoundarypoints(cg)

end procedure

Algorithm 8 Odstranenie bodov rodi¢ovskych kriviek na rozhrani

procedure REMOVEPOINTS(range,)
> rangec[0] - minimélny index, range.[1] - maximalny index
nb < range.[1] — range.[0]
if nb < v..size() — nb then
curveEnd < ~.[0, range.[0])
ve-erase(0, range.[1])
Ye-append(curve End)
else
Ye-erase(rangec[1],v.end())
Ye-erase(y.begin(), range.[0])
end if
end procedure

Algorithm 9 Pridanie bodov hrani¢nej krivky

procedure ADDBOUNDARYPOINTS(c)
> Funkcia insert() pridd bod na zaciatok krivky, a append() pridd bod na koniec krivky.
if distance(boundaryPoints. first(),ve.first()) <
distance(boundaryPoints.last(), . first()) then
Ye-insert(boundaryPoints. first())
Ye-append(boundary Points.last())
else
Ye-insert(boundaryPoints.last())
Ye-append(boundaryPoints. first())
end if
end procedure
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Kapitola 5

Numerické experimenty

Ako bolo uz v tivode spomenuté, budeme pouzivat redlne data ziskané zo satelitu mi-
sie Sentinel-2 1.2. Pracovat budeme so zelenym kandlom (B3), ktory je najvhodnejsi pre
rozliSovanie vegeticie a taktiez mé najlepsie rozlisenie (10m). V tejto kapitole si pre overe-
nie funkénosti algoritmov ukéZeme niekolko numerickych experimentov. Nasfm cielom bude
jednoznaéne urcit hranicu medzi jednotlivymi oblastami. Najskor si v sekcii 5.1 ukdZzeme seg-
mentaciu viacerych oblasti pomocou uzavretych kriviek a segmentaciou rovnakych oblasti,
avSak pomocou siete kriviek. V sekcii 5.2 si ndsledne ukéazeme niekolko d'alsich experimentov
upraveného modelu segmentécie.

5.1 Segmentacia pomocou uzavretych kriviek a siete kriviek

Pri prvom experimente na segmenticiu pouzivame uzavreté krivky. Prvym krokom je
umiestnenie poc¢iatoénych kriviek do oblasti, ktoré chceme segmentovat. V naSom experimente
sme vybrali tri oblasti a teda aj tri prislichajice krivky. Zvolili sme parametre segmentécie
oo = 0.5, ¢ =500, § = 0.3, A = 0.5.

Obr. 5.1: Vyvoj kriviek. Hore: Po¢iatoctné krivky. Dole: Krivky v poslednom ¢asovom kroku vyvoja.
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Z obrazka 5.1 vidime, Ze medzi oblastami ozna¢enymi ¢ervenou a modrou farbou by
mala byt uréens hranicu, kedZe tieto oblasti st si susedné. Preto sa v d'alsom experimente
zameriame na vyvoj tychto dvoch uzavretych kriviek, ktoré stretnutim na hranici vytvoria
hraniéni krivku a d'alej sa budd v sieti kriviek vyvijat ako otvorené krivky. Postupny vyvoj

si ukdzeme na obrazku 5.2.

Obr. 5.2: Vyvoj kriviek, kde zelend krivka predstavuje hranicu medzi segmentovanymi oblastami.

7 obrazku 5.2 vidime, Ze na zaciatku vyvijame uzatvorené krivky, pricom pri stretnuti
vznikd nova, hrani¢nd krivka a nésledne sa vSetky tri krivky vyvijaji uz ako otvorené krivky.
Na konci vyvoja tak ziskame jednoznaéne uréent hranicu oznacenu zelenou farbou medzi
dvoma oblastami, oznacenymi ¢ervenou a modrou farbou. V&imnime si, Ze pocas celého vyvoja

38



su krivky v sieti prepojené pomocou ich zaciatoénych a koncovych bodov. Na obrazku 5.3
vidime, Ze segmentdciou pomocou uzavretych kriviek nevieme jednoznaéne uréit hranicu ob-
lasti, ¢o sa pomocou nasho modelu podarilo.

Obr. 5.3: PribliZenie na hranicu oblasti. VIavo: Vyvoj na hranici pomocou uzavretych kriviek. Vpravo:
Vyvoj pomocou siete kriviek, ¢im na hranici vznikla jedna hrani¢nd krivka.

5.2 Definovanie hranice medzi segmentovanymi oblastami

V tejto sekcii si ukdzeme dalsie experimenty, v ktorych sa ndm uspesne podarilo uréit
hranicu medzi jednotlivymi oblastami. Pre tieto experimenty sme opit zvolili parametre
segmentacie og = 0.5, ¢ = 500, 6 = 0.3, A = 0.5. Pociatoéné krivky st oznacené ¢ervenou a
modrou farbou. Zelena krivka v kazdom z tychto experimentov predstavuje hrani¢nid krivku
segmentovanych oblasti.

Obr. 5.4: Evolicia kriviek, kde zelend krivka predstavuje hranicu medzi segmentovanymi oblastami.
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Obr. 5.6: Evolucia kriviek. Hore: Pociatocné krivky. Dole: Krivky v poslednom casovom kroku vyvoja.
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Kapitola 6

Zaver

V préaci sme sa venovali modifikdcii a rozsireniu modelu automatickej segmentécie, vycha-
dzajiceho z ¢lanku [8]. Nasim hlavnym cielom bolo segmentdcia viacerych oblast{ pomocou
siete rovinnych kriviek s moZnostou vytvorenia jednozna¢ne uréenej hranice medzi segmen-
tovanymi oblastami.

Modifikacie modelu sme implementovali v jazyku C+4. Na vizualizaciu sme pouzivali
aj softvér Wolfram Mathematica. Podarilo sa nam tispesne vytvorit siet otvorenych kriviek
a jednoznac¢ne uré¢it hranicu medzi segmentovanymi oblastami, ¢o sme v poslednej kapitole
potvrdili niekolkymi numerickymi experimentami.

Napriek uspokojivym vysledkom, by bolo prinosné sa v budticnosti zamerat na ladenia pa-
rametrov pouzitych na segmentaciu pre zistenie ich optimalnych hodnot. Priestor na zlepSenie
je taktiez aj pri rieSeni rovnice vyvoja krivky. V nasom modeli pouzivame explicitnt schému,
ktorej vyznamnym nedostatkom je nestabilita v pripade nevhodne zvoleného ¢asového kroku.
Vylepsenim by teda bolo pouzitie stabilnejsich metéd, napr. implicitnej schémy.
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