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Abstrakt

Abstrakt: Tato praca sa zaoberd rieSsenim eikonalovej rovnice s pridanym regu-
larizacnym difiznym alebo krivostnym ¢lenom navrhnutou upwind numerickou apro-
ximacnou schémou. Cennym prinosom bude aplikdcia navrhnutej upwind numerickej
schémy pri viacerych numerickych experimentoch. Budeme pozorovat spravanie sa nu-
merickych metdd pri aproximéacii eikonalovej rovnice s diftiznym, ¢i krivostnym ¢lenom
nasou upwind schémou, ako aj ich konvergenciu, presnost a v neposlednej rade aj vlast-
nosti samotného riesenia so zohladnenym krivostnym, ¢i difiznym ¢lenom.

Kltcové slova: metddy troviovej mnoziny, numericka aproximacia, upwind nu-

merické schémy, eikonalova rovnica s regularizacnym krivostnym ¢lenom

Abstract

Abstract: This work will deal with solving eikonal equation with regularization
diffusion or curvature term included, using proposed upwind numerical approximation
schemes. A valuable contribution of the work will be application of said numerical app-
roximation schemes on multiple examples comparing and analyzing obtained solutions,
convergence analysis of various numerical methods and comparison of solution with
curvature term included against solution of standard eikonal equation.

Keywords: level set methods, numerical approximation, upwind numerical sche-

mes, eikonal equation with regularization curvature term



Uvod

Level set metédy, alebo Metédy troviiovej mnoziny [1], st vipoctové techniky vy-
uzivajuce izociary ako néastroj pre numericky popis vyvijajicich sa kriviek. Ich univer-
zalnost pre rozno-dimenzionalne formuléacie a ich schopnost popasovat sa s topologic-
kymi zmenami kriviek im priniesli obrovsky potencial pre Siroké spektrum uzitocnych
aplikacii.

Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie Stavebnej fakulty Slovenskej tech-
nickej univerzity sa moze pochvalit mnozstvom publikacii zaoberajtcich sa aplikaciami
metod droviiovej mnoziny, napriklad pri hladani ¢asu prvého prichodu frontu lesného
poziaru. V tejto praci nadviazeme aj na nimi ziskané poznatky. Vyznamnymi publiké-
ciami su napriklad [10] a [11].

Hlavnym cielom tejto préace bude navrhnit upwind numerickt aproximacéni schému
pre riesenie eikonalovej rovnice s malym difiznym alebo krivostnym c¢lenom. Velkou
motivaciou pre nds bola publikdcia [3]. MnoZstvo matematickych ¢lankov a prac pre-
ukazalo efektivitu upwind numerickych aproximacénych schém pri rieseni Standardnej
eikonalovej rovnice. Pri niektorych metédach, napriklad pri Fast sweeping metdde [7],
je tato vlastnost upwind schém tak vyznamna, ze metdédy skonverguju v koneénom
pocte iteracii aj pri hustych sietach. V préci [14] sme vSak ukdzali, Ze pri rieseni ei-
konalovej rovnice, kde maly krivostny ¢len bol aproximovany centralnou numerickou
schémou, sa sila upwind formulacie vytratila.

Cennym prinosom bude aplikacia navrhnutej uwind numerickej schémy pri viace-
rych numerickych experimentoch. Budeme pozorovat spravanie sa numerickych metod
pri aproximacii eikonalovej rovnice s diftznym, ¢i krivostnym c¢lenom nasou upwind
schémou, ako aj ich konvergenciu, presnost a v neposlednej rade aj vlastnosti samot-
ného riesenia so zohladnenym krivostnym, ¢i difiznym ¢lenom. Porovname vysledky
experimentov pre standardnu eikonalovu rovnicu a pre eikonalovu rovnicu s regulari-

zaénym krivostnym c¢lenom.



Kapitola 1
Matematicky model

Matematicky model, ktorym sa budeme zaoberat, je zalozeny na metdde iroviiove;j

mnoziny (Level set method), ktora riesi eikonalovu rovnicu

alVo| =1, (z,y) € Q C R (1.1)

ktori neskér obohatime o maly regularizacny diftizny alebo krivostny c¢len. Funkcia
a(x,y) predstavuje rychlost. Vo vseobecnosti sa viac¢sinou uvazuje konstantna rychlost
a(x,y) = 1, kedy rieSenim rovnice (1.1) je vzdialenostna funkcia so znamienkom ¢(z, y).
Model popisuje pohyb krivky T' = {(z,y) € R? ¢(x,y) = 0} v smere vonkajSej nor-
maly, pricom hodnoty funkcie ¢(z,y) reprezentuji ¢as prvého prichodu krivky I" do
bodu (x,y). Pohyb krivky po vypoctovej oblasti v smere jej vonkajsej normély mozno
popisat réznymi sposobmi a Cas prvého prichodu [14] je jednou z moznych alternativ.
Cas prvého prichodu v bode @ teda reprezentuje ¢as, v ktorom pohybujica sa krivka
prvykrat presla bodom x.

Pre jednoduchost sa najskor zameriame na rovnicu

a|lVo| —eAp =1, (1.2)

kde funkcia a(z,y) predstavuje rychlost a € je maly regulariza¢ny koeficient, pricom ad-
vekény clen dominuje difiznemu. Konkrétne plati, Zze € < La, kde L je reprezentativna
dizka, ktord zavisi od diskretizdcie vipoctovej oblasti. Napriklad v pripade (2.17) ma
L hodnotu %

Vyznamnym dévodom preco uvadzame tento model, je vlastnost vzdialenostnych
funkcii, pre ktoré plati, ze krivost ich izociar definovana ako k = V - (%) sa zjed-
nodusi na A¢ [1]. Numerickd aproximécia operatora Laplace je schematicky o nieco
jednoduchsia ako aproximécia krivosti, a tak pri jednoduchych prikladoch, kde riese-
nie je vzdialenostna funkcia, budeme moct vyuzit tento model na rézne experimenty
s cielom demonstrovat niektoré numerické metody, porozumiet ich spravaniu, ich vy-

hoddm a nevyhoddam. Pocas tvorby tejto prace model (1.2) sluzil ako pevny zaklad

4



numerickych experimentov, na ktorom sme stavali.
DélezitejSou rovnicou bude eikonalova rovnica s malym regularizacnym krivostnym

¢lenom

(a —er)|Vo| =1, (1.3)

kde funkcia a(z,y) je rychlost advekcie a € = €(k) je také, Ze €(s)|s| < a pre s € R. Inak
povedané, koeficient € bude v istom zmysle zavisiet od krivosti k, aby bola vyslednéd
rychlost vyvoja krivky T' v tvare (a — ex) kladnd. Alternativnou definiciou rychlosti
v modeli (1.3) by mohla byt (a — min(a — 0, €x)), kde ¢ je mald vhodne zvolena kon-
stanta. Krivost krivky I' je definovana ako divergencia jej jednotkovej vonkajsej normaly

k = V - N, ktort zadefinujeme ako N = <% [1]. Vysledn4 krivost méa po dosadeni tvar

[Vl
k=V" (%).

Pri takto zadefinovanom modeli sa konvexné casti krivky budi pohybovat rychlejsie
ako konkavne casti krivky. Toto spravanie je pri mnohych aplikdciach modelovania

rozvijajucej sa krivky fyzikalne vhodnejsie.



Kapitola 2
Numericka diskretizacia

Cielom nasledujicej kapitoly je odvodif diskretizacné schémy pre rovnice z kapi-
toly 1. Hlavnou a najddlezitejsou myslienkou pritom bude takzvany princip kauzality,
inak povedané upwind formulédcia. Upwind aproximacné schémy numericky simuluji
smer Sirenia informacii zvac¢Sa v modeloch pridenia. Velmi zndmym prikladom takejto
formulécie je Rouy-Tourinovej schéma [1].

Vypoctovi oblast Q diskretizujeme na kone¢ny pocet bodov (z;,y;), pre hodnoty
i,7=20,1,...,N. Bude platit z;;1 = 2; +h a y;41 = y; + I, kde h je priestorovy diskre-
tizacny krok. Pri rovnomernej stvorcovej sieti bude priestorovy krok h = *=7%, kde xg
a xy predstavuji dolni a hornt hranicu vypoctovej oblasti na x-ovej osi. Numericku

aproximéciu riesenia ¢ v bode (z;,y;) budeme znacit ¢;.

2.1 Eikonalova rovnica

Nez sa pustime do odvadzanie findlnej numerickej aproximacnej schémy, pozrime
sa najskor na znamu upwind aproximacni schému standardnej eikonalovej rovnice.

Rozpisme eikonalovu rovnicu (1.1).

V(0:0)2 + (9,6)? = 1 (2.1)

Parcidlne derivacie funkcie ¢ aproximujeme na Stvorcekovej sieti s priestorovym

krokom h v bode (z;,y;) podla nasledujicej schémy [1, 2]:

LP pre  ¢i—1; = min{¢i_1j, ¢ij, Git1;}
Ouij = W pre  ¢ip1; = min{@i_15, ¢ij, div1;} (2.2)
0 pre ¢ = min{¢;_1j, ¢ij, Git1;}

Pri aproximacii parcialnych derivacii podla premennej y postupujeme analogicky:.
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2.2. LINEARNA ADVEKCIA S MALYM DIFUZNYM CLENOM 7

Pozorujeme, Ze hlavnou myslienkou pri numerickej schéme (2.2) je volba doprednej,
¢i spatnej konecnej diferencie v zavislosti od smeru rastu funkcie ¢. Informécia, ktora
sa vyuziva na aproximéciu parcialnej derivacie teda v nejakom zmysle “prudi” v smere
gradientu funkcie ¢. V nasom pripade simuluje smer Sirenia, ¢i expanzie izokontur
funkcie ¢. Ako si aj neskor ukdzeme na mnohych numerickych experimentoch, takto
formulovana numericka schéma je velmi vyhodna pri aproximécii eikonalovej rovnice.

Nech |V¢| # 0 a oznaéme

. 00 Y
"~ IVl Vol

Potom bude platit u? + v? = 1 a advekény ¢len rovnice (1.3) moZeme prepisat do

tvaru

Vo = w0y + v0y¢ (2.3)

Advekény ¢len sa teda dd vnimat ako derivacia v smere jednotkového vektore (u, v).
Oznacme (u;;,v;;) vektor (u,v) v bode (x;,y;). Uvazujme napriklad situdciu, kde
u;; > 0av;; > 0, potom po dosadeni (2.2) do (2.1) a po tGprave dostavame kvadraticka

rovnicu vzhladom na ¢;;.

(¢ij — ¢i71j)2 + (¢ij — ¢ij71)2 = h?, (2.4)

alebo ”linearizovani” podobu

Wi (i — Pi-1j) + vij(Pij — Pij—1) = h. (2.5)

Vyhodou tychto upwind schém simulujicich Sirenie informéacii pri rozpinajicej sa
krivke je docielenie konvergencie v malom koneénom pocte iteracii rieSenim niekto-
rymi numerickymi metdédami, ktoré si navrhnuté specialne tak, aby vyuzivali charakter
upwind numerickych schém. Nasim cielom bude odvodit podobnii numericki schému
pre aproximdciu difizneho alebo krivostného ¢lena rovnic (1.2) a (1.3), ktord by mohla
viest k podobne rychlej konvergencii riesenia komplikovanejsich modelov.

Numericka schéma (2.5) je prvého radu presnosti a je stabilnd. Pri kontrole stability
sledujeme znamienka jednotlivych koeficientov. Rovnica (2.5) je len prikladom jednej
z pod6b numerickej schémy (2.2) aplikovanej na rovnicu (1.1). Pri vSetkych podobach

rovnice (2.5) st vSetky znamienka jednotlivych koeficientov “spravne”.

2.2 Linearna advekcia s malym difiznym clenom

Ukéazali sme si, ako vyzerda numerickd upwind schéma aproximacie standardnej ei-

konalovej rovnice. V nasledujicej podkapitole navrhneme upwind numerické schémy



8 KAPITOLA 2. NUMERICKA DISKRETIZACIA

pre aproximaciu komplikovanejsich modelov. Pri odvadzani roznych upwind konec¢no-
diferencnych schém pre numericki aproximéciu difizneho a krivostného ¢lena rovnic
(1.2) a (1.3) sa zameriame aj na ich stabilitu.

Skuimajme najprv jedno-dimenzionalnu diftiiznu rovnicu s konstantnym koeficientom

podobne ako v [6].

Standardné explicitna kone¢no-diferenénd schéma tejto rovnice je

¢t =} + ﬁ( 1 — 207 + ), (2.7)
kde 7 je casovy krok, h je priestorovy krok, n je index casovej diskretizacie a i je index
priestorovej diskretizacie. Aby bola takato schéma stabilna, musi platit

2eT
h?

Dodrzanie tejto podmienky sa zvacsa zabezpecuje prisposobovanim casového kroku

<1 (2.8)

T pri zjemnovani siete. Alternativny pristup popisany v clanku [6] je volba vhodného
kroku priestorovej diskretizacie pomocou parametra k, kedy priestorovy krok diskreti-
zacie je kh. Pre k € R je mozné ziskat potrebné hodnoty interpolaciou, podobne ako

je spomenuté v ¢lanku [6]. Podmienka stability teda bude mat tvar

2er
<
k2h? —
Schému (2.7) mdzeme teda nahradif schémou

TE

B = 07 + s (O — 207 + 0l (2.9

ktora je podmienecne stabilna pre

v 2€eT
h

Uvazujme dalej jedno-dimenzionalnu advekéno-difiznu rovnicu s konstantnymi ko-

k>

(2.10)

eficientami podobne ako v [3].

01 + a0, — €00 = 0 (2.11)
Schému (2.7) rozsirime na
Ta T€
B¥ = 6 = TG — 1) (Ol — 267 + 6 (212)

Schéma (2.12) je podmienecne stabilné s dalSou podmienkou pre ¢ < 1, kde ¢ je Stan-

dardné Courantovo ¢islo, definované ako ¢ = -
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Pre odvodenie upwind numerickej schémy pre difizny ¢len mozeme vychadzat zo

Semi-Lagrangeovskej numerickej schémy pre rovnicu (2.11) podla ¢lanku [3] v tvare

¢(‘Tia t?’b+1) ~

Schému vieme formélne prepisat do tvaru

1
¢(x; — ch — kh,t,) + igzﬁ(xz —ch+ kh,t,), (2.13)

N | —

n 1 n n
¢i = 5( ek T (bichrk) (2~14)

kde hodnoty na pravej strane sa mozu urcit cez interpolaciu [3].
Zvolme konkrétnu hodnotu k* = @ v schéme (2.9). Vidime, 7Ze sa schéma (2.9)

zjednodusi na tvar (2.14) pre Courantovo ¢islo ¢ =0

n ]' n n
¢z = 5( ik T ¢i+k*)a (2‘15)

¢o sa nazyva Semi-Lagrangeovskéd schéma pre diftziu [3, 6].

D4 sa ukazat [3], ze pre ¢ < 1 a k = 1 dostavame tvar schémy

Gt = 97— (0T — Ba) + 5 (B — 207, + 60), (2.16)

ktora predstavuje najjednoduchsiu upwind schému pre advekciu a diftaziu.
Pri stabilite schém sledujeme nezapornost jednotlivych koeficientov. V schéme (2.16)
po dodrzani podmienky ¢ < 1 je kritickym len koeficient pri nezndmej ¢} |, ktory je

rovny

T 2¢
E(a - ﬁ) (2.17)

Schéma (2.16) je teda podmiene¢ne stabilné pre 3—2 < 1 a je prvého radu presnosti.
Pri odvadzani numerickej upwind schémy pre riesenie dvoj-dimenzionalnej rovnice
(1.2) sme sa inspirovali prave schémou (2.16). Pri tychto tlohach je upwind smer ty-
picky urcéeny susednym vrcholom s najmensou hodnotou numerického riesenia. Di-
fazny clen A¢p = 0yp¢ + 0yy¢ rovnice (1.2) mdzme potom aproximovat upwind nu-
merickou aproximacnou schémou, ktorej podoba v bodoch, pre ktoré plati ¢;_1; =

min{¢;_1j, Gi+1;, Gij—1, Pij+1}; Ma tvar:

ij — 20i-1; i—2j i—1j-1 — 2015 i—1j
A¢ij:¢j ¢h;]+¢ 2j+¢ 1j—1 ¢h21]+¢ 17+1

Analogicky mézme vyjadrit schému aj pre body, kde minimom je hodnota ¢; 115, ¢ij—1

(2.18)

alebo ¢;j11.

Clen |V¢;;| budeme aproximovat pomocou Rouy-Tourinovej schémy (2.2) a (2.5).
Vysledny tvar numerickej aproximacnej schémy v bode (z;,y;) mdzme po dosadeni
aproximacii demonstrovat pre priklad, kde plati u;; > v;;, v;; > 0. Vysledna schéma

ma potom tvar
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(wij(Pij — Piz1j) + vij(dij — Gij—1)) —

; (2.19)
7 (¢ij — 4¢i—1j + di—2j + Pimrjo1 + Pim1j1) = h
2.3 Upwind metdéda pre aproximaciu krivosti
Odvodme teraz numerickd upwind schému pre rovnicu (1.3). Oznacme
O Oy €
U= V= €= —
Vol Vol h
Krivostny ¢len [1] sa d4 aproximovat nasledovne
K| V| 2 10y ¢ + 1v20petd — 200,y @, (2.20)

kde 0,0, 0yy@ a 0,y¢ predstavuji aproximacie druhych derivacii pomocou kone¢nych
diferencii. Pre numerickt aproximaciu zmiesanej parcialnej derivacie budeme vychadzat

zo schémy [5]

Git1j+1 — Qit1j — Pijy1 + 2045 — Gi—1j — Gij—1 + Pi—1j—1
By b1, 1) ~ J J J th J J o1

(2.21)

ktort podobne ako pri (2.18) upravime na upwind schému jej “posunutim” proti smeru
gradientu v bode (z;,y;). Zvysné dve druhé parcidlne derivicie aproximujeme rovnako
ako v (2.18). Dostavame tak numericki upwind aproximacéni schému rovnice (1.3)
inspirovani (2.16), kde ¢len |V¢| aproximujeme schémou (2.2). Vysledny tvar navrho-
vanej numerickej schémy demonstrujeme pre bod (z;,y;), pre ktory plati w;; > |v;;].

Schéma ma potom tvar

uij(dij — i-1j) + [vig] " (bij — ij1) + o] (Pj1 — b)) (2.22)
—e (i) (D5 = 20115 + Bimy) + (i) (Simiyr = 2011, + bimijr))
+euij [V T (dimgj + bij + Gi1j—1 + Gi1j41 — 20515 — Gijo1 — Di-2j4+1)
—eu;j[vi] (Pi—oj + Gij + Pic1j1 + Gicrj1 — 20i15 — Pijr1 — Pi—2j1)
=h

Ak navyse plati v;; > 0, potom numerickd schéma po tprave bude mat nasledujuci

tvar
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¢ij (Uij + Vij -+ 6’01']'(’&1']' — Ul'j)) — (223)
i1 (uij — 2e(1 — ugvig)) — dij—1 (vij + euyvy) + Gisje(ui; — vig)
- ¢i71j+1euij(uij - Uij) - ¢ifljfleuij (uij - Uz‘j) - ¢i72j+1euijvij =h

Podobnym sposobom mézeme vyjadrif tvar numerickej schémy pre dalsie hodnoty
Uij & Vjj.

Analyza stability schémy (2.22) je vo vSeobecnosti netrividlna. Vidime, ze v (2.23)
maju dva koeficienty “nespravne” znamienko. Nakolko tvar (2.23) sme vyjadrili pre
w;; > v;; plati, Ze pri ¢;_o; stoji nezdporny koeficient. Dalej, aby koeficient pri Gi—1j

bol nekladny, musi platif

huij
2(1 — uijvij)

Podobnym sposobom vieme odvodit podmienku stability pre analogické tvary schémy

€< (2.24)

(2.22). Schéma (2.22) je teda podmiene¢ne stabilna, pricom podmienku kladieme na
koeficient € stojaci pri regulariza¢nom krivostnom ¢lene. Podobne ako schéma (2.19),

aj (2.22) je prvého radu presnosti.



Kapitola 3
Numerické metoédy

Predchadzajtce kapitoly diplomovej prace priniesli viacero numerickych schém pre
riesenie eikonalovej rovnice s malym difiznym alebo krivostnym ¢lenom, ktoré sa do
istej miery daju vnimat ako takzvané upwind schémy. Existuje viacero numerickych
metod, ktorych sila sa prejavi predovSetkym pri rieSeni tloh, kde model je numericky
aproximovany upwind schémou. Cielom tejto kapitoly bude priblizit c¢itatelovi zopar

metod, ktoré v praxi otestujeme s pouzitim schém odvodenych v kapitole 2.

3.1 Fast sweeping metoda

Fast sweeping [8] navrhnutd Zhaom v roku 2005 je itera¢nd metdda urc¢end na
riesenie eikonalovej rovnice (1.1) s danou okrajovou podmienkou v urcitej podoblasti
vypoctovej oblasti 2. Vyuziva Rouy-Tourinovej upwind schému (2.2) pre numericki
aproximaciu parcidlnych derivécii v rovniciach ako (2.4). Tak sa zabezpeci, ze riesenie
v jednotlivych bodoch je definované na zaklade mensich hodnot.

Na zaciatku algoritmu je potrebné zvolit pociatoény odhad riesenia ¢?j. Nésledne sa
spustia Gauss-Seidelove iterdcie pre (2.4) alternujiic ich smer. Pre dvojdimenziondlnu
vypoctovu oblast sa pri Gauss-Seidelovi striedaju styri rozne smery iterovania. Pocas
jednotlivych iteracii sa informécie propaguju zvnutra danej okrajovej podmienky do
zvysku vypoctovej oblasti.

Pre eikonalovu rovnicu tato iteracnda metdda poskytne riesenie v konecnom po-
¢te iteracil a ukazuje sa byt efektivnejsou, ako Jacobiho, ¢i samostatna Gauss-Seidel
iteracnd metoda. V préci [14] sme ukézali, ze pri eikonalovej rovnici s malym krivost-
nym ¢lenom, pre ktorého numericki aproximaciu sa pouzila centralna schéma, sa tato

efektivita Fast sweeping metédy straca.

Nevyhodou Fast sweeping metody je jej nevhodnost pre paralelizaciu.

12
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3.2 Fast marching metéda

Fast marching metdda [2], alebo Metéda rijchleho pochodu, bola vymyslend Jamesom
Sethianom ako efektivna metéda pre riesenie eikonalovej rovnice (1.1). Medzi hlavné
vyhody tejto metody patri jej univerzalnost pre rozno-dimenzionalne tlohy. Naopak
nevyhodou je nevhodnost metody pre paralelizaciu.

Najdolezitejsou myslienkou Fast marching metody je pri vypocte novej hodnoty
funkcie ¢ vyuzif len hodnoty, ktoré uz si zname. Klicom je vyuzit upwind schému
(2.2) pre rovnice ako (2.4), pri ktorej sa informécia $iri len jednym smerom - od mensich
hodndt, po tie véicsie. Algoritmus Fast marching metody teda buduje numerické riesenie
funkcie ¢ postupne v smere vonkajsej normaly izociary, od najmensich hodnot funkcie
¢, po tie najvacsie.

Uvazujme dvojdimenziondlnu rovnicu (1.1) s danou okrajovou podmienkou len v
jednom bode diskretizovanej vypoctovej oblasti. Tauto hodnotu oznacme ¢ . Hodnoty
funkcie ¢ vo zvysnych bodoch vypoctovej oblasti st v tejto chvili nezname.

Algoritmus Fast marching met6dy zacina identifikaciou susednych bodov k bodom,
kde hodnota funkcie ¢ je uz zndma. V nasSom pripade by to boli hodnoty ¢ o, ¢0.1, ¢—1,0
®0,—1. V tomto momente sme rozdelili uzlové body diskretizovanej oblasti do troch mno-
zin: fixované body, teda tie, v ktorych je rieSenie uz zname, susedné body k fixovanym
bodom a vzdialené body. Dalsim krokom algoritmu je vypocitat a nésledne zafixovat
hodnotu jedného zo susednych bodov pomocou schémy (2.2). Nakolko informécia sa v
eikonalovej rovnici siri postupne od mensich hodnot, po tie vacsie, je dolezité si uvedo-
mif, Ze najlepsou stratégiou je zafixovaf riesenie v bode s najmensou hodnotou funkcie
¢. Algoritmus teda vypocita hodnoty vsetkych bodov v mnozine susednijch bodov a
nasledne zafixuje ti najmensiu z nich. Tieto kroky sa opakuji, kym sa vsSetky body

diskretizovanej oblasti nezafixuju.

3.3 Fast iterative metdoda

Fast iterative metéda [7] navrhnutd Won-Ki Jeongom a Rossom Whitakerom sa
svojou povahou velmi podoba na Fast marching metodu. Hlavnou myslienkou je pocitat
jednotlivé hodnoty funkcie ¢ v smere, odkial “pridia” informacie.

Rovnako ako tomu bolo pri metéde Fast marching, aj Fast iterative algoritmus
zacCina inicializaciou okrajovej podmienky v koneénom pocte bodov, ktoré sa nazyvaju
fixované.

Dalej Fast iterative metéda pracuje na pase aktivnych bodov, ktorych hodnoty para-
lelne prepocitava. Pocas kazdej iteracie algoritmu sa pas aktivnych bodov zvécsuje, aby
zahtnal vSetky uzlové body, ktorych hodnoty mozu byt ovplyvnené novo vypocitanymi

okolitymi bodmi. Jednotlivé body moézu byt odstranené zo zoznamu aktivnych bodov,
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ked ich hodnota skonverguje, alebo naopak mézu byt do zoznamu opétovne pridané,
ak sa zmeni hodnota jedného z ich susedov.

Vyhodou tejto metody je moznost paralelizovat vypocet novych hodnot aktivnych
bodov.

Pre potreby tejto prace sme algoritmus Fast iterative metody museli mierne mo-
difikovat, vid algoritmus 1. Numerickd schéma (2.22) je pomerne komplexnd a pri
krivkach s netrivialnou krivostou by sa pri pévodnom algoritme Fast iterative metédy
mohlo staf, Ze niektora z hodnot funkcie v bodoch sablény potrebna na vypocet no-
vej hodnoty aktivneho bodu by v momente vypoc¢tu este nebola znama. V takychto
pripadoch sme nezndmu hodnotu docasne nahradili poc¢iatoé¢nym odhadom. Hodnota
v zasiahnutom bode je néasledne prepocitavand algoritmom, az kym riesenie v danom
bode nedosiahne konvergenciu. Priklad podobnej situdcie je vyobrazeny na obrazku 3.1
Nevyhodou takejto alternacie algoritmu je nutnost volby pociatoé¢ného odhadu, ktora

vo vSeobecnosti nie je trivialna.

O0O00O0O0
0 0 0.0-0.Q,
o % NCNCNCH
ol N NONCNG
00000
NCNCNCNCNC
200000
CHCNCNCNCNG

ONOCHONONORONONC

Obr. 3.1: Predstavme si, Ze riesime model (1.3) aproximovany numerickou schémou
(2.22) pomocou Fast iterative metody. Bodkovand ciara nech predstavuje izokontiru
riesenia, pre jednoduchsie porozumenie. Nech hodnoty v ciernych a Sedgch bodoch
st uZ fixované, a teda zndme, a nech hodnoty v bielych bodoch si zatial nezndme.
Hladdme riesenie v cervenom bode. Na aprozimdciu rovnice (1.3) v tomto bode si
potrebné vsetky cierne body a navyse aj hrubou ciarou vyznaceny biely bod. Vdaka
modifikacii v algoritme 1 sa hodnota v neznamom bode odhadne pociatocnym odha-
dom a v neskorsich iterdciich bude nahradend rieSenim ziskanym prostrednictvom

zndmych hodnot. Povodny algoritmus by v tejto situdcii nemohol pokracovat.



3.3. FAST ITERATIVE METODA

15

Algoritmus 1: Modifikovany algoritmus Fast iterative metody

1

Inicializacia:

2 X : mnozina uzlovych bodov

3

4

5

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

L : mnozina aktivnych bodov

foreach x € X do

| U(x) +0

else

| Ux) « U°

foreach x € X do

if x je fivovany bod then

Aktualizacia bodov v L:

while L # @ do

p <+ U(x)

U(x) < ¢

foreach x € L paralelne do
q < riesenie g(x) =0
if |p — q| < tol then

foreach sused x,;, bodu x do
if x,;, € L then

q < riesenie g(x) =0

if p > ¢ then

L

U(an) —q
pridaj X,,;, do L

// U° je poiatoénj odhad riesenia

if Niektory zo susedov x je fixovany bod then
t pridaj x do L




Kapitola 4
Numerické experimenty

Velkou stcastou analyzy novych numerickych schém st numerické experimenty. Po-
cas tvorby tejto diplomovej prace sme systematicky testovali rozne numerické schémy
pri roznych numerickych metédach. Cielom nasledujicej kapitoly bude popisat tie naj-
relevantnejsie experimenty, ktorych vysledky nam ¢o najlepsie priblizia predovsetkym
vlastnosti navrhnutej aproximacnej schémy pre regularizacny krivostny ¢len.

V predchadzajicich kapitolach sme popisali aproximacéna schému regulariza¢ného
difizneho a krivostného ¢lena. Rovnica (1.2) aproximovand schémou (2.19) sa pre nés
stala akymsi odrazovym mostikom, nakolko pozostava z konecno-diferencnych aproxi-
macii parcialnych derivacii, ktoré su sicastou aproximacnej schémy krivostného clena
(2.20). Do prace sme zahrnuli experiment 4.3.2, ktory poukazuje na mozné vyuzitie
modelu (1.2). Pozorujeme, ze sa ndm vdaka pridanému regularizacnému diftiznemu
¢lenu podarilo mierne vyhladit izokontury riesenia a predist deforméaciam vznikajicich
pri rieSeni rovnice (1.1). Potvrdilo sa ndm, Ze pri rieSeni modelu (1.2) aproximovaného
numerickou schémou (2.19) sa podarilo metéde Fast sweeping skonvergovat v malom
konec¢nom pocte iteracii. Tento jav nas vo velkej miere motivoval ku dalsiemu vyskumu
a ku tvorbe aproximacnej schémy pre komplexnejsi regularizacny krivostny ¢élen.

Pozorny citatel si v nasledujticej kapitole isto vSimne prevahu rieseni ziskanych po-
mocou Fast sweeping met6édy v porovnani s Fast iterative metodou a absenciu experi-
mentov s aplikovanou Fast marching metodou. Fast marching metoda je velmi efektivna
a v istom slova zmysle inSpirovala vznik Fast iterative metdédy. Pri nami navrhnutych
numerickych schémach pri oboch metédach méze dochéddzat ku problémom predovset-
kym, ked riesenim nie su krivky s trividlnou krivostou, ako napriklad kruznice. Pomo-
cou modifikacie algoritmu 1 sa nam pri Fast iterative metode do istej miery podarilo
vyhnit sa problémom popisanym na obrazku 3.1, no pri Fast marching metode ta-
kato modifikacia neprichadza do ivahy, nakolko sa kazdy bod vypoctovej oblasti fixuje
len raz a nesleduje sa konvergencia riesenia v danom bode. Metodu Fast marching

tak spominame predovsetkym s cielom motivovat budici vyskum ¢i uz alternativnych

16
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numerickych schém, alebo modifikacii algoritmu metdody.

Modifikaciou algoritmu Fast iterative metdédy sa

nam podarilo ziskat zaujimavé vysledky, napriklad pri
experimente 4.1.2. Nevyhodou je vsak citlivost modi-
fikovanej metody na pociatoény odhad riesenia, a tak
pri komplexnejsich izokontturach riesenia metdda ne-
musi konvergovat.

Najvyhodnejsou a najstabilnejsSou metédou v na-
sich experimentoch sa ukazala Fast sweeping metdda,
ktorej povaha nedba na komplexnost Sablon numeric-
kych schém (2.19) a (2.22). Pri vSetkych experimen-

toch metoda skonvergovala velmi rychlo v kone¢nom Obr. 4.1: Schéma vijpoctovej ob-

Q

pocte iteracii bez ohladu na komplexnost krivosti izo- lasti Q a podoblasti Q, pre ktori
kontur rieSenia. zaddvame okrajovi podmienku.

Pre ziskanie jednozna¢ného riesenia rovnic (1.1), Hranica T podoblasti Qo je nu-
lovou izokonturou danej funkcie

é.

(1.2) a (1.3) musime zadat okrajovi podmienku. Okra-
jovi podmienku budeme zadévat na oblasti ¢ C (2,
ktorej hranica I'y je nulovou izokontirou danej funkcie
¢, vid obrazok 4.1. Na hranici oblasti 2 z povahy upwind numerickej schémy nie je treba
zadavat okrajovi podmienku. Problém by mohol nastat v rohoch oblasti €2, kde navr-
hnuté sablény mézu presahovat do bodov mimo vypoctovej oblasti. V tychto miestach
body nahradime bodmi leziacimi na hranici oblasti €.

Vsetky programy pouzivané pri numerickych experimentoch si naprogramované v
softvéri Matlab a st dostupné na vyziadanie. Pri vypocte bol pouzivany pocitac ASUS

Zenbook UX433FN s operacnym systémom Microsoft Windows 10 Home.

4.1 Numericky experiment s presnym riesenim

Riesme rovnicu (1.3) na Stvorcovej vypoctovej oblasti Q = (—4,4) x (—4,4) s danou

okrajovou podmienkou pre podoblast €y v tvare

Oz, y) =vVax2+y?> —ry pre (x,y) € Qo, (4.1)

kde 7y je polomer nultej izociary. Diskretizujme oblast {2 na konecny pocet bodov.
Nech N je pocet bodov na osi = a y. Dalej nech h je priestorovy krok dany vztahom
h = == kde xg a ry predstavuji dolni a horni hranicu vypoctovej oblasti na x-ovej
osi. Numerické aproximécia riesenie nech je (2.22).

Numerické rieSenie budeme porovnavat s presnym rieSenim v tvare
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T(r) = elog (—e <e_1+: _re - )) — elog (—e <6_1+f — TOC?)) . (4.2)

kde 7o je opét polomer nultej izociary a premennd r je velkost vektora (z,y). Presnost
numerického rieenia sa bude urcovat normou h? 3, |d; — T'(1 /22 + 42)].

4.1.1 Riesenie metédou Fast sweeping

Zvolme regularizacény koeficient € = 0.07 a pociatoény polomer nulovej izokontury
nech je vy = 2. Za pociatocny odhad rieSenia gb?j zvolme funkciu z (4.1) na celej oblasti
2. Sucastou kazdej iteracie algoritmu bude iteracia linearizacie numerickej aproximécie
rovnice (1.3) oznacovand [ a jednotlivé iterdcie Fast sweeping metddy, ktoré budeme
znacit k. Nech maximalny pocet linearizacii je [Max = 100 a maximalny pocet Fast

sweeping iteracii nech je kMax = 8. Algoritmus skon¢i, ked sa naplni kritérium kon-
I+1 _
ij

Pozorujeme, zZe rieSenie rovnice aproximované navrhovanou upwind schémou pri

vergencie h? YN ¢ ¢}, < tol, pri zvolenej tolerancii tol = 107%.

tomto experimente konverguje po 1 linearizacii bez ohladu na jemnost diskretizovanej
siete, na rozdiel od riesenia, kde na aproximaciu krivostného ¢lena boli pouzité centralne
konecné diferencie [14]. Takéto spravanie sa Fast sweeping metddy je typické pre riesenie

standardnej eikonalovej rovnice (1.1) pri pouziti Rouy-Tourinovej schémy (2.2).

Presnost riesenia a rychlost konvergencie
Pocet dielikov | Upwind numericka schéma | Centralna numericka schéma
N [ norma [ norma
10 1 12.2499 9 5.50945
20 1 4.8229 11 2.6350
40 1 2.4259 15 1.5669
80 1 1.3863 26 1.0193

Tabulka 4.1: Tabulka presnosti a rychlosti konvergencie pri riesend rovnice (1.3) na-
vrhnutou upwind schémou (2.22) a schémou, kde krivost je aproximovand centrdlnou

schémou.

Naopak, pri centrélnej aproximacnej schéme sa konvergencia spomaluje tak zhusto-

.....

hodnotéach e.
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Presné rieSenie
— — — -Numerické riedenie

Obr. 4.2: Grafické porovnanie presnosti numerického riesenia rovnice (1.3) aproxi-
movanou navrhnutou upwind schémou (2.22) pre N = 80 a € = 0.07 metddou Fast

sweeping s danou okrajovou podmienkou (4.1).

4.1.2 RieSenie Fast iterative metoédou

RieSme experiment zo sekcie 4.1 Fast iterative metodou upravenym algoritmom 1.
Za pociato¢ny odhad riesenia UY a zdrover aj za okrajovii podmienku si zvolme (4.1)
na celej vypoctovej oblasti. Nech ¢ = 0.05 a rg = 2. Nakolko Fast iterative metdda je
v istom zmysle itera¢nd, zvolme maximalny pocet iteracii mazIter = 500.

Sucastou Fast iterative algoritmu je rieSenie v tomto pripade nelinedarnych rovnic
v jednotlivych bodoch siete. Riesenie rovnic budeme hladat pomocou funkcie fsolve v
programe Matlab.

Nésledne porovname vypoctovy ¢as programu, v ktorom sa fsolve funkcia volala z
algoritmu Fast iterative metody pre jednotlivé body siete a programu, ktory bude riesit
systém nelinearnych rovnic na celej vypoctovej oblasti. V oboch pripadoch nastavime
maximalny pocet iteracii funkcie fsolve 10 a pre porovnanie zvolime algoritmy trust-
region a levenberg-marquardt pre hladanie riesenia systému nelinedrnych rovnic.

Pri Fast iterative algoritme zvolime toleranciu tol = 10~°.
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Presnost rieSenia a vypoctovy Cas algoritmu trust-region
Pocet dielikov || Systém nelinearnych rovnic Fast iterative metoda
N Vypoctovy ¢as (s) | norma | Vypoctovy cas (s) | norma
10 0.479 9.2653 0.391 9.2653
20 1.926 2.6965 0.707 2.6965
40 14.838 1.1278 3.004 1.1278
80 108.659 1.7404 25.263 0.6924

Tabulka 4.2: Tabulka presnosti a vijpoctového casu Fast iterative metody a fsolve me-
tody pre riesenie systému nelinedrnych rovnic pri riesend rovnice (1.3) aprorimovanej

schémou (2.22), ked na riesenie rovnic je pouZity algoritmus trust-region.

Presnost riesenia a vypoctovy Cas algoritmu levenberg-marquardt
Pocet dielikov || Systém nelinearnych rovnic Fast iterative metoda
N Vypoctovy ¢as (s) | norma | Vypoctovy Cas (s) | norma
10 0.307 9.2653 0.4113 9.2653
20 1.558 2.6965 0.930 2.6965
40 20.390 1.1278 15.742 1.1278
80 812.868 0.6885 78.188 0.6924

Tabulka 4.3: Tabulka presnosti a viypoctového casu Fast iterative metody a fsolve me-
tody pre riesenie systému nelinedrnych rovnic pri riesend rovnice (1.3) aprorimovanej

schémou (2.22), ked na riesenie rovnic je pouZity algoritmus levenberg-marquardt.

Pri oboch experimentoch je presnost metdod takmer rovnaka. Vypoctovy cas tak
ako pri nastaveni algoritmu funkcie fsolve na trust-region ako aj pri levenberg-
marquardt je pri tomto experimente kratsi pre Fast iterative metodu. Tato vlastnost
sa prejavi predovsetkym pri pomerne hustej sieti N = 80, kde trust-region pri rieseni
systému nelinedrnych rovnic dokonca neskonvergoval pri danom maximalnom pocte
iterdcii, vid tabulku (4.2). V pripade Fast iterative metédy sa pri tomto jednoduchom
priklade ukazuje vyhodné zvolit si za algoritmus met6dy fsolve prave algoritmus trust-
region, nakolko pri kratSom vypoctovom case dosiahol rovnako presné vysledky bez

problémov s konvergenciou.
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Obr. 4.3: Grafické zndzornenie postupného budovania riesenia rovnice (1.3) Fast ite-
rative metédou s modifikovangm algoritmom (1) pre N = 20 a € = 0.05 pri numeric-

kej aproximdcii schémou (2.22).

4.2 Numericky experiment pre krivky v tvare kosi-

nusoidy

Dolezitym experimentom je rieSenie rovnice (1.3) na oblasti Q2 = (—16,16) x (—16, 16)

danou okrajovou podmienkou

é(x,y) =y — 4cos (%) pre (x,y) € Qo, (4.3)
na ktorom moézme pozorovat vlastnosti rieSenia modelu s regulariza¢nym krivostnym
clenom v konvexnych a konkavnych castiach izokontir. Oblast €2 diskretizujme na
konecny pocet bodov (z;,y;) tak, aby priestorovy diskretizacny krok h bol rovny 1.
Rovnicu (1.3) potom aproximujme schémou (2.22) a rieSme metédou Fast sweeping.

Vysledky nasho experimentu mozno vidiet na obrazku (4.4). Podarilo sa nam ziskat
riesenie rovnice s krivostnym ¢lenom pre e = h = 1. Vidime, Ze sa ndm vdaka krivost-
nému clenu v modeli (1.3) podarilo vyhnit sa deformécii izokontir v ich konvexnych
Castiach.

Metoda skonvergovala po jednej linearizacnej iteracii tak pre eikonalovu rovnicu
(1.1), ako aj pre eikonalovu rovnicu s regulariza¢nym krivostnym ¢lenom (1.3) aproxi-

movanu navrhnutou numerickou schémou (2.22).
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Obr. 4.4: Grafické zndzornenie numerického riesenia rovnice (4.5) s danou okrajovou
podmienkou (4.3) aproximovanej numerickou schémou (2.22) pre N =33 a h =1,

riesenou pre € = 0.5 a € = 1.

4.3 Numericky experiment pre krivky v tvare Stvor-

listka

Riesme rovnicu (1.3) na $tvorcovej vypoctovej oblasti Q = (—=5,5) x (—=5,5) s danou

okrajovou podmienkou pre podoblast 2y v tvare

o(z,y) =1 <\/:p2 + 42— <CQ + QSin(Q arctan z>2>) pre (x,y) € Qo, (4.4)

kde ¢; a ¢ su volitelné koeficienty.

Oblast 2 diskretizujme na konecny pocet bodov (z;,y;), kde 7,7 = 1,...,N a
priestorovy diskretizacny krok h je dany vztahom *4=7* podobne ako pri experimente
4.1.

Aproximujme rovnicu (1.3) numerickou schémou (2.22). Okrajova podmienka (4.4)
ma izociary v tvare stvorlistka, a tak je vhodna pre pozorovanie spravania numerickej

schémy na priklade s komplikovanejSou krivostou.

4.3.1 Riesenie metédou Fast sweeping

Zvolme regularizacny krivostny koeficient ¢ = 0.07 a pociatoény odhad riesenia nech
je rovnica (4.4) pre koeficienty ¢; = 0.6 a ¢; = 1 na celej diskretizovanej vypoctovej
oblasti. Podobne ako pri experimente 4.1.1, opat zvolme maximalny pocet linearizac-

nych iteracii IMaz = 100 a maximélny pocet Fast sweeping iteracii nech je kMax = 8.



4.3. NUMERICKY EXPERIMENT PRE KRIVKY V TVARE STVORLISTKA 23

Kritérium konvergencie nech je rovnaké ako v 4.1.1.
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Obr. 4.5: Numerické riesenia rovnice (1.3) aproximovanou navrhnutou upwind sché-
mou (2.22) pre N = 80 a pre ¢ = 0.07 metodou Fast sweeping s danou okrajovou

podmienkou (4.4).

RieSenie sa ndm podarilo ziskat za 1 linearizac¢nu iterdciu. Na obrazku (4.5) mozeme
pozorovat vplyv krivosti na tvar izociar riesenia eikonalovej rovnice. Konvexné casti
kriviek sa pohybuju rychlejsie, ako casti konkavne, a tak sa tvar izociar postupne
formuje do tvaru podobnému kruznici. Na obrazku (4.6) mozno porovnat riesenia pre
¢ = 0.07 a € = 0. Pritomnost malého regulariza¢ného krivostného ¢lena v modeli (1.3)

dopomohla k vyhladeniu deformovanych casti izociar.

4.3.2 Riesenie rovnice s regularizacnym difiznym ¢lenom me-

todou Fast sweeping

Pozrime sa na rieSenie rovnice (1.2) metédou Fast sweeping s poc¢iatoénym odhadom
v tvare (4.4) pre koeficienty ¢; = 0.8 a ¢o = 2 na celej diskretizovanej vypoctovej oblasti.
Zaujima n4s rieSenie ziskané pomocou aproximacnej schémy (2.19).

Podobne ako v predchédzajicich experimentoch, aj tu zvolme maximalny pocet
lineariza¢nych iteracii algoritmu [Mac = 100 a maximalny pocet Fast sweeping iteracii
kMax = 8. Za kritérium konvergencie zvolme rovnaké kritérium, ako pri experimente
4.1.1.

Vysledok experimentu mozno vizualne zhodnotif pomocou obrazka 4.7. Metode
Fast sweeping sa aj v tomto pripade podarilo skonvergovat uz po jednej linearizacnej

iteracii. Vidime, ze vplyv regulariza¢ného difizneho ¢lena sa do istej miery podobd na
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Obr. 4.6: Porovnanie numerickych rieseni rovnice (1.3) aproximovanou navrhnutou
upwind schémou (2.22) pre N = 80 a pre € = 0.07 a € = 0 ziskangych metddou Fast

sweeping s danou okrajovou podmienkou (4.4).

Obr. 4.7: Porovnanie numerickyjch rieseni rovnice (1.2) aprozimovanou navrhnutou
upwind schémou (2.19) pre N = 50 a pre € = 0.05 a € = 0 ziskanych metédou Fast

sweeping s danou okrajovou podmienkou (4.4).
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vplyv regularizacného krivostného ¢lena. Hlavnym prinosom tohto experimentu vsak
bolo otestovanie spravania numerickej aproximacnej schémy (2.19) na krivke s netrivial-
nou krivostou a pozorovanie vplyvu takto navrhnutej upwind schémy na konvergenciu
Fast sweeping metody. Pozitivne vysledky nés pocas tvorby tejto prace motivovali k
zostaveniu numerickej schémy pre regularizaény krivostny ¢len (2.22), ktora vo velke;

miere zdiela vlastnosti schémy (2.19).

4.4 Numericky experiment na mape horlavosti pod-
lozia

Vytvorili sme po castiach definovant funkciu f(x,y), (z,y) — R , ktord simuluje
roznorodu mapu horlavosti podlozia, pricom st v nej navrhnuté rézne situacie. V nie-
ktorych castiach navrhnutej mapy sa horlavost postupne znizuje, inde sa postupne
zvysuje a niekde naopak dochadza k skokovitej zmene horlavosti. Cielom tohto experi-
mentu je pozorovat spravanie schémy (2.22) pri rieseni rovnice (1.3) pri réznych pod-
mienkach simulujucich aplikdciu modelu na Sirenie lesnych poziarov v rovinnom teréne
vV praxi.

Budeme riesit rovnicu (1.3) v tvare

(f —efw)IVel =1, (z,y) € 2= (-6,6) x (=6,06) (4.5)

s danou okrajovou podmienkou

olr,y) =z +22+ (y+22—1 pre (z,y) € Q. (4.6)

4.4.1 Riesenie metédou Fast sweeping

Riesme experiment 4.4 s koeficientami ¢; = 0.6 a ¢co = 1 metédou Fast sweeping pre
e = 0apre e = 0.05. V oboch pripadoch zvolme za poc¢iatoény odhad v iteracnej metdde
rovnicu (4.6) na celej vypoctovej oblasti. Dalej zvolme [Maz = 100 a kMax = 8.
Kritérium konvergencie nech je rovnaké ako v 4.1.1. Vypoctovu oblast diskretizujme
pre N = 80.
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Obr. 4.8: Grafické zndzornenie funkcie f(x,y) simulujicej roznorodi mapu horlavosti
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V oboch pripadoch algoritmus Fast sweeping metédy s linearizaciou skonvergoval
po jednej linearizacnej iteracii. Na obrazku (4.10) mézme porovnat tvar izoc¢iar oboch
rieseni. Sledujeme, zZe pri rovnych krivkach s krivostou blizkou nule sa riesenia tak-
mer nelisia. Naopak v miestach simulovanej mapy horlavosti podlozia, kde prislo k
skokovitej zmene funkcie f(x,y) pozorujeme vyrazny rozdiel v tvare izokontir rieseni.
Regulariza¢nému krivostnému ¢lenu v modeli (1.3) sa podarilo vyhladit krivky izokon-
tar riesenia, na ktorych sa v rieseni pre € = 0 vytvorili deformécie v tvare rohov.

Povaha riesenia pre ¢ = 0.05 sa navyse priblizuje k fyzikalne presnej dynamike sire-
nia lesného poziaru v rovinnom teréne, jednej z moznych aplikacii modelu (1.1). Lesny
poziar ma tendenciu sirif sa vic¢Sou rychlostou v miestach, kde jeho front nadobida
konvexny tvar a naopak jeho rychlost klesne v miestach, kde tvar je konkdvny. Toto

spravanie pozorujeme aj na vysledkoch riesenia rovnice (1.3) pre € = 0.05.
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Obr. 4.9: Grafické zndzornenie numerického riesenia rovnice (4.5) s danou okrajovou
podmienkou (4.6) aprozimovanej numerickou schémou (2.22) pre N = 80, riesenou

pre € =0 a € = 0.05.
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Obr. 4.10: Grafické porovnanie tvaru izociar rieseni rovnice (4.5) s danou okrajo-
vou podmienkou (4.6) aproxzimovanej numerickou schémou (2.22) pre N = 80 a pre

reqularizacny krivostng koeficient e = 0 a € = 0.05.
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali riesenim eikonalovej rovnice s pridanym difiznym
alebo krivostnym ¢lenom.

Najdolezitejsim cielom préace bolo navrhntf numericktt upwind schému pre aproxi-
maciu eikonalovej rovnice s krivostnym alebo difiznym ¢lenom, zadefinovanej v kapitole
1, ktorej motivaciou bola efektivita viacerych numerickych metdd pri rieseni eikonalo-
vej rovnice aproximovanej Rouy-Tourinovej upwind schémou. V kapitole 2 sme navrhli
viacero numerickych aproximacnych schém prvého rddu presnosti a odvodili sme ich
stabilitu.

V kapitole 3 sme citatelovi priblizili numerické metody Fast sweeping, Fast mar-
ching a Fast iterative, ktoré boli navrhnuté Specialne pre riesenie tiloh aproximovanych
numerickou upwind schémou. Popisali sme ich zédkladné vlastnosti a ich algoritmy.

Cennym prinosom prace bola aplikicia navrhnutej numerickej upwind schémy na
viacero zaujimavych prikladov riesenych metodami z kapitoly 3. Kapitola 4 sa venuje
vyluéne numerickym experimentom zameranych na testovanie vlastnosti navrhnutej
numerickej schémy a porovnaniu vysledkov modelov s pridanym regularizacnym kri-
vostnym c¢lenom.

Pri mnohych experimentoch sa ndm podarilo ukazat, ze nami navrhnutou nume-
rickou schémou aproximovana eikonalova rovnica s regularizacnym c¢lenom pri rieseni
Fast sweeping metédou skonverguje v konec¢nom pocte iteracii aj pri zhustovani diskre-
tizacnej siete. Efektivita navrhnutej upwind schémy sa prejavila aj pri Fast iterative
metode, kde sa ndm podarilo ziskat riesenie za kratsi vypoctovy cas, ako rieSenim
sustavy nelinearnych rovnic metodou fsolve v softvéri Matlab.

Na zaver sme citatelovi predostreli experiment, v ktorom sme hladali rieSenie pro-
pagacie frontu lesného poziaru na nami navrhnutej rovinnej mape horlavosti podlo-
zia. Poukézali sme na vyhody modelovania sirenia frontu lesného poziara eikonalovou
rovnicou s regularizacnym krivostnym c¢lenom, riesenie ktorej ma fyzikalne presnejsie

vlastnosti ako pontka standardné eikonalova rovnica.
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