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Abstrakt

Praca sa bude zaoberat rekonstrukciou viacfazového interfejsu pomocou vzdia-
lenostnej funkcie bez znamienka. Navrhneme presnejsi vypocet vzdialenostnej
funkcie na zlepsenie vysledku rekonstrukcie interfejsu. Rekonstrukciu aplikujeme
na pohybujici sa interfejs, pohybom riadiacim sa rovnicou linearnej advekcie na
rieSenie ktorej pouzijeme plne explicitnii numerickd schému.

Abstract

This work will deal with multiphase interface reconstruction using unsigned dis-
tance function. We propose more accurate numerical solution of distance func-
tion in order to improve the interface reconstruction results. We also reconstruct
a moving interface where the movement is determined by linear advection equ-
ation which we solve by fully explicit numerical scheme.
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1 Uvod

Praca je motivovana rieSenim problematiky rekonstrukcie hranice viacfazovych
rozhrani zo vzdialenostnej funkcie bez znamienka. Viacfazové rozhrania tzv. in-
terfejsy sa vyskytuji v prirode ako napr. zrnd v poly-krystalickom materidli
alebo bunky rybic¢ky Danio pruhované [8] a taktiez napr. v aplikdciach na tilohy
toku a transportu v pérovitom prostredi [9]. V préci budeme pracovat so vzdiale-
nostnou funkciou bez znamienka k hranici objektu, ktory budeme rekonstruovat
pomocou metédy VIIM [3] a na zlepsenie vysledkov rekonstrukcie navrhneme
presnejsi vypocet numerickej schémy druhého rddu s vyuzitim extrapolécie [1] a
koneénych diferencii druhého rddu [5]. Taktiez sa v praci zaoberdme pohybom
level set funkcie riadiacim sa linedrnou rovnicou advekcie a sledovanim pohy-
bujuceho sa viacfizového rozhrania. Linedrnu rovnicu advekcie riesime pomocou
plne explicitnej numerickej schémy druhého rddu [7] a navrhneme iny pristup
na vypocet hodnot indika¢nej funkcie urcéujicej fazy viacfazového rozhrania ako
v [3].



2 Level set metédy

Level set (droviiové mnoziny) metédy sa vyuzivaji na sledovanie evolicie tzv.
interfejsu (rozhrania) pohybujiceho sa relativne komplikovanym spoésobom. V
level set metédach je interfejs I' = ['(t), tak ze T'(t) : [0,00) — RY, reprezento-
vany ako nulové ¢iara (nulové Uroviiovd mnozina) v ¢ase t > 0 nejakej level set
funkcie s dimenziou vysSieho radu ako I'. Pre naSe ucely zvolime N = 2 a naSa
oblast bude fixovana §tvorcova oblast 0 C R%. Pod-oblast ohranic¢ent interfej-
som I' oznaéfme QF, pricom I' = 90" . Rovnica podla ktorej sa bude pohybovat
nas interfejs dany implicitne ako nulova hodnota level set funkcie bude linearna
rovnica advekcie s externe zadanym rychlostnym vektorovym polom

Oz, t) + W(,y) - Vo(@,y,) =0, 6(z,9,0) =(x,9), (1)

%
kde ¢(z,y,t) predstavuje vyvyjajicu sa v Case level set funkciu a W(z,y) =
(U(z,y),V(z,y)) predstavuje rychlostné vektorové pole.

2.1 Vzdialenostna funkcia

Na néjdenie level set funkcie, napr. v ¢ase ¢ = 0 vyuzijeme bezznamienkovi
vzdialenostni funkciu d = d(x) > 0 k interfejsu T', ktori ziskame vyriesenim
tzv. eikonalovej rovnice [3,6, 8],

|Vd(z)|=1, x €D, d(z)=0, z€Tl. (2)

Vzdialenostnda funkcia d nemé dobre definovany gradient v bodoch interfejsu T',
¢o moze spodsobovat znaéné problémy v numerickych metédach sledujicich po-
lohu interfejsu pomocou level set metédy. Z tychto dovodov sa preferuje pouzivat
znamienkovu vzdialenostnu funkciu, definovani ako

d(x) < 0, zeQr
d(z) >0, ze€Q/Qr
d(z) =0, zel.

Vzdialenostni funkciu so znamienkom moézeme pouzit v pripade,ze interfejs I’
rozdeluje vypoétovii oblast  C R? na dve disjunktné podmnoziny, tak ze ) =
Q1 U Qs a znamienko vzdialenostnej funkcie d jednoznacne identifikuje tieto
podmnoziny resp. fazy.

Ako priklad uvedieme exaktni vzdialenostni funkciu ku interfejsu I' v tvare
krizku s polomerom rovnym 0.25 a stredom v bode (0.5,0.5), ktord ma tvar
d(z,y) = /(x —0.5)2 — (y — 0.5)2 — 0.25 , kde (z,y) € Q a je zndzornend na
Obréazku 1.
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(a) Interfejs I’ v tvare krizku a vzdialenostnd funkcia k takémuto
interfejsu

Obr. 1

Pre interfejs I', ktory rozdeluje oblast 2 C R? na viac ako dve pod-oblasti,
tak ze,

P
Q=) p22

i=1
znamienko vzdialenostnej funkcie uz nie je postacujici identifikdtor na urcenie
fazy. Z tohto dévodu budeme v nasej praci pouzivat bezznamienkovi vzdiale-
nostnd funkciu, aby sme mohli identifikovat interfejs, ktory oddeluje viaceré
fazy. Na jednozna¢né urcenie fazy v kazdom bode z € Q si zavedieme in-
dikaéni funkciu x = x(z) [3], ktord kazdému bodu = ¢ T, x € ; priradi
index prislichajiicej fazy i. Ak x € T tak pre jednoduchost priradime takémuto
bodu fazu v susediacom bode s vyssou hodnotou indexu i [3].

Definicia 1. Trojni bod budeme nazyval bod xzy ktorého aspori dva susediace
body x1 a xo nadobidaju také hodnoty indikacnej funkcie, Ze plati

x(w) # x(w1) & x(v) # x(v2) & x(w1) # x(v2).

Pre nazornost uvedieme na Obrazku 2 priklad interfejsu deliaceho oblast na
3 fazy, x(z) = p € {1,2,3}, x € Q, kde je vidno pritomnost tzv. trojného bodu.

Tento interfejs je urceny tromi polpriamkami so spoloénym zaciatoénym
bodom. Takyto interfejs budeme v préaci volne nazyvat ako interfejs v tvare
pismena Y.



(b) Vzdialenostnd funkcia k interfejsu Y

Obr. 2

3 Rekonstrukcia interfejsu

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat problémom zobrazenia interfejsu daného im-
plicitne ako nulové &iara bezznamienkovej vzdialenostnej funkcie. Pre ndzornost
budeme pouzivat interfejs v tvare pismena Y. Pri numerickom rieSeni budeme
typicky pracovaf s funkciami, ktoré budi dané len v bodoch stvoréekovej siete.
Napriklad ak budeme mat dani zaciatoént funkciu, tak numerickd metéda, ty-
picky vyuzije tito funkciu len v bodoch siete.

3.1 Standardna linedrna interpoldcia

Ak by sme mali iba bezznamienkovi vzdialenostni funkciu bez indikaénej fun-
kcie x urcujicu fazy, nedokazali by sme standardnou linedrnou interpolaciou
zrekonstruovat nulovi mnozinu vzdialenostnej funkcie d. Pri numerickom riegen{
robime $tandardnu linearnu interpoldciu vyuzitim hodnét v bodoch siete.

7 tohoto dovodu standardné néstroje vizualizacie napr. v Matlabe nevedia
zobrazit nulov ¢iaru takejto funkcie. Pre nazornost vid. Obrazok 3, na ktorom



vidno kontiry minimélnej hodnoty a to 0.005, ktord dokéazal softvér Matlab
zobrazit.

(a) Zobrazenie kontiry s hodnotou 0.005 standardnou linedrnou
interpolédciou

Obr. 3

Vd'aka indikaénej funkcii y dokdZeme interfejs I' zrekonstruovat po Gastiach
aj pomocou linedrnej interpolacie. Takto zrekonstruovany interfejs budeme znagéit
Ir'y.

Cast interfejsu, zrekonstruovani medzi oblastou ©; a Q; pomocou linedrnej
interpoldcie, budeme znacit I'y, ;;. Pre interfejs v tvare pismena Y s tromi fdzami
budeme mat’ FL = FLJQ U FL,13 U ].—‘L’QS.

Pomocou indikaénej funkcie vieme oblast € rozdelit na dve pod-oblasti, kon-
krétne pod-oblast €2;, kde x(z) = i a d(z) = |d(z)|, pre z € ; a oblast €,
kde x(z) = jad(xz) = —|d(x)|, pre x € Q; ai # j a ndsledne pouzit standardnu
linedrnu interpoldciu v bodoch siete na stykoch fiz i a j a zrekonstruovat body
interfejsu I'y, ;;. Pre ndzornost, vid. Obrdzok 4 a 5 .

Zial takymto sposobom stracame informéciu o interfejse okolo trojného bodu
v ktorom sa stretavaju tri fazy, pretoze linedrnu interpolaciu robime vzdy lokalne
iba medzi dvomi fazami a teda neziskame informéciu o skutoénom gradiente
okolo trojného bodu.



(a) Cast T'f, 12 interfejsu T' medzi fazami 1 (b) Cast I'f, 13 interfejsu I' medzi fazami 1
a 2 zrekonstruovand linedrnou a 3 zrekonstruovand linedrnou
interpolaciou interpolédciou

(c) Cast I'f, 23 interfejsu I' medzi fazami 2
a 3 zrekonsStruovand linearnou
interpolédciou

Obr. 4

(a) Exaktny interfejs I (Eierna farba) a interfejs (b) Priblizenie k trojnému bodu
zrekonstruovany pomocou linedrnej interpolécie
I';, (Cervend farba)

Obr. 5



V nasledujicich castiach si uvedieme moznosti rekonstrukcie a vizualizacie
interfejsu s trojnym bodom.

3.2 VIIM - Voronoi implicitny interfejs metéda

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat rekonstrukciou takzvaného Voronoi interfejsu.

Na 1dvod si pripomenieme, ze Voronoi diagram mnoziny m uzlov v priestore
R"™ je dekompozicia priestoru R™ na m roznych buniek s takou vlastnostou, ze
vSetky body patriace danej bunke sa nachddzaju blizsie k prislichajicemu uzlu
bunky m ako k inému uzlu. Hranica medzi tymito bunkami je mnozina bodov,
ktoré su ekvidistantné aspon k dvom uzlom a nenachadzaju sa blizsie k inému
uzlu.

Vo vieobecnosti mézeme hladat Voronoi diagram nielen pre mnozinu uzlov,
ale taktiez pre mnozinu nepretinajicich sa kriviek v R™. Analogicky vieme
rozlozit oblast na bunky, kedy body prislichajice jednej konkrétnej bunke
sa nachddzaju v mensej vzdialenosti ku jednej konkrétnej z kriviek spomedzi
v8etkych kriviek. Voronoi interfejs je teda hranica tychto buniek a budeme ho
znadit I'y. Pre ndzornost vid. Obrdzok 6 [8], kde vidno tri krivky znézornené si-
vou farbou, ktoré vymedzili oblasti 21,5 a 3. A ¢iernou farbou je znazorneny
Voronoi diagram k tymto trom oblastiam resp. krivkam.

i3

Obr. 6: Voronoi diagram pre m = 3 a Voronoi interfejs I'y = I'1o UT'13 U I'ag
hladany pre tri krivky [8].

Analogicky v metéde level set ndm indikaénd funkcia rozdeli oblast € na
bunky a hranicou tychto buniek je Voronoi interfejs. Namiesto interfejsu predsta-
vujicemu body, v ktorych level set funkcia nadobtida nulovii hodnotu pouzijeme
implicitny Voronoi interfejs, ktory skonstruujeme nésledovne [3].

Budeme uvazovat nejaki e hodnotu level set funkcie d, definovanii ako

Fe={xeQ:d(z)=¢}

Pre nejaké vhodne zvolené € > 0 je gradient Vd(z) dobre definovany pre skoro
vSetky z susediace s I'.. Pomocou indika¢nej funkcie y, dostaneme interfejs I'.
pozostavajuci z troch disjunktnych casti

IM={zecQ:x(x)=i a d)=e¢},



leziacich v réznych fazach. Nasledne vieme z takéhoto interfejsu zrekonstruovat
(aproximovat) Voronoi interfejs I'y definovany ako mnozina bodov = € €2, ktoré
sa nachadzaju v ekvidistantnej vzdialenosti k aspon dvom réznym e mnozindm
patriacim roznym fazam a ostatné e mnoziny si k nemu vo vécsej vzdialenosti,

I'v={zxeD:3i#jd=T.,;) =dzT,;) >dxzT.), k#i,7} (3)

Voronoi interfejs I'y, vieme zrekonstruovat po ¢astiach medzi roznymi fadzami
a plati I'y = ' UT' 13 U 3. Cast ktora predstavuje interfejs medzi fizami i a
j, ked’ i # j je dand implicitne ako:

I'sj ={x € D:di(x) =dj(z) > di(z), k#1,j}, (4)

kde d; predstavuje vzdialenostni funkciu k interfejsu I'?, leziaceho vo faze s
hodnotou i, '
|Vdi(z)| =1, € Q, di(z) =€, v €T (5)

Pre ndzornost vid. Obréazok 7 , na ktorom si obréazky (a), (b), (¢) 3 vzdiale-
nostnych funkcif di, da, d3 k 3 ¢astiam e interfejsu T'L, T2, T'3.

Hlavnou myslienkou VIIM metddy, je ze namiesto povodného interfejsu I'
reprezentujiceho nulovi hodnotu level set funkcie, budeme sledovat interfejs I',
s dobre definovanym gradientom reprezentujici € hodnotu level set funkcie d.



(a) Cast interfejsu ' a vzdialenostnd (b) Cast interfejsu I'§ a vzdialenostnd
funkcia dq funkcia do

(c) Cast interfejsu T'§ a vzdialenostni
funkcia ds3

Obr. 7



Po6vodny interfejs I'(sivd) a epsilonovy (b) Pévodny interfejs I'(sivd) a epsilonovy
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(c) Povodny interfejs I'(sivd), epsilonovy (d) T'e,I'v,I" priblizenie

interfejs I'c(Cierna) a zrekonstruovany
VIIM T'y (ervend)

Obr. 8

3.3 Rekonstrukcia cez priesecniky hran

Ak mame interfejs, ktorého analytické vyjadrenie pozndme, dokdzeme ho zrekon-
struovat pomocou néjdenia priese¢nikov interfejsu s hranami siete, ktoré budeme
znadit e, a e,. Majme napriklad interfejs v tvare pismena Y, ktorého jednotlivé
¢asti vieme vyjadrif analyticky nasledovnymi rovnicami:

U1 :py+t1(_pz +CL‘), (6)
Y2 :py+t2(7pm +$), (7)
ys =py + t3(—pa + 7). (8)

Hodnota t, predstavuje smernicu jednotlivych polpriamok a {p,,py} st
siradnice trojného bodu, v ktorom sa polpriamky stretavaji a x €< A, B >,
kde A, B € R a predstavuji hranice stvorcovej oblasti . Takto ak hladdme
priesecniky s z-ovou hranou e, teda vertikdlnu hranu fixovani v nejakej hod-
note x, tak v rovnici za x dosadime z-ovi stradnicu hrany a dostaneme y-ovii

10



suradnicu priese¢nika. Analogicky s priese¢nikom s y-ovou hranou e,, teda hori-
zontalnu hranu fixovanu v nejakej hodnote y, dosadime v rovniciach za y, y-ovi
hodnotu hrany a vyjadrime si z-ovd sdradnicu prieseénika s hranou. Taktiez
podotykame, Ze priese¢niky hladdme len na hrandch, ktorych koncové body si
v réznych fazach a teda pre tieto hrany je indikovand pritomnost prieseénika,
nulovej hodnoty vzdialenostnej funkcie.

Uvedenym postupom dostaneme neusporiadani mnozinu bodov, ktoru doka-
Zeme rozumne zobrazit nami navrhnutou metédou bez pouzitia zabudovanych
funkcionalit resp. inych metéd. Okrem zobrazenia interfejsu, taktiez navrhujeme
vypoéitat vzdialenostni funkciu k néjdenym prieseénikom metédou opisanou v
bakaldrskej praci [2] ako vzdialenostnd funkcia k bodom skeletonu. Dostaneme
presnejsiu vzdialenostnu funkciu najmé v okoli trojného bodu pretoze nepracu-
jeme s hodnotami vzdialenostnej funkcie k interfejsu v uzlovych bodoch ale k
vzdialenostnej funkcii k exaktnym priese¢nikom.

Na Obrazku ¢.9 vidno, ze najdené prieseéniky su exaktné a teda zhodné s
prieseénikmi pévodného interfejsu.

11
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(b) Porovnanie pospdjanych exaktnych (c) Priblizenie k trojnému bodu,
priese¢nikov(¢ierna) s rekonstruovanym exaktny interfejs I'(sivd)
interfejsom I';, pomocou linedrnej interpolécie

(d) Porovnanie vzdialenostnej funkcii k
priese¢nikom(¢ierna) [2] a vzdialenostnej funkcie v
bodoch siete(cervend)

Obr. 9
12



3.4 Urcenie hodnoty indikacnej funkcie y pre vyvijajici
sa interfejs

V casti 1. sme zaviedli bezznamienkovi vzdialenostni funkciu d(z) a indikaénu
funkciu x na jednoznaé¢né urcenie fazy.

Ked'7e sa nés interfejs bude pohybovat a vyvijat v éase podla (1) zavedieme
si casovo zdvisli vzdialenostnt funkciu d(z,t),x € Q,t € RT a ¢asovo zavisli
indikaént funkciu x(z,t),z € Q,t € RT. Vzdialenostnd funkcia a indikaénd
funkcia v ¢ase t = 0 st zadané a zndme. Vzdialenostnu funkciu d(z,t) pre t > 0
ndjdeme riesenim (1). Hodnoty indikacnej funkcie x(z,t) pre t > 0 je dolezité
spravne urcit aby sme poznali novi polohu interfejsu, ktort z bezznamienkovej
vzdialenostnej funkcie samotnej nedokdZeme zistit. V [3] sa pracuje s funkciou
d(z,t) — € a teda sa sleduje interfejs I'c a hodnoty x(z,t) sa ur¢ia pomocou
nasledovného vztahu

x(z,t) =p < dp(z,t) < min{dy(z,t),d (z,t)}, (9)

kde p,q,r € {1,2,3} a p # q # r. A teda potrebujeme tri vzdialenostné
funkcie dj(z,t),da(x,t),ds(z,t) (5) a hodnota indikacnej funkcie x(x,t) pre
t > 0 bude rovnd indexu p podla (9) a teda indexu vzdialenostnej funkcie s
najmensou hodnotou v bode x. Navrhujeme aj pohodlnejsi pristup, kedy nepra-
cujeme s tromi vzdialenostnymi funkciami ale len s jednou d(x) — € bez pouzitia
dq(z,t),do(x,t),ds(z, t) na urenie hodnot x(z,t).

3.4.1 Rozsirenie indika¢nej funkcie y

Navrhujeme rozsirit indikaéni funkciu x(z,0) o stvrti fazu tak, ze x(z,0) = 4,
pre x € 2, d(x,0) — e < 0. A teda linedrnu advekéni rovnicu podla numerickej
schémy (50) budeme aplikovat pre kazdi oblast ,,p € 1,2,3,4,z € Q,x(z,t) =
p samostatne.

Zavedieme si znamienkovi vzdialenostnd funkciu s,(z,t) pre kazdd oblast
Q, tak, ze

sp(z,t) = |d(z) — ¢, z€ Q—Q, (10)
sp(z,t) = —|d(z) — €|, 2 €9, . (11)

Hodnoty sp(z,t+7) v dalsom ¢asovom kroku vypocitame podla numerickej
schémy (50) a v bodoch z v ktorych plati,ze

sp(x,t) - sp(x,t+71) <0, (12)

treba spravne zmenif hodnotu indikaénej funkcie. Zmena znamienka moze na-
stat iba v bode z, ktorého aspoii jeden susedny bod nadobiida ind hodnotu
fazy a teda medzi tymito bodmi sa nachddza bod interfejsu. Ked'Ze pracujeme s
interfejsom I, tak vieme jednoznacéne uréit hodnotu novej fizy, pretoze je to in-
terfejs bez trojného bodu. Ak by sme pracovali s povodnym interfejsom I' tak by
sme pre trojny bod sme nevedeli jednoznaéne uréit hodnotu novej fazy, pretoze

13



v susediacich bodoch sa nachadzaji body z dvoch réznych faz. Pre ndzornost
vid. Obrazok 10, kde je vyznaéeny trojny bod ktorého susedny bod zhora a
vpravo lezia v dvoch roznych fazach. Pre ostatné body plati, ze susedné body
lezia v rovnakej faze alebo v jednej roznej.
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(a) Exaktny interfejs I',trojny bod a fizy (b) Interfejs I'e bez trojného bodu a fizy
znézornené réznymi farbami znizornené réznymi farbami a pridand 4. faza
znazornend zltou farbou.

Obr. 10

V pripade, ze pohybujeme interfejs I' s trojnym bodom a teda pracujeme
so vzdialenostnou funkciou d(z,t) a nie d(z,t) — € a s pévodnou indika¢nou
funkciou x bez pridanej $tvrtej fazy navrhujeme podmienku podla, ktorej by
sme urcili, ktord zo susediacich faz nahradi aktualnu hodnotu fazy v trojnom
bode ak v nom funkcia s,(z,t) zmenila znamienko. Funkcia s,(z,t) bude v
takomto pripade definovand ako

sp(z,t) = |d(z)], 2 € Q- Q, (13)
sp(z,t) = —|d(z)], z € Q, . (14)

Hodnoty s,(z,t + 7) v dalsom ¢asovom kroku vypocitame podla numerickej
schémy a v bodoch x v ktorych plati,ze

sp(z,t) - sp(z,t+7) <0 (15)

zmenime hodnotu fizy. Novi fazu pre trojny by sme uréili podla velkosti Cou-
rantovho ¢isla vystupujiceho v numerickej schéme, tak ze by sme sa rozhodli
pre fazu v susednom bode s mensim Courantovym c¢islom. Pre ostatné body
vieme fazu uréit jednoznaéne.

Tato podmienka vsak nie je postac¢ujica pre jednoznacne urcenie fazy pre
trojny bod a preto odporti¢ame pracovat s interfejsom I'. a s pridanou §tvrtou
fazou.
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4 Numerické rieSenie eikonalovej rovnice

Na implementéciu rekonstrukcie interfejsu podla VIIM metédy potrebujeme
numerické rieSenie vzdialenostnej funkcie,

[Vd(z)|]=1, x€ D, d(z)=0, xzel. (16)

Napriklad, ak si zoberieme interfejs Y, tak na rekonstrukciu casti I';; Voronoi
interfejsu I'yy medzi fazami s indika¢nou funkciou s hodnotou i a j potrebu-
jeme vzdialenostné funkcie d;(z) a d;(z), ktoré si riesenim rovnice (5). V ba-
kaldrskej préci [2] sme pouzivali numerické rieSenie eikonalovej rovnice prvého
radu s vyuzitim extrapolécie, ale na rekonstrukciu Voronoi interfejsu sme boli
motivovany pouzit metédu vyssieho radu [5] na ziskanie lepsich vysledkov re-
konstrukcie.

4.1 Schéma vyssieho radu

V tejto casti uvedieme numerickid schému vyssieho rddu na rieSenie eikona-
lovej rovnice (2). Uvazujeme Stvorcovii vypoctovi oblast 2 s rovnomernou
stvoréekovou siefou. Velkost oblasti je L x L, kde L > 0 a velkost kroku je
= L/N, kde N > 0. Bod siete budeme znacit ako (z;,y;), kde z; = i-h a
y; = j - h. Hodnotu vzdialenostnej funkcie v bode (z;,y;) budeme znacit d;,
ktord predstavuje aproximéciu exaktnej hodnoty d(z;,y;) vzdialenostnej funkcie
v tomto bode .
Prvym krokom je aproximdcia gradientu v bodoch siete Vd;; =~ Vd(z;,y;)
vystupujiceho v rovnici (2). Na to aby sme dosiahli metédu vyssieho radu,
pouzijeme koneénu diferenciu druhého radu,

1
Vdij = (Oudij, ydij) ~ o (0adij, 5y dij), (17)

Na rozdiel od [5] pouzivame len koneéni diferenciu druhého radu bez pouzitia
premennej switch, ktord za nejakych okolnosti pouzije raz koneénu diferenciu
prvého radu a raz druhého radu.

Kedze tdto metéda vyuziva upwind metédu na aproximéciu gradientu Vd,;,
dostavame nésledovné moznosti vypoctu d,d;;

3dij —4di—1j +di—o;  di—1; < min(di;, diy1;)

(Swdij = —3dij + 4d,‘+1j — di_;,_gj d,’+1j S min(dij,di_lj) (18)
0 dij S min(diﬂj,di_lj)
a (Sydij
3d;j —4dij—1 +dij—2  dij—1 < min(dij, dij41)
Oydij = § —3dij +4dijp1 — dij42  dijr1 < min(dij, dij—1) (19)
0 dij S min(dij+1, dij—l)
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Na aproximéciu gradientu Vd;; v bode (z;,y;) vyuzivame hodnoty v susednych
bodoch, v ktorych je hodnota vzdialenostnej funkcie mensia a teda sa nachadzaju
blizsie k interfejsu. Eikonalovu rovnicu (2) prepiseme do tvaru |Vd|? = 1 a
pouzitim aproximécie gradientu konec¢nou diferenciou (18) a (19), dostaneme
rovnicu v tvare

(0adi)® + (3ydis)® = 40° . (20)

V dalSej ¢asti nadviazeme na tito metédu a vylep§ime ju tzv. metédou
extrapoldcie opisanou v [1,6].

4.1.1 Metoda extrapolacie

Metédou extrapoldcie chceme dosiahnut presnejsi vysledok hodnét vzdialenost-
nej funkcie d;; pre body leziace blizko interfejsu I' ako je opisané v [5] kde
pouzivaju inicializaciu exaktnymi hodnotami blizko hranice interfejsu. Vsimnime
si, ze vo vypocte gradientu (18) a (19) pouzivame az 4 susediace hodnoty d;11;,
dij+1, di+o; a taktiez d;;+0. Ak sa susediaci bod (2;+1, y;) alebo (z;,yj+1) alebo
(xi+2,y;) alebo bod (z;,y;+2) nachadza v inej faze ako bod (z;,y;) v ktorom
chceme vypoéitat hodnotu vzdialenostnej funkcie d;; resp. lezi vedla hranice
interfejsu, nepouzijeme v rovnici jeho aktudlnu hodnotu d;+1; alebo d;;+1 alebo
d;x2; alebo d;j1o, ale navrhujeme ju v tomto bode dopoéitat pomocou metédy
extrapolécie [1,6].

Zavedieme si funkciu ¢ : Q@ — R, ktora bude predstavovat nejaki vhodni
level set funkciu, pre ktord v bodoch siete (x;,y;) bude platit

Q (bi,j <0
(zi,y;) € 4 AN ;>0 (21)
o0 ¢ij =0

Dalej si zavedieme pojmy pre susediace body, ktoré povazujeme za ddlezité
a budeme ich pouzivat dalej v texte.

Definicia 1. Bod lefiaci vedla interfejsu v smere osi x, budeme nazjvat bod
(x:,y;) pre ktory platt, x(z:,y;) # x(Tix1,Y;), kde x je indikacnd funkcia. Ana-
logicky bod leZiaci vedla interfejsu v smere osi y, budeme nazgvat bod (x;,y;)
pre ktory plati, x(xi,y;) # x(@i, yjx1) -

Definicia 2. Bod leZiaci blizko interfejsu v smere osi x, budeme nazjvat bod
(xs,y,) pre ktory plati, x(x;,y;) # x(xixe,y;), kde x je indikacnd funkcia. A
analogicky bod leziaci vedla interfejsu v smere osi y, budeme nazgvat bod (z;,y;)
pre ktory plati, x(z;,y;) # x(@i, yj+2) -

Pre bod leziaci vedla interfejsu v smere osi x platia nasledujiice vzfahy:

ak x(z4,y5) # x(Ti—1,Y5), tak ¢i0;_1; <0,
ak x(xi,y;) # x(@it1,y;5), tak ¢ijpip1; <0 (22)
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Analogicky pre bod leziaci vedla interfejsu v smere osi y platia nasledujice
nerovnosti:

ak x(i,y;) # x(xs,yj—1), tak @1 <0,
ak x(z4,vj) # X(Ts,yj41), tak ¢ij¢ij11 <0 . (23)

Pre bod leziaci blizko interfejsu v smere osi x platia nisledujice vzfahy:

ak x(w4,yj) # x(Tiy2,Y;), tak ¢sjd; o5 <0,
ak x(zi,y;) # x(Ti—2,v;), tak ¢sjPir2; <0 . (24)

Analogicky pre bod blizko interfejsu v smere osi y platia nésledujice vztahy:

ak x(xi,y;) # x(@i,yj—2), tak ¢i;¢ij—2 <0,
ak x(xi,y;) # x(@i,Yj12), tak ¢i;dij42 <0 . (25)

Dalej si uvedieme vzfahy potrebné na vypocet extrapolovanych hodnét.
Ak bod (z;,y;) lezi vedla interfejsu v smere osi z, potom hladany bod ;4
na hranici 99 leziaci medzi bodmi (z;,y;) a (z;41,y;) mozeme vypocitat ako,

Titaj = Qix1Tix1; + (1 — aix15)Tij, (26)

kde Qit1 € (O, 1]

Analogicky ak bod (z;,y;) lez{ vedla interfejsu v smere osi y ,potom hladany
bod y;j+q na hranici 9Q leziaci medzi bodmi (z;,y;) a (z;, y;41) moézeme vypocitat
ako,

Yijra = Qjr1¥ije1 + (1 — qije1)yij (27)
kde Q5+1 € (0, 1}

Body j+a; @ Yij+e budeme potrebovat ak sa bod (;,y;) nachddza vedla
interfejsu a teda platia vzfahy (22) a (23).

Taktiez si uvedieme vztahy, na vypocet hladaného bodu na hranici 95
pre bod leziaci blizko interfejsu aj ked ich vypocet je analogicky ako pre bod
leziaci vedla interfejsu. Ak bod (z;,y;) lezi blizko interfejsu v smere osi = po-
tom hladany bod moze lezat medzi bodmi (2;41,¥;) a (z;+2,y;) a jeho polohu
vypocitame ako

Tit1taj = Qit2jTit) + (1 — Qire;)Tivaj, (28)
alebo hladany bod moze lezat medzi bodmi (z;—1,y;) a (x;—2,y;) a jeho polohu
vypocitame ako

Ti1—aj = Qi—2jTi—2j + (1 — j_25)xi_1j, (29)

kde Qitaj € (0, 1}

Analogicky ak bod (z;,y;) lezi blizko interfejsu v smere osi y potom hladany
bod moze lezat medzi bodmi (z;,y;+1) a (@i, y;+2) a jeho polohu vypocitame
ako

Tijrita = Qijr2Tij+2 + (1 — aujpo)Tiji, (30)
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alebo hladany bod moze lezat medzi bodmi (z;,y;-1) a (2;,yj—2) a jeho polohu
vypocitame ako

Tij—1—a = Qjj—2Ti5-2 + (1 - aij72)xij717 (31)

kde Qjt2 € (O, 1]
Vyjadrenie a; 41, pre bod leziaci vedla interfejsu dostaneme z rovnice ¢;j1.4 =
0= a;+1;¢ix1; + (1 — ix1j)¢i; a analogicky pre a;j41, dostaneme vztahy

bij Gij

— A g = . 39
Gij — i1y U Gij — Pij+1 (32)

Q415 =

Ak bod lezi vedla interfejsu v smere x aj zlava aj sprava a teda x(z;,y;) #
X(zit1,y5) a x(xi,y;) # x(xi—1,y;) tak kvoli upwind metdde zvolime mensiu
hodnotu medzi o415 & a;—1;. Analogicky ak bod lezi vedla interfejsu v smere
y aj zhora aj zdola a teda x(xi,vy;) # x (@i, yj41) & x(zi,y;5) # x(zi,y5-1) tak
kvoli upwind metéde zvolime mensiu hodnotu medzi a1 a aj—1.

Rovnakym sposobom pre bod leZiaci blizko interfejsu dostaneme vzfahy

Ditij Dij+1
Qigoj = ————=—— & Qj4p = ———————. 33
T Gin1y — Pinay Y Gij+1 — Pij+2 (33)

Pomocou tychto vztahov si vieme vypocitat extrapolované hodnoty d;i1;
alebo d;j11,ak sa bod (z;,y;) nachddza vedla interfejsu alebo hodnoty d;12; a
d;j+2 ak sa bod (z;,y;) nachadza blizko interfejsu. Pre extrapolované hodnoty
v bodoch (z;41,y;) a (x;,y;+1) dostdvame vztahy

(i1 — 1)dy;

iinr — 1)dss
dig1; = —2—"L a djji1 = M (34)
Q415 Qi1
Uvedieme si aj vztahy pre vypocet extrapolovanych hodnot v bodoch (z;+2,y;)
a (xiayin) )

(tizo; — )dix1; a

(35)
Qj+2j Qjj+2

dito; =

Pomocou tychto extrapolovanych hodnot si vieme vypoéitaf koeficienty kvad-
ratickej rovnice na vypocet hodnoty d;; (41).

Na vypocet clenov 6,d;; a d,d;; vystupujicich v kvadratickej rovnici (41)
pre body, ktoré lezia vedla interfejsu dostaneme nasledovné moznosti vypoétu

Suds; )
i iiPi—1; <0
5xdz] _ oz(ii;;j ¢ J¢ 1j (36)
ainn Piibit1 <0
a 5yd”

Sodes — agjil GijPij—1 <0
o = 9iidij41 <0

Qjj41

(37)
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4.1.2 Fast sweeping metdda

V tejto casti si ukdzeme proceduru riesenia algebraického systému rovnic
((Swdij)Q + (5ydij)2 =4h% . (38)

Ak nahradime v rovnici (38) ¢leny gradientu d,d;; a d,d;; navrhovanymi hod-
notami (18) a (19) dostaneme rovnicu

[=3d;j + 4dix1j — dizaj)® + [=3dij + 4dija1 — dijo]® = 407, (39)

Délezitd myslienka iteracnej fast sweeping metddy [4] je Ze sa na rovnicu (38) po-
zerame ako na kvadratickd pricom v kazdej iteracii sa uvazuje ako neznama len
hodnota d;; a ostatné susediace hodnoty di+1j,d;ij+1,di+25ad;;+2 sa povazuji
za zndme. Fast sweeping iteracnd metdda [4] je zalozend na nelinedrnej Gauss-
Seidel metéde so Styrmi roznymi usporiadaniami (”sweepings-”zametaniami” )
aktualizovanych nezndmych hodnét d;;. Hodnoty poc¢iatoéného odhadu d% =L
standardne volime dizku L Stvorcekovej oblasti €2, ktori povazujeme za do-
statoéne velkd hodnotu vzdialenosti, ktord nemoze vzdialenostna funkcia nado-
budnit pri danom interfejse a oblasti. Postupné iterdcie dfj dostaneme rieSenim
kvadratickej rovnice (38) pomocou styroch striedajicich sa zametan{(usporiadani)

l.i=1:N,j=1:N
2.i=N:1,j=1:N
3.i=N:1,7=N:1
4. i=1:N,j=N:1.

Upozornujeme, ze na dosiahnutie numerickej schémy druhého rddu nebe-
rieme novu aktualizovani hodnotu vzdialenostnej funkcie len ak plati dffl < dfj

ako pri schéme prvého rddu ale pripistfame aj moznost dffl > dfj.

Dalej si uvedieme mozné podoby kvadratickej rovnice (38), ktoré mozu nastat
v roznych situdciach.

Ak sa bod (z;,y;) nenachddza hned vedla interfejsu ani v smere x ani v
smere y a taktiez ani jeden zo susediacich bodov (x;4+1,y;) alebo (z;, y;j+1) tak
pre tento pripad dostdvame rovnicu

a=18

b= —24d;11; + 6d;+2; — 24d;541 + 6d;542

¢ =16d;y,; — 8diz1jdizoj + divg; + 16d;,1 ) — 8dij1dijo + djjpy — 407
(40)
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kde a kvadraticky koeficient, b je linedrny koeficient a c je konstantny koeficient.
Riesenie tejto kvadratickej rovnice bude nésledovné,

min(dgmin, dymin) +h  b* — dac < 0
dij = (41)
—b+\/2b2—4ac b2 — dac >0
a p 9

kde dzmzn = min(di,lj,dHlj) a dymzn = min(dij,l,dijJrl).

Ak sa bod (;,y;) nenachddza hned vedla interfejsu ani v smere 2 ani v smere
y ale ak napr. interfejs lezi medzi bodom (x;+1,y;) a (z;+2,y;) tak pre tento
pripad si hodnotu dit+o; vystupujicu v (41) vypocitame pomocou metédy ex-
trapoldcie zo vzfahu (35). Analogicky pre y-ovy smer.

Ak sa bod (x;,y;) nachddza hned vedla interfejsu v smere x ale nie v smere
Y, potom pre tento pripad dostdvame rovnicu v tvare

2
=+ [23dij + Adijar — dijao]® = 4R7 (42)
it1ly

¢o je jednoduchd kvadratickd rovnica s jedinou neznamou d;; a jej koeficienty
vypocitame ako

4
a=9+ —5—,
Qit1j
b= —24d;j+1 + 6d;j+2,
c=16d;; 4, — 8dij1dijio + dijyy — 4R (43)

kde a kvadraticky koeficient, b je linedrny koeficient a ¢ je konstantny koeficient.
A rieSenie bude vyzerat,

Qixrh b —dac <0
. (44)
bEFRee B2 g >0

Ak interfejs lezi medzi bodom (x;, y;+1) a (24, y;+1) tak pre tento pripad si
hodnotu d;+2; vystupujicu v (47) vypocitame pomocou metédy extrapolécie zo
vztahu (35). Znamienka v konecnej diferenci{ vyberdme na zdklade (18).

Analogicky pre y-ovy smer. Ak sa bod (z;, y;) nachddza hned vedla interfejsu
v smere y, potom pre tento pripad dostdvame rovnicu v tvare

2
o2 tJ + [—Sdij + 4diji1 — diin]Q = 4h? s (45)
i1

¢o je jednoduchd kvadratickd rovnica s jedinou neznamou d;; a jej koeficienty
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vypocitame ako

4
a=9+ —
Qiit1
b= —24d;11; + 6d;12;
c=16d;y,; — 8dit1jditoj + diyy; — 4R (46)

kde a kvadraticky koeficient, b je linearny koeficient a c je konstantny koeficient.
Riesenie bude vyzerat,

ajjrih b —dac <0
0 (47)
%@ b? —4ac >0 .

Ak interfejs lezi medzi bodom (x;+1,y;) a (z;21,y;) tak pre tento pripad si
hodnotu d;j+2 vystupujicu v (47) vypocitame pomocou metddy extrapolécie
zo vztahu (35). Znamienka v konecnej diferencii vyberdme na zdklade (19).

Taktiez sa moze bod (x;,y;) nachddzat interfejs hned vedla interfejsu v smere
x aj v smere y, vtedy mé nasa rovnica tvar

2 2
By G (48)
a?ilj 0%2]‘11
a jej riesenie je
h
dij = - - (49)
a?ilj a?jil

Pouzitim tychto vzfahov vieme navrhnit fast sweeping metédu a riegit iteraéni
tilohu podla [4].
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5 Numerické rieSenie linearnej rovnice advekcie

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat numerickym riesenim linedrnej rovnice advek-
cie v 2D priestore [7],

B,y t) + W, y) - Vo(w,y,) =0, ¢(x,9,0) =¢*(z,y),  (50)

kde W(%y) = (U(z,y),V(z,y)) a predstavuje rychlostné vektorové pole a
U(z,y) je jeho vektorovd zlozka v smere z a V(z,y) v smere y.
Rovnicu vieme prepisat do tvaru,

op(x,y,t) + U(x,y)0.0(x,y,t) + V(x,y)0y¢(x,y,t) =0, (51)
¢(z,y,0) = ¢°(z,y). (52)

Tento typ rovnice je ¢astou mnohych matematickych modelov, ktoré sa pouii-
vaju pri level set metédach a taktiez sledovanie pohybujiceho sa interfejsu.

5.1 Schéma vyssieho radu

Uvedieme si numerickt schému vyssieho rddu na riesenie linedrnej rovnice ad-
vekcie. V praci [7] je opisand semi-implicitnd schéma pre 1D pripad, my sa
viak poktsime opisaf plne explicitni schému pre 2D pripad. Opit uvazujeme
§tvorcovi vypoctovii oblast €2 s rovnomernou §tvoréekovou sietou. Velkost ob-
lasti je [0, L] x [0, L], kde L > 0 a velkost priestorového kroku je h = L/N, kde
N > 0. Bod siete budeme znacit ako (z;,y;), kde z; = i-h a y; = j-h. Uvazujeme
casovy interval [0,7], kde T > 0 a velkost ¢asového kroku 7 = T/P, kde
P > 0. Bod ¢asu budeme znaéit ako t,, = n - 7 a aproximovani hodnotu exakt-
nej funkcie ¢(z;,y;,t,) budeme znacit o7 a teda (i, yj,tn) = ¢ . Taktiez
pouzijeme Standardnt indexdciu pre zlozky vektorového pola V(z;,y;) = V;; a
Ul(wi,y;) = Uij.
Plne explicitna schéma bude mat tvar,

2
Gt = o+ Y (Bl + BLdliin) (53)
k=—2

kde indexy z a y sa vztahuji na priestorové premenné a ij Ea ,Bg’j & SU parametre
metody, ktoré urcime neskor v texte.
Aproximovani hodnotu gradientu (9, ¢(z4, ys, tn), Oy @ (24, yi, tn)) budeme znacit

K . ’ . v
(0= d7s, 0y” ¢7) a na jeho definiciu pouzijeme,

205 ¢y = (1 — k")8, ¢y + (1 4+ £7) 9T o7,

2050 ¢ = (1 — k)0, ¢i; + (1 + &¥)0,f o, (54)
kde 9, 07, 0, a 8; predstavuju standardné konecné diferencie, kde znamienko
— indikuje spatnu diferenciu a znamienko + indikuje doprednu diferenciu. Pa-
rametre k;,k, € [—1,1] a si vo vSeobecnosti volitelné. Pre nézornost uve-
dieme priklady volby parametrov k.. Volbou k, = 1 alebo k; = —1 dostaneme
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koneénu diferenciu prvého radu presnosti,

+1 n _ n n -1, n _ n n
haz ¢ij — Yi+15 (bij ham ig — Yig — Yi—1j -

Volbou k; = 0 dostaneme koneént diferenciu druhého rddu presnosti,
0
2h8z¢?j = ?+1j - @7'11;‘

a analogicky pre k.
Na odvodenie plne explicitnej schémy si vyjadrime presné rieSenie pomocou
Taylorovho rozvoju so stupiiom p.

p
Byt 7) = 0wy ) + D0 T OBy, t) + O L (55)
m=1 :

Nisledne pomocou Lax-Wendroffovej procediry zamenime vsetky ¢asové de-
rivdcie ¢ priestorovymi derivdciami ¢ pouzitim vychodiskovej rovnice (50). Do-
staneme vzfahy,

6t¢z = _Uz]aw(bz - Vway(bznja
iy = 0i(=Us0: iy — VijOydiy) =
= —Uij0u0i; — VijOudis =

a pouzijeme ich v Taylorovom rozvoji (55) pre p = 2 a dostaneme,

(ZSZ-JA = ZLJ — TUijaz ;’LJ — T‘/ij(r“)y ;’LJ + 0.572Uij8$(U¢j6$ :Lj + V;jay Z)—‘r
+0.57°V;;0, (Ui 0007 + Vig0yol) + O(7°) . (57)
Aby sme dostali plne explicitnii £ schému na rieSenie (50) treba spravne zvo-
lit koneéné diferencie v (57). Na dosiahnutie chyby druhého radu treba ¢leny
nasobené 7 aproximovat aproximiciami druhého rddu a ¢leny nisobené 0.572
staéi aproximovat aproximdciami prvého radu.
Upwind aproximaéné vztahy druhého rddu [7] vyzeraji nésledovne,

Uij0:97; = [Ui;] 705 (67 + 0.5h05= ¢7) + (U]~ 05 (97 — 0.5h5= ¢
Vi 0yt & Vi1t 0, (67 + 0.5h0v ¢3) + [Vis]~ 0, (475 — 0.5hdy ¢7f) .

Upwind aproximaéné vztahy prvého rddu s nezmieSanymi priestorovymi de-
rivdciami [7] vyzeraju nédsledovne,

Uij0:(Uij0:97;)
Vij0y(VijOy93;)

Q

(U107 + (U]~ 05) (U057 6iy)
([Vis]T 0y + [Vij]~0y) (VijO5v i) -

Y

Q
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Upwind aproximacné vztahy prvého rddu so zmieSanymi priestorovymi derivaciami
vyzeraju nasledovne,
Uij0:(Vij0y03) = ([Ui] T8y + [Uij]~07)(Vijdyr o)
Vij0y(Usj0e¢y) = (Vi1 70, + [V~ 0, ) (Ui 0= 675 -
Vo vyssie uvedenych vztahoch [U;;]T = min{0, U;;},[U;;]~ = max{0,U;;} a

analogicky [V;;]7 = min{0, V;;},[Vi;]~ = max{0, V;;}.
Zavedieme si znacenie Courantovych ¢isel pre z-ovy smer,

TU;j
Ca: _ 1] ;
h
a analogicky pre y-ovy smer,
y _ TVij
Cy = 5

Potom numerickd schéma (57) pre napr. k* =0aU;; >0ar? =0a V;; <0,
bude vyzerat nasledovne,

ot = 0l = O (01— 1) = Ol (0541 =01) = CH0.25((974 1507 15) — (0= b1 o)) +
+C0.25((05 42— 01) — (B 41— 15 1)) — [CH170-25(— (871, — 0 1) + (D55 =) —
—[CHI0.25(= (7 12— 05) + (041 —015 1)) — CHCH0.25(= (0 42— 35) + (S5 11— 1)) —

— C5C50.25(=(¢10; — 935) + (91; — ¢imy)) - (58)

Takymto sposobom dostavame plne explicitni schému druhého radu, pod-

mienecne stabilnd pre Cf, C; € [~1,1] a iy, ky € [-1,1].
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6 Numerické experimenty

V tejto casti ukazeme zrealizované experimenty z niektorych tematickych okru-
hov. Vsetky experimenty boli realizované v prostredi Matlab a funkcie boli na-
programované samostatne.

6.1 Experiment ¢.1

Cielom experimentu bolo zistit resp. ukdzat vyssi rad konvergencie numerickej
schémy vysSieho rddu na vypocet vzdialenostnej funkcie v porovnani s nume-
rickou schémou prvého radu. Pocitali sme vzdialenostni funkciu ku kriazku s
polomerom 0.25 a stredom v bode (0.5,0.5). Velkost oblasti je [0,1] x [0, 1].

/ \J

Obr. 11: Exaktnd vzdialenostnd funkcia(cervend), vzdialenostnd funkcia
vypocitand numerickou schémou prvého rddu (sivd) a vzdialenostna funkcia
vypocitand numerickou schémou druhého rddu (¢ierna) pre h = 0.04.

H h up — U EOC

0.04  0.000564 -

0.02  0.000139 2.0280

0.01  0.000038 1.8494
0.0050 0.000010 1.9359
0.0025 0.000003 1.8874

Tabulka 1: Tabulka hodnét pre numerickd schému druhého radu
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H h Up — U EOC

0.04  0.005730 -

0.02  0.002726 1.0508

0.01  0.001328 1.0267
0.0050 0.000654 1.0149
0.0025 0.000324 1.0079

Tabulka 2: Tabulka hodnét pre numerickd schému prvého radu

6.2 Experiment ¢.2

Cielom experimentu bolo zistit resp. ukdzat vyssi rdd konvergencie numeric-
kej schémy vyssieho rddu na rieSenie linedrnej rovnice advekcie v porovnani s
numerickou schémou prvého radu a taktiez ukézat vplyv presnosti numeric-
kej schémy na rekonstrukciu interfejsu. Z experimentov sme zistili, Ze metéda
druhého rddu déava vyrazne lepSie vysledky rekonstrukcie interfejsu ako metéda
prvého radu. Pociatoénda podmienka bola vzdialenostnd funkcia k interfejsu
v tvare pismena Y a tzv. single vortex vektorové pole definované ako V_[} =
2cos(%)(— sin?(rz) sin(my) cos(my), sin? (ry) sin(rx) cos(rx)). Okrajova podmien-
ka je rovna hodnotdm po¢iatoénej podmienky. Velkost oblasti je [0,1] x [0, 1].

(a) Potiatotnd podmienka (b) Zrekonstruovany interfejs I'y (modrd),
T'c(Cierna) a level set funkcia v case najvicsej
deformécie vypocitand pomocou schémy druhého
radu

Obr. 12
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(a) Interfejs I'c a level set funkcia v ¢ase najvicsej
deformécie vypocitand pomocou schémy prvého
radu

(b) Pociatoény interfejs I'(¢ervend),
zrekonstruovany interfejs I'y (modrd), ¢ (¢ierna) v
kone¢nom case druhého radu

/

7

/

0s .- /r

/

[

/
/

T

— ]

(c) Priblizenie k trojnému bod (Eierny
kruizok)

Obr. 13
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H h Up — U EOC

0.04 0.022973 -
0.02 0.006061 1.8953
0.01 0.001614 1.8776

Tabulka 3: Tabulka hodnét pre numerickd schému druhého radu

H h up — U EOC

0.04 0.025668 -
0.02 0.012425 1.0329
0.01 0.006459 0.9619

Tabulka 4: Tabulka hodnét pre numerickd schému prvého radu

6.3 Experiment ¢.3

V tomto experimente sme sa pokusili zrekonstruovat viacfazovy interfejs I'y
pomocou VIIM metédy. Porovname vysledky rekonstrukcie interfejsu pomocou
numerickej schémy prvého radu a druhého radu na vypocet vzdialenostnych
funkcii dy, ds, d3. Z experimentov sme zistili, Ze numerickd schéma druhého radu
déva vyznamne lepSie vysledky rekonstrukcie interfejsu. N4s interfejs obsahuje
dva trojné body, je to krizok so stredom v (0.5,0.5) a polomerom (0.2,0.2)
rozdeleny zvislou ¢iarou na dve ¢asti. Priestorovy krok je 0.02 a velkost oblasti
je [0,1] x [0, 1].
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(b) Povodny interfejs I'(¢ierna), zrekonstruovany interfejs
I'y (modré) pomocou schémy 2 rddu a zrekonstruovany
interfejs I'y (¢ervend) pomocou schémy 1 rddu
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(c) PribliZenie k hornému trojnému bodu (d) Priblizenie k dolnému trojnému bodu
Obr. 14
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6.4 Experiment ¢.4

V tomto experimente sme sa pokiisili zrekonstruovat netrividlny viacfazovy in-
terfejs I'y pomocou VIIM metédy. Porovname vysledky rekonstrukcie interfejsu
pomocou numerickej schémy prvého rddu a druhého radu na vypocet vzdiale-
nostnych funkcii dy,ds,ds. Z experimentov sme zistili, ze numerickd schéma
druhého radu ddva vyznamne lepSie vysledky rekonstrukcie interfejsu. N&s in-
terfejs povazujeme za netrividlny Voronoi Diagram obsahujuci az 4 trojné body.
Priestorovy krok je 0.01 a velkost oblasti je [0, 1] x [0, 1].
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(a) Povodny interfejs I'(¢ierna),interfejs I'c (sivd) a
vzdialenostna funkcia

(b) Povodny interfejs I'(¢ierna), zrekonstruovany interfejs
'y (modré) pomocou schémy 2 rddu a zrekonstruovany
interfejs I'y (¢ervend) pomocou schémy 1 rddu

Obr. 15
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(a) PribliZenie k hornému pravému
trojnému bodu s ostrym uhlom

Obr. 16
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(b) PribliZenie k hornému lavému
trojnému bodu s tupym uhlom



7 Zaver

V praci sme sa zaoberali rekonstrukciou interfejsu zo vzdialenostnej funkcie bez
znamienka a uviedli sme viaceré moznosti rekonstrukcie. Viacfazovy interfejs
sa vyskytuje ¢asto v praxi a jeho rekonstrukcia mé vyznamné aplikacie pri
sledovani dynamického vyvoja interfejsu.

Implementovali sme rekonstrukeiu rozhrania pomocou VIIM metédy [3] a na
vylepSenie vysledkov rekonstrukcie sme navrhli numericki schému 2. rddu na
vypocet vzdialenostnej funkcie s vyuzitim metédy extrapoldcie [1,6] a konecnej
diferencie 2. rddu [5]. Porovnali sme vplyv vypoctu vzdialenostnej funkcie nu-
merickymi schémami 1. a 2. rddu na rekonstrukciu interfejsu a zistili vyznamny
vplyv na vysledok rekonstrukcie.

Implementovali sme plne explicitnii schému 2. radu presnosti na vypocet
linedrnej rovnice advekcie s vyuzitim kone¢énych diferencii v [7]. Porovnali sme
vplyv vypoc¢tu numerickymi schémami 1. a 2. rddu na sledovanie pohybujiceho
sa interfejsu a zistili sme ze to méa dolezity dopad na vysledok rekonstrukcie
interfejsu a numerickd schéma vyssieho radu je jednoznacne lepSia. Navrhli
sme pouzivat vzdialenostni funkciu k exaktnym priese¢nikom interfejsu [2] ako
pociatoénu podmienku na riesenie linedrnej rovnice advekcie, ktord déva lepsie
vysledky rekonstrukcie v blizkosti trojného bodu.

Navrhli sme iny pristup ako [3] na urcenie hodnét indikacnej funkcie v
d'alsom ¢asovom kroku, ktory povazujeme za elegantnejsi a menej vypoctovo
naroény.

33



Citacie

1]

2]

Robert Blaschke. Numericky vypocet funkcie ¢asu prichodu pre hranicu
lesného poZiaru ,Thesis, Slovak University of Technology in Bratislava, 2016.

N. Gajdosova Numerické metdody na urcenie skeletonu vzdialenostnej fun-
kcie. Thesis, Slovak University of Technology in Bratislava, 2019.

R.I. Saye and J.A. Sethian Analysis and applications of the Voronoi Implicit
Interface Method. J. Comp. Phys., 231 (18), p. 6051-6085, 2012.

H. Zhao. A fast sweeping method for eikonal equations. Math. Comput.,
74(250), p. 603-627, 2005.

J.A. Sethian Fast Marching Methods. STAM Review,41(2), p. 199-235, 1999.

P. Frolkovic, K. Mikula, and J. Urban Distance function and extension in
normal direction for implicitly defined interfaces. Discrete and continuous
dynamical systems-series S,8(5), p. 871, 2015.

P. Frolkovic, K. Mikula High order semi-implicit schemes for linear advec-
tion equation on Cartesian grids with numerical stability analysis , Preprint
arXiv:1611.04153, 2016.

R.I. Saye, R. Ian, J.A. Sethian The Voronoi Implicit Interface Method with
Applications to Multiphase Fluid Flow and Multiscale Modelling of Foam
Dynamics ,UC Berkeley, 2013.

Frolkovic, P., Gajdosova, N., Gérttner, S., Ray, N. Voronoi implicit interface
method for geometry evolution of two minerals with applications in reactive
porous media Proceedings of ALGORITMY pp. 121-130, 2020.

34



