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Abstrakt

Nazov prace: Inovativne sposoby urcovania tiaZzového pola Zeme

Abstrakt: V nasej praci budeme skiimat moznosti implementéacie okrajovych podmienok druhého
rddu pre tlohu uréovania tiazového pola Zeme. V prvej Casti si vysvetlime dolezité teoretické pojmy
a vzfahy pre zadefinovanie geodetického problému. Dalej si odvodime postup riefenia Laplaceovej
rovnice pomocou metédy konecnych prvkov. Vyuzitim teoretickych poznatkov z predoslych casti prace
prevedieme niekolko numerickych experimentov geodetickej tlohy v softvéri Wolfram Mathematica.
Na zaver porovname vysledky naSich experimentov s presnym rieSenim a zaroven vyhodnotime, ¢i st

okrajové podmienky druhého radu vhodné na vypocet poruchového potencialu.

Kltéové slova: tiazové pole Zeme, metédda koneénych prvkov, poruchovy potencidl, Wolfram Mat-

hematica

Abstract

Title: Innovative methods of determining the Earth’s gravity field

Abstract: This work investigates the alternatives for implementing second-order boundary conditions
in the context of determining the Earth’s gravity field. In the first section, we will clarify essential
theoretical terms to properly define the geodetic problem. Subsequently, the solution procedure of
Laplace equation using the finite element method is derived. Several numerical experiments of the
geodetic task are then carried out using the theoretical knowledge from previous sections of this work
in Wolfram Mathematica software. Conclusively, the results of numerical experiments are compared
to the analytical solution, and the suitability of second-order boundary conditions for the calculation

of gravity potential is analysed.

Keywords: Earth’s gravity field, finite element method, gravity potential, Wolfram Mathematica
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Uvod

Uz od zadiatku histérie Tudstva je o nds Tudoch zname, Ze sa neustdle snazime vymyslat nové vyna-
lezy, ktoré by ndm urychlili prdcu, pomohli dosiahnut lepsie vysledky, resp. ulahéili nas kazdodenny
zivot. Neoddelitelnou sti¢astou toho je aj ziskavanie novych poznatkov, na zaklade ktorych vieme
nase vynalezy upravovat a zlepSovat. Dobrym prikladom toho je aj oblast fyzikdlnej geodézie, ktorej
jednym z hlavnych cielov je presné urcenie gravitacného pola Zeme. Zaciatky riesenia tohto problému
mozeme najst uz v ¢asoch Isaaca Newtona, a aj napriek tomu eSte stale hfTaddme nové, presnejsie a
rychlejSie sposoby urdenia gravitaéného pola. Aj v novodobej histdrii pozname viacero prevedenych
experimentov na skimanie tohto geodetického problému. To je cielom aj tejto prace. Vdaka tech-
nolégidm dnesnej doby vieme druzicovym alebo gravimetrickym meranim uréit tiazové zrychlenie.
Pomocou druzicového merania dostavame 2. derivaciu poruchového potencidlu a nasou snahou v tejto
praci bude pomocou teoretickych experimentov vysktsat, ¢ je vhodné implementovat aproximéciu
druhej derivacie do takejto geodetickej okrajovej tlohy. Tento nie Gplne Standardny inziniersky prob-
lém budeme riesit primarne pomocou metddy koneénych prvkov. Sucastou prace je aj zhodnotenie
vhodnosti pouzitia softvéru Wolfram Mathematica pre geodetické problémy podobného typu.

V prvej Gasti prace vysvetlujeme doterajsie teoretické poznatky o Tedrii potencialu, kde je nasou
tlohou pomocou zdkladného Newtonovho Gravitacného zakonu odvodit dolezitii Laplaceovu rovnicu.
Nasledne vdaka poznaniu o Laplacovej rovnici si zadefinujeme podstatu nagho geodetického problému,
na ktorom bude zaloZené cela praca.

Dalsia ¢ast prace sa ststreduje na podrobné predstavenie postupu metédy koneénjch prvkov
(MKP), ktoré prevedieme v softvéri Wolfram Mathematica. V tejto Casti vysvetlujeme kazdy krok
nasho sposobu rieSenia, ktorého stcastou je napr.: diskretizacia oblasti, zostavenie sustavy rovnic a
na zaver implementéacia okrajovych podmienok.

Posledné c¢ast prace je venovand teoretickym experimentom, ktorych podstatou je porovnava-
nie vysledkov dosiahnutjch implementaciou réznych kombinacii Dirichletovej, Neumannovej okrajovej
podmienky a aproximacie 2. derivacie do nasho geodetického problému. Nasledne v zavere na zaklade
vykonanych experimentov vyhodnotime ciel prace a teda ¢ je implementacia okrajovej podmienky

2. radu pre tento problém vhodna.



Kapitola 1

Uvod do geodetickej tilohy

V obdobi 19. storocia, kedy sa vo fyzike verilo, ze zdkladné prirodné sily vznikaji z potencialov,
ktoré spliiaji Laplaceovu rovnicu, sa prvykrat zaviedol pojem Tedria potencidlu. Dnes uz ale vieme,
Ze priroda je omnoho zloZitejsia ako si mysleli Tudia v minulych storo¢iach. Rovnice, ktoré opisuji
sily, st systémy nelinedrnych parcidlnych diferencialnych rovnic, ako napriklad Yang-Millsove rovnice,
Einsteinove rovnice a v urcitych pripadoch aj Laplaceova rovnica. Preto sa pojem Tedrie potencidlu

v dnesnej dobe este stale pouziva aj na opis rovnic splnajacich Laplaceovu rovnicu.

1.1 Gravitaéna sila

Velkii zasluhu na rozvoji tejto tedrie mé aj Isaac Newton vdaka jeho Gravitaénému zékonu. Tento
zdkon nam hovori, Ze kazdé dva hmotné body, ktorych vzdjomnd vzdialenost je [ a ich hmotnosti
st m1, Mo, sa posobenim gravitacnej sily F' navzajom pritahuju. Vztah pre vypocet gravitacnej sily

jo 4 .
17762

12

pricom kon$tantu G nazyvame gravitacnd konstanta. Napriek tomu, Ze gravitacnéa konstanta je jedna

F=G , (1.1)

z troch najdolezitejSich konstant v oblasti fyziky, je zaroven aj jednou z najmenej presne uréenych
konstant. Na zdklade National Institute of Standards and Technology (NIST) je najnovsie odportaéand

hodnota gravita¢nej konStanty z roku 2018 a to [1]
G = 6.67408 - 10" "'m3kg s (1.2)

Vyssie sme uviedli, Ze Tubovolné dva hmotné body sa pritahuji navzijom, ¢o samozrejme zna-
mena, ze sa pritahuju symetricky. Napriek tomu bude vhodnejsie, ked jeden z naSich hmotnych bodov
budeme povaZovat za prifahujtci a druhy za ten prifahovany. Pre zjednodusenie vztahu (1.1) si zvo-
lime jednotkov hmotnost pre jeden z naSich hmotnych bodov a hmotnost druhého hmotného bodu

si zvolime rovnd m. Dostdvame potom vztah

m
vyjadrujici silu, ktorou posobi hmotnost m na jednotkovii hmotnost v bode P vo vzdialenosti [ od m.
Majme zadefinovany kartézsky stradnicovy systém xyz, na fiom si oznacme sturadnice pritahujicej

hmotnosti m ako &, 1, ¢ a stradnice pritahovaného bodu P ako x, y, z. Sila je potom reprezentovand

10



vektorom F', ktorého zlozky st

—Gmax —¢§ x—¢&

X =—Fcosa= B ; =—-Gm EE
_ _—Gmy—mn _ y—n

Y =—Fcosf = B i =-Gm B
—Gmz—-_ z—C

Z =—Fcosy= B ;i =—-Gm .

pricom

=V Py =P+ (02 .

m Y

=

m (&m0 3 y

£I

Obr. 1.1: Komponenty gravitacnej sily [4].

1.2 TiaZovy potencial hmotného bodu

Pre lepSie porozumenie na zac¢iatku spominanej Tedrie potencidlu je potrebné poznat skaldrnu funkciu

_Gm

v
l 9

(1.6)

ktort pozndme pod pojmom tiazovy potencidl. Dosledkom tohto poznania je zjednoduSenie zloziek

gravitacnej sily (1.4) na tvar
oV ov ov
ox’ oy’ 0z’

¢o mozeme jednoducho dokézat parcidlnou derivaciou funkcie V', pretoze

Z - I

91  laz=-¢ x-¢
;=

Gravitacnu silu F' potom vieme zapisat ako gradient skalarnej funkcie V:

F=[X,Y,Z]=grad V=VV.

11
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To, Ze vieme tri zlozky vektora F' vdaka vzfahu (1.7) nahradif jednou funkciou V, je velmi pod-
statné, najmi ak uvazujeme o pritazlivosti hmotnych bodov alebo pevnych telies. Toto je vyuzitelné
napriklad pri rieseni problémov v geodézii, kde je omnoho jednoduchsie pracovat s potencidlom ako
s tromi zlozkami sily.

V pripade, ze mame systém réznych hmotnych bodov mq,mo,...,m,, vysledny potencial tohto

systému je iba stcet jednotlivych potencidlov (1.6):

Gmy  Gmg Gm,, "\ m;
- - iy 1.1
14 L + L + .. F - G ; 3 (1.10)

1.3 Tedria potencialu

Na vysvetlenie tedrie potencidlu budeme v tejto kapitole ¢erpat primarne zo zdroja [7]. Vzhladom
k vyssie spominanému Newtonovmu gravitaénému zakonu, gravitaény potencial W, mézeme vyjadrit

v tvare

P(Q)
P,Q)d”Q’ (1.11)

W, =W,(z) =G / T

Zem
pri¢om G je gravita¢na konstanta (1.2), P mame definované ako bod, ktorého sturadnice su (z,y, z),
@ ako bod, ktory je stredom objemového elementu dvg, ! mame ako vzdialenost medzi bodmi P a @,
a p(Q) ako hustotu v bode Q.
KedZe na vypocet gravitacného potencidlu W, by sme potrebovali presné rozloZenie hustoty Zeme,

uvazujme nad velmi velkou vzdialenostou [ a vzfah (1.11) vyjadrime ako

GM
Wy =7, (1.12)
kde M je celkovd hmotnost Zeme. Zo vztahu (1.12) moZeme vidiet, Ze kazdé teleso sa na velki
vzdialenost gravitacne sprava ako hmotny bod, vid (1.6).

Tiazovy potencidl W, ktory stvisi s rotaciou Zeme, vieme zapisat ako stdet gravitacného potencialu
W, a odstredivého potencialu W:

W =W, + W,, (1.13)

pricom ak pozname uhlovi rychlost rotacie Zeme w, odstredivy potencial W, je definovany ako

1
W, = §w2(a:2 +92). (1.14)

Gravitaény potencial W, splita Poissonovu rovnicu
AW, = —4nGp, (1.15)

pri¢om ak uvaZzujeme nad prazdnym priestorom mimo Zeme, hustota p = 0, a teda rovnica (1.15) sa

zmeni na Laplaceovu rovnicu

AW, =0, (1.16)

ktorej rieSenim st harmonické funkcie.
Derivéciou vztahu (1.14) dostaneme
AW, = 2w?, (1.17)

12



a teda dostaneme rovnicu pre tiazovy potencial
AW, = —47Gp + 2w?, (1.18)
z ¢oho po vyuziti znalosti o nulovej hustote v priestore mimo Zeme dostavame
AW = 2w (1.19)

V praxi, kvoli zlozitosti zemského povrchu, vyuzivame na generovanie jeho aproximacie referenény
elipsoid. Z toho vyplyva, Ze tiaZovy (normélny) potencidl V' generovany elipsoidom zostrojime podobne

ako tiazovy (skutoény) potencidl W, a teda
V=V, +V,, (1.20)

pricom V; je gravitacny, a V,, je odstredivy potencial.
Rozdielom normaélneho a skuto¢ného tiazového potencidlu dostaneme poruchovy potencial T,
z ¢oho vyplyva
W=V4+T. (1.21)

Jednym z dévodov, preco sa vyuziva referenény elipsoid na aproximaéciu je, Ze generovany model
mé rovnakt hmotnost ako Zem a rotuje aj rovnakou rychlostou ako Zem. Z toho ddvodu sa odstredivé

zlozky vynulujd, je mozné ich zanedbanie [13]
T=We+W,—-V+V, =Wy -V, (1.22)
a teda poruchovy potencial v priestore mimo Zeme spliia Laplaceovu rovnicu

AT = 0. (1.23)

1.4 Geodeticka okrajova uloha

Uvazujme nad vektorom skutoc¢ného tiazového zrychlenia § v bode P na zemskom povrchu a nad

normalnym tiazovym zrychlenim 4 v bode @ na elipsoide. Ich rozdielom je vektor tiazovej anomalie
Ag = gp —74- (1.24)

KedZe elipsoid vieme matematicky vyjadrit, mdZeme § a 4 porovnavat v jednom bode P na zemskom

povrchu, ¢im dostaneme vektor poruchovej anomalie

—

69 =gp — P, (1.25)
pri¢om rozdiel ich velkosti sa nazyva tiazové porucha
d0g = gp — Yp. (1.26)

UvaZzujme teda ohranicent oblast 2, ktorej spodnt hranicu predstavuje zemsky povrch I' C 99 a jej
hornti hranicu vytvara umeld hranica vo vyske satelitu. Pre naSe experimenty si musime zadefinovat
najskor zmieSanti geodeticka okrajovii tlohu s Neumannovou okrajovou podmienkou na zemskom

povrchu a Dirichletovou okrajovou podmienkou vsade inde v uvazovanej oblasti:

13



AT(z)=0 z€Q, (1.27)

or .
= 09 zel, (1.28)
T(x) =Tsar(z) ze€dQ-T, (1.29)

kde % = dg(x). cos u(x) = dg(z)*, pricom u(x) je uhol medzi vektorom smeru normdlneho tiazového
zrychlenia §, a vonkajsim normalovym vektorom na zemsky povrch 72, a T's o7 je poruchovy potencidl
ziskany satelitnymi meraniami.

Vyssie definovant okrajovi tlohu si modifikujme na geodeticki okrajovt tlohu, ktorou bude kom-
bincia Neumannovej okrajovej podmienky opif na zemskom povrchu I' a aproximécie 2. derivacie

na hranici oblasti vo vyske satelitu I'g:

AT(x) =0 €, (1.30)
oT
= —§a* T 1.31
57 — 09" zel, (1.31)
o*T
g7z = Trr(sar)(z) = €Ts, (1.32)
T'(z) =Tsar(z) z€0Q-T -Ts, (1.33)

kde Trr(sat) je 2. radidlna derivacia poruchového potencidlu ziskana zo satelitného merania.

Obr. 1.2: Vypoétova oblast 2 [2].
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Kapitola 2

Metoda konec¢nych prvkov

V inzinierskych tloh4ch sa na hladanie priblizného rieSenia diferencidlnych rovnic pouzivaja rozne

numerické metédy, ako napriklad:
e Metéda koneénych diferencii (FDM)
e Metéda koneénych objemov (FVM)
e Metdéda okrajovych prvkov (BEM)
e Varia¢né metody

Medzi tzv. tradiéné Variacné metédy patria napr. Metéda vazenych rezidui, Galerkinova alebo
Rayleigh - Ritzova metdda. Tieto metédy maja jeden hlavny nedostatok a tym je zvolenie si vhod-
nych aproximaénjch funkcii tak, aby spliiali okrajové podmienky tlohy, ktord treba vyriesit. Kedze
jednoduché najst spravne aproximacné funkcie, aby boli splnené dané okrajové podmienky. Preto sa
zacala vyuzivat metéda zaloZend na varia¢nom pristupe: Metéda koneénych prvkov (MKP).

Metéda koneénych prvkov (MKP) je silnd numerickd metéda na riesenie diferencidlnych a integ-
ralnych rovnic, s ktorymi sa stretdvame nie len v oblasti inZinierskych a aplikovanych vied. Zakladnou
myslienkou MKP je rozdelenie geometricky zlozitej oblasti na koneény pocet jednoduchsich podob-
lasti, ktoré nazyvame konecné prvky (elementy). Pre tieto elementy je potom mozna jednoduchsia a
systematickejsia volba aproximac¢nych funkcii. Vdaka tomu sa metdéda kone¢nych prvkov stala jednou
z najvyuzivanejsich metod na rieSenie inzinierskych problémov v réznych oblastiach.

Pri aplikovani MKP je potrebné poznaf miniméalne zdkladni kostru postupu tejto metédy, ktort
si pre dany typ tlohy vieme podla potreby prisposobit.

Zakladny postup pri aplikacii MKP je nasledovny:

1. Diskretizacia oblasti na mnozinu elementov
2. Zostavenie stustavy rovnic na elemente

e Slabéa formulécia rovnic na elemente

e Aproximacné funkcie na elemente
3. Spojenie sustav rovnic na elemente do globédlneho systému rovnic
4. Zahrnutie okrajovych podmienok
5. Riesenie systému rovnic

6. Vyhodnotenie a spracovanie vysledkov
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2.1 Diskretizacia oblasti

Ako sme uviedli na za¢iatku o metéde koneénych prvkov, diskretizacia vypocGtovej oblasti €2 na ko-
necni mnozinu elementov Q°, e = 1,..., N, kde N je pocet elementov, je jednym z hlavnych znakov
tejto metddy. Element ¢ moze byt rézneho geometrického tvaru, preto je dolezité si pred samotnou

diskretizaciou vybraf typ elementov, vid Obr. 2.1, ktory nam vyhovuje.

Triangulars Quadrilaterals

S L]

Tetrahedrals Regular hexahedral Irregular hexahedral

Obr. 2.1: Najpouzivanejsie typy elementov: 2D elementy (hore), 3D elementy (dole) [6].

Je dolezité si uvedomit, Ze pri diskretizdcii oblasti {2 dochddza k ur¢itej chybe, ktort nazgyvame
diskretiza¢nou chybou. Tuto chybu sa snazime obmedzit zvolenim ¢o najvicésieho poctu elementov N.
Treba si ale uvedomit aj to, Ze ¢im vicsie zvolené N, tym narocnejsie na vypocet to pre pocitac bude.
My sme v nasich tlohéch pouzili v 2D - $tvoruholnik so 4 uzlami a v 3D - nepravidelny Seststen s 8

uzlami.

2.2 Slaba formulacia rovnic na elemente

Zékladnym principom zostrojenia slabej formulacie je, Ze cez oblast elementu Q¢ zintegrujeme sucin

nami uvazovanej rovuice (1.23) a funkcie w, ktort nazyvame vdhovou (testovacou) funkciou [8]
/ATw dne = 0. (2.1)
Q{i

V 2D mozeme vzfah (2.1) prepisat na tvar

o) ()] o
J

KedZe mame stéin dvoch funkcii, ktoré st spojité aj s ich vSetkymi prvymi parcidlnymi diferencidlnymi

rovnicami, mdzeme na rovnicu (2.2) aplikovat Greenovu vetu [3]:

of B o g
/8xigdx— /fgnldS /fa;mdx’ (2.3)
Qe

Qe oNe
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kde 99Q° je Lipschitzovska hranica oblasti Q¢, f(z1,22) a g(x1,x2) st spojité funkcie, a n = (ny,ns)
je vonkaj$ia norméla ku hranici 9Q¢. Po aplikovani Greenovej vety na (2.2) dostdvame koneény tvar
slabej formulacie
/VT -Vw dQ2° = / wg, doQ2°. (2.4)
Qe Qe
Koeficient ¢, mé v kazdom rieSenom probléme sivis s tym, o aky typ fyzikdlneho problému ide.
KedZe nase experimenty budeme vykonavat aj v 3D priestore, je potrebné si uvedomit, ze konst-
rukcia slabej formulédcie bude v takom pripade analogické tej v 2D, iba rozsirend o tretiu stradnicu

zZ.

2.3 Aproximacné funkcie na elemente

Aproximacné funkcie si véi¢sinou volime v tvare tplného polynému, pretoze s polynémami sa pracuje
velmi dobre, kedZe sa pomerne lahko derivuji a aj integruji. Pri aproximad¢nych funkcidch je taktiez
dolezité, aby derivacie, ktoré sa nachadzaji v slabej formulacii, boli pre nami zvoleny polyném nenu-
lové. Ak mame v kazdom uzlovom bode naSich elementov zvolené aproximac¢né funkcie a st splnené

vyssie uvedené podmienky, tak priblizné rieSenie v 2D pripade budeme poéitat v tvare [12]
n
T(z,y) = Y Ti5(,y). (2.5)
j=1

Hodnoty T7 st priblizné riesenia v uzlovych bodoch X; elementu, ktoré sa rovnaji presnému rieSeniu
v danom uzlovom bode a funkcie 1/);’(1‘, y) nazyvame Lagrangeove tvarové (bazové) funkcie, pricom
j = 1,..,n a n je pocet uzlovych bodov elementu. Kedze pouZivame izoparametrické elementy, je
potrebné ich transformovat z kartézskeho suradnicového systému (z,y) do lokdlneho stradnicového

systému (&,7n) € [-1,1] x [-1,1], a teda zmeni sa aj tvar priblizného rieSenia (2.5) na [12]
TC =" TEs(E,m), (2.6)
j=1

¢o konkrétne pre nas 4-uzlovy element bude znamenat [11]:

4

T = Tiys(E,m), (2.7)
j=1
Pre tvarové funkcie ¢ (X;) plati
. 1, aki=j,
b (X;) = o (2.8)
0, aki#j,

a ich definicie v jednotlivych uzlovych bodoch su [11, 15]:

pi=0-90-m,  d= 040 ),

: ! (2.9)
¢321(1*5)(1+77)a ¢4:1(1+5)(1+77)~
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o

Obr. 2.2: Iustrécia transforméacie do lokdlneho sturadnicového systému [11].

Vztah medzi povodnymi a transformovanymi siradnicami vieme potom vyjadrif pomocou

4
w(&m) =Y il m)as,
" (2.10)
y(&m) = Zwi(ﬁ,n)yf.

2.4 Zostavenie sustavy rovnic na elemente

KedZe uz mame slabt formuldciu a aj priblizné rieSenie, dalsim krokom je dosadenie priblizného
rieSenia do slabej formulacie, a postupné dosadzanie Tubovolnych funkcii za vahova funkciu w tak,
aby stéle platila rovnost slabej formulacie (2.4). Funkciu w budeme nahréddzat postupne funkciami

¢,i=1,.,n, a teda zo sustavy tak dostaneme i-tu rovnicu [13]

- Oy OV5 Oy Y5
Sy | [ v

T :/%qn doQe. (2.11)

j=1 o0e

Vdaka tomu potom elementovii stistavu rovnic moéZzeme napisaf v tvare [5]

> kST = Qs (2.12)
j=1
¢o je v tvare matic
k°T® = Q°. (2.13)

V rovnici (2.13) je nezndma vektor pribliznych rieSeni 7¢, maticu k° pozndme pod pojmom elementové
matica tuhosti a Q¢ je vektor toku.

V kapitole 2.3 sme nadrtli transforméciu siuradnic a aby sme mohli prist k numerickému rieseniu,
musime do lokédlnych stradnic transformovat vSetky pouzité funkcie a premenné, ¢ize budeme potre-
bovat poznat aj vztah derivacii aproximacénych funkcii ¢¢ podla kartézskych (globalnych) stiradnic [5,
15]:

06 0z 9 oy o€
0z i Oy o _ o0

On 0x  On Oy on’

Oz Oy Oy oY; _ Oy

(2.14)
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¢o sa d4 zapisaf aj v tvare

9 s
on oy
pri¢om maticu J nazyvame Jakobiho matica
9z Oy
=15 51 (2.16)
oy 9n

Rovnost (2.15) nam déva moznost vyjadrit si aj inverzntt Jakobiho maticu, ktord je pre nas tiez
dolezita [15]

o G
AR 2
oy on
a teda inverzni Jakobiho maticu J~! vieme vypocéitat ako
1 J: —J
[J_l] —_ 22 12 , (218)
det[J] | —Jo1  Jn

z Coho vyplyva aj dolezitd poznamka, ze treba dat pozor na to, aby pre determinant Jakobianu .J
v kazdom bode elementu Q¢ platilo

det[J] > 0. (2.19)

Pri bilinedrnych transforméciach sa det[J] # 0 iba vtedy, ak je vybrany Stvoruholnikovy element

konvexny, ¢ize vSetky jeho vnutorné uhly st mensie ako 7.

2.4.1 Lokalna elementova matica

Pri rieSeni elementovych ststav rovnic je mozné prist k elementovej matici k¢ roznymi sposobmi.
Jeden, ten najznamejsi sme ukézali v kapitole 2.4. My sme ale pri rieSeni nasho problému pouzili iny

sposob, pretoze pri programovani bolo vyhodnejsie pouzit vztah [5]

1 1
=/ 1 / B (€ B )l dady, (2.20)
pricom dady = det[J]d¢dn, a teda (2.20) vyjadrime ako
1 1
k] = / 1 / B (€] (B (€ et T)dcel (2.21)

Aktudlne pozndme vSetky parametre, uz ndm chyba iba povedat si, ¢o je matica [B]. Maticu [B]

najlepsie vyjadruje rovnica [5]

[B] = [J7[Bl, (2.22)
kde
B = low, ovn ou ow - (223)
on on on on
Vztah (2.22) pre maticu [B] je potom konkrétnejsie
oY1 O DYy O
B = — | /2 875 ;’T 887 ;T (2.24)
det[J] | —Jo1  Ji ainl airf ai,f %

Z poslednych podkapitol je dolezité si uvedomif, Ze uZ nepracujeme s elementami v glob4dlnom
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stiradnicovom systéme, ale v lokdlnom, ¢o znamen4, Ze vSetky matice, resp. hodnoty uvazujeme vzhla-
dom na (&,7n) € [-1,1] x [-1, 1]. Transforméciou do lokdlneho stradnicového systému sme dosiahli to,
Ze uZ nemusime integrovat cez pomerne zloZit1 oblast elementu ¢, ale iba cez jednoduchii $tvorcovii

oblast [—1,1] x [—1,1], ¢o ndm umoziuje pocitat nas dvojity integral numericky.

2.5 Numericka integracia

Vo vela pripadoch sa moze staf, ze analytické rieSenie problému je velmi zloZité, resp. az nemozné.
Stava sa to napriklad pri pouzivani izoparametrickych elementov v 2D a 3D, prave kvoli zlozitosti
integralov, ako sme mohli vidiet v podkapitole 2.3. Najlepsi sposob, ako dostat pre takéto tulohy
jednoduché a presné riesenie, je pouzitie numerickej integracie [9]. Typov numerickych integracii je
vela, ale my sa budeme venovat hlavne Gaussovej kvadratire, resp. Gauss-Legendre kvadratare. S

to aproximécie tvaru [10]
1 n
/ f(z)dz = Z fx)w;. (2.25)

Uzly z; nazyvame Gaussove body a koeficienty w; st vahy. Kazdému uzlu x;,7 = 1, .., 4, je prideleny
jeden koeficient w;. V 2D a 3D pripadoch je potrebné kazdy integral aproximovat vdZenym suctom
ako v 1D pripade (2.25). Napriklad pre nasu 2D tlohu, kde n¢ je pofet bodov elementu v smere £ a

n, je pofet bodov elementu v smere 7, to bude vyzerat takto [10]:

g Ny

1 1
/ 1 / s~ 303 Flen . (2.26)
- - 1 1

n E W
1 0.0 20
5 —0.57735026918963 1.0
B 0.57735026918963 1.0

—0.77459666924 148 0.55555555555556

3 0.0 (.BE88E888888889

0.77459666924 148 0.55555555555556

—0.86113631159405 0.34785484513745

4 —(0.33998 1043584586 0.65214515486255

0.33908 104358486 0.65214515486255

0.86113631159405 0.34785484513745

Obr. 2.3: Tabulka s vdhami a hodnotami v uzloch pre rozne pocéty Gaussovych bodov [10].

KedZe my mame stvoruholnikovy element so 4 bodmi, pouzijeme Gaussovu kvadrattiru pre n = 2,

a teda hodnoty v naSich uzloch budu z; € [:/—%7 %] a koeficienty w; = 1 pre 1 = 1, 2.

2.6 Zostavenie globalneho systému rovnic

Poslednym krokom k vyrieSeniu problému je spojenie stistavy rovnic na elemente do globalneho sys-
tému rovnic a zahrnutie okrajovych podmienok. Je dolezité podotknit, ze doteraz sme mali iba tzv.
lokélne ¢islovanie uzlovych bodov a priblizného rieSenia. Je preto potrebné zaviest aj globélne éislo-
vanie uzlovych bodov.

Na Obr. 2.4 mozeme vidiet dva Stvoruholnikové elementy a ich uzlové body. Na nich médme zavedené

lokalne cislovanie - lokalne uzlové body, globalne ¢islovanie - globalne uzlové body a aj toky elementov.
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Zostrojenie globalneho systému rovnic je zaloZzené na dvoch zékladnych pravidlach, ktoré musia

byt splnené [12]:
1. Spojitost priblizného riesenie

2. Bilancia tokov

Obr. 2.4: Tlustra¢ny priklad globalneho ¢islovania uzlovych bodov.

Z ilustracnej diskretizacie na Obr. 2.4 je vidief, Ze spojitost priblizného riesenia, resp. spojitost
medzi lokalnymi a globalnymi uzlovymi bodmi plati. Body prvého elementu 1,2,3 a 4 st totozné
s globalnymi bodmi 1,2,5, a 6. Taktiez body druhého elementu 1,2,3 a 4 st totozné s globalnymi

bodmi 2,3,4, a 5. Spojitost priblizného rieSenia potom znacéime ako

=T, ti=t3="Ty, t3="Ts,

(2.27)
t2=Ty, ti=1t3="Ts, t;="Ts.

To, Ze je splnena aj bilancia tokov mozno nie je Uplne zretelne vidief na Obr. 2.4, ale vieme, Ze ich

stucet je nulovy, tym padom je zachovana rovnovaha tokov:
Uy =G, TESp-: Gy +qn =0. (2.28)

Zahrnutie okrajovych podmienok

Na zaver treba esSte zahrnif okrajové podmienky (OP). V naSom pripade budeme implementovat
Dirichletovu, Neumannovu okrajovii podmienku a aproximéciu 2. derivacie. KedZze nase presné rieSenie

reprezentuje rovnica (1.27), okrajové podmienky vieme vyjadrit v tvare:

Dirichletova okrajové podmienka T(x) = —logr, (2.29)
or 1
Neumannova okrajové podmienka agnx) == (2.30)
2T 1
aproximécia 2. derivacie 0 8r(2x) =5 (2.31)

pricom r je vzdialenost uzlového bodu s definovanou okrajovou podmienkou od stredu hmotného
telesa. Pri implementécii kazdej OP je potrebné poznat princip jej pouzitia:

Dirichletova OP: Ak chceme zadefinovat Dirichletovu okrajovi podmienku v uzlovom bode X,
tak v matici tuhosti K;; vynulujeme prislachajtci i-ty riadok a na poziciu K;; dosadime hodnotu 1.
Nésledne do prislusnej pravej strany @; dosadime hodnotu zo vztahu (2.29).

Neumannova OP: Zadefinovanim Neumannovej okrajovej podmienky v uzlovom bode X;, hod-
noty matice tuhosti K,; zostand nezmenené zo vztahu (2.20) a do prislichajicej pravej strany Q;
dosadime hodnotu zo vztahu (2.30) vynasobenti mierou prislichajicej hranice.

Aproximacia 2. derivacie: Pri pouziti tohto typu okrajovej podmienky vyuZijeme metédu ko-
ne¢nych diferencii (FDM).
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Metdda koneénych diferencii je numerickd metdda, v ktorej diferencidlnu rovnicu aproximujeme sys-
témom algebraickych rovnic, resp. kone¢nymi diferenciami. Pozname tri typy aproximaécii: centralnu,
doprednt a spétnu diferenciu. Tieto tzv. diferenéné vztahy si vieme odvodif pomocou Taylorovho

rozvoja presného rieSenia v uzlovych bodoch [14]:

f'(a)
1!

(b—a)—l—w(b—a)Q-i—... (2.32)

1) = fla) + )

KedZe nasim cielom je aproximovat 2. derivaciu a chceme, aby nasa aproximécia bola 2. rddu presnosti,

potrebujeme pre 1iu poznaf aproximacné koeficienty. Tieto koeficienty si odvodime pomocou vyssie

spominaného systému rovnic.

3h

)4— h
 , - 3t ]
x-3h X-2h x-h X

Obr. 2.5: Tlustracia vypoctovej oblasti v 1D.

Najskor si vyjadrime aproximéciu 2. derivacie v tvare

%~Af(x—3h)+Bf(x—2h)—l—Cf(x—h)—i—Df(:v). (2.33)

Hodnotu funkcie f(xz — 3h) potom vieme pomocou Taylorovho rozvoja (2.32) funkcie f(x) vyjadrit
tak, ze ak si zvolime b = z — 3h a a = x, potom

Af(z — 3h) = Af(x) — 3ARf (z) + 9Ah2@ - 27Ah3% +O(hY), (2.34)

pricom O(h?*) je zvySok. Zjemiiovanim diskretizacnej siete plati, ze h — 0 a z toho vyplyva, Ze
O(h*) — 0, ¢ize zvysok O(h*) mdzeme zanedbat.
Obdobnym sposobom si vyjadrime aj hodnoty funkcii f(x — 2h),f(x — h),f(x):

Bf(x —2h) = Bf(x) — 2Bhf'(x) + 4Bh2@ — 8Bh3@ + O(h%), (2.35)
Cf(x —h)=Cf(z) — Chf'(z) + Ch? f//Q(“’) —Ch3 f///(;(m) +O(h%), (2.36)
Df(z) =Df(x). (2.37)

Teraz potrebujeme zvolit koeficienty A, B, C' a D tak, aby sme st¢tom rozvojov (2.34)-(2.37) odstranili
Cleny f(z), f'(x), f"(z), a zostal ndm len ¢len f”’(z). Odvodime si preto z rozvojov (2.34)-(2.37)
sustavu rovnic
A+B+C+D=0
—-3A-2B-C=0
9 (2.38)
_97A—8B - C =0,

ktort vieme vyjadrif v maticovom tvare
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1 1 1 1| A 0
-3 -2 -1 0| |B 1|0
— , 2.39
9 4 1 0| |C h? |2 (2:39)
—27 -8 -1 0| |D 0
7 ¢oho dostidvame
A 0o -1 -1 _117'To 1
-3 T3 ~§ -
B 110 2 2 4 0 1|4
_ 2 2 - . (2.40)
cl r*lo -3 -3 -1 2 h* |5
1 1
D I 0 2

Dostali sme aproximacéné koeficienty % (—1,4,—5,2), ktoré ked dosadime do vztahu (2.33), dostaneme

vysledny vztah pre aproximéaciu 2. derivécie

0% f _ —flx=3h) +4f(x —2h) = 5f(x — h) +2f(x)
922 h2 ‘

(2.41)

Ako mozeme vidiet, pri pouziti aproximécie 2. derivéacie je to trochu komplikovanejsie ako v pred-
chadzajtcich dvoch OP. Nase aproximacéné koeficienty teda buda ¢ = (—1,4, —5,2). Ak zadefinujeme
aproximaéciu 2. derivacie v uzlovom bode X;, v matici tuhosti K;; vynulujeme prisltchajuci i-ty riadok
a na poziciu K, dosadime aprox. koeficient c¢;, pricom index k = i — j, a index j7 = 0,..,3. Do pri-
slichajtcej pravej strany @; dosadime hodnotu zo vztahu (2.31) vynasobent hodnotou h?, kde h je
vzdialenost medzi bodmi X; a X;_;.

KedZe méme zostaveny globalny systém rovnic a médme v tlom zahrnuté aj okrajové podmienky,

dostavame systém rovnic, ktory uz mozeme riesit

KTy = Qi. (2.42)
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Kapitola 3

Numerické experimenty

KedZe mame zadefinovanti geodeticki tlohu a vysvetlili sme si aj metddu, ktorou chceme dant tlohu
riesit, mdZeme sa pustif do numerického riesenia. Proces riesenia budeme realizovat v softvéri Wolf-
ram Mathematica, pretoZe mé vybudované celkom prijemné funkcie na vytvaranie vektorov, matic
a zaroven aj vykreslovanie bodov, ploch, resp. nasich modelov. Pri rieSeni budeme postupovat tak,
Ze sa najskor pozrieme na rieSenie problému v 2D, kde nasa oblast bude medzikruzie so stredom v
bode S = [0,0], a polomery kruznic zvolime r, = 1m a r9 = 2m. Nésledne bude nase rieSenie v 2D
rozdelené do dvoch hlavnych Casti, kedy v prvej ¢asti budeme uvazovat nad kruhovym vysekom v roz-
medzi [0, 7] a v druhej ¢asti nad medzikruzim v rozmedzi [0, 27], vid Obr. 3.1. V obidvoch pripadoch
sa pozrieme na experimenty, v ktorych budeme pozorovat rozdiel medzi presnym rieSenim a naSim
rieSenim za pouzitia kombinécii Dirichletovej, Neumannovej okrajovej podmienky a aproximéacie dru-
hej derivécie. Po vyhodnoteni vysledkov v 2D prejdeme do 3D priestoru, kde budeme uvazovat nad

oblasfou, ktorti nazjvame tesseroid, ¢ize tentokrat v troch smeroch [0, Z] x [Z,2F] x [1,2]. Aj v 3D

ZRRW
priestore zhodnotime vysledky experimentov, v ktorych opét vyuzijeme tie isté okrajové podmienky
ako v 2D pripade. Hlavnou stucastou nagich vysledkov bude pozorovanie zmensovania aproximacnej
chyby dosledkom zjemitiovania diskretizacnej siete. Aproximacnu chybu budeme poditat v podobe L
a Ly normy chyby. Spolu s normami sa pozrieme aj na experimentalny rad konvergencie EOC, z kto-
rého budeme vidiet, kolkého radu presnosti je nami zvolend metéda koneénych prvkov. Normy a EOC

budeme poéitat pomocou vztahov:

Ly(N) = % (T, — T.)2, (3.1)
L(N)
EOC = log, (L(QN)) ,

pricom N je pocet uzlovych bodov, T, je naSe priblizné rieSenie a T, je presné rieSenie.

3.1 Teoretické experimenty v 2D

3.1.1 Diskretizacia oblasti

Tak ako sme spomenuli vysSie, naSou prvou uvaZovanou oblastou bude kruhovy vysek s polomermi

us

kruznic r1 = 1m a 2 = 2m, a v rozmedzi [0, §], ¢ize [1,2] x [0, 5]. Druhd uvazovana oblasf bude
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medzikruzie [1,2] x [0, 27]. Na diskretizaciu budeme vyuzivat linedrny $tvoruholnikovy element so 4
uzlami, uvedeny v podkapitole 2.1. Princip zjemrovania siete je jednoduchy. Postupne budeme umo-

ctiovat 2%, ¢im budeme dostévat pocet elementov v x a v y smere. Celkovy podet elementov potom

.....

n 3%

Obr. 3.1: Diskretizacia uvazovanych oblasti v 2D pre najmensi zadany parameter a.

Na Obr. 3.1 mozeme vidiet diskretizdciu oblasti v 2D pre najmensi mozny parameter v nasom
programe a = 1, resp. a = 2. Zaroven vidime, ze aproximécia celej plochy medzikruzia je pre tak nizky
parameter velmi slaba. Ak vsak ale zvolime a = 4 v prvom pripade a a = 5 v druhom pripade, uz je

aproximécia velmi slusnd, takze ak ho zvolime este vicsie, diskretizacna chyba uz bude minimdlna.

«0

Obr. 3.2: Diskretizacia uvazovanych oblasti v 2D pre a = 4, resp. a = 5.

Aby sme zjednodusili opis pouZitia jednotlivych okrajovych podmienok pri experimentoch, pome-
nujme si hrany nasich vypoétovych oblasti: hornd hrana (Gervena), dolna hrana (zelend) a bo¢né hrany
(modré).

Pri tlohach v 2D priestore budeme nase aproximacéné vysledky porovnavat s presnym rieSenim
—logr. V grafickom znézorneni rieSeni budeme mat farebné odliSenie: presné - ruzova a priblizné -

bledomodra.

Obr. 3.3: Grafy 2D presného riesenia: kruhového vyseku (vlavo), medzikruzia (vpravo).
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3.1.2 Rozne kombinacie okrajovych podmienok

Po diskretizacii sa mozeme pustif do porovnavania a vyhodnocovania vysledkov roznych kombindcii

okrajovych podmienok.

Kombinacia Dirichletovej a Neumannovej OP pre kruhovy vysek

Experiment 3.1.2.: Prvou skiimanou kombinaciou bude implementécia Dirichletovej okrajovej pod-
mienky (2.29) s Neumannovou okrajovou podmienkou (2.30). Porovname si dva sposoby aplikovania
tychto OP.

Dva sposoby teda bud: Exp. 3.1.2. a) hornd hrana - Dirichlet. OP, doln4 hrana - Neumann. OP,
Exp. 3.1.2. b) horné hrana a bo¢né hrany - Dirichlet. OP, dolna hrana - Neumann. OP.

0.00046
0.00092
0.00138
0.00184
0.00230
-0.00276
-0.00322
-0.00368

I11]

00 05 10 15 20

Obr. 3.4: Grafy 2D rieSenia pre Exp. 3.1.2. a).

Na Obr. 3.4 médme na lavom obrazku: porovnanie hodnot presného a priblizného rieSenia, a na pra-
vom obrazku: vykreslenie chyb priblizného rieSenia v porovnani s presnym rieSenim. Pri porovnani
hodnot nie je okom badatelny rozdiel medzi presnym a pribliznym rieSenim, ¢o je sposobené tym, Ze

. . [ . i -
uz aj pri nie tak velmi jemnej sieti je aproximacia celkom presna. Preto je vhodnejsie sa pozriet na vy-
kreslenie chyb priblizného riesenia, z ktorého vidime, Ze na hornej hrane je chyba rieSenia minimélna,

ale smerom k dolnej hrane postupne stipa.
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-0.000132
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-0.000396
-0.000484
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Obr. 3.5: Grafy 2D rieSenia pre Exp. 3.1.2. b): (23)? elementov (vlavo) a (2%)? elementov (vpravo).

Z predoslého experimentu vidime, Ze pri takejto kombinécii okrajovych podmienok nema moc vy-
znam porovnavat konkrétne hodnoty priblizného a presného rieSenia. Preto sa v Exp. 3.1.2. b) pozrieme
iba na porovnanie chyb. Na Obr. 3.5 vidime porovnanie chyb priblizného rieSenia pri dvoch réznych
zjemneniach diskretizac¢nej siete. V obidvoch pripadoch mézeme vidiet, Ze op#t na hranéch s definova-

nou Dirichletovou OP st chyby minimélne a smerom k dolnej hrane s definovanou Neumannovou OP
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chyby stupaji. Legenda pri obidvoch grafoch nam potvrdzuje, Ze zjemiiovanim siete sa diskretiza¢nd
chyba zmensuje. Toto tvrdenie vidime prehladnejsie aj v tabulkdch. Tabulky (3.1) a (3.2) potvrdzuj,
Ze postupnym zjemnovanim siete sa zmensuje chyba aproximéacie oproti presnému rieSeniu, a taktiez
aj to, ze nami zvolené aproximécie st druhého radu presnosti. Porovnanim hodnét chyb z tabuliek

vyplyva aj to, Zze Exp. 3.1.2. b) m4 priblizne o polovicu mens$iu aproximaéna chybu.

‘ Pocet elementov H L1(Q) norma ‘ EOC, ‘ L>(9) norma ‘ EOCy4 ‘

4 x4 0.027782 - 0.03705 -

8 x 8 0.0068014 2.0302 0.0086664 2.096
16 x 16 0.0016734 2.023 0.0020723 2.0642
32 x 32 0.00041451 2.0133 0.00050523 2.0362
64 x 64 0.00010312 2.0071 0.00012464 2.0191

128 x 128 0.000025715 2.0036 | 0.000030949 2.0098
256 x 256 0.0000064205 | 2.0018 | 0.0000077107 | 2.005

Tabulka 3.1: Prehlad L(2) noriem a EOC pre Exp. 3.1.2. a).
‘ Pocet elementov H L1(9Q) norma ‘ EOC, ‘ L2(9) norma ‘ EOCp4 ‘

4 x4 0.0067882 - 0.016516 -

8§ x 8 0.0024005 1.4997 0.0042023 1.9746
16 x 16 0.00067586 1.8285 0.0010322 2.0254
32 x 32 0.00017708 1.9323 0.00025466 2.0191
64 x 64 0.00004518 1.9706 | 0.000063201 2.0106

128 x 128 0.000011402 1.9864 | 0.000015741 2.0055
256 x 256 0.0000028635 | 1.9935 | 0.0000039276 | 2.0028

Tabulka 3.2: Prehlad L(€2) noriem a EOC pre Exp. 3.1.2. b).

Kombinacia Neumannovej OP a aproximacie 2. derivacie pre kruhovy vysek

Experiment 3.1.3.: Ako druht skiimant kombinaciu okrajovych podmienok si zvolme na hornej hrane
aproximéciu 2. derivacie (2.31) a na dolnej hrane opit Neumannovu OP. Na bo¢nych hranich budeme
mat zadefinovani Dirichletovu okrajovii podmienku. KedZze méme zvolené aproximacné koeficienty

tak, aby bola naSa aproximécia druhého radu presnosti, budeme také vysledky aj ocakavat.
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Obr. 3.6: Grafy 2D riesenia pre Exp. 3.1.3.: (23)? elementov (vlavo) a (2%)? elementov (vpravo).

Ked sa pozrieme opit na porovnanie dvoch roznych zjemtiovani diskret. siete, vid Obr. 3.6, tak
moZzeme vidiet, Ze v tomto pripade je chyba najmensia na bo¢njych hranach a stpa od dolnej hrany
smerom k hornej hrane so zadefinovanou aproximéciou 2. derivécie. Tabulkou (3.3) mame potvrdené,
Ze aj tato kombinacia OP je postupnym zjemiiovanim druhého radu presnosti. Aproximac¢na chyba je

priblizne 6-krat vicsia ako pri Exp. 3.1.2. b).
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] Pocet elementov H L1 () norma \ EOCT, \ Lo(€2) norma \ EOCT, ‘

4 x4 0.027767 - 0.039169 -

8 x 8 0.0059917 2.2123 0.0076551 2.3552
16 x 16 0.0013985 2.0991 0.0017155 2.1578
32 x 32 0.00033723 2.0521 0.0004062 2.0784
64 x 64 0.000082746 2.027 0.000098813 | 2.0394

128 x 128 0.00002049 2.0138 | 0.000024367 | 2.0198

Tabulka 3.3: Prehlad L(Q2) noriem a EOC pre Exp. 3.1.3.

Kombinacia Dirichletovej a Neumannovej OP pre medzikruzZie

Experiment 3.1.4.: Druhou ¢astou experimentov v 2D je implementéacia okrajovych podmienok na ob-
lasti medzikruzia. Op#t podobne ako v pripade kruhového vyseku implementujeme najskor kombinéciu

Dirichletovej OP na hornej hrane a Neumannovej OP na dolnej hrane.

2F
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Obr. 3.7: Grafy 2D riesenia pre Exp. 3.1.4.

Na Obr. 3.7 nam vykreslenie chyb priblizného rieSenia hovori, Ze na hornej hrane je chyba riesenia
minimélna, ale smerom k dolnej hrane opéf postupne sttipa. MoéZeme to celkom vidiet aj na Tavom
obrazku, kde hodnoty presného riesenia na dolnej hrane st o nieco vyssie ako hodnoty priblizného
rieSenia. Tak ako aj v predoslych experimentoch na kruhovom vyseku, tak aj na medzikruzi su podla

tabulky (3.4) naSe aproximécie druhého radu presnosti.

’ Poéet elementov H L1(€2) norma \ EOCT, \ Lo(€2) norma \ EOC, ‘

4 x4 0.093324 - 0.118 -

8 x 8 0.023897 1.9654 0.02937 2.0063
16 x 16 0.0059851 1.9974 0.0072422 2.0199
32 x 32 0.0014938 2.0023 0.001793 2.0141
64 x 64 0.00037293 2.0021 0.00044574 2.0081

128 x 128 0.00009315 2.0013 0.0001111 2.0043

Tabulka 3.4: Prehlad L(Q2) noriem a EOC pre Exp. 3.1.4.

Kombinacie Neumannovej OP a aproximacie 2. derivacie pre medzikruzie

Experiment 3.1.5.: V tejto Casti si porovndme dve kombinacie Neumannovej OP a aproximéacie 2.
derivacie. Ako uvidime neskor, implementaciou takejto kombinacie okrajovych podmienok je nase pri-
blizné rieSenie nepresné, preto je potrebné ho zafixovat v niektorych bodoch, ¢o dosiahneme tym, Ze
okrajové podmienky doplnime o rézne kombinécie Dirichletovej OP. Tak ako v predoslych experimen-

toch s tymito okrajovymi podmienkami, na dolnej hrane zadefinujeme Neumannovu OP a na hornej
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hrane aproximdciu 2. derivécie. Dirichletove okrajové podmienky zadefinujeme: Exp. 3.1.5. a) v 1
uzlovom bode na hornej hrane a 1 uzl. bode na dolnej hrane, Exp. 3.1.5. b) v 2 uzlovych bodoch

na hornej hrane a 2 uzl. bodoch na dolnej hrane.
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0.747
0.581
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0.249
0.083

Obr. 3.8: Grafy 2D rieSenia pre Exp. 3.1.5. a).

| Pocet elementov || L1(Q) norma | EOCp; | Ly(Q) norma | EOCp, |

4 x4 7.2182 - 8.5269 -

8 x 8 0.73999 3.2861 0.84838 3.3292
16 x 16 0.17474 2.0823 0.1967 2.1087
32 x 32 0.043648 2.0012 0.048698 2.014
64 x 64 0.010913 1.9999 0.012125 2.0059

128 x 128 0.0027211 2.0037 0.0030176 2.0065

Tabulka 3.5: Prehlad L(2) noriem a EOC pre Exp. 3.1.5. a).

Z Obr. 3.8 vidime, Ze ked zadefinujeme Dirichletovu OP v jednom bode na hornej hrane a v jednom
bode na dolnej hrane, tak priblizné rieSenie je naozaj velmi nepresné. Potvrdzuje ndm to aj tabulka
(3.5), kde vidime, ze konvergencia k hodnote 2 nie je tplne jasni. Preto sme zvolili zdvojndsobenie

uzlovych bodov s Dirichletovou podmienkou a priblizné rieSenie je omnoho presnejsie.

o

| 0.1485
01287
0.1089
0.0891
0.0693
0.0495
0.0297
0.0099

Obr. 3.9: Grafy 2D rieSenia pre Exp. 3.1.5. b).

Na Obr. 3.9 je aj graficky vidno, Ze pri Exp. 3.1.5. b) nastalo zmensenie diskretizacnej chyby.
Opodstatnenie zdvojnasobenia uzlovych bodov s definovanou Dirichletovou OP nam potvrdzuje aj
tabulka (3.6), kedZe nasa aproximécia uz teraz dosahuje presnost 2. rddu jednoznacnejsie. Aproximacénd

chyba Exp. 3.1.5. b) je priblizne 6-krat mensia ako v pripade Exp. 3.1.5. a).
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] Pocet elementov H L1 () norma \ EOCT, \ Lo(€2) norma \ EOCT, ‘

4 x4 0.10243 - 0.16159 -

8 x 8 0.06298 0.70171 0.075511 1.0976
16 x 16 0.021338 1.5615 0.024472 1.6256
32 x 32 0.006048 1.8189 0.0067915 1.8493
64 x 64 0.0015946 1.9232 0.001772 1.9384

128 x 128 0.00040762 1.9679 0.00045054 1.9756

Tabulka 3.6: Prehlad L(€2) noriem a EOC pre Exp. 3.1.5. b).

3.2 Teoretické experimenty v 3D

Po experimentoch v 2D priestore sa presunieme do 3D priestoru, kde budeme uvazovat o vyssie
spominanom tesseroide, definovanom na ploche [0, 2] x [%, 2] x [1, 2]. Nase aproximécie v 3D priestore

budeme porovnévat s presnym rieSenim, ktorého tvar bude % Zmenia sa nam tym padom aj okrajové

podmienky:
. Co . 1
Dirichletova okrajovd podmienka T(x)= -, (3.2)
T
oT 1
Neumannova okrajovd podmienka (z) =——, (3.3)
or r2
o*T 2
aproximécia 2. derivacie % =5 (3.4)

Diskretizacia oblasti v 3D priestore je obdobna tej v 2D, len ndm pribudne jeden smer diskretizacie,

a teda celkovy pocet elementov bude tentokrat (2)3.

Obr. 3.10: Diskretizacia uvazovanej oblasti v 3D.

3.2.1 Ro6zne kombinacie okrajovych podmienok

V 3D priestore sa opit pozrieme na vysledky roznych kombinécii okrajovych podmienok, ale teraz nas
pri grafickom znazorneni bude zaujimat predovsetkym dolné plocha tesseroidu a nebudeme na nej po-
zorovat chyby priblizného rieSenia v porovnani s presnym rieSenim, ale konkrétne hodnoty priblizného

rieSenia.

Kombinacia Dirichletovej a Neumannovej OP pre tesseroid

Experiment 3.2.1.: Prvym naSim skimanym experimentom v 3D priestore bude implementacia Di-

richletovej OP (3.2) na hornt plochu a Neumannovej OP (3.3) na dolnt plochu tesseroidu.
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Obr. 3.11: Graf 2D riesSenia dolnej plochy pre Exp. 3.2.1.

Na Obr. 3.11 vidno, Ze hodnoty priblizného rieSenia na dolnej hrane sa spravaja tak, ze symetricky
z obidvoch stran postupne klesaji, a teda vytvaraji vypuknutie strednej casti dolnej hrany. Ale

hodnoty sa od seba lisia minimdlne, takZze mozeme zhodnotit, ze vypuknutie je velmi jemné.

| Pocet elementov || Li(Q2) norma | EOCp; | Ly(R2) norma | EOCp, |

4x4x4 0.036437 - 0.050506 -

8§ x 8x8 0.0087661 2.0554 0.011846 2.0921
16 x 16 x 16 0.0021565 2.0232 0.0028423 2.0593
32 x 32 x 32 0.00053584 2.0088 0.00069292 2.0363
64 x 64 x 64 0.0001338 2.0017 0.0001707 2.0212

Tabulka 3.7: Prehlad L(Q2) noriem a EOC pre Exp. 3.2.1.
Tabulka (3.7) hovori, Ze opét aj aproximécia z Exp. 3.2.1. je druhého rddu presnosti.

Kombinacia Neumannovej OP a aproximaécie 2. derivacie pre tesseroid

Experiment 3.2.2.: Poslednym experimentom v 3D priestore sa pozrieme na implementaciu kombinacie

Neumannovej OP na dolnej ploche a aproximécie 2. derivécie (3.4) na hornej ploche tesseroidu.
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Obr. 3.12: Grafy 2D riesenia pre Exp. 3.2.2.: (2%) elementov (vlavo) a (24)? elementov (vpravo).

Na Obr. 3.12 mame porovnanie roznych zjemriovani diskretizacnej siete. V obidvoch pripadoch
vidno uplny opak Exp. 3.2.1., pretoze pri Exp. 3.2.2. nam hodnoty priblizného riesenia symetricky
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stipaji smerom do stredu dolnej plochy tesseroidu. Ale vypuknutie strednej casti dolnej plochy je opét
jemné a grafické znazornenia nam potvrdzuju aj to, ze pri zjemnovani diskret. siete sa diskretizac¢na
chyba zmensuje.

V tabulke (3.8) vidime podobne ako aj na Obr. 3.12 zjemiiovanim siete postupné zmenSovanie
diskretizac¢nej chyby, a taktiez tendenciu EOC konvergovat k hodnote 2, ale pre potvrdenie by to
chcelo este dalSie pozorovania pre jemnejSiu diskretizacnu sief. Z hodndt noriem ale vidime, Ze apro-
ximac¢né chyba klesd ako md, tak nie je dovod na vicSie pochybnosti a moZeme uznat, Ze aj tito nasa

aproximacia je 2. rddu presnosti.

| Pocet elementov || Li(Q2) norma | EOCL; | L2() norma [ EOCy, |

4x4x4 0.24855 - 0.33427 -

8 x 8 x8 0.039776 2.6436 0.048361 2.7891
16 x 16 x 16 0.0088831 2.1628 0.010363 2.2224
32 x 32 x 32 0.0021172 2.0689 0.0024248 2.0955

Tabulka 3.8: Prehlad L(2) noriem a EOC pre Exp. 3.2.2.
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Z.aver

V préaci sme vykonali niekolko experimentov na porovnanie L, Ly noriem a experimentalneho rddu
konvergencie. Vo vSetkych experimentoch prevedenych v 2D priestore na kruhovom vyseku sa ndm
potvrdilo, Ze postupnym zjemnovanim siete sa chyba aproximécie zmensuje a zaroven, ze vSetky nase
aproximécie dosahuja 2. rad presnosti. Ked si porovname grafické, ¢i numerické vysledky experimen-
tov 3.1.2 a vysledky experimentu 3.1.3, vidime, Ze implementécia aproximacie 2. derivacie dosahuje
presnejsie vysledky az pri jemnejSej sieti. Experimenty na oblasti medzikruzia v 2D nam ukazuju, ze
pri zlozitejsich oblastiach to s implementaciou aproximéacie 2. derivacie nie je tak jednoduché. Na expe-
rimentoch 3.1.5 vidime, Ze je potrebné zvolit aj vhodne dopliiujice Dirichletove OP, aby sme dosiahli
lepsie vysledky priblizného rieSenia. Keby sme v naSom pripade eSte zdvojnéasobili pocet uzlovych
bodov s definovanou Dirichletovou OP, vysledky by boli este presnejsie. Pri 3D experimentoch sa
nam potvrdzuja tvrdenia z 2D priestoru. Zjemnovanim siete ndm chyby klesaju a EOC konverguje
k hodnote 2. Zial, mézeme vidiet uz aj obmedzenia, pretoze poéet pozorovani v tabulkich sa oproti
2D zmensil, pricom v 2D by sme mohli este dalSie pozorovania pridat, v 3D to uz mozné v softvéri
Wolfram Mathematica nebolo.

Z vyssie uvedeného teda vidime, Ze riesit nas geodeticky problém v softvéri Wolfram Mathematica
sa dalo iba do urcitej miery. ZvySovanim poctu uzlovych bodov spésobeného vytvaranim 3D objektov
a naslednym zjemtiovanim diskretizacnej siete sa ndm zvicSovala siistava rovnic, a teda aj ndrocnost
sa nam do urc¢itej miery podarilo optimalizovat. Zo zaciatku sme v programe vyuzivali For|[..] cykly
a na tvorbu matic sme pouzivali funkciu Table[..], ale ked sme zmenili cykly, a aj napliianie matic
pomocou cyklu Dol..], tak sa vypoétovy ¢as zmensil o polovicu. Dalsi problém, na ktory sme narazili
je taky, ze hoci vSetky matice v nasich vypoctoch st pomerne riedke, Wolfram Mathematica si ich
neuklada do paméite ako riedke, ale uklada aj vSetky nuly v maticiach, ¢o pri vi¢Som zjemnovani siete
v 3D experimentoch aj nds obmedzovalo. MozZno by stalo za to, vyskasat aplikovat do nasho programu
funkciu SparseArray]|..], ktora vytvara riedke matice a uklada si iba nenulové hodnoty.

Tym, ze sme experimenty vykonavali iba na teoretickej baze, pokra¢ovanim vo vyskume by urcite
mal byt prechod na experimenty s redlnymi ddtami generovanymi zo satelitov, ktoré by sa potom
porovnéavali. KedZe sme ale vySSie spominali obmedzenia, na ktoré sme narazili pri implementacii
rieSenia v softvéri Wolfram Mathematica, bolo by vhodné experimenty s readlnymi datami previest
do iného programovacieho jazyka, napr.: C, C++. DalSou ¢astou pokracovania vyskumu by mohlo
taktiez byt pouZitie okrajovych podmienok vyssieho radu ako rddu 2.

Napriek tomu, Ze naSe experimenty boli iba teoretické, tak uz len z nich vieme zhodnotit, Ze
implementéacia okrajovych podmienok 2. radu do geodetickej tlohy, v ktorej pocitame poruchovy

potencial, je vhodna a mé zmysel pokracovat v skiimani tohto problému do vicésej hibky.
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