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Evidenčné č́ıslo: SvF-16645-110057
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Bakalárska práca
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Vedúci záverečnej práce: Ing. Marek Macák, PhD.

Bratislava 2023 Patŕıcia Lukot’ková
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Pod’akovanie

Týmto chcem pod’akovat’ môjmu školitel’ovi Ing. Marekovi Macákovi PhD. za vel’mi
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Abstrakt

Názov práce: Metóda konečných prvkov v programe FreeFEM

Abstrakt: Práca sa zaoberá riešeńım diferenciálnej rovnice pomocou softvéru Free-

FEM. Konkrétne Laplaceovou rovnicou pre poruchový potenciál na oblasti medzikružia

respekt́ıve medzi dvomi sférami. V prvej časti práce je predstavený samotný program

FreeFEM a pribĺıžené jeho použ́ıvanie medzi čo patŕı tvorba siet́ı v 2D a 3D, defino-

vanie problému či výber elementov. Ďalej je v práci poṕısaný poruchový potenciál a

následne vytvorenie geodetickej okrajovej úlohy. Nasleduje riešenie tejto úlohy pomo-

cou FreeFEM pre rôzne oblasti. V poslednej časti je ukázané zobrazovanie výsledkov

zo softvéru FreeFEM pomocou ParaView.

Kl’́učové slová: FreeFEM, geodetická okrajová úloha, metóda konečných prvkov, Pa-

raView, poruchový potenciál

Abstract

Title: Finite element method in the FreeFEM program

Abstract: The bachelor thesis deals with the solution of the differential equation using

FreeFEM software. Specifically, the Laplace equation for the disturbing potential on the

region between two concentric circles and the two spheres. In the first part of the thesis

the FreeFEM software itself is introduced and its usage is presented, which includes the

creation of 2D and 3D meshes, problem definition or element selection. Next, the thesis

describes the disturbing potential and then the creation of a geodetic boundary value

problem. It is followed by the solution of this problem using FreeFEM for different

domains. In the last section, the display of the results from FreeFEM software using

ParaView is shown.

Keywords: FreeFEM, geodetic boundary value problem, finite element method, Pa-

raView, disturbing potencial
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Úvod

Mnoho problémov vo fyzike, inžinierstve či v bankovńıctve je modelovaných práve

diferenciálnymi rovnicami. Avšak tieto rovnice vedia byt’ natol’ko zložité, že ich nemožno

analyticky riešit’. Z toho vzǐsla potreba vyvinút’ numerické metódy ktorými by sa

vypoč́ıtalo približné riešenie s dostatočne malou chybou. Medzi takéto metódy patŕı

napŕıklad metóda konečných prvkov (MKP). [8]

MKP dosiahla prudký rozvoj začiatkom 60. rokov 20. storočia. Jej hlavnou myšlienkou

je diskretizácia oblasti na viacero geometricky jednoduchš́ıch oblast́ı - konečných prv-

kov (elementov). Na každom konečnom prvku sa následne neznáma funkcia aproximuje

lineárnou kombináciou elementových aproximačných funkcíı a približných uzlových

hodnôt neznámej funkcie, ktoré sa hl’adajú tak, aby sṕlňali slabú formuláciu. [10]

V dnešnej dobe sú numerické metódy implementované v rôznych softvéroch. Softvér

FreeFEM využ́ıva pre riešenie problémov práve metódu konečných prvkov. Jedná sa

o vol’ne dostupný a stiahnutel’ný softvér, vyvinutý profesorom Hechtom a kolekt́ıvom.

Využ́ıva riešenie založené na definovańı slabej formulácie, čo z neho rob́ı silný softvér,

pretože nie je nutné programovat’ jednotlivé kroky MKP, ktoré môžu byt’ vel’akrát

značne komplikované. [5]

S jedným z inžinierskych problémov sa možno stretnút’ aj pri fyzikálnej geodézíı.

Poruchový potenciál sṕlňa Laplaceovu rovnicu mimo oblasti Zeme a spolu s okrajovými

podmienkami tvori geodetickú okrajovú úlohu. Ciel’om tejto práce je čitatel’ovi pribĺıžit’

prácu so softvérom FreeFEM, a práve túto okrajovú úlohu s jeho využit́ım vyriešit’

rovnako aj posúdit’, či je softvér vhodný na riešenie geodetických úloh.

V prvej časti práce je predstavený samotný softvér FreeFEM. Čitatel’ sa dozvie

možnosti ako vytvorit’ 2D či 3D siet’, ako definovat’ samotný problém a v neposlednom

rade ako vykreslit’ alebo exportovat’ dáta pre iný softvér na vizualizáciu.

V druhej časti je pribĺıžený pojem poruchového potenciálu, definovaná geodetická

okrajová úloha ako aj zostavenie slabej formulácie pre túto úlohu, ktorá je potrebná

na implementáciu vo FreeFEM.

Tretia čast’ sa zaoberá už samotnou implementáciu geodetickej okrajovej úlohy na

rôznych oblastiach v 2D a 3D priestore.

V poslednej časti práce sú výsledky vypoč́ıtané pomocou softvéru FreeFEM expor-

tované do ParaView pre vizuálne porovnanie vykresl’ovania so samotným softvérom.
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Kapitola 1

Softvér FreeFEM

FreeFEM je softvér na numerické riešenie parciálnych diferenciálnych rovńıc pomo-

cou metódy konečných prvkov v 1D, 2D alebo 3D priestore.

Bol vyvinutý vo výskumnom inštitúte Laboratoire Jacques-Louis Lions na uni-

verzite Université Pierre et Marie Curie v Paŕıži profesorom aplikovanej matematiky

Frédéricom Hechtom a kolekt́ıvom. Medzi dôvody vytvorenia tohto softvéru patŕı aj

ul’ahčenie výučby metódy konečných prvkov pre študentov.

Ako samotný názov napovedá, jedná sa o bezplatný, vol’ne stiahnutel’ný softvér,

ktorý dokáže bežat’ na všetkých UNIX operačných systémoch s g++ 3.3 alebo novš́ım

(kompilátor pre C++ programy) a OpenGL (grafické aplikačné programové rozhranie),

na operačnom systéme Windows XP, 7, 8, 10, 11 a na MacOS 10.

Jeho jazyk je podobný programovaciemu jazyku C++. FreeFEM má pokročilý au-

tomatický generátor siet́ı, ktorý je taktiež schopný dodatočnej adaptácie siete. Má na

výber z viacerých konečných prvkov, vrátane Lagrangeových elementov.

Čo sa týka vizualizácie a pozorovania skúmaných problémov, FreeFEM poskytuje

farebné vykresl’ovanie, ponúka možnost’ rezania objektov, približovanie a mnoho d’aľśıch

funkcii ako aj export dát pre d’aľsiu manipuláciu napŕıklad pomocou Paraview alebo v

Matlabe. [5]

1.1 História

Hoci sa v dnešnej dobe jedná o vol’ne dostupný softvér pre okamžitú inštaláciu, jeho

prvá verzia nebola zadarmo.

Prvá verzia bola vytvorená v roku 1987 a bola nazvaná MacFem. táto verzia fun-

govala len na poč́ıtači Macintosh. Verzia s názvom PCFem sa objavila o nejaký čas

neskôr. Obe verzie boli naṕısané v Pascali a ani jedna nebola zdarma.

V roku 1992 bol softvér preṕısaný do jazyka C++ a pomenovaný FreeFEM. v

priebehu nasledujúcich rokov pribúdali a stále pribúdajú nové elementy, siete a d’aľsie

funkcie. V rámci tejto práce je využitá najnovšia verzia 4.12 vydaná v roku 2022. [5]
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1.2 Inštalácia

Pre použ́ıvanie softvéru FreeFEM sú dostupné 2 inštalačné metódy:

• už́ıvatel’ský pŕıstup (binárny baĺık)

• pŕıstup vývojárov (zo zdrojového kódu)

Softvér FreeFEM, ktorý bol využitý pre túto prácu bol nainštalovaný metódu s

použit́ım binárneho baĺıka, táto metóda je dostupná pre operačné systémy Linux, Ma-

cOS a Windows.

V nasledujúcich krokoch sú poṕısané postupy pre úspešnú inštalácie na operačný

systém Windows a Linux, ktoré sú otestované na Windows 11 64x a Linux s dis-

tribúciou Ubuntu 20.4. Pre operačný systém MacOS, pre ostatné distribúcie Linuxu

ako aj inštaláciu zo zdrojového kódu je dostupný návod v oficiálnej dokumentácii k

softvéru FreeFEM [5].

1.2.1 Linux - Ubuntu

V súvislosti s inštaláciou softvéru na distribúciu Ubuntu je potrebné stiahnutie

baĺıčka *.deb z [5]. Pre aktuálne najnovšiu verziu FreeFEM 4.12 má tento súbor pre

Ubuntu 20.4 presný názov FreeFEM-4.12-amd64-ubuntu20.04.deb. Po stiahnut́ı na-

sledujú 4 kroky inštalácie pre úspešné použ́ıvanie softvéru.

1. Pred samotnou inštaláciou programu je potrebné si nainštalovat’ nižšie uvedené

baĺıky pomocou nasledujúcich pŕıkazov:

• sudo apt-get install libgsl-dev libhdf5-dev

• sudo apt-get install liblapack-dev libopenmpi-dev freeglut3-dev

2. Následne je nutné stiahnut’ a nainštalovat’ aktualizácie pre všetky neaktuálne

baličky vo vašom systéme pomocou pŕıkazov:

• sudo apt-get update

• sudo apt-get upgrade

3. Teraz sa môže nainštalovat’ FreeFEM zo stiahnutého súboru *.deb pomocou

pŕıkazu:

• sudo dpkg -i FreeFEM-4.12-amd64-ubuntu20.04.deb

4. Po inštalácíı je softvér dostupný priamo z pŕıkazového riadku pŕıkazom:

• FreeFem++ nazov_suboru.edp
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1.2.2 Windows

Inštalácia softvéru FreeFEM pre operačný systém Windows zač́ına podobne ako

vyššie uvedená inštalácia pre Ubuntu. Je nutné si stiahnut’ pŕıslušný baĺıček *.exe

opät’ z oficiálnej stránky softvéru [5]. Pre Windows 11, 64 bitovú verziu je aktuálne k

verzíı FreeFEM 4.12 celý názov súboru FreeFem++-4.12-win11-x64.exe.

Kroky k úspešnému chodu softvéru sú nasledovné:

1. Samotná inštalácia programu, ako je pre Windows bežné, sa spust́ı dvojitým

kliknut́ım na stiahnutý súbor FreeFem++-4.12-win11-x64.exe

2. Po úspešnej inštalácíı sa na pracovnej ploche vytvoŕı odkaz na softvér FreeFEM,

pomocou ktorého sa dajú spúšt’at’ programy. Taktiež je možné využ́ıvat’ pŕıkazový

riadok a spúšt’at’ programy rovnakým pŕıkazom ako na Ubuntu:

• FreeFem++ nazov_suboru.edp

1.3 Práca s FreeFem

Hlavnou myšlienkou práce s FreeFEM je prepis diferenciálnej rovnice do slabej

formulácie. Následne je potrebné naṕısat’ kód v jazyku FreeFEM pomocou textového

editora, tento súbor muśı byt’ uložený vo formáte nazov_suboru.edp, potom stač́ı

spustit’ program pŕıkazom FreeFem++.

1.3.1 Syntax

Pri využ́ıvanie softvéru je nutné poznat’ jeho syntax. V tejto podkapitole je čitatel’ovi

syntax pribĺıžená a sú predstavené základné základné funkcie, premenné a operátory

pre následné využitie v riešeńı parciálnych diferenciálnych rovńıc. Pre vysvetlenie

použ́ıvania FreeFEM v tejto kapitole sú informácie čerpané primárne z oficiálnej do-

kumentácie [5].

K vytvoreniu kódu v textovom editore je nutné každú premennú deklarovat’

konkrétnym typom, taktiež každý výraz je na konci oddelený bodkočiarkou. Pridávanie

komentárov je podobné ako v jazyku C++ použit́ım dvoch lomiek: // komentar.

Často využ́ıvaná je premenná verbocity(arg), ktorá reguluje množstvo vyṕısaných

informácíı po spusteńı programu. Prednastavená hodnota argumentu je 2, d’aľsie

možnosti sú 0 - žiadny výpis, 1 - stručný výpis, 10 - obš́ırneǰśı výpis... . Táto premenná

sa zadáva na začiatok kódu avšak regulovanie množstvo vyṕısaných informácíı je možné

aj pri samotnom spúštańı programu pomocou preṕınača -v arg v pŕıkazovom riadku

nasledovne: FreeFem++ nazov_suboru.edp -v arg.
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Derivácie:

Softvér FreeFEM disponuje vstavanými funkciami pre výpočet derivácíı, ktoré vy-

zerajú nasledovne

• 1. derivácie: dx() = ∂
∂x
(), dy() = ∂

∂y
(), dz() = ∂

∂z
(),

• 2. derivácie: dxx() = ∂2

∂x2 (), dyy() = ∂2

∂y2
(), dzz() = ∂2

∂z2
(),

• 2. zmiešané derivácie: dxy() = ∂2

∂x∂y
(), dxz() = ∂2

∂x∂z
(), dyx() = ∂2

∂y∂x
(),

dyz() = ∂2

∂y∂z
(), dzx() = ∂2

∂z∂x
(), dzy() = ∂2

∂z∂y
().

Integrály:

Ked’že FreeFEM pracuje so slabou formuláciou diferenciálnej rovnice, ktorá po-

zostáva z integrálov, softvér má dostupné funkcie na výpočet integrálu cez 1D, 2D, 3D

oblasti:

• 1D: int1d(M, label)() =
∫
Ω

() dx, kde Ω ∈ R,

• 2D: int2d(M, label)() =
∫
Ω

() dxdy, kde Ω ∈ R2,

• 3D: int3d(M, label)() =
∫
Ω

() dxdydz, kde Ω ∈ R3.

Kde M označuje siet’ vytvorenú cez danú oblast’, a label je nepovinný argument

typu int, ktorý sa zadáva, ak má byt’ integrál vypoč́ıtaný len na určitej hranici siete

M, s označeńım label. Definovanie siete je konkrétne poṕısané v nasledujúcej časti.

Siet’:

Ďaľsia súčast’ riešenia metódou konečných prvkov je výpočtová oblast’ reprezento-

vaná siet’ou geometricky jednoduchých oblast́ı, ktorým sa hovoŕı konečné prvky (ele-

menty). Na jej vytvorenie v softvéri FreeFEM je nutné použit’ niektorú z nasledujúcich

premenných:

• 1D: meshL

• 2D: mesh

• 3D: mesh3

• siete na hranici v 3D:

– meshS

– meshL
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Siet’ cez oblast’ v 2D priestore v softvéri FreeFEM pozostáva z trojuholńıkových

elementov, ktorú je jednoducho možné vytvorit’ pomocou funkcie buidmesh(), ktorá

vracia premennú, siet’, typu mesh. Do tejto funkcie vstupujú ako argumenty jednotlivé

hrany oblasti oddelené znamienkom +.

Hrany sa definujú parametrickým vyjadreńım pomocou premennej border, dôležité

je dodržat’ rovnaký smer všetkých hrán inak kompilátor zobraźı chybové hlásenie. Pri

zadávańı hrán do funkcie buidmesh() je nutné definovat’ vel’kost’ siete, teda počet die-

likov na kol’ko sa má daná hrana rozdelit’. V pŕıpade potreby vytvorenia oblasti obsa-

hujúcej dieru je potrebné k vel’kosti siete doplnit’ aj záporné znamienko.

Na obrázku 1.1 sú zobrazené siete vytvorené funkciou buildmesh(). Siet’ na

obrázku 1.1 vl’avo je definovaná na štvorci [0, 1] × [0, 1], zostrojená nasledujúcimi

pŕıkazmi:

int nx=3; //pocet dielikov v smere osi x

int ny=5; //pocet dielikov v smere osi y

// parametricke definovanie hranic oblasti:

border b1(t=0., 1.){x=1*t; y=0.; label=1;}; //spodna

border b2(t=0., 1.){x=1; y=1*t; label=2}; //prava

border b3(t=0., 1.){x=1-1*t; y=1; label=3}; //horna

border b4(t=0., 1.){x=0.; y=1-1*t; label=4}; //lava

// vytvorenie siete:

mesh m = buildmesh(b1(nx) + b2(ny) + b3(nx) + b4(ny));

Nasledujúcim pŕıkladom definovania siete funkciou buildmesh() je kruhová oblast’.

Na obrázku 1.1 napravo je definovaná siet’ na kruhovej oblasti s polomerom r=1 a

stredom v bode so súradnicami [0, 0] nasledujúcim pŕıkazom:

real r=1.; //polomer

int n=25; //pocet dielikov na hranici

// parametricke definovanie hranice oblasti:

border circle(t=0, 2*pi) {x= r * cos(t); y= r * sin(t); label=1;};

// vytvorenie siete:

mesh m = buildmesh(circle(n));

Označenie label pri definovańı hrán oblasti nie je povinný argument, ak nie je

uvedeńı, je prednastavený na hodnotu 1. V týchto pŕıkladoch označenie label nie je

nutné, no v pŕıpade potreby integrovania cez niektorú z hrán siete m sa do funkcie

integrálu zadáva práve táto hodnota. Čo bude využité v slabej formulácíı pri riešeńı

konkrétnej parciálnej diferenciálnej rovnice v kapitole 3.
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Obr. 1.1: Pŕıklady 2D siet́ı vytvorené funkciou buildmesh()

V pŕıpade jednoduchých obd́lžnikových oblast́ı existuje na vytvorenie siete priamo

vstavaná funkcia square(), ktorá tiež vráti premennú, siet’, typu mesh. Do tejto funkcie

vstupuje viacero argumentov, pričom povinné sú prvé dva, ktoré určujú vel’kost’ dielikov

siete v smere x a v smere y. Ďaľsie dva parametre slúžia na definovanie hrán siete, ktoré

sú definované parametricky. Ak sa neuvedie inak, prednastavený je jednotkový štvorec

[0, 1]× [0, 1].

Na obrázku 1.2 sú znázornené siete vytvorené funkciou square(). Siet’ na obrázku 1.2

vl’avo je definovaná na preddefinovanom štvorci [0, 1]× [0, 1] pŕıkazmi:

int nx=3; //pocet dielikov v smere osi x

int ny=5; //pocet dielikov v smere osi y

// vytvorenie siete:

mesh m = square(nx, ny);

Siet’ zobrazená na obrázku 1.2 napravo je definovaná opät’ pomocou funkcie

square(), no tentokrát na l’ubovolnej obd́lžnikovej oblasti [x0, y0]× [x1, y1] pomocou

nasledujúcich pŕıkazov:

int nx=3; //pocet dielikov v smere osi x

int ny=5; //pocet dielikov v smere osi y

real x0 = 0.;

real x1 = 2.;

real y0 = 0.;

real y1 = 1.;

// vytvorenie siete:

mesh m = square(nx, ny, [x0+(x1-x0)*x, y0+(y1-y0)*y]);
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Obr. 1.2: Pŕıklady 2D siet́ı vytvorené funkciou square()

Na vyššie uvedenom obrázku 1.2 vl’avo a obrázku 1.1 vl’avo je vidiet’ rovnaké

štvorcové oblasti [0, 1] × [0, 1], ktorých siet’ je definovaná pomocou 2 rôznych funkcii

square() a buildmesh(). Ako je vidiet’, trojuholńıkové elementy vytvorené pomocou

funkcie buildmesh() nie sú pravidelné a rovnako vel’ké ako pri funkcii square().

V pŕıpade práce v 3D priestore, softvér FreeFEM vytvára siet’ pozostávajúcu z

elementov v tvare tetraédra (štvorsten). Pri vytvárańı každého programu s použit́ım

siete v priestore 3D je nevyhnutné na začiatok nač́ıtat’ plugin msh3.

Podobne ako pre vytvorenie siete v 2D priestore existuje funkcia square(), ktorá

slúži na vytvorenie siete cez obd́lžnikovú oblast’, v 3D priestore je jej analógiou funkcia

cube(),ktorá vracia premennú, siet’, typu mesh. Do nej vstupuje viacero argumentov,

pričom povinné sú prvé 3, ktoré označujú počet dielikov v smere osi x, v smere osi y

a v smere osi z. Ďaľsie parametre slúžia na definovanie rozmeru a sú zadávané para-

metrickým vyjadreńım, bez ich definovania je za oblast’ považovaná jednotková kocka

[0, 1] × [0, 1] × [0, 1]. Použitie tejto funkcie, je ukázané v dvoch nasledujúcich progra-

moch.

Na obrázku 1.3 vl’avo je oblast’ jednotková kocka [0, 1] × [0, 1] × [0, 1] a kód na

vytvorenie siete pomocou funkcie cube() cez túto oblast’ je nasledovný:

load "msh3" //nacitanie povinneho pluginu pre 3d siet

int nx=3; //pocet dielikov v smere x

int ny=5; //pocet dielikov v smere y

int nz=2; //pocet dielikov v smere z

// vytvorenie siete:

mesh3 m = cube(nx, ny, nz);

Na obrázku 1.3 vl’avo je oblast’ l’ubovolne zvolený kváder [x0, x1]× [y0, y1]× [z0, z1],

cez ktorý je vytvorená siet’ taktiež použit́ım funkcie cube() nasledovným postupom:

load "msh3" //nacitanie povinneho pluginu pre 3d siet

int nx=3; //pocet dielikov v smere x

int ny=5; //pocet dielikov v smere y
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int nz=2; //pocet dielikov v smere z

real x0 = 0.;

real x1 = 2.;

real y0 = 0.;

real y1 = 1.;

real z0 = 0.;

real z1 = 3.;

// vytvorenie siete:

mesh3 m = cube(nx, ny, nz,[x0+(x1-x0)*x, y0+(y1-y0)*y,z0+(z1-z0)*z]);

Obr. 1.3: Pŕıklady 3D siet́ı vytvorené funkciou cube()

Ďaľsou možnost’ou ako vytvorit’ siet’ cez 3D oblast’, je vytvorit’ siet’ cez jej hranicu a

následne spusteńım generátor siet́ı TetGen, generovat’ siet’ cez vnútornú oblast’. TetGen

je softvér vytvorený Doktorom Hang Siom z výskumného inštitútu Aplikovanej analýzy

a Stochastiky v Berĺıne v Nemecku. Tento softvér slúži na generovanie tetraedrálnej

siete na 3D oblasti definovanej jej hranicou. Pre jeho vyúživanie je nutné na začiatku

kódu nač́ıtat’ knižnicu tetgen, a na jeho spustenie slúži kl’́učové slovo tetg(). Tento

pŕıkaz obsahuje viacero parameterov, okrem prvého, ktorý je povinný a tvoŕı ho siet’

na hranici sem patria aj:

• switch = preṕınače, ret’azec ṕısmen, pomocou ktorých kontrolujeme správanie

generátora,

• nbofholes = počet dier v oblasti,

• holelist = [x1, y1, z1, x2, y2, z2...] - kde xi, yi, zi sú súradnice bodu vo vnútri i-tej

diery,

• nbofregions = počet čast́ı (regions) v oblasti,

• regionlist = [x1, y1, z1, Lab1,mV ol1, x2, y2, z2...] - kde xi, yi, zi sú súradnice ,

Labi je označenie oblasti a mV oli je maximálny objem bodu vo vnútri i-tej časti

oblasti.
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Medzi preṕınače, v argumente switch patria napŕıklad:

• p - úprava elementov na hranici na tetraédre,

• a - vytvorenie siete s obmedzeńım objemu elementov daným v parametri

regionlist,

• A - priradenie vlastnost́ı oblasti podl’a parametra regionlist,

• Q - zobrazenie len chybových výstupov v termináli,

• YY - zachovanie siete na vnútornej a vonkaǰsej hranici.

Ako bolo spomenuté vyššie, na využitie generátora TetGen je najskôr potrebné vy-

tvorit’ siet’ na hranici. Pre vytvorenie siete na hranici je možnost’ využit’ napŕıklad

nástroj MeshSurface.idp, po jeho zahrnut́ı na začiatku programu sú dostupné

konštruktory siete cez oblast’ sféry Sphere(), či cez oblast’ elipsoidu Ellipsoide().

Funkcia Sphere(R, h, L, OX, OY, OZ, orient), obsahuje 7 parametrov. R defi-

nuje jej polomer, h je vel’kost’ siete, L je označenie, OX,OY,OZ predstavujú stred a orient

definuje orientáciu. Pokial’ nie je uvedené inak, stred predstavuje bod so súradnicami

[0, 0, 0]. Vo funkcíı Ellipsoide(RX, RY, RZ, h, L, OX, OY, OZ, orient) je zmena

len pri definovańı d́lžky polośı v smere jednotlivých ośı.

Nasledujúci kód definuje siet’ cez oblast’ tvaru sféry s polomerom r a stredom v bode

so súradnicami [0, 0, 0] pomocou generátora siet́ı tetg() a konštruktora Sphere().

Takto vytvorená siet’ je zobrazená spolu s jej rezom na obrázku 1.4

load "msh3" //nacitanie povinneho pluginu pre 3d siet

load "tetgen" //nacitanie generatora siete

include "MeshSurface.idp" // zahrnutie nastroja pre konstruktory siete

real r = 1.; // polomer sfery

real h = 0.2; // velkost siete

meshS s = Sphere(r, h, 1, 1); // vytvorenie siete na hranici:

// vytvorenie siete cez celu oblast:

real[int] rl = [0., 0., 0., 1, 0.005];

mesh3 m = tetg(s,switch="paAY",regionlist=rl);

Obr. 1.4: Pŕıklad siete cez 3D oblast’ vytvorenej pomocou tetg() a Sphere()
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Okrajové podmienky:

Riešenie diferenciálnych rovńıc pomocou metódy konečných prvkov obsahuje aj

zahrnutie okrajových podmienok. Softvér FreeFEM ponúka jednoduché spôsoby ich

definovania.

Pri definovańı Dirichletových okrajových podmienok nezálež́ı, či je definovaná

na hranici 2D oblasti alebo 3D oblasti, podmienka je definovaná rovnako v oboch

pŕıpadoch: Nech neznáma funkcia u sṕlňa dirichletovú okrajovú podmienku, ktorá je

definovaná na hranici h

u|h = g, h ⊂ R (R2).

Do kódu pre softvér FreeFEM sa definuje pomocou funkcie

on(h,u=g).

Neumannova a Newtonova okrajová podmienka sa vo FreeFEM zadáva priamo do

slabej formulácie daného problému.

2D: Nech neznáma funkcia u sṕlňa Neumannovú okrajovú podmienku na hranici

h, ktorá je definovaná nasledovne

∂u

∂n⃗
|h = g, h1 ⊂ R,

potom sa vo FreeFEM definuje

int1d(M,h)(g*w), (1.1)

pričom M označuje siet’ w je váhová funkcia.

Pre úlohy riešené na 3D oblasti sa pri definovańı Neumannovej podmienky v slabej

formulácii zmeńı v rovnici 1.1 krivkový integrál na plošný int2d(M,h)(g*w).

Elementy:

Ďaľsou dôležitou súčast’ou riešenia diferenciálnych rovńıc metódou konečných prv-

kov je vol’ba elementov. FreeFEM ponúka na výber spomedzi viacerých možnost́ı. V

aktuálnej verzíı softvéru sú dostupné napŕıklad Lagrangeove elementy, lineárny - P1,

kvadratický - P2.

Obr. 1.5: Lineárny a kvadratický element v 2D a 3D [7]
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Riešenie úlohy:

V softvéri FreeFEM vystupuje priestor fespace. Pomocou neho sa definuje nový

dátový typ, ktorý je charakterizovaný siet’ou cez danú oblast’ a zvoleným typom elemen-

tov, fespace Nazov(Siet’, TypKonečnýchPrvkov), tohto typu bude hl’adaná funkcia

ako aj váhová funkcia vystupujúca v slabej formulácii. Znamená to, že softvér auto-

maticky nájde hodnoty hl’adanej funkcie v uzloch elementov danej siete, napŕıklad pri

lineárnych elementoch (P1) to budú hodnoty vo vrcholoch trojuholńıkových respekt́ıve

tetraedrálnych elementov.

Na riešenie parciálnej diferenciálnej rovnice je možné použit’ dátový typ solve alebo

problem. Definovanie problému je v oboch pŕıpadoch rovnaké, rozdiel nastáva len v

tom, že použit́ım solve sa problém okrem deklarácie aj automaticky vyrieši. Naopak

použit́ım problem sa daný problém len deklaruje a jeho spustenie nastáva až zavo-

lańım názvu problému, ktorý sa použil pri deklarácíı. Pri oboch možnostiach možno

definovat’ metódu riešenia, dostupná je napŕıklad metóda združených gradientov (CG),

Choleskyho rozklad (Cholesky) či Zovšeobecnená metóda minimálnych reźıdúı (GM-

RES).

Takže pre samotné riešenie diferenciálnej rovnice v programe FreeFEM je potrebné

vytvorit’ siet’ cez danú oblast’, zvolit’ si typ elementu, zostrojit’ slabú formuláciu a za-

hrnút’ okrajové podmienky. Nižšie sú uvedené pseudokódy na ilustrovanie riešenia di-

ferenciálnej rovnice vo FreeFEM a porovnanie rozdielu použitia pri riešeńı dátové typy

solve a problem.

fespace Priestor(Siet, TypKonecnychPrvkov, Metoda)

Priestor u; // hladana funkcia

Priestor w; // vahova funkcia

// deklaracia problemu a jeho automaticke riesenie

solve NazovProblemu(u,w) = Slaba Formulacia Problemu so zahrnutim OP;

V pŕıpade, kedy chceme problém definovat’, ale riešenie spustit’ v inej časti programu

využ́ıvame typ problem. Takto riešený problém je ilustračne ukázaný v programe nižšie:

fespace Priestor(Siet, TypKonecnychPrvkov, Metoda)

Priestor u; // hladana funkcia

Priestor w; // vahova funkcia

// deklaracia problemu BEZ JEHO RIESENIA

problem NazovProblemu(u,w) = Slaba Formulacia Problemu so zahrnutim OP;

// spustenie riesenia

NazovProblemu;
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Vizualizácia a export dát:

Zobrazenie siete, riešenia alebo ich export je dôležitou súčast’ou využ́ıvania každého

softvéru pre metódu konečných prvkov. V softvéri FreeFEM je možné použit’ viacero

funkcíı.

Vstavaná funkcia pre vizualizáciu je funkcia plot(), ktorá obsahuje viacero para-

metrov, medzi základné patria:

• Názov siete, ktorá sa má vykreslit’,

• Názov funkcie, ktorá predstavuje riešenie diferenciálnej rovnice,

• wait = 0 alebo 1 definuje, či sa má čakat’ pred pokračovańım chodu programu,

• ps = "názov súboru.formát", pod akým sa vizualizácia ulož́ı, formát muśı byt’

.ps alebo .eps,

• fill = 0 alebo 1 definuje, či sa farebne vyplńı celá siet’ podl’a hodnôt riešenie,

• value = 0 alebo 1 definuje, či sa zobraźı škála hodnôt riešenia,

• cmm = "text", ktorý sa zobraźı pri vykresleńı.

Povinné je definovanie aspoň jedného z prvých dvoch parametrov, teda bud’ názov

siete alebo riešenia. V pŕıpade vykreslenia len riešenia diferenciálnej rovnice je možné

stlačeńım klávesy M zobrazit’ dodatočne siet’.

Silneǰśım nástrojom na vykresl’ovanie je funkcia medit(), na jej využite je nutné

nač́ıtat’ na začiatku kódu baĺıček medit pomocou pŕıkazu load "medit". Hlavná

výhoda využ́ıvania funkcie medit() na vykresl’ovanie je, že v pŕıpade 3D oblast́ı je

možné vykreslit’ ich rez. Parametere vstupujúce do funkcie sú:

• "Názov", ktorý sa zobraźı pri vykresleńı,

• Názov siete, ktorá sa má vykreslit’,

• Názov funkcie, ktorá predstavuje riešenie diferenciálnej rovnice,

• wait = 0 alebo 1 definuje, či sa má čakat’ pred pokračovańım chodu programu,

• save = "riesenie.sol" - uloženie riešenia vo formáte .sol.

V pŕıpade využitia tejto funkcie je povinný parameter "Názov" a Názov siete

pre zobrazenie siete, v pŕıpade zobrazenia riešenie je potrebné pridat’ Názov funkcie.

Ostatná manipulácia s vizualizáciou sa vykonáva pomocou pravého tlačidla na myši:

• Farebné zobrazenie riešenia: Data → Toggle metric,

• Rez : Clipping → Toggle clip,

– Zarovanie rezu: Clipping → Toggle capping,

• Export: File → Hardcopy EPS.
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FreeFEM ponúka uloženie siete a riešenia vo formáte, ktorý je možné následne

nač́ıtat’ napŕıklad v programe Paraview alebo Matlab.

Pre Paraview je nutné nač́ıtanie knižnice load "iovtk" a následne použitie funkcie

savevtk(), ktorá obsahuje parametre:

• "nazov.vtu" - ret’azec, ktorý obsahuje názov súboru vo formáte .vtu,

• NázovSiete,

• NázovFunkcieRiešenia,

• dataname="nazov", pod ktorým sa v Paraview zobrazia dáta,

• order= int[int] pole obsahujúce 0(P0) alebo 1(P1).
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Kapitola 2

Diferenciálna rovnica pre

poruchový potenciál

V tejto kapitole je pribĺıžený pojem poruchového potenciálu Zeme, následne zostro-

jenie geodetickej okrajovej úlohy, ktorá predstavuje parciálnu diferenciálnu rovnicu pre

poruchový potenciál, následne je tu aj vytvorenie slabej formulácie danej rovnice pre

použitie v softvéri FreeFEM.

2.1 Teória potenciálu

Zem podl’a Newtonových zákonov nad svojim povrchom vytvára gravitačné pole.

Jeho prejavom je pôsobenie gravitačnej sily v okoĺı Zeme tak aj na jej povrchu. Okrem

gravitačnej sily, v každom bode okolia Zeme ako aj na jej povrchu pôsob́ı taktiež od-

stredivá sila, ktorá je dôsledkom rotácie Zeme okolo vlastnej osi. Rotáciou gravitačného

pol’a dochádza k vytvoreniu tiažového pola Zeme, ktoré je charakterizované vektorom

tiažového zrýchlenia g⃗. Toto tiažové pole možno poṕısat’ veličinou, ktorá sa nazýva

tiažový potenciál W , ktorý je tvorený gravitačným Wg a odstredivým Wo potenciálom

[1]

W (X) = Wg(X) +Wo(X), X ∈ R3. (2.1)

Potom vektor tiažového zrýchlenia g⃗ predstavuje gradient tiažového potenciálu W

g⃗ = ∇W, (2.2)

∇W =

(
∂W

∂x
,
∂W

∂y
,
∂W

∂z

)
. (2.3)
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Zemský povrch je tvorený rovinami, horstvami, moriami či ostrovmim a preto sa

kvôli svojej zložitosti využ́ıvajú jeho geometrické aproximácie. Najčasteǰsie sa jedná o

referenčný elipsoid.

Obr. 2.1: Zemský povrch a jeho aproximácia referenčným elipsoidom [3]

V histórii bolo definovaných množstvo približných rozmerov Zeme. Parametre

elipsoid sa źıskavajú zo stupňových pozemných merańı, vzhl’adom na nepravidelnost’

zemského povrchu môže byt’ pre rôzne oblasti vhodné použit’ rôzne elipsoidy. Najlepšou

aproximáciou Zeme by bol trojosový zemský elipsoid, ktorého geometria je stále vel’mi

zložitá a preto sa v geodetickej praxi využ́ıvajú dvojosové rotačné elipsoidy, ktorým sú

pridelené geometrické a fyzikálne vlastnosti Zeme. [1]

Potenciál generovaný referenčným elipsoidom označme ako normálový tiažový po-

tenciál U , ktorý je zostrojený podobne ako skutočný tiažový potenciál W [11]

U(X) = Ug(X) + Uo(X), X ∈ R3, (2.4)

kde Ug označuje gravitačný potenciál a Uo odstredivý potenciál.

Odč́ıtańım skutočného W a normálneho U poruchového potenciálu vznikne poru-

chový potenciál T

T (X) = W (X)− U(X), x ∈ R3. (2.5)

Zanedbańım atmosféry, poruchový potenciál T je harmonická funkcia, ktorá v pries-

tore mimo Zeme sṕlňa Laplaceovu rovnicu. [9]

∆T (X) = 0 x ∈ R3, (2.6)

2.2 Geodetická okrajová úloha

Rozdiel medzi vektorom skutočného tiažového zrýchlenia g⃗ a vektorom normálneho

tiažového zrýchlenia γ⃗ sa definuj ako vektor poruchovej anomálie δ⃗g [6],

δ⃗g = g⃗ − γ⃗, (2.7)
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Vývoj satelitných technológíı do geodézie priniesol nové možnosti. Z gravimet-

rických a satelitných merańı dostávame vel’kost’ g vektora skutočného tiažového

zrýchlenia g⃗ v bode P na zemskom povrchu. Vel’kost’ vektora normálneho tiažového

zrýchlenia v rovnakom bode sa označuje γ, potom rozdielom týchto dvoch vel’kost́ı

vznikne tiažová porucha [12]

δg = g − γ. (2.8)

Geodetická okrajová úloha s pevnou hranicou na oblasti Ω je definovaná nasledovne:

∆T (X) = 0 X ∈ Ω, (2.9)

∆T (X) =
∂2T

∂2x
+

∂2T

∂2y
+

∂2T

∂2y
, (2.10)

prislúchajúce okrajové podmienky:

∂T

n⃗
= δg∗(X) X ∈ Γ

T (X) = TS(X) X ∈ ∂Ω− Γ
(2.11)

pričom ∂T
n⃗

= δg(X) ∗ cos(θ) = δg∗(X), kde θ je uhol medzi vonkaǰśım normálových

vektorom n⃗ na Γ a vektorom smeru normálneho tiažového zrýchlenia s⃗, d’alej TS

označuje hodnotu poruchového potenciálu źıskaného z merańı satelitov. Oblast’ Ω je

ohraničená zvnútra hranicou Γ, ktorá predstavuje povrch Zeme a zvonka hranicou

∂Ω− Γ umelo vytvorenou vo výške satelitu [11].

2.3 Slabá formulácia

Nižšie je zobrazený postup vytvorenia slabej formulácie pre rovnicu 2.9, ktorá je

potrebná pri riešeńı v softvéry FreeFEM.

Rovnicu (2.9) je nutné vynásobit’ váhovou funkciou w a zintegrovat’ cez oblast’ Ω∫
Ω

w∆T dΩ = 0 (2.12)

∫
Ω

−w

[
∂

∂x

(
∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
∂T

∂y

)]
dΩ = 0 (2.13)

pre 3D verziu by sa ešte pridal člen: ∂
∂z

(
∂T
∂z

)
.
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Následne sa na (2.13) aplikuje Greenova veta [4]:∫
G

f
∂g

∂xi

dx =

∫
∂G

fgni dS −
∫
G

∂f

∂xi

g dx (2.14)

Po jej aplikácíı vznikne nasledový tvar rovnice:∫
∂Ω

−w

(
∂T

∂x
nx +

∂T

∂y
ny

)
d∂Ω +

∫
Ω

(
∂w

∂x

∂T

∂x
+

∂w

∂y

∂T

∂y

)
dΩ = 0, (2.15)

kd’e výrazy v zátvorkách možno upravit’ na skalárny súčin vektorov:(
∂T

∂x
nx +

∂T

∂y
ny

)
= ∇T · n⃗ = qn (2.16)

(
∂w

∂x

∂T

∂x
+

∂w

∂y

∂T

∂y

)
= ∇w · ∇T (2.17)

Dosadeńım (2.16) a (2.17) do (2.15) vznikne konečný tvar slabej formulácie:∫
Ω

∇w · ∇T dΩ =

∫
∂Ω

wqn d∂Ω (2.18)
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Kapitola 3

Experimenty

V tejto kapitole budú predstavené experimenty vykonané na jednoduchých oblas-

tiach, na ktorých sa úkaže práca so softvérom. Rovnako tak v tejto kapitole bude pri

experimentoch vypoč́ıtaná L2 norma chyby približného riešenia pre zjemňujúcu sa siet’

spolu s experimentálnym radom konvergencie.

3.1 L2 norma chyby a EOC

Pre vypočet chyby pri experimentoch vo FreeFEM sa bude využ́ıvat’ L2 norma

chyby, ktorá sa vypoč́ıta ako

∥T − Te∥L2 =

√√√√∫
Ω

(T (x)− Te(x))
2 dΩ, (3.1)

kde T je približné riešenie a Te je presné riešenie.

Ďalej bude odhadnutý aj rád presnosti, pomocou výpočtu experimentálneho rádu

konvergencie, ktorý sa poč́ıta nasledovným spôsobom

EOC(h, h∗) = log h
h∗

(
chyba(h)

chyba(h∗)

)
=

loge

(
chyba(h)
chyba(h∗)

)
loge

(
h
h∗

) , (3.2)

kde h je vel’kost’ elementov a h∗ je vel’kost’ elementov po zjemneńı siete.

3.2 Experimenty pre 2D oblast’

Presné riešenie Te pre Laplaceovu rovnicu 2.9 na oblasti medzikružia je dané ako

prirodzený logaritmus vzdialenosti od stredu oblasti

Te = −log(
√
x2 + y2). (3.3)
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3.2.1 Výpočtová oblast’ je medzikružie v prvom kvadrante

Prvý experiment v programe FreeFEM v 2D bude uvažovat’ oblast’ Ω ako 1/4 me-

dzikružia v prvom kvadrante s vnútorným polomerom r1 = 1 a vonkaǰśım polomerom

r2 = 2, stred bude bod so súradnicami [0, 0].

Obr. 3.1: Výpočtová oblast’ pre 1. pŕıpad v 2D

Pre takúto oblast’ sa k rovnici 2.9 budú uvažovat’ okrajové podmienky v tvare:

Dirichletova okrajová podmienka na vonkaǰsie hrane:

T (X) = −log(r2), X ∈ Γ2 (3.4)

Neumannová okrajová podmienka na vnútornej hrane:

∂T (X)

∂n⃗
= − 1

r1
, X ∈ Γ1, (3.5)

Nulové Neumannové okrajové podmienka na zvyšných hranách:

∂T (x)

∂n⃗
= 0, x ∈ Γ3,Γ4, (3.6)

kde n⃗ je vonkaǰśı normálový vektor na pŕıslušnú hranicu. Softvér FreeFEM má

opačne otočenú normálu n⃗ a preto sa Neumannová podmienka v programe definuje

bez znamienka mı́nus ako bude vidiet’ v kódoch nižšie.

Postup implementácia úlohy do softvéru FreeFEM bude pozostávat’ z vytvorenia

siete cez danú oblast’ zobrazenú na obrázku 3.1. Potom sa preṕı̌se slabá formulácia

problému do požadovaného tvaru pre softvér, zahrnú sa okrajové podmienky. Nakoniec

sa vykresĺı riešenie a vypoč́ıta chyba pre zjemňujúcu sa siet’.
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Vytvorenie a vykreslenie siete

Nasledujúca čast’ kódu zobrazuje siet’ cez oblast’ Ω na obrázku 3.1, ktorá má hranu

Γ1 a Γ4 rozdelenú na 2 dieliky, vnútornú hranu Γ1 na 3 dieliky a vonkaǰsiu Γ2 hranu

na 6 dielikov. Každá hrana je zadaná parametrickým vyjadreńım, a následné sú jed-

notlivé hrany spojené a vytvorená siet’ pomocou funkcie buildmesh(). Tvorenie siete

je detailneǰsie poṕısané v časti 1.3.1.

load "medit";

real r1 = 1.; //vnutorny polomer

real r2 = 2.; //vonkajsi polomer

real h=r2-r1; //vyska

int gamma1=1; //oznacenie vonkajsej hrany

int gamma2=2; //oznacenie vnutornej hrany

// HRANY OBLASTI

border inner(t=0, pi/2) {x= r1*cos(pi/2-t); y= r1*sin(pi/2-t);

label=gamma1;}; //vnutorna hrana

border outer(t=0, pi/2) {x= r2*cos(t); y= r2*sin(t); label=gamma2;};

//vonkajsia hrana

border left(t=0, 1) {x=0; y=r2-h*t;}; // gamma3

border right(t=0, 1) {x=r1+h*t; y=0;}; // gamma4

// VYTVORENIE SIETE

mesh m = buildmesh(right(2) + outer(6) + left(2) + inner(3));

medit("SIET", m); //Vykreslenie

Obr. 3.2: Vykreslenie siete cez oblast’ Ω, ktorá je na obrázku 3.1

Riešenie úlohy

Na vyriešenie úlohy program FreeFEM využ́ıva slabú formuláciu problému.∫
Ω

∇w · ∇T dΩ−
∫
∂Ω

w
∂T

∂n⃗
d∂Ω = 0 (3.7)
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Prepis slabej formulácie v programe vyzerá spolu so zahrnut́ım Neumannovej okra-

jovej podmienky nasledovne:

int2d(m)(dx(T)*dx(w)+dy(T)*dy(w))-int1d(m,gamma1)(w*n)

Zahrnutie Dirichletovej okrajovej podmienky sa vo FreeFEM sprav́ı priṕısańım

+on(gamma2,T=d) za slabú formuláciu.

• m = siet’ cez oblast’ Ω

• gamma1 = označenie hrany Γ1

• n = ∂T
∂n⃗

= 1
r1

(Neumannova okrajová podmienka)

• gamma2 = označenie hrany Γ2

• d = −log(r2) (Dirichletova okrajová podmienka)

Nižšie uvedená čast’ kódu predstavuje riešenie problému pomocou solve s použit́ım

Lagrangeovských lineárnych elementov P1.

real n = 1/r1; //Neumann

real d = -log(r2); //Dirichlet

fespace SpaceP1(m, P1); //definovanie priestoru

SpaceP1 T, w;

//RIESENIE

solve Laplace(T,w,solver=CG)

= int2d(m)( dx(T)*dx(w) + dy(T)*dy(w) )

- int1d(m,gamma1)( w*n ) //neumann

+ on(gamma2, T=d) //dirichlet

;

medit("RIESENIE",m,T); //Vykreslenie

Obr. 3.3: Vykreslenie riešenia cez vytvorenú siet’
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L2 norma chyby a jej EOC

Pre zjemňujúcu sa siet’ na danej oblasti je v nižšie uvedenej tabul’ke 3.1 zobrazená

L2 norma chyby riešenia spolu s experimentálnym rádom konvergencie. Zjemňovanie

je vždy dvojnásobné, teda na každej hrane sa zdvojnásob́ı počet dielov ako je vidiet’ na

obrázku nižšie.

Obr. 3.4: Vykreslenie zjemňujúcej sa siete

V tabul’ke nižšie prvý st́lpec definuje počet dielikov na každej hrane pre zjemňujúcu

sa siet’, tak ako je to zadávané aj v samotnom softvéri.

nΓ1 × nΓ2 × nΓ3 × nΓ4 L2norma EOCL2

3 × 6 × 2 × 2 0.0149868
6 × 12 × 4 × 4 0.0033381 2.166
12 × 24 × 8 × 8 0.0008693 1.941
24 × 48 × 16 × 16 0.0002179 1.996
48 × 96 × 32 × 32 0.0000532 2.034
96 × 192 × 64 × 64 0.0000137 1.954

Tabul’ka 3.1: L2 chyba a EOC pre zjemňujúcu sa siet’.

Ako možno vidiet’ v tabul’ke, chyba metódy so zjemňovańım siete klesá a to vždy

približne štvornásobne, rovnako vid́ıme, že rád presnosti metódy je 2.

3.2.2 Výpočtová oblast’ je celé medzikružie

V druhom pŕıpade sa bude uvažovat’ oblast’ Ω celé medzikružie ako je vidiet’ na

obrázku 3.5 nižšie.

Obr. 3.5: Výpočtová oblast’ pre 2. pŕıpad v 2D
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Pre takúto oblast’ sa k rovnici 2.9 bude uvažovaná rovnaká Dirichletová 3.9 aj

Neumannová okrajová podmienka 3.10 ako to bolo v predchádzajúcom pŕıpade akurát

už tu nebude vystupovat’ nulová Neumannová okrajová podmienka.

Vytvorenie a vykreslenie siete

Nasledujúci kód ukazuje ako vytvorit’ siet’ cez vyššie zobrazenú oblast’ Ω, jej von-

kaǰsia hranica Γ2 je rozdelená ná 12 dielikov a vnútorná Γ2 na 6 dielikov. Tvorenie siete

je detailneǰsie poṕısané v časti 1.3.1.

load "medit";

real r1 = 1.; //vnutorny polomer

real r2 = 2.; //vonkajsi polomer

int gamma1=1; //oznacenie vonkajsej hrany

int gamma2=2; //oznacenie vnutornej hrany

// HRANY OBLASTI

border inner(t=0, 2*pi) {x= r1*cos(t); y= r1*sin(t); label=gamma1;};

border outer(t=0, 2*pi) {x= r2*cos(t); y= r2*sin(t); label=gamma2;};

// VYTVORENIE SIETE

mesh m = buildmesh(inner(-6) + outer(12));

medit("SIET", m); // vykreslenie

Riešenie úlohy

Pri riešeńı úlohy cez oblast’ Ω nenastáva v kóde žiadna zmena voči predchádzajúcemu

pŕıpadu 3.2.1.

Definovaná siet’ v kóde 3.2.2, a riešenie problému na takejto oblasti vyzerá nasle-

dovne

Obr. 3.6: Vykreslenie siete spolu s riešeńım
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L2 norma chyby a jej EOC

Na nižšie zobrazených obrázkoch je znázornené zjemňovanie siete cez oblast’ Ω,

spôsobom, že na vnútornej hranici Γ1 aj na vonkaǰsej hranici Γ2 sa počet dielikov vždy

zdvojnásob́ı.

Obr. 3.7: Vykreslenie zjemňujúcej sa siete m

K riešeniam na vyššie uvedených siet’ach prislúcha nasledujúca tabul’ka, ktorá zo-

brazuje L2 normu chyba a aj experimentálny rad konvergencie, ktorým odhadnem rád

presnosti použitej metódy. V prvom st́lpci je uvedený počet dielikov na vnútornej Γ1

a na vonkaǰsej Γ2 hranici.

nΓ1 × nΓ2 L2 norma EOCL2

6 × 12 0.119585
12 × 24 0.029214 2.0333
24 × 48 0.007466 1.9681
48 × 96 0.001770 2.0759
96 × 192 0.000438 2.0129
192 × 384 0.000108 2.0109

Tabul’ka 3.2: L2 chyba a EOC pre zjemňujúcej sa siet’

V tabul’ke 3.2 je vidiet’, že so zjemňujúcou sa siet’ou klesá aj chyba, a to približne

4 násobne s dvojnásobne husteǰsou siet’ou, pričom zvolená metóda je druhého rádu

presnosti.
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3.3 Experimenty pre 3D oblast’

Presné riešenie pre rovnicu 2.9 na oblasti medzi dvomi sférami je definované nasle-

dovne:

Te =
1√

x2 + y2 + z2
, (3.8)

kde
√

x2 + y2 + z2 vyjadruje vzdialenost’ od stredu oblasti, ktorý je v bode [0, 0, 0].

3.3.1 Výpočtová oblast’ je medzi dvomi sférami

Pre riešenie diferenciálnej rovnice v 3D priestore sa bude uvažovat’ oblast’ Ω ako

oblast’ vytvorená dvomi sférami, jedna s polomerom r1 = 1 bude tvorit’ vnútornú čast’

hranice a druhá s polomerom r2 = 2 bude tvorit’ vonkaǰsiu čast’ hranice. Stred oboch

sfér bude v bode so súradnicami [0, 0, 0]. Na obrázku nižšie, je táto oblast’ zobrazená.

Obr. 3.8: Výpočtová oblast’ pre 3D pŕıpad

Pre túto oblast’ a rovnicu 2.9 sa budú v experimentoch uvažovat’ okrajové pod-

mienky v tvare:

Dirichletova okrajová podmienka na vonkaǰsie časti hranice:

T (X) =
1

r2
, X ∈ Γ2 (3.9)

Neumannová okrajová podmienka na vnútornej časti hranice:

∂T (X)

∂n⃗
= − 1

r21
, X ∈ Γ1, (3.10)

Softvér FreeFEM má opačne otočenú normálu n⃗ a preto sa Neumannová podmienka

v programe definuje bez znamienka mı́nus ako bude vidiet’ v kódoch nižšie.
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Vytvorenie a vykreslenie siete

Pre vytvorenie siete cez oblast’ zobrazenú na obrázku 3.8 v softvéri FreeFEM je

využitá funkcia Sphere() pre definovanie siete na hranici a následne pomocou funkcie

tetg() je vytvorená siet’ z elementov tvaru tetraédra medzi hranicami. Detailneǰśı

popis týchto funkcíı je v časti 1.3.1.

load "msh3"

load "tetgen"

load "medit"

include "MeshSurface.idp"

real r1=1.; //vnutrony polomer

real r2=2.; // vonkajsi polomer

real hs = 1.; //velkost siete na hranici

int gamma1=1; //oznacenie vonkajsej hrany

int gamma2=2; //oznacenie vnutornej hrany

// VYTVORENIE SIETI NA HRANICI

meshS m1 = Sphere(r1, hs, gamma1, -1);

meshS m2 = Sphere(r2, hs, gamma2, 1);

meshS mS = m1+m2;

// VYTOVRENIE SIETE CEZ CELY OBJEM

real[int] hole = [0.,0.,0.]; //suradnice

real voltet=(hs^3)/6.; //objem elementu

real[int] region = [1.5,0.,0.,1,voltet]; //vlastnosti oblasti

mesh3 m =

tetg(mS,switch="paAYY",nbofholes=1,holelist=hole,nbofregions=1,

regionlist=region);

medit("SIET", m); // vykreslenie

Obr. 3.9: Vykreslenie siete m
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Riešenie

Opät’, ako pri predchádzajúcom pŕıklade treba slabú formuláciu problému previest’

do reči softvéru a zahrnút’ okrajové podmienky. Prepis slabej formulácie 3.7 a zahrnutie

Neumannovej okrajovej podmienky vyzerá nasledovne:

int3d(m)(dx(T)*dx(w)+dy(T)*dy(w)+dz(T)*dz(w))-int2d(m,gamma1)(w*n)

Rovnakým spôsobom ako v 2D pŕıpade, zahrnutie Dirichletovej okrajovej pod-

mienky nastáva priṕısańım výrazu + on(gamma2, T=d) za slabú formuláciu.

• m = siet’ cez oblast’ Ω

• gamma1 = označenie hrany Γ1

• n = ∂T
∂n⃗

= 1
r21

(Neumannova okrajová podmienka)

• gamma2 = označenie hrany Γ2

• d = 1
r2

(Dirichletova okrajová podmienka)

Nižšie uvedená čast’ kódu predstavuje riešenie problému pomocou solve s použit́ım

Lagrangeovských lineárnych elementov P1 a pomocou vyššie definovanej slabej for-

mulácie a vytvorenej siete cez danú oblast’.

real n = 1/r1*r1; // Neuman

real d = 1/r2; // Dirichlet

fespace SpaceP1(m, P1);

SpaceP1 T, w;

// RIESENIE

solve Laplace(T,w, solver = CG)

= int3d(m)( dx(T)*dx(w) + dy(T)*dy(w) + dz(T)*dz(w) )

- int2d(m,gamma1)( w*n ) //neumann

+ on(gamma2, T=d) //dirichlet

;

medit("Solution",m,T); //vykreslenie

Obr. 3.10: Vykreslenie riešenia
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L2 norma chyby a jej EOC

Na nižšie zobrazených obrázkoch je znázornené zjemňovanie siete tak, že na

vnútornej hranici Γ1 aj na vonkaǰsej hranici Γ2 sa vel’kost’ siete vždy zmenš́ı o po-

lovicu. Následne pomocou tejto vel’kosti je definovaná siet’ celej oblasti na základe

maximálneho objemu elementu.

Obr. 3.11: Vykreslenie zjemňujúcej sa siete

K riešeniam vypoč́ıtaným na vyššie uvedených siet’ach prislúcha nasledujúca ta-

bul’ka, ktorá zobrazuje L2 normu chyba spolu s experimentálnym radom konvergencie,

ktorým odhadnem rád presnosti použitej metódy. V prvom st́lpci je uvedená vel’kost’

siete na vnútornej Γ1 a na vonkaǰsej Γ2 hranici.

vel’kost’ siete L2 norma EOCL2

1.0000 0.31064
0.5000 0.07608 2.02954
0.2500 0.01644 2.21007
0.1250 0.00430 1.93232
0.0625 0.00136 1.65884

Tabul’ka 3.3: L2 chyba a EOC pre zjemňujúcu sa siet’

V tabul’ke 3.3 je vidiet’, že so zjemňujúcou sa siet’ou klesá aj chyba a to približne

štvornásobne s dvojnásobne husteǰsou siet’ou, pričom zvolená metóda je druhého rádu

presnosti.
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Kapitola 4

Vizualizácia pomocou ParaView

Ako bolo uvedené v prvej kapitole, dáta z FreeFEM možno exportovat’ aj pre vi-

zualizáciu v iných softvéroch. V tejto kapitole je uvedená vizualizácia výsledkov z

predchádzajúcej kapitoly pomocou softvéru ParaView.

Vo všetkých 3 nasledujúcich vizualizáciách je použitý nižšie uvedený kód pre export

dát z FreeFEM. Detailneǰśı popis použitia funkcie savevtk() je v 1. kapitole.

load "iovtk";

int [int] o = [1];

savevtk("riesenie.vtk", m, T, dataname="T", order=o);

4.1 Vizualizácia riešenia na výseku medzikružia

Na obrázku nižšie je zobrazené riešenie vypoč́ıtané v časti 3.2.1 spolu s riešeńım aj

na jemneǰsej sieti. Na obrázkoch vpravo sú vidiet’ body, v ktorých sa poč́ıtalo riešenie,

Ked’že som pracovala s lineárnymi elementami, tieto body predstavujú vrcholy ele-

mentu.

Obr. 4.1: Vizualizácia riešenia v ParaView
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4.2 Vizualizácia riešenia na celom medzikruž́ı

Na obrázku nižšie je opät’ zobrazené riešenie tentoraz vypoč́ıtané v časti 3.2.2,

rovnako aj riešenie na jemneǰsej sieti.

Obr. 4.2: Vizualizácia riešenia v ParaView

4.3 Vizualizácia riešenia na oblasti medzi 2 sférami

Na obrázku nižšie je opät’ zobrazené riešenie tentoraz vypoč́ıtané v časti 3.3.1,

rovnako aj riešenie na jemneǰsej sieti. Na obrázkoch vpravo je rez cez tieto oblasti pre

lepšiu vidietl’nost’ riešenia.

Obr. 4.3: Vizualizácia riešenia v ParaView

Ako je vidiet’ na obrázkoch vyššie, v ParaView je možné napŕıklad zobrazit’ sa-

motné body, v ktorých bolo riešenie poč́ıtané. Softvér ParaView má mnoho d’aľśıch

vel’mi zauj́ımavých možnost́ı pre vykresl’ovanie riešenia, ktoré vo FreeFEM nie sú zre-

alizovatel’né. No samotná funkcia medit vo FreeFEM je na základné vykresl’ovanie

postačujúca pretože rovnako ako v ParaView je možné oblast’ prezerat’, čo je dôležité

pre 3D oblasti a teda nie je nutné kvôli rezu dáta exportovat’ do ParaView.
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Záver

V bakalárskej práci bol predstavený softvér FreeFEM, ktorý využ́ıva metódu

konečných prvkov na riešenie problémov. Využitie softvéru bolo ukázané na riešeńı

Laplaceovej rovnice pre poruchový potenciál mimo povrchu Zeme spolu s Dirichletovou

a Neumannovou okrajovou podmienkou. Táto úloha sa riešila na 3 rôznych oblastiach,

v 2D priestore to bola čast’ medzikružia a celé medzikružie, v 3D priestore bola oblast’

tvorená priestorom medzi dvomi sférami. Pri všetkých experimetoch bolo vykonané

zjemňovanie siete pre pozorovanie či vôbec, a ak, tak ako vel’mi sa L2 norma chyby

zmenšuje a aký je experimentálny rad konvergencie (EOC), ktorým bol odhadnutý

rád presnosti. Zjemňovanie siete bolo vo všetkých pŕıpadoch dvojnásobné pričom

vypoč́ıtaná chyba sa zmenšovala vždy o približne štvrtinu. Pomocou EOC bol rád pri

všetkých experimentoch vypoč́ıtaný na hodnotu približne 2.

Čo sa týka práce so softvérom FreeFEM, pri vytvárańı siete v 2D nenastal žiadny

problém ani pri následnom zjemňovańı. Naopak, pri definovańı sieti v 3D, nie len, že

samotné vytváranie je značne komplikovaneǰsie ale pri určitom prekročeńı vel’kosti ele-

mentu došlo k nerovnomernému generovaniu siete na hranici sféry, čo však nemalo

významný vplyv na vypoč́ıtanú chybu. Tento jav nebolo možné ovplyvnit’ pretože

softvér siet’ generuje sám na základe definovaných vstupných argumentov. Spôsob,

ktorým by sa tomu dalo pred́ıst’ je nač́ıtanie siete z externého súboru. FreeFEM podporu

napŕıklad nač́ıtanie siete formátu .vtk. Avšak ciel’om práce bola práca so samotným

softvérom a jeho generovańım siete.

Silnou stránkou softvéru je využ́ıvanie slabej formulácie, takže je definovanie

riešenia problému pomerne jednoduché pokial’ už́ıvatel’ vie zostavit’ slabú formuláciu.

Nevýhodou však je, že pri definovańı okrajových podmienok je možné zadávat’ len

funkciu závislú od x, y pŕıpadne z. A teda pokial’ je pre daný problém definovaná

okrajová podmienka inou hodnotou v každom uzle, je nutné tieto hodnoty nejakým

spôsobom preložit’ vhodnou funkciou čo predstavuje značný problém a preto v tejto

práci takéto okrajové podmienky nie sú využité.

Ďaľśım pokračovańım výskumu využitia softvéru FreeFEM pre geodetickú úlohu,

ktoré sa pre krátkost’ času nedalo stihnút’, by mohlo byt’ využitie možnosti nač́ıtania

siete z externého súboru a zamerat’ sa na nájdenie vhodnej funkcie pre okrajové pod-

mienky, kvôli práci s reálnymi dátami.
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