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Abstrakt

Nazov prace: Metdda konecnych prvkov v programe FreeFEM

Abstrakt: Praca sa zaoberd riesenim diferencialnej rovnice pomocou softvéru Free-
FEM. Konkrétne Laplaceovou rovnicou pre poruchovy potencial na oblasti medzikruzia
respektive medzi dvomi sférami. V prvej casti prace je predstaveny samotny program
FreeFEM a priblizené jeho pouzivanie medzi ¢o patri tvorba sieti v 2D a 3D, defino-
vanie problému ¢ vyber elementov. Dalej je v praci popisany poruchovy potencidl a
néasledne vytvorenie geodetickej okrajovej ulohy. Nasleduje riesenie tejto ulohy pomo-
cou FreeFEM pre rozne oblasti. V poslednej casti je ukazané zobrazovanie vysledkov

zo softvéru FreeFEM pomocou ParaView.

Kliéové slova: FreeFEM, geodeticks okrajové tiloha, metéda koneénych prvkov, Pa-

raView, poruchovy potencial

Abstract

Title: Finite element method in the FreeFEM program

Abstract: The bachelor thesis deals with the solution of the differential equation using
FreeFEM software. Specifically, the Laplace equation for the disturbing potential on the
region between two concentric circles and the two spheres. In the first part of the thesis
the FreeFEM software itself is introduced and its usage is presented, which includes the
creation of 2D and 3D meshes, problem definition or element selection. Next, the thesis
describes the disturbing potential and then the creation of a geodetic boundary value
problem. It is followed by the solution of this problem using FreeFEM for different
domains. In the last section, the display of the results from FreeFEM software using

ParaView is shown.

Keywords: FreeFEM, geodetic boundary value problem, finite element method, Pa-

raView, disturbing potencial



Obsah

Uvod

1 Softvér FreeFEM
1.1 Histéria . . . . ... ... ... .
1.2 Instaldcia . . . ... ... ... ... ...,
1.2.1 Linux - Ubuntu . . ... ... ... ...
1.22 Windows. . . . .. ... .. ... ....
1.3 Pracas FreeFem . . ... ... ... .....
1.3.1 Syntax . . . ... ... ...

2 Diferencialna rovnica pre poruchovy potencial
2.1 Teoéria potencidlu . . . . .. ... ... ... ..
2.2 Geodetickda okrajova tloha . . . . . ... .. ..

2.3 Slaba formulécia . . . . . . .. ...

3 Experimenty
3.1 L2 norma chyby a EOC . .. ... ... ....
3.2 Experimenty pre 2D oblast . . . . . .. ... ..

3.2.1  Vypoctovd oblast je medzikruzie v prvom kvadrante . . . . . . .

3.2.2  Vypoctovd oblast je celé medzikruzie . .
3.3 Experimenty pre 3D oblast . . . . .. ... ...

3.3.1 Vypoctova oblast je medzi dvomi sférami

4 Vizualizacia pomocou ParaView
4.1 Vizualizicia rieSenia na vyseku medzikruzia . .
4.2 Vizualizacia rieSenia na celom medzikruzi . . . .

4.3  Vizualizécia rieSenia na oblasti medzi 2 sférami
Zaver

Literatura

10
10
11
11
11

22
22
23
24

26
26
26
27
30
33
33

37
37
38
38

39

40



Uvod

Mnoho problémov vo fyzike, inzinierstve ¢i v bankovnictve je modelovanych prave
diferencidlnymi rovnicami. Avsak tieto rovnice vedia byt natolko zlozité, Ze ich nemozno
analyticky riesit. Z toho vzisla potreba vyvinit numerické metddy ktorymi by sa
vypocitalo priblizné rieSenie s dostatoéne malou chybou. Medzi takéto metody patri
napriklad metéda konecnych prvkov (MKP). [§]

MKP dosiahla prudky rozvoj zac¢iatkom 60. rokov 20. storocia. Jej hlavnou myslienkou
je diskretizacia oblasti na viacero geometricky jednoduchsich oblasti - koneénych prv-
kov (elementov). Na kazdom koneénom prvku sa nésledne nezndma funkcia aproximuje
linearnou kombindciou elementovych aproximacnych funkcii a pribliznych uzlovych
hodnét neznamej funkcie, ktoré sa hladaju tak, aby spiﬁali slabu formulaciu. [10]

V dnesnej dobe st numerické metédy implementované v roznych softvéroch. Softvér
FreeFEM vyuziva pre rieSenie problémov prave metédu konecnych prvkov. Jedna sa
o volne dostupny a stiahnutelny softvér, vyvinuty profesorom Hechtom a kolektivom.
Vyuziva rieSenie zalozené na definovani slabej formulécie, ¢o z neho robi silny softvér,
pretoze nie je nutné programovat jednotlivé kroky MKP, ktoré mozu byt velakrat
znacéne komplikované. [5]

S jednym z inZinierskych problémov sa moZno stretnit aj pri fyzikdlnej geodézii.
Poruchovy potencial spiﬁa Laplaceovu rovnicu mimo oblasti Zeme a spolu s okrajovymi
podmienkami tvori geodetickt okrajovii ilohu. Cielom tejto prace je ¢itatelovi priblizit
pracu so softvérom FreeFEM, a prave tuto okrajovi tlohu s jeho vyuzitim vyriesit
rovnako aj posudit, ¢ je softvér vhodny na rieSenie geodetickych tloh.

V prvej Casti prace je predstaveny samotny softvér FreeFEM. Citatel sa dozvie
moznosti ako vytvorit 2D ¢i 3D siet, ako definovat samotny problém a v neposlednom
rade ako vykreslif alebo exportovat ddta pre iny softvér na vizualizaciu.

V druhej casti je priblizeny pojem poruchového potencidlu, definovana geodetické
okrajova tloha ako aj zostavenie slabej formulacie pre tuto tlohu, ktora je potrebna
na implementaciu vo FreeFEM.

Tretia cast sa zaoberd uz samotnou implementdciu geodetickej okrajovej tlohy na
roznych oblastiach v 2D a 3D priestore.

V poslednej casti prace si vysledky vypocitané pomocou softvéru FreeFEM expor-

’ . . 7 . Y . 7 7
tované do ParaView pre vizudlne porovnanie vykreslovania so samotnym softvérom.



Kapitola 1

Softvér FreeFEM

FreeFEM je softvér na numerické riesenie parcidlnych diferencialnych rovnic pomo-
cou metédy koneénych prvkov v 1D, 2D alebo 3D priestore.

Bol vyvinuty vo vyskumnom institite Laboratoire Jacques-Louis Lions na uni-
verzite Université Pierre et Marie Curie v Parizi profesorom aplikovanej matematiky
Frédéricom Hechtom a kolektivom. Medzi dovody vytvorenia tohto softvéru patri aj
ulahcenie vyucby metédy koneénych prvkov pre studentov.

Ako samotny nézov napovedd, jednd sa o bezplatny, volne stiahnutelny softvér,
ktory dokdze bezat na vsetkych UNIX opera¢nych systémoch s g++ 3.3 alebo novsim
(kompilator pre C++ programy) a OpenGL (grafické aplika¢né programové rozhranie),
na operacnom systéme Windows XP, 7, 8, 10, 11 a na MacOS 10.

Jeho jazyk je podobny programovaciemu jazyku C++4. FreeFEM ma pokrocily au-
tomaticky generator sieti, ktory je taktiez schopny dodatocnej adaptacie siete. Ma na
vyber z viacerych konec¢nych prvkov, vratane Lagrangeovych elementov.

Co sa tyka vizualizcie a pozorovania skimanych problémov, FreeFEM poskytuje
farebné vykreslovanie, pontika moznost rezania objektov, priblizovanie a mnoho d alsich
funkcii ako aj export dat pre dalsiu manipuldciu napriklad pomocou Paraview alebo v
Matlabe. [5]

1.1 Historia

Hoci sa v dnesnej dobe jednd o volne dostupny softvér pre okamzitd instaldciu, jeho
prva verzia nebola zadarmo.

Prva verzia bola vytvorena v roku 1987 a bola nazvanad MacFem. tato verzia fun-
govala len na pocitaci Macintosh. Verzia s nazvom PCFem sa objavila o nejaky cas
neskor. Obe verzie boli napisané v Pascali a ani jedna nebola zdarma.

V roku 1992 bol softvér prepisany do jazyka C++ a pomenovany FreeFEM. v
priebehu nasledujticich rokov pribidali a stdle pribidaji nové elementy, siete a d'alsie

funkcie. V rdamci tejto prace je vyuzitd najnovsia verzia 4.12 vydand v roku 2022. [5]
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1.2 Instalacia

Pre pouzivanie softvéru FreeFEM su dostupné 2 instalacné metody:
e uzivatelsky pristup (bindrny balik)
e pristup vyvojarov (zo zdrojového kédu)

Softvér FreeFEM, ktory bol vyuzity pre tuto préacu bol nainstalovany metddu s
pouzitim binarneho balika, tato metoda je dostupna pre operac¢né systémy Linux, Ma-
cOS a Windows.

V nasledujicich krokoch st popisané postupy pre uspesnu instalacie na operacny
systém Windows a Linux, ktoré su otestované na Windows 11 64x a Linux s dis-
tribuiciou Ubuntu 20.4. Pre opera¢ny systém MacOS, pre ostatné distribicie Linuxu
ako aj instalaciu zo zdrojového kédu je dostupny néavod v oficidlnej dokumentacii k
softvéru FreeFEM [5].

1.2.1 Linux - Ubuntu

V suvislosti s instaldciou softvéru na distribiciu Ubuntu je potrebné stiahnutie
balicka *.deb z [5]. Pre aktudlne najnovsiu verziu FreeFEM 4.12 m4 tento stbor pre
Ubuntu 20.4 presny nazov FreeFEM-4.12-amd64-ubuntu20.04.deb. Po stiahnuti na-

sleduju 4 kroky instalacie pre uspesné pouzivanie softvéru.

1. Pred samotnou instaldciou programu je potrebné si nainstalovat nizsie uvedené

baliky pomocou nasledujicich prikazov:

e sudo apt-get install libgsl-dev libhdf5-dev

e sudo apt-get install liblapack-dev libopenmpi-dev freeglut3-dev

2. Nisledne je nutné stiahnutf a nainstalovat aktualizdcie pre vsetky neaktudlne

balicky vo vasom systéme pomocou prikazov:

e sudo apt-get update

e sudo apt-get upgrade

3. Teraz sa moze nainstalovat FreeFEM zo stiahnutého stiboru *.deb pomocou

prikazu:
e sudo dpkg -i FreeFEM-4.12-amd64-ubuntu20.04.deb
4. Po instalacii je softvér dostupny priamo z prikazového riadku prikazom:

e FreeFem++ nazov_suboru.edp
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1.2.2 Windows

Instalacia softvéru FreeFEM pre operacny systém Windows zacina podobne ako
vyssie uvedend instaldcia pre Ubuntu. Je nutné si stiahnut prislusny balicek *.exe
opiit z oficidlnej stranky softvéru [5]. Pre Windows 11, 64 bitovi verziu je aktudlne k
verzii FreeFEM 4.12 cely nazov stiboru FreeFem++-4.12-win11-x64.exe.

Kroky k tspesnému chodu softvéru su nasledovné:

1. Samotnd instalacia programu, ako je pre Windows bezné, sa spusti dvojitym

kliknutim na stiahnuty subor FreeFem++-4.12-winl1-x64.exe

2. Po uspesnej instalacii sa na pracovnej ploche vytvori odkaz na softvér FreeFEM,
pomocou ktorého sa daji spistat programy. TaktieZ je mozné vyuzivat prikazovy

riadok a spustat programy rovnakym prikazom ako na Ubuntu:

e FreeFem++ nazov_suboru.edp

1.3 Praca s FreeFem

Hlavnou myslienkou prace s FreeFEM je prepis diferencidlnej rovnice do slabej
formuldcie. Nésledne je potrebné napisat kéd v jazyku FreeFEM pomocou textového
editora, tento sibor musi byt uloZeny vo formdte nazov_suboru.edp, potom staci

spustit program prikazom FreeFem++.

1.3.1 Syntax

Pri vyuzivanie softvéru je nutné poznat jeho syntax. V tejto podkapitole je ¢itatelovi
syntax priblizend a su predstavené zakladné zékladné funkcie, premenné a operatory
pre nasledné vyuzitie v rieseni parcidlnych diferencidlnych rovnic. Pre vysvetlenie
pouzivania FreeFEM v tejto kapitole si informacie ¢erpané primarne z oficidlnej do-
kumentéacie [5].

K vytvoreniu kédu v textovom editore je nutné kazdd premenni deklarovat
konkrétnym typom, taktiez kazdy vyraz je na konci oddeleny bodkociarkou. Pridavanie
komentarov je podobné ako v jazyku C++ pouzitim dvoch lomiek: // komentar.

Casto vyuzivand je premennd verbocity (arg), ktord reguluje mnozstvo vypisanych
informécii po spusteni programu. Prednastavend hodnota argumentu je 2, dalsie
moznosti su 0 - ziadny vypis, 1 - strucny vypis, 10 - obsirnejsi vypis... . Tato premennd
sa zaddva na zaciatok kédu avsak regulovanie mnozstvo vypisanych informacii je mozné
aj pri samotnom spustani programu pomocou prepinaca -v arg v prikazovom riadku

nasledovne: FreeFem++ nazov_suboru.edp -v arg.
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Derivacie:

Softvér FreeFEM disponuje vstavanymi funkciami pre vypocet derivacii, ktoré vy-

zeraju nasledovne
o 1. derivécie: dx(O) = £(), dyO = 3%()7 dz0 = £.(),
e 2. derivacie: dxx() = d—(% dyy O = %(), dzz() = g_;()’

e 2. zmieSané derivacie: dxy() = %()7 dxz() = 6x8z() dyx() = ayax 0,

ayz0) = 220, dzxO = 522(), dzy0 = ().

Integraly:

Kedze FreeFEM pracuje so slabou formuldciou diferencidlnej rovnice, ktord po-
zostava z integralov, softvér ma dostupné funkcie na vypocet integralu cez 1D, 2D, 3D
oblasti:

e 1D: int1d(M, label) ) = [()dz, kde Q2 € R,

Q
e 2D: int2d(M, label) ) = [()dzdy, kde Q € R?,
Q
e 3D: int3d(M, label) ) = [()dzdydz, kde Q € R®.
Q

Kde M oznacuje siet vytvorenu cez dani oblast, a label je nepovinny argument
typu int, ktory sa zaddva, ak ma byt integral vypocitany len na uréitej hranici siete

M, s oznac¢enim label. Definovanie siete je konkrétne popisané v nasledujicej casti.

Siet:

Dalsia st¢ast riesenia metédou koneénych prvkov je vipoctové oblast reprezento-
vand siefou geometricky jednoduchych oblasti, ktorym sa hovori konecné prvky (ele-
menty). Na jej vytvorenie v softvéri FreeFEM je nutné pouzit niektort z nasledujicich

premennych:

e 1D: meshL

e 2D: mesh

e 3D: mesh3

e siete na hranici v 3D:

— meshS

— meshL

12



Siet cez oblast v 2D priestore v softvéri FreeFEM pozostdva z trojuholnikovych
elementov, ktord je jednoducho mozné vytvorit pomocou funkcie buidmesh (), ktora
vracia premennt, siet, typu mesh. Do tejto funkcie vstupuji ako argumenty jednotlivé
hrany oblasti oddelené znamienkom —+.

Hrany sa definuji parametrickym vyjadrenim pomocou premennej border, dolezité
je dodrzat rovnaky smer vSetkych hran inak kompildtor zobrazi chybové hldsenie. Pri
zaddvani hran do funkcie buidmesh () je nutné definovat velkost siete, teda pocet die-
likov na kolko sa mé dand hrana rozdelif. V pripade potreby vytvorenia oblasti obsa-
hujicej dieru je potrebné k velkosti siete doplnit aj zdporné znamienko.

Na obrazku 1.1 st zobrazené siete vytvorené funkciou buildmesh(). Siet na
obrazku 1.1 vlavo je definovana na $tvorci [0,1] x [0, 1], zostrojend nasledujicimi

prikazmi:

int nx=3; //pocet dielikov v smere osi x

int ny=5; //pocet dielikov v smere osi y

// parametricke definovanie hranic oblasti:

border b1(t=0., 1.){x=1*t; y=0.; label=1;}; //spodna
border b2(t=0., 1.){x=1; y=1%t; label=2}; //prava
border b3(t=0., 1.){x=1-1%t; y=1; label=3}; //horna
border b4(t=0., 1.){x=0.; y=1-1%t; label=4}; //lava
// vytvorenie siete:

mesh m = buildmesh(bl(nx) + b2(ny) + b3(nx) + bd(ny));

Nasledujicim prikladom definovania siete funkciou buildmesh () je kruhova oblast.
Na obrazku 1.1 napravo je definovana sief na kruhovej oblasti s polomerom r=1 a

stredom v bode so stradnicami [0, 0] nasledujicim prikazom:

real r=1.; //polomer

int n=25; //pocet dielikov na hranici

// parametricke definovanie hranice oblasti:

border circle(t=0, 2*pi) {x= r * cos(t); y= r * sin(t); label=1;};
// vytvorenie siete:

mesh m = buildmesh(circle(n));

Oznacenie label pri definovani hran oblasti nie je povinny argument, ak nie je
uvedeni, je prednastaveny na hodnotu 1. V tychto prikladoch oznacenie label nie je
nutné, no v pripade potreby integrovania cez niektoru z hran siete m sa do funkcie
integralu zaddva préave tato hodnota. Co bude vyuzité v slabej formulacii pri rieseni

konkrétnej parcialnej diferencialnej rovnice v kapitole 3.
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Obr. 1.1: Priklady 2D sieti vytvorené funkciou buildmesh()

V pripade jednoduchych obdiZnikovych oblasti existuje na vytvorenie siete priamo
vstavand funkcia square (), ktord tiez vrati premennd, siet, typu mesh. Do tejto funkcie
vstupuje viacero argumentov, pricom povinné st prvé dva, ktoré urcuji velkost dielikov
siete v smere x a v smere y. Dalsie dva parametre slizia na definovanie hran siete, ktoré
st definované parametricky. Ak sa neuvedie inak, prednastaveny je jednotkovy stvorec
0,1] x [0, 1].

Na obrazku 1.2 st zndzornené siete vytvorené funkciou square (). Siet na obrazku 1.2

vlavo je definovana na preddefinovanom stvorci [0, 1] x [0, 1] prikazmi:

int nx=3; //pocet dielikov v smere osi x
int ny=5; //pocet dielikov v smere osi y
// vytvorenie siete:

mesh m = square(nx, ny);

Siet zobrazend na obrazku 1.2 napravo je definovand opif pomocou funkcie
square (), no tentokrat na Iubovolnej obdiznikovej oblasti [20,0] x [1,y1] pomocou

nasledujucich prikazov:

int nx=3; //pocet dielikov v smere osi x

int ny=5; //pocet dielikov v smere osi y

real x0 = 0.;
real x1 = 2.;
real yO = 0.;
real yl = 1.;

// vytvorenie siete:

mesh m = square(nx, ny, [x0+(x1-x0)*x, yO+(yl-y0)*yl);

14



Obr. 1.2: Priklady 2D sieti vytvorené funkciou square()

Na vyssie uvedenom obrazku 1.2 vlavo a obrazku 1.1 vlavo je vidiet rovnaké
Stvorcové oblasti [0,1] x [0,1], ktorych siet je definovand pomocou 2 roznych funkeii
square() a buildmesh(). Ako je vidiet, trojuholnikové elementy vytvorené pomocou
funkcie buildmesh () nie st pravidelné a rovnako velké ako pri funkcii square ().

V pripade prace v 3D priestore, softvér FreeFEM vytvéara siet pozostavajiicu z
elementov v tvare tetraédra (Stvorsten). Pri vytvarani kazdého programu s pouzitim
siete v priestore 3D je nevyhnutné na zaciatok naéitat plugin msh3.

Podobne ako pre vytvorenie siete v 2D priestore existuje funkcia square(), ktora
slizi na vytvorenie siete cez obdlznikovi oblast, v 3D priestore je jej analégiou funkcia
cube () ,ktord vracia premennd, siet, typu mesh. Do nej vstupuje viacero argumentov,
pricom povinné su prvé 3, ktoré oznacuju pocet dielikov v smere osi x, v smere osi y
a v smere osi z. Dalsie parametre slizia na definovanie rozmeru a si zaddvané para-
metrickym vyjadrenim, bez ich definovania je za oblast povazovans jednotkova kocka
[0,1] x [0, 1] x [0, 1]. Pouzitie tejto funkcie, je ukazané v dvoch nasledujicich progra-
moch.

Na obrdzku 1.3 vlavo je oblast jednotkovd kocka [0,1] x [0,1] x [0,1] a kéd na

vytvorenie siete pomocou funkcie cube () cez tiito oblast je nasledovny:

load "msh3" //nacitanie povinneho pluginu pre 3d siet
int nx=3; //pocet dielikov v smere x

int ny=5; //pocet dielikov v smere y

int nz=2; //pocet dielikov v smere z

// vytvorenie siete:

mesh3 m = cube(nx, ny, nz);

Na obrazku 1.3 vlavo je oblast Tubovolne zvoleny kvader [x0, z1] x [y0, y1] x [20, 21],

cez ktory je vytvorens siet taktiez pouzitim funkcie cube () nasledovnym postupom:

load "msh3" //nacitanie povinneho pluginu pre 3d siet
int nx=3; //pocet dielikov v smere x

int ny=5; //pocet dielikov v smere y
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int nz=2; //pocet dielikov v smere z

real x0 = 0.;
real x1 = 2.;
real yO = 0.;
real y1l = 1.;
real z0 = 0.;

real z1 = 3.;
// vytvorenie siete:

mesh3 m = cube(nx, ny, nz, [x0+(x1-x0)*x, y0+(y1l-y0)*y,z0+(z1-z0)*z]);

Obr. 1.3: Priklady 3D sieti vytvorené funkciou cube()

Dalsou moznostou ako vytvorit sief cez 3D oblast, je vytvorit siet cez jej hranicu a
nésledne spustenim generétor sieti TetGen, generovat siet cez vntitorni oblast. TetGen
je softvér vytvoreny Doktorom Hang Siom z vyskumného instittitu Aplikovanej analyzy
a Stochastiky v Berline v Nemecku. Tento softvér sluzi na generovanie tetraedréalnej
siete na 3D oblasti definovanej jej hranicou. Pre jeho vyuzivanie je nutné na zaciatku
kédu nacitat kniznicu tetgen, a na jeho spustenie slizi klticové slovo tetg(). Tento
prikaz obsahuje viacero parameterov, okrem prvého, ktory je povinny a tvori ho siet

na hranici sem patria aj:

. ’ ~ ) ’ ’ . ’ .
e switch = prepinace, retazec pismen, pomocou ktorych kontrolujeme spravanie

generatora,

e nbofholes = pocet dier v oblasti,

e holelist =[xy, 1, 21, T2, Yo, 22...] - kde x;, y;, z; s siradnice bodu vo vntri i-tej
diery,

e nbofregions = pocet Casti (regions) v oblasti,

e regionlist = [x1,y1, 21, Laby, mVoly, x3,ys, 25...] - kde x;,y;, z; st suradnice ,

Lab; je oznacenie oblasti a mV ol; je maximalny objem bodu vo vnutri i-tej ¢asti
oblasti.
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Medzi prepinace, v argumente switch patria napriklad:

e p - Uprava elementov na hranici na tetraédre,

e a - vytvorenie siete s obmedzenim objemu elementov danym v parametri

regionlist,

A - priradenie vlastnosti oblasti podla parametra regionlist,

Q - zobrazenie len chybovych vystupov v terminali,

YY - zachovanie siete na vnitornej a vonkajsej hranici.

Ako bolo spomenuté vyssie, na vyuzitie generatora TetGen je najskor potrebné vy-
tvorit sief na hranici. Pre vytvorenie siete na hranici je moznost vyuzit napriklad
nastroj MeshSurface.idp, po jeho zahrnuti na zaciatku programu su dostupné
konstruktory siete cez oblast sféry Sphere(), ¢i cez oblast elipsoidu El1lipsoide().

Funkcia Sphere(R, h, L, 0X, 0Y, 0Z, orient), obsahuje 7 parametrov. R defi-
nuje jej polomer, h je velkost siete, L je oznacenie, 0X,0Y,0Z predstavuju stred a orient
definuje orientdciu. Pokial nie je uvedené inak, stred predstavuje bod so stradnicami
[0,0,0]. Vo funkcii E11ipsoide(RX, RY, RZ, h, L, 0X, 0Y, 0Z, orient) je zmena
len pri definovani deky polosi v smere jednotlivych osi.

Nasledujtici kéd definuje siet cez oblast tvaru sféry s polomerom r a stredom v bode
so sturadnicami [0,0,0] pomocou generatora sieti tetg() a konstruktora Sphere().

Takto vytvorend siet je zobrazend spolu s jej rezom na obrazku 1.4

load "msh3" //nacitanie povinneho pluginu pre 3d siet

load "tetgen" //nacitanie generatora siete

include "MeshSurface.idp" // zahrnutie nastroja pre konstruktory siete
real r = 1.; // polomer sfery

real h = 0.2; // velkost siete

meshS s = Sphere(r, h, 1, 1); // vytvorenie siete na hranici:

// vytvorenie siete cez celu oblast:

real[int] rl = [0., 0., 0., 1, 0.005];

mesh3 m = tetg(s,switch="palAY",regionlist=rl);

Obr. 1.4: Priklad siete cez 3D oblast vytvorenej pomocou tetg() a Sphere()
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Okrajové podmienky:

Riesenie diferencidlnych rovnic pomocou metédy koneénych prvkov obsahuje aj
zahrnutie okrajovych podmienok. Softvér FreeFEM pontka jednoduché sposoby ich
definovania.

Pri definovani Dirichletovych okrajovych podmienok nezélezi, ¢i je definovana
na hranici 2D oblasti alebo 3D oblasti, podmienka je definovand rovnako v oboch
pripadoch: Nech neznama funkcia u spifla dirichletovi okrajovi podmienku, ktord je
definovana na hranici h

ulp = g, h C R (R?).

Do kédu pre softvér FreeFEM sa definuje pomocou funkcie
on(h,u=g).

Neumannova a Newtonova okrajova podmienka sa vo FreeFEM zadava priamo do
slabej formulacie daného problému.
2D: Nech neznama funkcia u spliia Neumannovi okrajovii podmienku na hranici

h, ktora je definovana nasledovne

0

U
=g, hl C R,
64|h g

potom sa vo FreeFEM definuje
int1d(M,h) (g¥w), (1.1)

pricom M oznacuje siet w je vdhova funkcia.
Pre tlohy riesené na 3D oblasti sa pri definovani Neumannovej podmienky v slabej

formulacii zmeni v rovnici 1.1 krivkovy integral na plosny int2d (M,h) (g*w).

Elementy:

Dalsou délezitou sicastou riesenia diferencidlnych rovnic metédou koneénych prv-
kov je volba elementov. FreeFEM pontika na vyber spomedzi viacerych moznosti. V
aktualnej verzii softvéru su dostupné napriklad Lagrangeove elementy, linearny - P1,
kvadraticky - P2.

AN A

Obr. 1.5: Linearny a kvadraticky element v 2D a 3D |
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RieSenie tlohy:

V softvéri FreeFEM vystupuje priestor fespace. Pomocou neho sa definuje novy
datovy typ, ktory je charakterizovany sietou cez dant oblast a zvolenym typom elemen-
tov, fespace Nazov(Siet’, TypKone&nychPrvkov), tohto typu bude hladané funkcia
ako aj vahova funkcia vystupujica v slabej formulacii. Znamend to, ze softvér auto-
maticky najde hodnoty hladanej funkcie v uzloch elementov danej siete, napriklad pri
linedrnych elementoch (P1) to budi hodnoty vo vrcholoch trojuholnikovych respektive
tetraedralnych elementov.

Na riesenie parcidlnej diferencidlnej rovnice je mozné pouzit détovy typ solve alebo
problem. Definovanie problému je v oboch pripadoch rovnaké, rozdiel nastava len v
tom, ze pouzitim solve sa problém okrem deklaracie aj automaticky vyriesi. Naopak
pouzitim problem sa dany problém len deklaruje a jeho spustenie nastava az zavo-
lanim nazvu problému, ktory sa pouzil pri deklaracii. Pri oboch moznostiach mozno
definovat metédu riesenia, dostupnd je napriklad metéda zdruzenych gradientov (CG),
Choleskyho rozklad (Cholesky) ¢i Zovseobecnend metéda minimdlnych rezidui (GM-
RES).

Takze pre samotné riesenie diferencialnej rovnice v programe FreeFEM je potrebné
vytvorit siet cez dant oblast, zvolit si typ elementu, zostrojit slabi formulédciu a za-
hrnit okrajové podmienky. Nizsie si uvedené pseudokédy na ilustrovanie riesenia di-
ferencialnej rovnice vo FreeFEM a porovnanie rozdielu pouzitia pri rieseni datové typy

solve a problem.

fespace Priestor(Siet, TypKonecnychPrvkov, Metoda)
Priestor u; // hladana funkcia
Priestor w; // vahova funkcia
// deklaracia problemu a jeho automaticke riesenie

solve NazovProblemu(u,w) = Slaba Formulacia Problemu so zahrnutim OP;

V pripade, kedy chceme problém definovat, ale rieSenie spustit v inej éasti programu

vyuzivame typ problem. Takto rieSeny problém je ilustraéne ukdzany v programe nizsie:

fespace Priestor(Siet, TypKonecnychPrvkov, Metoda)

Priestor u; // hladana funkcia

Priestor w; // vahova funkcia

// deklaracia problemu BEZ JEHO RIESENIA

problem NazovProblemu(u,w) = Slaba Formulacia Problemu so zahrnutim OP;
// spustenie riesenia

NazovProblemu;
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Vizualizacia a export dat:

Zobrazenie siete, riesenia alebo ich export je doleZitou stcastou vyuzivania kazdého
softvéru pre metédu koneénych prvkov. V softvéri FreeFEM je mozné pouzZit viacero
funkcii.

Vstavanda funkcia pre vizualizaciu je funkcia plot (), ktora obsahuje viacero para-

metrov, medzi zakladné patria:

e Nazov siete, ktord sa ma vykreslit,

e Nazov funkcie, ktord predstavuje riesenie diferencialnej rovnice,

e wait = 0 alebo 1 definuje, ¢i sa m4 ¢akat pred pokracovanim chodu programu,

e ps = "nédzov siiboru.format", pod akym sa vizualizicia uloZi, formét mus{ byt
.ps alebo .eps,

e fill = 0 alebo 1 definuje, ¢i sa farebne vyplni celd siet podla hodnot rieSenie,

e value = 0 alebo 1 definuje, ¢i sa zobrazi skala hodnot riesenia,

e cnm = "text", ktory sa zobrazi pri vykresleni.

Povinné je definovanie aspoil jedného z prvych dvoch parametrov, teda bud’ nazov
siete alebo riesenia. V pripade vykreslenia len rieSenia diferencidlnej rovnice je mozné
stlacenim klavesy M zobrazit dodatocne siet.

Silnejsim ndstrojom na vykreslovanie je funkcia medit(), na jej vyuZzite je nutné
nacitat na zaciatku kédu baliéek medit pomocou prikazu load "medit". Hlavna
vyhoda vyuZzivania funkcie medit() na vykreslovanie je, Ze v pripade 3D oblasti je

mozné vykreslit ich rez. Parametere vstupujice do funkcie su:

e "Nazov", ktory sa zobrazi pri vykresleni,

e Nazov siete, ktord sa m4 vykreslit,

e Nazov funkcie, ktora predstavuje riesenie diferencialnej rovnice,
e wait = 0 alebo 1 definuje, ¢ sa mé ¢akat pred pokracovanim chodu programu,
e save = "riesenie.sol" - ulozenie rieSenia vo formate .sol.

V pripade vyuzitia tejto funkcie je povinny parameter "Ndzov" a Nazov siete
pre zobrazenie siete, v pripade zobrazenia rieSenie je potrebné pridat Nazov funkcie.

Ostatna manipulacia s vizualizaciou sa vykonava pomocou pravého tlac¢idla na mysi:

e Farebné zobrazenie rieSenia: Data — Toggle metric,

e Rez : Clipping — Toggle clip,

— Zarovanie rezu: Clipping — Toggle capping,

e Export: File — Hardcopy EPS.
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FreeFEM pontka ulozenie siete a riesenia vo formate, ktory je mozné nasledne
nac¢itat napriklad v programe Paraview alebo Matlab.
Pre Paraview je nutné nacitanie kniznice load "iovtk" a nasledne pouzitie funkcie

savevtk (), ktora obsahuje parametre:

e "nazov.vtu" - refazec, ktory obsahuje ndzov stiboru vo forméate .vtu,

NazovSiete,

NazovFunkcieRieSenia,

dataname="nazov", pod ktorym sa v Paraview zobrazia data,

order= int[int] pole obsahujice 0(P0) alebo 1(P1).
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Kapitola 2

Diferencialna rovnica pre

poruchovy potencial

V tejto kapitole je priblizeny pojem poruchového potencidlu Zeme, nasledne zostro-
jenie geodetickej okrajovej ulohy, ktora predstavuje parcialnu diferencialnu rovnicu pre
poruchovy potencidl, nésledne je tu aj vytvorenie slabej formulacie danej rovnice pre

pouzitie v softvéri FreeFEM.

2.1 Teédria potencialu

Zem podla Newtonovych zdkonov nad svojim povrchom vytvara gravitaéné pole.
Jeho prejavom je posobenie gravitacnej sily v okoli Zeme tak aj na jej povrchu. Okrem
gravitacnej sily, v kazdom bode okolia Zeme ako aj na jej povrchu posobi taktiez od-
stredivd sila, ktora je dosledkom rotacie Zeme okolo vlastnej osi. Rotéciou gravitacného
pola dochddza k vytvoreniu tiaZového pola Zeme, ktoré je charakterizované vektorom
tiazového zrychlenia §. Toto tiaZové pole mozno popisat veli¢inou, ktord sa nazyva
tiazovy potencial W, ktory je tvoreny gravitacnym W, a odstredivym W, potencidlom

1]

W(X)=W,(X)+W,(X), XeR (2.1)

Potom vektor tiazového zrychlenia ¢ predstavuje gradient tiazového potencialu W

i=vW, (2.2)
ow ow ow
= ) 2.
viv (8x’8y’8z> (2:3)
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Zemsky povrch je tvoreny rovinami, horstvami, moriami ¢i ostrovmim a preto sa
kvoli svojej zlozitosti vyuzivaju jeho geometrické aproximécie. Najcastejsie sa jedna o

referencny elipsoid.

referenény elipsoid

- - e e - e
- — - — = .

Zemsky povrch

Obr. 2.1: Zemsky povrch a jeho aproximécia referenénym elipsoidom [3]

V histérii bolo definovanych mnozstvo pribliznych rozmerov Zeme. Parametre
elipsoid sa ziskavajui zo stupiiovych pozemnych merani, vzhladom na nepravidelnost
zemského povrchu moze byt pre rozne oblasti vhodné pouzit rozne elipsoidy. Najlepsou
aproximdciou Zeme by bol trojosovy zemsky elipsoid, ktorého geometria je stale velmi
zlozitd a preto sa v geodetickej praxi vyuzivaju dvojosové rotacné elipsoidy, ktorym st
pridelené geometrické a fyzikdlne vlastnosti Zeme. [1]

Potencial generovany referenénym elipsoidom ozna¢me ako normalovy tiazovy po-

tencidl U, ktory je zostrojeny podobne ako skutocny tiazovy potencidl W [11]

U(X) =U,(X) + U,(X), X cR?, (2.4)

kde U, oznacuje gravitacny potencial a U, odstredivy potencidl.
Odcitanim skutocného W a normaélneho U poruchového potencialu vznikne poru-

chovy potencial T'

T(X)=W(X)-U(X), zeR (2.5)

Zanedbanim atmosféry, poruchovy potencial T" je harmonicka funkcia, ktord v pries-

tore mimo Zeme spliia Laplaceovu rovnicu. [J]

AT(X)=0 z€eR’ (2.6)

2.2 Geodeticka okrajova idloha

Rozdiel medzi vektorom skutocného tiazového zrychlenia g a vektorom norméalneho

tiazového zrychlenia v sa definuj ako vektor poruchovej anomalie (5?(] 6],

—

5= 7. (2.7)
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Vyvoj satelitnych technolégii do geodézie priniesol nové moznosti. Z gravimet-
rickych a satelitnych merani dostdvame velkost ¢ vektora skuto¢ného tiaZového
zrychlenia § v bode P na zemskom povrchu. Velkost vektora normélneho tiaZového
zrychlenia v rovnakom bode sa oznacuje v, potom rozdielom tychto dvoch velkosti

vznikne tiazovéa porucha [12]
0g =g —1- (2.8)

Geodeticka okrajova tloha s pevnou hranicou na oblasti €2 je definovana nasledovne:
AT(X)=0 X e, (2.9)

9T T 0T

AT(X) = 2.10
() = G+ 5o + g (2.10)
prislichajice okrajové podmienky:
oT
— =09"(X) Xel
7 (2.11)

T(X)=Ts(X) Xe€dQ-T

pricom %T = 0g(X) *cos(0) = 6g*(X), kde 0 je uhol medzi vonkajsim normélovych
vektorom 77 na I' a vektorom smeru normdlneho tiaZového zrychlenia 3, d'alej T
oznacuje hodnotu poruchového potencidlu ziskaného z merani satelitov. Oblast € je
ohranicena zvnutra hranicou I', ktorad predstavuje povrch Zeme a zvonka hranicou

02 — I" umelo vytvorenou vo vyske satelitu [11].

2.3 Slaba formulacia

Nizsie je zobrazeny postup vytvorenia slabej formulédcie pre rovnicu 2.9, ktora je
potrebna pri rieseni v softvéry FreeFEM.

Rovnicu (2.9) je nutné vyndsobit vahovou funkciou w a zintegrovat cez oblast

/wAT dQ2=0 (2.12)
Q
o (0T o (0T
Q
pre 3D verziu by sa eSte pridal clen: % (g—f).
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Nésledne sa na (2.13) aplikuje Greenova veta [4]:

/fﬁg dx:/fgnidS—/afgdm
e ple. G

Po jej aplikécii vznikne nasledovy tvar rovnice:

or or OowdT  OwdT
—w | =—n, + — Q ——— 4+ —— ] dQ =
/ w(axn —|—ayny) do +/(8x8x+8y8y)d 0,
o9 Q

kde vyrazy v zatvorkdch mozno upravit na skaldrny siéin vektorov:

or oT .
(%nx + B_yny) =VI-1n=gq,
(8w8_T ow T

° - — VT
6x8x+8y8y) Vw-V

Dosadenim (2.16) a (2.17) do (2.15) vznikne koneény tvar slabej formulécie:

/Vw~VTdQ:/qudaQ
Q o0
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Kapitola 3
Experimenty

V tejto kapitole budu predstavené experimenty vykonané na jednoduchych oblas-
tiach, na ktorych sa ikaze praca so softvérom. Rovnako tak v tejto kapitole bude pri
experimentoch vypoéitana L, norma chyby priblizného riesenia pre zjemiiujicu sa siet

spolu s experimentalnym radom konvergencie.

3.1 L2 norma chyby a EOC

Pre vypocet chyby pri experimentoch vo FreeFEM sa bude vyuZivat L, norma

chyby, ktora sa vypocita ako

17T = | [ (@) - T.0))* as @)

kde T je priblizné rieSenie a T, je presné riesenie.
Dalej bude odhadnuty aj rad presnosti, pomocou vypoétu experimentalneho radu

konvergencie, ktory sa pocita nasledovnym sposobom

hyba(h) loge(fybba(;ﬁ))
EOC<h7h*>:lOgL (C yoa > _ Cy:( ) :
ne \ chyba(h*) loge (1)

kde h je velkost elementov a h* je velkost elementov po zjemneni siete.

(3.2)

3.2 Experimenty pre 2D oblast

Presné riesenie T, pre Laplaceovu rovnicu 2.9 na oblasti medzikruzia je dané ako

prirodzeny logaritmus vzdialenosti od stredu oblasti

T, = —log(\/2? + y?). (3.3)
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3.2.1 Vypoctova oblast je medzikruzie v prvom kvadrante

Prvy experiment v programe FreeFEM v 2D bude uvazovat oblast Q ako 1/4 me-
dzikruzia v prvom kvadrante s vnutornym polomerom r; = 1 a vonkajsim polomerom

ro = 2, stred bude bod so stradnicami [0, 0].

>

N

-
w

EE e e e At

=

Obr. 3.1: Vypoétova oblast pre 1. pripad v 2D

Pre takito oblast sa k rovnici 2.9 budi uvazovat okrajové podmienky v tvare:

Dirichletova okrajovd podmienka na vonkajsie hrane:
T(X)=—log(ry), X ey (3.4)

Neumannové okrajova podmienka na vnutornej hrane:

or(xX) 1
e XeTl .
@ﬁ - ) € 1, (3 5)

Nulové Neumannové okrajové podmienka na zvysnych hranéch:

OT (x)
on

=0, zely Dy, (3.6)

kde 71 je vonkajsi normdlovy vektor na prislusni hranicu. Softvér FreeFEM mé
opacne otoceni normalu n a preto sa Neumannova podmienka v programe definuje
bez znamienka minus ako bude vidiet v kédoch niZsie.

Postup implementécia tilohy do softvéru FreeFEM bude pozostavat z vytvorenia
siete cez danud oblast zobrazend na obrazku 3.1. Potom sa prepiSe slaba formulécia
problému do pozadovaného tvaru pre softvér, zahrnu sa okrajové podmienky. Nakoniec

7 .~ . ~ 7 . -~ .7 . )
sa vykresli rieSenie a vypocita chyba pre zjemnujicu sa siet.
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Vytvorenie a vykreslenie siete

Nasledujiica cast kédu zobrazuje siet cez oblast ) na obrazku 3.1, ktord m4 hranu
I'y a I'y rozdelent na 2 dieliky, vnitornti hranu I'y na 3 dieliky a vonkajsiu I's hranu
na 6 dielikov. Kazd4 hrana je zadana parametrickym vyjadrenim, a nésledné su jed-
notlivé hrany spojené a vytvorend siet pomocou funkcie buildmesh(). Tvorenie siete

je detailnejsie popisané v casti 1.3.1.

load "medit";

real rl = 1.; //vnutorny polomer

real r2 = 2.; //vonkajsi polomer

real h=r2-rl; //vyska

int gammal=1; //oznacenie vonkajsej hrany

int gamma2=2; //oznacenie vnutornej hrany

// HRANY OBLASTI

border inmner(t=0, pi/2) {x= ril*cos(pi/2-t); y= ri*sin(pi/2-t);
label=gammal;}; //vnutorna hrana

border outer(t=0, pi/2) {x= r2*cos(t); y= r2*sin(t); label=gamma?2;};
//vonkajsia hrana

border left(t=0, 1) {x=0; y=r2-h*t;}; // gamma3

border right(t=0, 1) {x=ril+hxt; y=0;}; // gamma4

// VYTVORENIE SIETE

mesh m = buildmesh(right(2) + outer(6) + left(2) + inner(3));

medit ("SIET", m); //Vykreslenie

Obr. 3.2: Vykreslenie siete cez oblast €, ktord je na obrazku 3.1

RieSenie ulohy

Na vyrieSenie ulohy program FreeFEM vyuziva slabi formuldciu problému.

/Vw~VTdQ—/w%d8S2:O (3.7)
n
Q o0
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Prepis slabej formulacie v programe vyzera spolu so zahrnutim Neumannovej okra-

jovej podmienky nasledovne:
int2d (m) (dx (T) *dx (w)+dy (T) *dy (w) ) -int1d (m,gammal) (w*n)

Zahrnutie Dirichletovej okrajovej podmienky sa vo FreeFEM spravi pripisanim

+on (gamma2,T=d) za slabd formulaciu.

e m = siet cez oblast

e gammal = oznacenie hrany I’y

e n = %L = L (Neumannova okrajovd podmienka)
7 1

e gamma2 = oznacenie hrany I

d = —log(rs) (Dirichletova okrajovd podmienka)

Nizsie uvedend cast kédu predstavuje rieenie problému pomocou solve s pouZitim

Lagrangeovskych linearnych elementov P1.

1/r1; //Neumann
-log(r2); //Dirichlet

fespace SpaceP1(m, P1); //definovanie priestoru

real n

real d

SpacePl T, w;

//RIESENIE

solve Laplace(T,w,solver=CG)

int2d (m) ( dx(T)*dx(w) + dy(T)*dy(w) )
- intld(m,gammal) ( w*n ) //neumann

+ on(gamma2, T=d) //dirichlet

b

medit ("RIESENIE" ,m,T); //Vykreslenie

Obr. 3.3: Vykreslenie rieSenia cez vytvorenu siet
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L2 norma chyby a jej EOC

Pre zjemiiujicu sa siet na danej oblasti je v nizsie uvedenej tabulke 3.1 zobrazend
Lo norma chyby rieSenia spolu s experimentalnym radom konvergencie. Zjemnovanie

je vzdy dvojndsobné, teda na kazdej hrane sa zdvojndsobi pocet dielov ako je vidiet na
obrazku nizsie.

Obr. 3.4: Vykreslenie zjemniujicej sa siete

V tabulke nizsie prvy stipec definuje pocet dielikov na kazdej hrane pre zjemnujicu

. ? . ’ 7 . s .
sa siet, tak ako je to zaddvané aj v samotnom softvéri.

nri1 X nrg X nrg X Nry Lgnorma EOCL2
3 X6 x2x2 0.0149868
6 x12 x4 x4 0.0033381 | 2.166
12 x 24 x 8 X 8 0.0008693 | 1.941
24 x 48 x 16 x 16 | 0.0002179 | 1.996
48 x 96 x 32 x 32 | 0.0000532 | 2.034
96 x 192 x 64 x 64 | 0.0000137 | 1.954

Tabulka 3.1: L? chyba a EOC pre zjemiiujticu sa siet.

Ako mozno vidiet v tabulke, chyba metédy so zjemnovanim siete klesé a to vidy

priblizne stvornasobne, rovnako vidime, ze rad presnosti metody je 2.

3.2.2 Vypoctova oblast je celé medzikruzie

V druhom pripade sa bude uvazovat oblast Q celé medzikruzie ako je vidiet na
obrazku 3.5 nizsie.

Obr. 3.5: Vypoctova oblast pre 2. pripad v 2D
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Pre takito oblast sa k rovnici 2.9 bude uvazovana rovnaka Dirichletovd 3.9 aj
Neumannova okrajova podmienka 3.10 ako to bolo v predchadzajicom pripade akurat

uz tu nebude vystupovat nulovd Neumannové okrajovd podmienka.

Vytvorenie a vykreslenie siete

Nasledujici kéd ukazuje ako vytvorit sief cez vysSie zobrazent oblast €2, jej von-
kajsia hranica ['s je rozdelend na 12 dielikov a vnutorna I'y na 6 dielikov. Tvorenie siete

je detailnejsie popisané v casti 1.3.1.

load "medit";

real r1 = 1.; //vnutorny polomer

real r2 = 2.; //vonkajsi polomer

int gammal=1; //oznacenie vonkajsej hrany

int gamma2=2; //oznacenie vnutornej hrany

// HRANY OBLASTI

border inner(t=0, 2*pi) {x= ril*cos(t); y= rilxsin(t); label=gammal;l};
border outer(t=0, 2*pi) {x= r2*cos(t); y= r2*sin(t); label=gamma?2;};
// VYTVORENIE SIETE

mesh m = buildmesh(inner(-6) + outer(12));

medit ("SIET", m); // vykreslenie

RiesSenie ulohy

Pri rieseni tlohy cez oblast Q) nenastéva v kéde Ziadna zmena voéi predchadzajicemu
pripadu 3.2.1.
Definovand sief v kéde 3.2.2, a rieSenie problému na takejto oblasti vyzerd nasle-

dovne

Obr. 3.6: Vykreslenie siete spolu s rieSenim
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L2 norma chyby a jej EOC
Na niZSie zobrazenych obrdzkoch je zndzornené zjemiiovanie siete cez oblast €,
sposobom, ze na vnutornej hranici I'; aj na vonkajsej hranici I'y sa pocet dielikov vzdy

zdvojnésobi.

Obr. 3.7: Vykreslenie zjemnujicej sa siete m

K rieSeniam na vyssie uvedenych sietach prislicha nasledujica tabulka, ktora zo-
brazuje L, normu chyba a aj experimentalny rad konvergencie, ktorym odhadnem rad
presnosti pouzitej metody. V prvom stfpci je uvedeny pocet dielikov na vnutornej I'y

a na vonkajsej I's hranici.

nr1 X nry | Le norma | EOC,
6 x 12 0.119585
12 x 24 0.029214 | 2.0333
24 x 48 0.007466 | 1.9681
48 x 96 0.001770 | 2.0759
96 x 192 | 0.000438 | 2.0129
192 x 384 | 0.000108 | 2.0109

Tabulka 3.2: L? chyba a EOC pre zjemiiujticej sa siet

V tabulke 3.2 je vidiet, Ze so zjemiujicou sa sietou klesa aj chyba, a to priblizne
4 nasobne s dvojnasobne hustejsou siefou, pricom zvolend metéda je druhého radu

presnosti.
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3.3 Experimenty pre 3D oblast

Presné riesenie pre rovnicu 2.9 na oblasti medzi dvomi sférami je definované nasle-

dovne: )
T, = (3.8)

/x2—|—y2+z2’

kde \/22 + 32 + 22 vyjadruje vzdialenost od stredu oblasti, ktory je v bode [0, 0, 0].

3.3.1 Vypoctova oblast je medzi dvomi sférami

Pre riesenie diferencidlnej rovnice v 3D priestore sa bude uvazovat oblast Q ako
oblast vytvorend dvomi sférami, jedna s polomerom 7; = 1 bude tvorit vnitorni cast
hranice a druhd s polomerom 7, = 2 bude tvorit vonkajsiu ¢ast hranice. Stred oboch

sfér bude v bode so stradnicami [0,0,0]. Na obrazku nizsie, je tato oblast zobrazen4.

Obr. 3.8: Vypoctova oblast pre 3D pripad

Pre tito oblast a rovnicu 2.9 sa budi v experimentoch uvazovat okrajové pod-

mienky v tvare:

Dirichletova okrajova podmienka na vonkajsie ¢asti hranice:

T(X)= L, Xem (3.9)

)
Neumannova okrajova podmienka na vnutornej ¢asti hranice:

oT(X) 1
o~ el (3.10)

Softvér FreeFEM mé opacne oto¢ent normalu 77 a preto sa Neumannova podmienka

v programe definuje bez znamienka minus ako bude vidiet v kédoch nizsie.
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Vytvorenie a vykreslenie siete

Pre vytvorenie siete cez oblast zobrazent na obrdzku 3.8 v softvéri FreeFEM je
vyuzita funkcia Sphere () pre definovanie siete na hranici a nésledne pomocou funkcie
tetg() je vytvorend siet z elementov tvaru tetraédra medzi hranicami. Detailnejsi

popis tychto funkcii je v ¢asti 1.3.1.

load "msh3"

load "tetgen"

load "medit"

include "MeshSurface.idp"

real ri1=1.; //vnutrony polomer

real r2=2.; // vonkajsi polomer

real hs = 1.; //velkost siete na hranici
int gammal=1; //oznacenie vonkajsej hrany
int gamma2=2; //oznacenie vnutornej hrany

// VYTVORENIE SIETI NA HRANICI

meshS ml = Sphere(rl, hs, gammal, -1);
meshS m2 = Sphere(r2, hs, gamma2, 1);
meshS mS = ml+m2;

// VYTOVRENIE SIETE CEZ CELY OBJEM
real[int] hole = [0.,0.,0.]; //suradnice
real voltet=(hs"3)/6.; //objem elementu
real[int] region = [1.5,0.,0.,1,voltet]; //vlastnosti oblasti
mesh3 m =
tetg(mS, switch="paAYY" ,nbofholes=1,holelist=hole,nbofregions=1,
regionlist=region);

medit ("SIET", m); // vykreslenie

Obr. 3.9: Vykreslenie siete m
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Riesenie
Opiit, ako pri predchadzajicom priklade treba slabi formulaciu problému previest

do reci softvéru a zahrnit okrajové podmienky. Prepis slabej formuldcie 3.7 a zahrnutie

Neumannovej okrajovej podmienky vyzera nasledovne:
int3d(m) (dx (T) *dx (w) +dy (T) *dy (w) +dz (T) *dz (w) ) -int2d (m, gammal) (w*n)

Rovnakym sposobom ako v 2D pripade, zahrnutie Dirichletovej okrajovej pod-

mienky nastéva pripisanim vyrazu + on(gamma2, T=d) za slabd formulaciu.

e m = siet cez oblast Q

e gammal = oznacenie hrany I'y

en=2 = % (Neumannova okrajova podmienka)
e gamma2 = oznacenie hrany [y

o d= % (Dirichletova okrajové podmienka)

NiZsie uvedend cast kédu predstavuje rieSenie problému pomocou solve s pouZitim
Lagrangeovskych linedarnych elementov P1 a pomocou vyssie definovanej slabej for-

mulécie a vytvorenej siete cez dani oblast.

1/r1xrl; // Neuman
1/r2; // Dirichlet

real n

real d
fespace SpacePl(m, P1);
SpacePl1 T, w;
// RIESENIE
solve Laplace(T,w, solver = CG)
= int3d(m) ( dx(T)*dx(w) + dy(T)*dy(w) + dz(T)*dz(w) )
- int2d(m,gammal) ( w*n ) //neumann
+ on(gamma2, T=d) //dirichlet

medit("Solution",m,T); //vykreslenie

Obr. 3.10: Vykreslenie riesenia
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L2 norma chyby a jej EOC

Na nizSie zobrazenych obrazkoch je znédzornené zjemnovanie siete tak, Ze na
vnitornej hranici I'; aj na vonkajsej hranici 'y sa velkost siete vidy zmensi o po-
lovicu. Nésledne pomocou tejto velkosti je definovand siet celej oblasti na zdklade

maximalneho objemu elementu.

Obr. 3.11: Vykreslenie zjemnujucej sa siete

K rieseniam vypoc¢itanym na vyssie uvedenych siefach prislicha nasledujica ta-
bulka, ktord zobrazuje L, normu chyba spolu s experimentalnym radom konvergencie,
ktorym odhadnem rad presnosti pouzitej metédy. V prvom stipci je uvedend velkost

siete na vnutornej I'; a na vonkajsej I'y hranici.

velkost siete | Ly norma | EOC,
1.0000 0.31064
0.5000 0.07608 | 2.02954
0.2500 0.01644 | 2.21007
0.1250 0.00430 1.93232
0.0625 0.00136 1.65884

Tabulka 3.3: L? chyba a EOC pre zjemiujticu sa siet
V tabulke 3.3 je vidiet, Ze so zjemnujticou sa siefou klesa aj chyba a to priblizne

stvorndsobne s dvojnasobne hustejSou siefou, pri¢om zvolend metdda je druhého radu

presnosti.
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Kapitola 4
Vizualizacia pomocou ParaView

Ako bolo uvedené v prvej kapitole, ddta z FreeFEM moZno exportovat aj pre vi-
zualizaciu v inych softvéroch. V tejto kapitole je uvedend vizualizacia vysledkov z
predchadzajicej kapitoly pomocou softvéru ParaView.

Vo vsetkych 3 nasledujucich vizualizaciach je pouzity nizsie uvedeny kéd pre export

dat z FreeFEM. Detailnejsi popis pouzitia funkcie savevtk() je v 1. kapitole.

load "iovtk";
int [int] o = [1];

savevtk("riesenie.vtk", m, T, dataname="T", order=o);

4.1 Vizualizacia rieSenia na vyseku medzikruzia

Na obréazku nizsie je zobrazené rieSenie vypocitané v casti 3.2.1 spolu s rieSenim aj
na jemnejsej sieti. Na obrazkoch vpravo si vidiet body, v ktorych sa pocitalo riesenie,
KedZe som pracovala s linedrnymi elementami, tieto body predstavuji vrcholy ele-

mentu.

Obr. 4.1: Vizualizacia rieSenia v ParaView
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4.2 Vizualizacia rieSenia na celom medzikruzi

Na obrdzku nizsie je opit zobrazené rieSenie tentoraz vypocitané v casti 3.2.2,

rovnako aj rieSenie na jemnejsej sieti.

Obr. 4.2: Vizualizacia rieSenia v ParaView

4.3 Vizualizacia rieSenia na oblasti medzi 2 sférami

Na obrazku nizsie je opit zobrazené rieSenie tentoraz vypocitané v casti 3.3.1,
rovnako aj rieSenie na jemnejsej sieti. Na obrazkoch vpravo je rez cez tieto oblasti pre

lepsiu vidietInost riesenia.

8

Obr. 4.3: Vizualizacia rieSenia v ParaView

Ako je vidief na obrdzkoch vyssie, v ParaView je mozné napriklad zobrazit sa-
motné body, v ktorych bolo rieSenie pocitané. Softvér ParaView md mnoho dalsich
velmi zaujimavych moZnosti pre vykreslovanie rieSenia, ktoré vo FreeFEM nie si zre-
alizovatelné. No samotnd funkcia medit vo FreeFEM je na zdkladné vykreslovanie
postacujica pretoZe rovnako ako v ParaView je mozné oblast prezerat, ¢o je dolezité

pre 3D oblasti a teda nie je nutné kvoli rezu ddta exportovat do ParaView.
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Zaver

V bakalarskej praci bol predstaveny softvér FreeFEM, ktory vyuziva metdédu
kone¢nych prvkov na rieSenie problémov. Vyuzitie softvéru bolo ukdzané na rieSeni
Laplaceovej rovnice pre poruchovy potencial mimo povrchu Zeme spolu s Dirichletovou
a Neumannovou okrajovou podmienkou. Této tloha sa riesila na 3 roznych oblastiach,
v 2D priestore to bola ¢ast medzikruzia a celé medzikruzie, v 3D priestore bola oblast
tvorena priestorom medzi dvomi sférami. Pri vSetkych experimetoch bolo vykonané
zjemiiovanie siete pre pozorovanie ¢ vobec, a ak, tak ako velmi sa L, norma chyby
zmensuje a aky je experimentdlny rad konvergencie (EOC), ktorym bol odhadnuty
rad presnosti. Zjemnovanie siete bolo vo vSetkych pripadoch dvojnasobné pricom
vypoéitana chyba sa zmensovala vzdy o priblizne stvrtinu. Pomocou EOC bol rad pri
vSetkych experimentoch vypocitany na hodnotu priblizne 2.

Co sa tyka préce so softvérom FreeFEM, pri vytvarani siete v 2D nenastal ziadny
problém ani pri naslednom zjemtovani. Naopak, pri definovani sieti v 3D, nie len, ze
samotné vytvaranie je znacne komplikovanejsie ale pri uréitom prekroceni velkosti ele-
mentu doslo k nerovnomernému generovaniu siete na hranici sféry, ¢o vsak nemalo
vyznamny vplyv na vypocitani chybu. Tento jav nebolo mozné ovplyvnit pretoze
softvér siet generuje sam na zdklade definovanych vstupnych argumentov. Sposob,
ktorym by sa tomu dalo predist je na¢itanie siete z externého stiboru. FreeFEM podporu
napriklad nacitanie siete formatu .vtk. Avsak cielom prace bola praca so samotnym
softvérom a jeho generovanim siete.

Silnou strankou softvéru je vyuzivanie slabej formulacie, takze je definovanie
riesenia problému pomerne jednoduché pokial uzivatel vie zostavit slabi formuléciu.
Nevyhodou vsak je, Ze pri definovani okrajovych podmienok je mozné zaddvat len
funkciu zdvisli od z,y pripadne z. A teda pokial je pre dany problém definovana
okrajova podmienka inou hodnotou v kazdom uzle, je nutné tieto hodnoty nejakym
sposobom prelozit vhodnou funkciou ¢o predstavuje zna¢ny problém a preto v tejto
praci takéto okrajové podmienky nie su vyuzité.

Dalsim pokracovanim vyskumu vyuzitia softvéru FreeFEM pre geodetickd tlohu,
ktoré sa pre kratkost c¢asu nedalo stihnit, by mohlo byt vyuzitie moZnosti na¢itania
siete z externého stiboru a zamerat sa na ndjdenie vhodnej funkcie pre okrajové pod-

mienky, kvoli praci s realnymi datami.
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