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Abstrakt

Abstrakt: Tato praca sa zaobera hladanim funkcie ¢asu prvého prichodu rozpina-
jucej sa krivky pomocou metdd droviiovej mnoziny. Pracuje sa na modeli zahfnajicom
aj krivost pohybujtcej sa krivky. Hlavnym cielom préce je porovnanie nestacionarnej
a stacionarnej met6dy riesenia funkcie ¢asu prvého prichodu pre model uvazujuci kri-
vost. Na zaver sa ziskané poznatky aplikuja pri rieSeni funkcie ¢asu prvého prichodu

rozpinajiceho sa frontu lesného poziaru.

KlItcové slova: metédy droviiovej mnoziny, ¢as prvého prichodu, vzdialenostna fun-

kcia so znamienkom

Abstract

Abstract: This work deals with level set methods in order to find the first arrival
time function of a moving curve. The model includes also a curvature of the propaga-
ting curve. The main objective of the work is to compare solutions to both initial and
boundary value formulation considering the curvature term. Finally the observations

are used to solve the first arrival time of a forest fire front propagation.

Keywords: level set methods, first arrival time, signed distance function
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Uvod

Problému modelovania pohybu kriviek a jeho aplikaciam, napriklad sireniu frontu
lesného poziaru, sa po mnohé roky venuju vedci a matematici na Katedre matematiky a
deskriptivnej geometrie Stavebnej fakulty Slovenskej technickej univerzity v Bratislave.
V tejto praci nadviazeme na nimi ziskané poznatky.

Vyznamnymi publikdciami modelujicimi pohyb lesnych poziarov st napriklad [8]
a [9]. V oboch st popisané takzvané Langrangeovské metddy a samotné modely v nich
zahtnaju okrem inych faktorov aj krivost.

Nasim cielom bude riesit tento problém pomocou Metod urovriovej mnoziny. Moti-
vujeme sa preto pracami [12], [10] a [11], ktoré prindsaji rozne techniky modelovania
pohybu kriviek prave Metédami troviiovej mnoziny. Podobne ako v praci [11] opi-
seme pohyb kriviek prostrednictvom funkcie casu prvého prichodu. Budeme pracovat
na modeli zahfnajicom aj krivost pohybujtcej sa krivky.

Prvym cielom tejto prace bude odvodit a riesif nestaciondrnu rovnicu funkcie tirov-
novej mnoziny a linedrnou interpoldaciou ¢asov prichodu nulovej izoc¢iary tejto funkcie
ziskat stacionarne riesenie funkcie ¢asu prvého prichodu. V nestaciondrnej numerickej
metode aplikujeme a porovname dve rozne diskretizacie krivosti.

Nasledne budeme riesit staciondrnu rovnicu, ktora zlinearizujeme a ziskany sys-
tém linedrnych rovnic budeme riesit réznymi iteracnymi metodamsi. Porovname ich a
spomenieme niektoré ich vyhody, respektive nevyhody pre riesenie rovnice s krivostou.

Cennym prinosom tejto prace bude prave porovnanie nestaciondrnej a staciondrnej
metody riesenia funkcie ¢asu prvého prichodu pre model uvazujici krivost. Oboma me-
tédami vyriesime modelovy priklad a odtestujeme ich presnost a efektivitu pre rovnicu
s ¢lenom krivosti.

Na zaver ziskané poznatky aplikujeme pri rieseni funkcie ¢asu prvého prichodu roz-
pinajiceho sa frontu lesného poziaru. Porovname tak na priklade z praxe vlastnosti
stacionarnej a nestacionarnej metody a taktiez poukazeme na vplyv krivosti na vlast-

nosti riesenie.
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Kapitola 1
Metody trovinovej mnoziny

Metody drovriovej mnoziny (Level set methods), prvykrat predstavené americkymi
matematikmi Stanleym Osherom a Jamesom Sethianom, si vypoctové techniky sli-
ziace na opis Siriacich sa rozhrani funkcii. Vdaka svojim vlastnostiam pristupujua rov-
nako k n rozmernym funkcidm, dokazu sa vysporiadat s topologickym zluc¢ovanim ¢i
delenim a efektivne pocitaju Sirenie frontov pohybujicich sa pod vplyvom komplex-
nych zakonov rychlosti. Metédy troviiovej mnoziny si podrobne popisané v knihéch
[1] a [2].

Klicovou myslienkou, ktord podporila vznik metéd troviiovej mnoziny bol Hamil-
ton - Jacobiho pristup k numerickym rieseniam ¢asovo zavislych nelinearnych rovnic
pre implicitne zadané krivky a plochy. Viac o Hamilton - Jacobiho pristupe sa da najst
v knihe [1].

1.1 Vzdialenostna funkcia so znamienkom

V tejto kapitole objasnime pojem dvojdi-
menzionalnej vzdialenostnej funkcie so zna-
mienkom (signed distance function) &.

V dvojdimenzionalnom pripade front, kto-

rého pohyb sledujeme, je krivka rozdelu-
juca R? na podoblasti s nenulovou plochou. e

Tato krivku reprezentujeme implicitne ako

izoc¢iaru nejakej funkcie. Budeme pouzivat
struény nazov "implicitnd funkcia"pre funkcie,
ktoré si definované implicitne. Vo vseobec- ;. 1.1 Implicitnd funkcia & rozdelujica
nosti plati, Ze izociara n-rozmernej implicitnej oplast na Q=, QF o hranicu 9.

funkcie definovanej na celom priestore R” ma dimenziu n — 1. My sa zameriame na izo-

Clary tvoriace uzavretu krivku. Tieto maju jednoznacne definovanii vnitorni a vonkaj-
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Siu oblast.

Ako priklad si vezmime funkciu

D= /z*+y? —r, (1.1)

kde r je zvolena konstanta.

Nulové izociara ®(x) = 0 sa oznacuje 0f2 a je to uzavretd kruznica definovana ako
00 ={xeR?|x|=r}, kde |z| je Euklidovskd norma. Vniitorna oblast je otvoreny
kruh Q- = { x € R? |x| < r } a vonkajsia oblast je Ot = { x € R?, |x| > r }. Dalej
plati, ze funkcia ¢ nadobida hodnotu 0 na 02, zaporné hodnoty na 2~ a kladné
hodnoty na QF. Vzdialenostné funkcie so znamienkom st podmnozinou implicitnych

funkcii spominanych vyssie. Majme vzdialenostni funkciu d(x) definovani ako

d(x) = min(|x — xy|), pre vsetky x; € 02

0 pre vsetky x € 09, &(x)

podobne @(x) = d(x) pre vsetky x € QF. Teda vzdialenostna funkcia so znamienkom

a zvolme si @(x) —d(x) pre vsetky x € Q a

spltia vietky vlastnosti spominangch implicitnych funkeif. Funkcia & v (1.1) je tiez

vzdialenostnou funkciou so znamienkom.

1.2 Formulacia nestacionarnej tulohy

Majme vzdialenostnt funkciu so znamienkom ¢. Pocia- [ o \
tocnui poziciu pozorovaného frontu definujme ako nulovi izo- N . t o /
¢iaru tejto funkcie v case t = 0. Ak front stotoznime s rovna- ‘ \,f A v
kou, v tomto pripade nulovou izoc¢iarou v lubovolnom case t, : H i/ i\T )
odvodime casovo zavisly problém s definovanou pociato¢nou N
podmienkou. Inak povedané, vyvojom funkcie @ sa bude me- - £ o ' o N /

nit aktualna nulové izociara, o efektivne simuluje propagaciu
frontu (vid obrézok 1.3).
Front v case t je teda definovany ako nulova izociara funkcie

® v case t

kde x(t) je bod leziaci na fronte.

Obr. 1.2: Gradient fun-

kcie (1.1).

(1.2)
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Refazovym pravidlom ziskame

B, + Vd(x(t), 1) - z’(t) = 0, (1.3)

kde dolny index ¢ znaci parcidlnu derivaciu podla casu.
Nech V je rychlost v smere vonkajsej normdly, potom V = x’(t) - n pricom plati
(vid obr. (1.2))
Vo
n=-——.
Vo

Takto ziskame rovnicu konvekcie (¢i advekcie) funkcie @ s danou pociatoénou pod-
mienkou &(x,t=0)= @°

(1.4)

B+ VIVP| =0, (1.5)

kde V' v sebe moze zahinat rézne faktory vplyvajice na zmenu rychlosti. V nasom pri-
pade budeme brat do ivahy konstantni, alebo po ¢astiach konstantni kladni rychlost a
(aby sa front vyvyjal v smere vonkajSej jednotkovej normadly), ktord modeluje napri-
klad "horlavost" oblasti, po ktorej sa pohybuje sledovany front a krivost . Vysledna

rychlost, s ktorou budeme pocitat, je

V=a—0bk, pre b>0,a>0.

V tomto pripade mé nasa rovnica na pravej strane diftzny ¢len [1] x|V @[, a teda
jej findlna podoba je
Dy +a|VO| = bk|V | (1.6)

Okrajové podmienky blizsie urc¢ime pri formuléacii numerickej metédy pre nestaci-

onarnu rovnicu.

Obr. 1.3: Vivoj nulovej izociary vzdialenostnej funkcie so znamienkom v case.
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1.3 Formulacia stacionarnej tlohy

Majme uzavrett krivku I pohybujtcu sa po rovine v smere svojej vonkajsej normély
rychlostou V. Nech V je kladné, takze I" sa bude "rozpinat' a do kazdého bodu roviny
sa dostane najviac raz.

Tento pohyb budeme charakterizovat funkciou ¢asu prvého prichodu 7(z,y) v kaz-
dom bode roviny z a y. Funkcia T(z,y) je teda zobrazenie T : R? — R priradujice
kazdému bodu roviny cas, v ktorom krivka "pride'do bodu (z,y).

Podla knihy [2] odvodime rovnicu vyvoja funkcie 7(z,y) pomocou zédkladného vztahu

draha = rychlost * Cas,

dx =V (dT) (1.7)
a po uprave
dT
1=V —. 1.8
I (1.8)

Vo viacdimenzionalnom pripade (my sa budeme venovat dvojdimenzindlnym pri-

kladom) sa parcidlna derivacia v (1.8) zmeni na gradient funkcie T(z,y).

IVT|V=1, T=0nal (1.9)

Aj v tomto pripade rychlost V mdze nadobidat rézne podoby. Tak, ako aj vo
formulacii problému s poc¢iatoé¢nou podmienkou, aj teraz budeme predpokladaft, ze plati
V = a— bk, s podmienkou V > 0.

Nasa vysledna rovnica po dosadeni za rychlost V' teda bude
alVT| - br|VT| =1 (1.10)

Okrajovym podmienkam sa budeme venovat pri formulacii numerickej met6dy pre rie-
Senie stacionarnej rovnice. Oba pristupy prindsaji so sebou isté vyhody aj nevyhody
a v niektorych pripadoch sa daji navzajom tranformovat. Ich spolo¢nou charakeris-
tikou je napriklad rovnaka formulacia vo viacdimenzionalnych pripadoch R™. Viac o

podobnostiach a rozdieloch tychto dvoch stratégii sa d& néajst v diele [2].
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Obr. 1.4: Graficky zndzornend transformdcia staciondrneho riesenia na nestaci-

ondrne riesenie z knihy [2].



Kapitola 2

Numerické metédy trovinove;j

mnoziny

V nasledujucej kapitole sa budeme venovat diskretizacii a numerickym metédam
riesenia met6éd troviovej mnoziny a funkcie ¢asu prvého prichodu. Nakolko svet nu-
merickych metéd je skutocéne rozmanity, priblizime a porovname viacero réznych pri-

stupov.

2.1 Numerické riesenie nestacionarnej rovnice

Prvym krokom numerického riesenia je spravna diskretizacia rovnice (1.6). Na kar-
tezidnskej sieti by bolo problematické implementovat rovnicu (1.6) s rychlostou V de-
finovanou len na samotnom fronte, preto budeme predpokladat, Ze rychlost V je defi-
novana na celej oblasti €2 (alebo len jednoducho na vopred urcenej oblasti obsahujice;
sledovany front).

Tento pristup vsak moze spoésobit nepresnoti. Majme vektorové pole V, ktoré je
rovné nule takmer na celej oblasti €2, okrem bodov pozicie frontu v aktualnom case,
kde V = [1,0]. Potom presnym riesenim by bol konstantny pohyb frontu vpravo rych-
lostou 1. Pri diskretizacii vicsina (alebo vSetky) body lezia mimo krivky predstavujice;j
front a bude im teda priradend rychlost 0 a front sa nebude takmer vobec hybat (alebo
vobec, ak ani jeden z bodov siete nebude lezat presne na fronte). Blizsie informécie
o problémoch sposobenych diskretizaciou sa daji néjst v knihe [1].

Tomuto problému sa mézeme scasti vyhnit, ak budeme predpokladat, ze rychlost
je v blizkosti frontu spojita.

Nech hodnota funkcie @ v case t" je @". Menit hodnoty funkcie ¢ v case znamené
hladat nové hodnoty @ v bodoch siete po nejakom ¢asovom prirastku At.

Najprv si uvedme casovu diskretizaciu. Nech mé teda hodnota funkcie @ v novom
¢ase t" hodnotu @(t") ~ "1 kde " = " + At.
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Pre casovu diskretizaciu rovnice (1.5) pouzijeme dopredni konecni diferenciu pr-

vého radu presnosti.

@n—&-l — P
At

kde V" predstavuje rychlost v bodoch siete v ¢ase " a |V @"| je norma gradientu funkcie

+ VIV =0, (2.1)

® v case ™.

Osamostatnenim ¢lena ¢! na lavej strane ziskame rovnicu
P = " — At V|V " (2.2)

Rovnica (2.2) predstavuje explicitnii schému, ktorou vypocitame hodnoty funkcie

@ v bodoch siete a v kazdom case t". Za V" dosadime (1.2). Ziskame tvar
P = " — a At |[VO"| + b At k" |[VI". (2.3)

Pre zabezpecenie stability numerickej metody ¢asovy prirastok At zhora ohrani¢ime

vhodnou podmienkou pre b # 0

4b
At <h2> <1, (2.4)
kde h predstavuje priestorovy krok diskretizacie.
V priklade, kde b = 0 je vhodnejSou podmienkou
h
At < —. (2.5)

2a

Vo vSeobecnosti sa jedné o menej "prisnu'podmienku, ktora je dostac¢ujiica pre ilohy

neuvazujice ¢len s krivostou. V nasledujucej ¢asti odvodime priestorovi diskretizaciu.

2.1.1 Rouy-Tourinovej schéma

V nasledujucej casti uvedieme zhrnutie Rouy-Tourinovej schémy priestorovej dis-

kretizacie z préace [1] pre ¢len v rovnici (2.3)

o At |V, (2.6)

Nech h je priestorovy krok na osi z a y. Ozna¢me @"(x;,y;) ~ @, kde x; 11 = z;+1ih

17

a analogicky ;41 = y; + jh, pre 7 a j idice od 0 po N.
Potom |V @"| vo vyraze (2.6) bude rovny

V (0, 21)% + (0,85 )2, (2.7)

kde vyrazy 0,®;; a 0,®; predstavuji aproximacie parcialnych derivdcii podla z a

podla y.



KAPITOLA 2. NUMERICKE METODY UROVNOVEJ MNOZINY 11

Na ich aproximéaciu sa pouzivaji konecné diferencie prvého radu presnosti podla

nasledujucej schémy:

PN —pn .
ij 1—1j mn J— 3 n mn Y
3 pre @Flj = mm{@iflj, @ij, @i+1j}
no_ ) PP n i I n o pn
O @ia — Y3 Dpre ‘pz‘+1j = mm{@—m 9%'7 ¢i+1j} (2.8)

0 pre &% =min{P",; o

i—179 Figo

Lz

n
05>

¢i spatna diferencia podla toho, na ktorej hranici sa nachadzame. Analogicky sa po-

Na hranici siete, t.j. pre 9, &y;, 0. Py; a d, Py, 9, Py, zo schémy vypadne doprednd

stupuje pri aproximacii parcialnej derivacie podla y.

2.1.2 Diskretizacia krivosti s

Poslednym ¢lenom rovnice (2.3), ktory sme zatial nezdiskretizovali je
b At K" |V @". (2.9)

Krivost frontu je definovand ako divergencia jednotkovej vonkajsej normély N [1],
teda
k=V-N. (2.10)

Kedze gradient V @ je kolmy na front funkcie @ a pri vhodnej volbe rovnaky smer
ako vonkajsia jednotkovd norméla @ (vid obr. (1.2)), moézeme ju vyjadrit ako podiel

gradientu funkcie @ a jeho normy.

Vo

=== 2.11

Dosadenim (2.11) do (2.10) ziskame

Vo
=V | == 2.12
) <IWI> 212
Podrobnejsie [1]
B2P,, —20,8,8,, + B2b,,

=2 2.13
: NEE | (213)

kde dolné indexy znacia parcidlne derivacie. Teraz mame na vyber dva postupy dis-
kretizacie. Oba neskdér porovname na konkrétnom priklade. V oboch budeme krivost

na hranici pre jednoduchost zanedbavat. Na hranici siete tak bude platit

P = @1 — g AtV D"
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1. Diskretizacia krivosti pomocou konec¢nych diferencii.

Prvym postupom je diskretizécia parcidlnych derivacii vo vyraze (2.13) centréal-
nymi koneénymi diferenciami druhého radu presnosti. Pouzijeme konecné dife-

rencie z knihy [4].

Py — O+ DLy
h2

en . P
i+1 i—1
¢m(xiayj) ~ #

(pxx(l’iv y]) ~
(2.14)

n n n n
¢i+1j+1 - @iﬂj—l - @ifljJrl + queufl
4h?

@zy(xi, y]) ~

Aproximéacie parcidlnych derivacii podla premennej y vyzeraju analogicky.

Dosadime konecéné diferencie (1) do (2.13). Gradient funkcie @ budeme taktiez
diskretizovat s pouzitim konecnych diferencii @, a &, z (1). Tento postup bu-
deme opakovat v kazdom case n a pre kazdy bod siete x; a y;, okrem hrani¢nych
bodov, kde krivost zanedbame. Vyhneme sa tak problémom s centralnymi dife-

renciami na hranici siete, kde susedné hodnoty nie st zname.

2. Diskretizacia krivosti metédou konec¢nych objemov

Alternativnym postupom pri diskretizacii krivosti je pouzitie metody konecnych
objemov vo vyraze (2.12). Viac o tejto metdde sa da najst v skriptach [3]. V tomto

pripade diskretizacia krivosti bude maf tvar

0,8\ 0,8\ " 0,8\ 0,8\
ve[)  \Ivel) ~ \|lvel) — \|[Ve])
i+1/2 j i—1/2 j i j+1/2 i j—1/2

~ 2.15
K h + h ) ( )

kde ¢l 0.2\’ {t
e clen ’v¢| | | ma tvar
i+1/2 j

ij+1 = T

( zn-i-lj - @2)2 + 16

(M) _ (‘pﬁlj - ¢%>
|V¢] i+1/2 j $ (@L qy}—l + ¢?+1j+1 - ‘pzn+1j—1)2

(2.16)
Analogicky ziskame tvar ostatnych ¢lenov vo vyraze (2.15).

Dalej postupujeme rovnako ako pri prvej metéde. Aproximaciou pomocou ko-
necnych objemov (2.15) budeme pocitat krivost v kazdom ¢ase n a vo vsetkych

bodoch siete z; a y;, okrem hrani¢nych bodov, kde krivost zanedbame.
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2.1.3 Vypocet casu prvého prichodu

Vyssie opisanym nestacionarnym numerickym rieSenim metédy troviiovej mnoziny
ziskame aproximacné hodnoty implicitnej funkcie @ v kazdom case t". Nasim cielom je
vyuzit tieto hodnoty a ziskat funkciu 7T'(x,y), ktord bude vracat ¢as prvého prichodu
frontu do bodov siete z; a y;.

Nezabudnime, ze nas front predstavuje nulova izociara funkcie @ v kazdom case t.
To znamend, Ze front v ¢asovom intervale (¢",¢"*1) prejde prave tymi bodmi x; a y;,

v ktorych funkcia @ zmenila znamienko. Teda plati

n ¢ ~ n+1
&% > 0 a zaroven ¢ < 0. (2.17)

Ak by v niektorej z hodnot platila rovnost, znamenalo by to, ze nulova izociara fun-
kcie @ sa nachddza v uzlovych bodoch (2%, 47) a ¢as prvého prichodu je t*, pripade t"*1.
Na vypocet konkrétneho ¢asu prichodu frontu do bodu (2, 37) vyuZzijeme jednodu-

cht linedrnu interpolaciu v tvare

0= +n(opt — o). (2.18)

Potom je jasné, ze v bodoch, pre ktoré plati (2.17), je ¢as prvého prichodu frontu

rovny

n

A M R
P — (p;;“

At. (2.19)

2.2 Numerické riesenie stacionarnej rovnice

Stacionarne numerické riesenie pozostava z dvoch casti: linearizacia a itera¢na me-
toda. Linearizaciou ziskame systém linearnych rovnic, ktory riesime iterac¢ne pomocou
nejakej iteracnej metody. Neskor si ukazeme a porovname viacero iteracnych metod.
Zatial si len povedzme, Ze linearizacia je v kazdom pripade rovnaka.

Pouzime rovnakt priestorovu diskretizaciu ako pri nestacionarnom numerickom rie-
Seni, teda z;41 = x; +ih a yj41 = y; + jh a nech Tj; = T'(z;, y;).

Rovnica (1.10) mé na lavej strane dva ¢leny. Najskor odvodme linearizaciu rovnice
pre b = 0, teda pre tvar a|VT| = 1. Toto zjednodusenie ndm pomdze lepsie pochopit
rozdiel v linearizacii rovnice s prvymi derivaciami a rovnice, ktord uz obsahuje aj clen

s krivostou k.
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2.2.1 Linearizacia

Rovnicu a|VT| = 1 linearizujme do tvaru

vT*
a VTR =1, 2.20
kde index k = 0, 1,2, ... predstavuje k-tu linearizaciu, pricom pociatoény odhad 7° si

musime zvolit. Poznamenajme, zZe ziskat vhodny pociato¢ny odhad je vo vSeobecnosti
netrivialne. Plati a > 0, a tak nim mdzeme rovnicu predelit. Po aplikécii skalarneho
suc¢inu ziskame tvar
o,T* o, T** 9,T% 9,T*1 1
T x + Yy Y = -, (221)
|VTk| |VTk| a

kde znakom parcialnej derivacie oznacujeme numerickt aproximéciu parcidlnej deriva-

cie podla z a podla y. Oznac¢me pre body siete

0, T o,Tr
Uy = o0y e (2:22)
TovITEr Y VT
Na aproximaciu parcidlnych derivacii pouzijeme Rouy-Tourinovej schému (2.8). Zis-
kame tvar

1
Us; 0T + Vig 9,T5™ = —

Uvazujme dva rozne scenare pre hodnoty U;; a Vj;: ak je ich hodnota kladna, deri-
vaciu, pri ktorej stoja, budeme aproximovat konecnou spatnou diferenciou a v opacnom
pripade kone¢nou doprednou diferenciou. Tato schéma sa nazyva Upwind schéma [4].

Definujme

Uy, pre U;; >0 Ui, pre U;; <0
Uyt =1¢"" ’ Uy~ =4 " ’
0 pre U; <0 0 pre U; >0

Analogicky budi vyzerat hodnoty [Vi;]™ a [Vi;] .
Po dosadeni Upwind schémy ziskavame tvar linearizacie rovnice

K+l okl k+1l kel k+1 k+1 k+1 kel
+ LT — T T; + T T; 1

1= Lity ij - Yt - 1— Zutl v
) ; Vi)

[Us] =
h a

Toto bude zaroven tvar vyslednej linearizacie na hranici siete, kde krivost pre jed-
noduchost zanedbame. Ukazme si teraz, ako vyzera linearizacia rovnice —bk|VT| = 1.

Za rk dosadme tvar z definicie (2.12). Ziskame linearizovani rovnicu

k+1
—bV- [ — T =1 2.23
v (|VTk|)IV | (2.23)
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Krivost teraz mozeme aproximovat metédou koneénych objemov (2.15) a normu
gradientu pomocou centralnej konecénej diferencie [4]. Po dosadeni jednotlivych diskre-

tizacii a po uprave ziskame tvar

B 2[22 (Ti’fl—lj - Tz‘k—lj)z + (Ti];“rl - Ti’;’—l)z

(9ka+1 B aer—i-l . aka—i-l - aka:-H _,
N1 ), ) VT VI )
7 ¥ i—1/2 j i j+1/2 i j—1/2

Plat{ analogicky tvar definicie (2.16). Pre zjednoduSenie zépisu oznacme !

2
2 (T7;]§+1 —TE  + T — ng—lj—l)
Q45 = J (Tﬁ-lj - Tz?) + 16

2
(7—17;];-"-1 — T+ Ty — Tik_“”)
16

Bij = (T£ - Elilj)2 +

3
(Tilij —TF o+ Tl — ,-Z_;’iljJrl)
i +(

2
Tk Tk
g+l ij)

Yij =

ij

5, = \l (Tilj-lj - Tik—u + Z?lj_l - 7;111]‘—1)2 n (T-k 72571)2

1
Vs = o) (Thay = Tyy)” + (T~ Ty

Vysledny tvar linearizacie po diskretizacuii teda bude

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
b (T (T m e (e ety (T m T
h ’ Qi Bij Yij 5ij

Teraz je len potrebné spravne dosadit obe opisané linearizacie do rovnice (1.10).

2.2.2 Riesenie systému iteracnou metédou

Linearizaciou sme ziskali systém linedrnych rovnic. Existuje viacero spésobov, ako

takyto systém riesit. Mnohé metédy s opisané a rozobraté v knihe [5]. My sme sa roz-

1Zamléime horny index k kvoli prehladnosti v itera¢nych metédach
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hodli pouzit a nasledne aj porovnat zopar znamych itera¢nych metod.

Priblizné riesenie systému budeme hladat v jednotlivych krokoch, takzvanych ite-
raciach, kde sa kazdé nové riesenie bude pocitat ako modifkacia predchadzajiceho
rieSenia nasobenim iteracnou maticou.

Majme teda itera¢ny index e = 0,1,2,... a ozna¢me C’% = TZ’; nulté riesenie sys-
tému, t.j. pre e = 0. RieSenie C°™! budeme hladat v tvare C*™! = S¢C° 4 Vep, kde p
je prava strana systému a S¢ V¢ si iteracné matice zavisiace od iteracnej metddy,
pripadne od iteracného kroku e.

Pozrieme sa na to, ako funguje Jacobiho metdda, Gauss-Seidelova metoda a metoda
Fast sweeping. Porovname ich efektivitu, presnost a rozne vyhody, ¢i nevyhody, ktoré

so sebou prinasaju.

1. Jacobiho metdéda

Pri Jacobiho metéde poéitame priblizné rieSenie systému C*™ v tvare

h +a ([Uij]JrCie_lj — [Uz ‘]7 ie+1j + [‘/z ’]+ iej—l - [V;']iCiej-f—l)

cert =
’ a ([Uy]™ = [Uij]™ + [Vigl ™ = [Vig] ™) + by (ai’jl + 5;1 + %;1 + 5i;1>
* : : : : (2.24)

a ([Uyl* = (U]~ + WVylt = Vi) + 00 (05" + 85" +15" + 05
Vsetky hodnoty na pravej strane rovnice st zname z linearizacie alebo z predcha-
dzajuicej iteracie. Vyhodou tejto metody je preto jednoduché paralelizacia.

Iteracné matice pozostavaji z hodndt vypocitanych pri linearizacii a nezavisia

od iterac¢ného kroku e.

[tera¢ny cyklus kon¢i, ked sa naplni takzvané kritérium konvergencie, t.j dosiahne
sa pozadovani blizkost priblizného rieSenia C* k presnému rieseniu. Beznym kri-

tériom konvergencie je napriklad norma rezidua ¢ definovana ako

re =|lp — AC|| < tol, 0 < tol < 1, (2.25)
kde tol je zvolend maléd kladna konstanta.

Inym kritériom konvergencie je napriklad norma korekcie

norm¢® = ||C! — C¢|| < tol, 0 < tol < 1. (2.26)
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2. Gauss-Seidelova metdéda

Princip Gauss-Seidelovej metédy je rovnaky ako pri Jacobiho metdde. Aj v tomto
pripade budeme poéitat priblizné riesenie systému C¢™'. Kli¢ovou zmenou bude vy-
uzitie zloziek novej iteracie ihned potom, ako budu vypocitané.

To znamend, ze pre: = 0,1,2,...,na 7 =0,1,2,...,n bude mat vypocet nového

priblizného rieSenia tvar

h+a ([Uij]+0¢+1 — (U]~ Cgpay + Vil T O — [Vig]™ iej+1)

C.E.J'_l = -1y ij—1
T (UG = U] + [Vt = [Vis]7) + b (ait + Bt + vt + 0t
a i i 3 iJ iJ az] ij 'YZJ i
e e+1 i et+1
b (S 4 S 1 s 1 G2
i (2.27)

a (U] = U]~ + Vil = [Vl ) + by (0 + 85 +75" + 65"

Vidime pouzitie hodn6t nového priblizného riesenia C*™' v bodoch i —1 a j — 1,
ktoré si v tomto momente uz zname. Tato nendpadna zmena algoritmu vo vse-
obecnosti moze urychlit konvergenciu metédy. Nevyhodou je strata paralelizac-

ného potencialu, ktory ma Jacobiho metdda.

Aj v tomto pripade sa pri ukonceni iteracného cyklu budeme riadif normou rezi-
dua (2.25) alebo normou korekcie (2.26).

3. Metéda Fast Sweeping

Algoritmus metody Fast Sweeping znacne vystihuje jej samotny nazov - "rychle

zametanie'. Svojim charakterom sa podoba na Gauss-Seidelovu metodu.

Pri jednotlivych iteraciach e prechddzame bodmi siete ¢ a j v réznych "smeroch".
To znamena, ze budeme rozlisovat styri druhy cyklov, kde 7 a j budi nadobtudat
hodnoty i =0,1,2,...,naj=0,1,2,...,n,alebonaopaki =n,n—1,n—2,...,0
aj=mn,n—1,n—2,...,0, ¢i dalsie kombinacie.

Vzdy budeme pri vypocte nového priblizného riesenia systému vyuzivat uz zname
hodnoty C**'. Vypocet Cf;"' bude mat teda rovnaky tvar ako (2.27) pre hodnoty
1=20,1,2,...,naj=0,1,2,...,n a jeho podoba pre dalsie iteracie bude mat

analogicky tvar.
Iteracné kritérium bude opat (2.25) alebo (2.26).

Poznamenajme, ze metoda Fast sweeping pre pripad b = 0 konverguje v kone¢nom

pocte iteracii [6].
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Na zaver je dodlezité poznamenaf, ze iteracny proces pre ktortukolvek z uvedenych
metod nemusi vo vseobecnosti konvergovat. Konvergencia iteracnych metod zavisi od
iteracnej matice. Plati, ze ak je matica sustavy diagonalne dominantnd, spomenuté
metddy vzdy konverguju [5].

Nasa matica systému, ktord sme ziskali linearizaciou, je diagondlne dominantna.
Mézeme to vidiet napriklad na rovnici (2.24). Koeficient pri ij je kladny a pozostdva
zo suctu koeficientov susednych clenoch. Moézeme teda predpokladat, ze nasa metdda
s pouzitim Iubovolnej zo spomenutych iteracnych metéd bude konvergovat.

Vyriesenim systému linearnych rovnic ziskavame priamo stacionarne riesenie, teda

cas prvého prichodu pre body siete.



Kapitola 3

Porovnanie numerickych metéd

Rozobrali sme viacero numerickych metéd o T ] ]
vypoctu ¢asu prvého prichodu a ako to uz raz L/ 45 B
byva, kazd4 numerickd metdda so sebou pri- i N
nasa rozne vyhody a nevyhody. Je teda na / k
mieste porovnat ich na jednoduchom priklade o mE | \ C
a demonstrovat tak niektoré ich vlastnosti. \ LI ) 4%
Upozornujeme vsak, ze akékolvek sprava- ol : o % |

nie sledované na jednom konkrétnom priklade AN

sa neda zovseobecnit. Vhodnost numerickych s P

metdd sa modze menit v zavislosti od konkrét-

nej riesenej ulohy. Napriek tomu povazujeme Obr. 3.1: Graf presného riesenia funkcie

prinajmensom za zaujimavé ich porovnaf. casu pruého prichodu (3.1)
Dolezitou castou tejto kapitoly bude porovnanie nestacionarnej a stacionarnej me-
tody vypoctu funkcie ¢asu prvého prichodu. Tieto dva pristupy sa v mnohom liSia.
Majme implicitni vzdialenostnti funkciu so znamienkom @ = /22 4+ y? — r a nech
rychlost je V=1 -k, t.j. a = 1 a b = 1. Nasou ulohou je vypocitat ¢as prvého
prichodu frontu pre body siete. Aby sme vedeli jednotlivé metédy efektivne porovnat,
potrebujeme poznat presné riesenie tohto problému, ktoré sa odvadza podobne ako
v knihe [7]. Za jeho vysledny tvar vda¢ime Mgr. Martinovi Balazovjechovi, PhD, ktory
nam poskytol vysledok svojej prace a umoznil nam tak overit a porovnat presnost

numerickych metod.

T°(r) = —r’ +1In (W) : (3.1)

kde 7° je po¢iatoény polomer rozpinajiicej sa kruZnice.
Nakolko okrajové podmienky nasho modelu sa lisia od tohto presného riesenia,

predpokladame, Ze numerické riesenie sa na hranici bude javit nepresné.

19
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3.1 Riesenie nestacionarnej rovnice

V predchadzajicej kapitole sme odvodili tvar numerického rieSenia nestacionarne;j
rovnice. Uz vieme, Ze sa jedna o explicitnid metddu, a teda hodnoty funkcie @ v case
t"t! pocitame z jej hodnot v ¢ase t". Pre iplnost zopakujme, Ze staciondrne rieSenie,
takzvanu funkciu ¢asu prvého prichodu v bodoch siete, ziskame linedrnou interpoldciou
hodnét @™ a ¢"*! vidy, ked " > 0 a o™ < 0.

Pocitali sme priklad s danou pociatoénou podmienkou

D) = Ja? +y? -2 (3.2)

a s danymi parametrami a = 1,0 = 1 na sieti zp = yo = —H a zy = yy = 5.
. h?
Zvolme casovy krok At = m podla podmienky (2.4) a priestorovy krok nech sa po-

¢ita vztahom h = #*0 kde N je pocet dielikov na sieti.

Priklad sme riesili s pouzitim oboch spomenutych diskretizacii krivosti, to znamena
pomocou koneénych diferencii a pomocou kone¢nych objemov [4]. Zistovali sme normu
chyby riesenia

N-1N-1
TP — 79|y = h? % — T2, (3.3)

ij

i=1 j=1

kde T? je presné rieSenie (3.1) pre r® = 2 a T je nase numerické rieSenie. Normu

zdmerne nepocitame pre body na hranici siete, kde zanedbavame krivost k. Sledujeme

taktiez EOC riesenia (experimental order of convengence).

|77 = T“IIN)
2

(3.4)

EOC = logg (M

Na zaklade vysledkov ziskanych rieSenim tilohy oboma spomenutymi sposobmi dis-
kretizadcie nami vytvorenym programom sme zostavili nasledujicu tabulku. Vdaka nej
vieme jednoducho porovnat presnost oboch diskretizacnych metod.

Vidime, Ze pri rieSeni prikladu (1.1) s 7 = 2 je metdéda konecnych diferencif
o nieco presnejsia. EOC oboch metdd vsak konverguje k hodnote 1 a dovolime si tvrdit,
ze pre obe diskretizacie krivosti je vysledna metoda prvého radu presnosti.

Pozorujeme tiez, ze chyba narastd v zavislosti od ¢asu riesenia (vid obr. (3.2)).
Jednym z moznych vysvetleni tohoto javu je kumulécia chyby v ¢asovych krokoch
riesenia explicitnej schémy. Kazdé riesenie v ¢ase n + 1 sa pocita z riesenia v case
n. Pri jeho vypocte sa dopustame numerickej chyby a t4 sa automaticky prenasa do

dalsieho kroku algoritmu.
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Presnost riesenia
Parametre riesenia Konecné diferencie || Konecné objemy
N h At norm EOC norm EOC
10 0.25 1 23.3974 - 39.1057 -
20 0.0625 0.5 || 15.7495 0.571 26.2496 | 0.575
40 || 0.015625 0.25 || 9.1736 0.780 14.7628 | 0.830
80 || 0.00390625 || 0.125 || 4.6873 0.969 7.5280 | 0.972
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Tabulka 3.1: Tabulka presnosti riesenia dosiahnutej pouzitim dvoch réznych druhov

diskretizdacie krivosti.

4 N 4 / 4 //' - N\
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Obr. 3.2: Grafy numerickych rieseneni nestaciondrnej (cervend) a staciondrnej rov-
nice (modrd), a presného riesenia (Sedd). Prvé tri grafy predstavuji riesenia pre
N =10,N =20 a N = 40. Viavo dole je graf rieseni pre N = 80 a vpravo dole je

detail jeho pravého dolného rohu.
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3.2 Riesenie stacionarnej rovnice

Uz sme spomenuli, ze numerické riesenie stacionarnej rovnice pozostava z lineari-
zacie a riesenia systému linedrnych rovnic napriklad itera¢nou metédou.

Vhodnu linearizaciu sme si odvodili v sekcii 2.2. Ziskali sme systém linearnych
rovnic, ktory sme riesili tromi réznymi itera¢nymi metodami. Porovnajme rychlost
konvergencie a presnost tychto metéd na konkrétnom priklade.

Opéat podotykame, ze vysledky porovnania nie je mozné zovseobecnit a st spojené

s vlastnostami konkrétneho prikladu.

h2
Zvolme casovy krok At = m podla podmienky (2.4) a priestorovy krok nech sa po-

¢ita vztahom h = #2=*¢ kde N je pocet dielikov na sieti.

Dalej zvolme za pociatoény odhad T° numerické rieSenie 7%, ktoré sme ziskali v sek-
cii 3.1 riesenim nestacionarnej rovnice s pouzitim met6édy koneénych objemov.

Zvolme maximalny pocet linearizacii kmaxr = 100 a maximalny pocet iteracii v ite-
racnej metode emaxr = 25. V oboch pripadoch zvolme za iteracné kritérium normu
korekcie (2.26).

Sledujeme normu chyby riesenia (3.3) pre izo¢iary nachadzajice sa vo vnutri siete, a

index k, pri ktorom dokonvergovalo stacionarne riesenie numerickej metody pri zvolenej

tolerancii tol = 1074
Presnost riesenia
Pocet dielikov || Jacobiho metdoda || Gauss-Seidelova metoda || Metdéda Fast Sweeping
N k norm k norm k norm
10 13 13.7029 13 13.7031 13 13.7031
20 24 5.1034 20 5.1046 20 5.1045
40 50 1.4082 41 1.4101 41 1.4104
80 98 0.3612 79 0.3617 71 0.3606

Tabulka 3.2: Tabulka presnosti a rijchlosti konvergencie staciondrneho riesenia

pre rozne iteracné metody s pociatocnym odhadom T'® zo sekcie 3.1.

V tabulke (3.2) mo6zeme vidiet, ze Gauss-Seidelova metéda konverguje rychlejsie
ako Jacobiho metdda. Naopak metdda Fast Sweeping sa v tomto pripade zda byt po-
dobne efektivna ako Gauss-Seidelova metdda, ¢o by mohlo znamenat, ze pri rovniciach
s difiznym ¢lenom a pri nami pouzitej linearizacii Fast Sweeping straca vlastnost kon-
vergencie v kone¢nom pocte krokov, ktortt ma napriklad pri rovniciach bez diftiizneho

¢lena.



KAPITOLA 3. POROVNANIE NUMERICKYCH METOD 23

Velky vplyv na rychlost konvergencie linearizacie ma vhodna volba tol pre itera¢ni
metoédu a hodnota emax. Pri malych hodnotach emax sa rozdiel medzi rychlostou

konvergencie pouzitim Jacobiho a Gauss-Seidelovej metédy prehlbuje.

3.3 Porovnanie vysledkov

V tabulke (3.3) vidime, Ze rieSenim stacionarnej rovnice sa nam podarilo ziskat pres-
nejsi vysledok. Na obrazku (3.4) je tiez vidiet, Ze zanedbanie krivosti na hranici ovela
viac ovplyvnilo riesenie stacionarnej rovnice, ktoré je v bodoch vzdialenych od hranice
takmer presné. Z dévodu nepresnosti rieSenia na hranici nas zaujimala presnost riesenie

len pre tie izociary, ktoré sa celé nachadzaji vo vnutri siete. Zvolili sme izociary, pre

ktoré plati Tj; < 4.8.

Porovnanie presnosti (vo vnitri siete)
Pocet dielikov || Nestacionarna rovnica || Staciondrna rovnica
N norm EOC norm EOC
10 26.3406 - 13.7031 -
20 17.3344 0.60 5.1046 1.42
40 9.2704 0.90 1.4101 1.86
80 4.8333 0.94 0.3617 1.96

Tabulka 3.3: Tabulka presnosti riesenia vo vnutri siete ziskaného riesenim nestaci-

ondrnej rovnice a staciondrnej rovnice.

Porovnanie presnosti (na celej sieti)

Pocet dielikov || Nestacionarna rovnica || Stacionarna rovnica
N norm EOC norm EOC
10 39.1057 - 16.8395 -
20 26.2496 0.58 6.4003 1.40
40 14.7628 0.83 1.9810 1.69
80 7.5280 0.97 0.8679 1.19

Tabulka 3.4: Tabulka presnosti rieSenia na celej sieti ziskaného riesenim nestaci-

ondrnej rovnice a stactondrnej rovnice.
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7‘4 7‘2 6 2‘ 4‘ 3‘0 3‘5 A‘D 45 5‘0
Obr. 3.3: Grafické zndzornenie staciondrnych numerickych riesenend ziskanych rie-
senim nestaciondrnej (modrd) a staciondrnej (zelend) rovnice pre N = 40. Vpravo

vidime detail pravého dolného rohu grafu.
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Obr. 3.4: Grafické zndzornenie staciondrnych numerickych rieSeneni ziskangch rie-
senim nestaciondrnej (modrd) a staciondrnej (zelend) rovnice pre N = 80. Vpravo

vidime detail pravého dolného rohu grafu.



Kapitola 4
Riesenie prikladu z praxe

V tejto kapitole aplikujeme spomenuté numerické met6édy na priklad z praxe. Vdaka
spolupraci s Botanickym tstavom SAV a ttvarom Vojenskych lesov a majetkov SR
v Malackach mame k dispozicii mapu rovinného terénu oblasti VO Zahorie, na ktorej
odtien sedej reprezentuje horlavost podlozia (tmavsi odtienn predstavuje vac¢siu horla-

vost). Rychlost v nasom modeli bude
V = (i, y;)(a — by), (4.1)

kde v(z;,y;) je horlavost podlozia v bode (z;,y;).
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Obr. 4.1: Viavo vidime mapu rovinného terénu v odtienioch sivej reprezentujicich

horlavost podloZia a vpravo graf rychlosti v(z;,y;)a.

Najskoér budeme riesit nestaciondrnu rovnicu (1.6). Pociatok siradnicovej ststavy

umiestnime do lavého dolného rohu mapy a za pociatoénti podmienku si zvolime kruz-

nicu \/ (z — 50)2 4 (y — 50)2 — 5. Ulohu budeme riesit numerickou metédou a s okrajo-
vymi podmienkami opisanymi v ¢asti 2.1. Na diskretizaciu krivosti pouzijeme metédu

kone¢nych objemov (2.15).

25
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Obr. 4.2: 8D graf staciondrneho rieSenia ziskaného linedrnou interpoldciou casov

prichodu ziskanych riesenim nestaciondrnej rovnice.

Obr. 4.3: Izociary staciondrneho riesenie vykreslené spolu s mapou rovinnej oblasti.
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Riesme teraz staciondrnu rovnicu (1.10) numerickou metédou popisanou v ¢asti 2.2.

Za pociatoény odhad si zvolme riesenie ziskané predchadzajicim postupom, riese-

nim nestacionarnej rovnice, a systém linearnych rovnic rieSme Gauss-Seidelovou meto-

dou (2.27).
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Obr. 4.4: Grafické porovnanie rieseni. Modrou je zndzorneny vysledok ziskany riese-

nim nestaciondrnej rovnice a zelenou
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staciondrnej rovnice.

Obr. 4.5: Norma rezidua (2.25) v jednotlivijch iterdciach linearizdcie. Viavo je graf

hodndét normy rezidua a vpravo si normy rezidua v logaritmickej mierke.

Pozorujeme (vid obr. (4.4)) rovnaky jav ako v casti 3.3. RieSenie ziskané zo staci-

onarnej formulécie zvysuje ¢asy prichodu ziskané z nestacionarnej formulacie. Nakolko

v predchadzajicom pripade sa riesenie spresnilo, dovolime si predpokladaft, Ze aj teraz

je tomu tak.
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Pokuisili sme sa riesit rovnaki tilohu s menej presnym pociatoénym odhadom. Zvolili

sme si zan rovnicu (3.1), kde r je \/(a: —50)2 + (y — 50)2 a 7’ = 5. Ukazalo sa, Ze nume-
ricka metoda s tymto nepresnym pociatocnym odhadom a so zvolenymi pociatoénymi

podmienkami neprinasa spravne vysledky.
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Obr. 4.6: Vijvoj riesenia napriec linearizacnym cyklom. Vlavo hore je riesenie T°,

vpravo hore T, vlavo dole T? a vpravo dole T®

V Tavom hornom rohu grafu riesenia (vid obr. (4.6)) vidime deformaciu. Norma
rezidua tohto riesenia neklesla pod hodnotu 1 (obr. (4.7)). V miestach, kde sa vyskytla
deformécia (kruzky), pozorujeme zapornu rychlost (4.1), ¢o je pravdepodobne dévo-
dom, preco norma rezidua neklesa. Vo vécsine bodov siete je napriek tomu toto riesenie

identické rieseniu ziskané z presnejsieho pociatocného odhadu (obr. (4.8)).
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Obr. 4.7: Norma rezidua (2.25) riesenia s nepresnym pociatocnym odhadom v jednot-
livgch krokoch linearizdcie. Viavo je graf hodnét normy rezidua a vpravo si normy

rezidua v logaritmickej mierke.
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Obr. 4.8: Grafické porovnanie staciondrnych rieseni rieSengch s réznymi pociatoc-
nymi odhadmi. Zelenou je vykreslené riesenie s pociatocnym odhadom ziskdngm rie-
senim nestaciondrnej rovnice a cervenou riesenie, kde pociatocnym odhadom bola

rovnica (3.1).
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Na zaver tejto kapitoly by sme radi poukézali na vplyv ¢lenu s krivostou na riesenie
modelu v praxi. Vidime (obr. (4.9)), Ze zahrnutim krivosti do modelu sa nam podarilo
vyhladit ostré "rohy'na izoc¢iarach. Taktiez sa zlepsil tvar kruznic uprostred grafu, ktoré
mali v modeli nezahinajicom krivost tendenciu deformovat sa (Spicatit sa) v smere osi

suradnicovej siete.
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Obr. 4.9: Viavo vidime rieSenie modelu nezahinajicom krivost a vpravo riesenie mo-

delu s krivostou.
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Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali numerickym vypoc¢tom funkcie ¢asu prvého prichodu
pre tlohy s krivostou.

Prvym cielom prace bolo riesit nestaciondrnu rovnicu metodou urovnovej mnoZiny,
ktorej formulaciu sme odvodili v ¢asti 1.2. Numericky tvar funkcie casu prvého pri-
chodu sme ziskali numerickou metédou podrobne opisanou v casti 2.1. Staciondrne
riesenie funkcie casu prvého prichodu sme ziskali linedrnou interpoldciu casov prichodu
nestaciondrneho riesenia. Dospeli sme k findlnemu rieSeniu (Cast 3.1), v ktorom sme
zaroven porovnali dve rozne metédy diskretizacie krivosti: metddu konecnijch diferencii
a metodu konecngch objemov. Metdda konecnych diferencii sa na konkrétnom priklade
javila ako presnejsia, no metéda konecnych objemov je klticova pri rieseni stacionarnej
rovnice, ¢o nas privadza k dalSiemu cielu tejto prace.

Druhym cielom bolo riesit staciondrnu rovnicu metodou tdrovriovej mnoziny. For-
muléciu tejto tlohy sme odvodili v ¢asti 1.3 a jej rieSeniu pomocou numerickej metédy
sme sa venovali v casti 2.2. Popisali sme tri rozne iteracné metddy: Jacobiho metodu,
Gauss-Seidelovu metodu a metodu Fast Sweeping. Vsetky tri sme aplikovali pri rieseni
konkrétneho prikladu a v casti 3.2 sme porovnali dosiahnutt rychlost konvergencie.
Gauss-Seidelova metdda sa ukazala ako najviac efektivna iteracna metoda pre rieSenie
nasho systému linearnych rovnic.

Riesili sme modelovy priklad a porovnali sme obe metody vypoctu funkcie casu pr-
vého prichodu. Ukéazalo sa, ze s pouzitim vhodného pociatoéného odhadu je rieSenie
stacionarnej rovnice presnejsSie ako riesenie nestacionarnej rovnice. Touto metdédou sa
vsak daju riesit len ulohy, kde rychlost V' je v kazdom bode siete kladné, na rozdiel od
rieSenia nestacionarnej rovnice, pri ktorej rychlost moze byt Iubolné. Dalsou vyhodou
riesenia nestacionarnej rovnice je pouzitie metody koneénych diferencii na aproximaciu
krivosti, ktora je priamociarejsia a ako sa ukézalo, moze byt presnejsia nez metdda
konec¢nych objemov. Pre uplnost tiez zopakujme, ze zvolit vhodny pociatoény odhad
pri rieseni stacionarnej tlohy nie je trivialne. Ako dobry napad sa ukazuje pouzif prave
rieSenie nestacionarnej rovnice transformované na stacionarne, ktoré riesenim staci-
ondrnej rovnice spresnime (vid tabulku (3.3)).

V poslednej kapitole 4 sme nase pozorovania testovali na praktickom priklade, ¢o

bolo zaroven poslednym cielom tejto prace. Riesili sme priklad, v ktorom sa rychlost V'
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menila v zavisloti od drovne Sedi na mape reprezentujiicej horlavost rovinného terénu.
Opiét sa ukdazalo vyhodné riesif stacionarnu rovnicu, kde pociatoénym odhadom bolo
riesenie ziskané z nestacionarnej formuldcie. Pri pouziti nepresného pociato¢ného od-
hadu bolo riesenie pri danych pociatoénych podmienkach nepresné. V zavere kapitoly
sme poukazali na vplyv ¢lenu s krivostou na celkovy model. Pozorovali sme vyhladenie
kriviek grafu a vyrazné zjemnenie deformacii na kruzniciach vyskytujtce sa v modeloch

neuvazujucich krivost. Model uvazujuci krivost je naviac fyzikalne presnejsi.
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