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Nazov prace: Modely oligopolov pri rozhodovani za pritomnosti rizika

Autor: Jan Koval’
Abstrakt

V tejto bakalarskej praci sa zaoberame modelmi oligopolu. Predovsetkym sa zameriavame
na nekooperativne rozhodovacie situacie, kde za pomoci teorie hier rieSime rozhodovanie
za pritomnosti rizika. Na ulahéenie vypocCtov navrhujeme program v jazyku Wolfram,
ktory vypocita pre dané modely jednotkovu cenu produktu, objem produkcie a vyplatné
funkcie vSetkych inteligentnych hracov. Na zaver zhodnotime vSetky modely a vyberieme
najlepsi, ktory reprezentuje optimalne rieSenie nekooperativnej rozhodovacej situécie.

Kruacové slova: oligopol, Teoria hier, nekooperativne hry

Title: Oligopoly models under risk-based decision making

Author: Jan Koval’

Abstract

In this bachelor thesis we deal with oligopoly models. In particular, we focus on non-
cooperative decision-making situations, where we use the help of the game theory to solve
decision making under risk. To make calculations easier, we recommend a program written
in Wolfram language that calculates the price of one unit per product, pay off functions for
all of the intelligent players and the overall production. In conclusion, we evaluate all
models and choose the best one that represents the optimal solution for the non-cooperative
decision-making situations.

Key words: oligopoly, Game theory, non-cooperative games



LYo Yo PSP 3
1. Zakladné pojmy v MiKroeKonOmMii........cccuiiiuiiiiiiiiciie ettt s e e e e saaee s 4
0 D 1T o 1V - [ o To T o 1V TSRS 4
1.2 MaximaliZACIa ZISKU .....cuueiiiieiiiie ettt ettt et ee e st e e st e e ste e e ssteeesabeeesbaeesbeeesreeesans 5
IO T W o To VIR A U] G (¥ SR 7

B = To T g T 1 o 1= PP PRSPPSO 11
2.1 UVOd O tEOIE NIET ...ttt sttt a et s s et s st s st ananee 11
2.2 Dominantna stratégia a Nashova rovnovaha ..........cccceeieiii e 12

3. Hry s neinteligentnymi protinrdCmi........oo i e e e n e e e e eannee s 16
3.1 Optimalna stratégia Pri MZIKU .....oooceeiee e e e e e e aeree s 16
3.2 Hry s viac inteligentnymi a neinteligentnymi hrd€mi .......ccoccovieiieiiiiee e 18
3.3 Modelovy priklad hry za pritomnosti MziKa .......cccceeeeeeiieeicc e 19
/Y To Yo 1] AV Ao [ =q o) Yo ] [ PSR 22
4.1 COUINOLOV MOTEI ettt e n e e e s neens 22
4.1.1 Aplikdcia Cournotovho modelu na Priklad 3.3 ......ooooiieiiiceec e 23

4.2 BertrandoV MOGE| ......ccceiviiiiiiiiiiiiieie et 24
4.3 Stackelbergov MOodel - MNOZSTVA .....cccuiiiiiieeciie ettt et eestre e s sbr e e e s te e e srteeessteeessaeessaeeeans 25
4.3.1 Aplikacia Stackelbergovho modelu na priklad 3.3 .....cccooiiiiiicie e 26

4.4 Stackelbergov MOTEI = CENY ...cocuveeee ettt ee e e e e etba e e e e e araee e eesabbeeeeeenarees 28
4.5 Porovnanie ModeloV OliGOPOIU.........ooo et e e e e e e e e e rr e e e ae s 28
5. Program na rieSenie hier s neinteligentnymi protinrdCmi .......cccovvveeiiiiiiieiiiiiiiiee e 30
5.1 Popis algoritmu a vStUPY/VYSTUPY PrOSIamMU ....ccueeeeeeireeiieeereesteesreestresveesseesseeseesssesssessseessessnns 30
5.2 Priklad s viacerymi inteligentnymi a neinteligentnymi hra¢mi .......ccccoocveiviiiiiie e 32
5.1.1 Cournotov model PriKladu 5.2 ........ueieiciivieieeiireee et ettt e e eerrar e e e trre e e e etraeeeeennreeas 34
5.1.2 Stackelbergov model prikladu 5.2 ........ooiiiiiiiiieciiecee e 35

5.3 Porovnanie modelov oligopolu prikladu 5.2 .....c..covciiiiiiiiiiie et 39

4 1Y O TSR 43
Z0ZNAM POUZITE] [EEIATUNY c..eeveiee ettt ettt e e et e e e e s et e e e e s e tta e e e esnraeeeeeessteeesensseeeasannes 44
Z0znam POUZIitYCh ONIINE ZATOJOV ...uvviiiiiiiie ettt e e et e e e e e bee e e e s e e e e e eeataeeeeesannreeeseanes 44






Uvod

Hlavnym cielom tejto bakalarskej prace je vysvetlit' oligopolistické modely a za pomoci
tedrie hier vyriesit’ situdciu, kde je potrebné sa rozhodovat’ za pritomnosti rizika. Pre lepSie
pochopenie trhu si v prvej kapitole predstavime zdkladné pojmy mikroekonomie a
priblizime si viaceré¢ trhové Struktiry, medzi ktoré patri aj oligopol a jeho modely.
Nasledne si predstavime tedriu hier. Je to pomerne mladda matematickd disciplina,
zaCinajuca v Styridsiatych rokoch minulého storo¢ia, ktora sa zaobera strategickym
rozhodovanim. My sme sa v préaci zaoberali len nekooperativnymi, kedy ucastnici medzi
sebou nespolupracuji. Riesenim takejto situacie je pomerne znamy pojem - Nashova
rovnovaha. Nas vSak zaujimal eSte jeden sprievodny jav nekooperativnej situdcie, a to ako
sa rozhodovat’ v pritomnosti rizika. Na to v tedrii hier existuje funkcny algoritmus, ako sa s
takymito situdciami vysporiadat’. Ndasledne nam ostava rieSenie modelov oligopolu.
Konkrétne budeme riesit’ priklady, kde firmy rozhoduji o svojom findlnom objeme
produktov, ktoré chcu dodat’ na trh tak, aby maximalizovali svoj zisk. Na vypocet
prikladov sme navrhli program v jazyku Wolfram, ktory beriec do uvahy situaciu za
pritomnosti rizika a nasledne vypocita konkrétny objem produkcie pre vsetky firmy

oligopolu.

Budeme riesitt dva hlavné modely: Cournotov a Stackelbergov model. Na zaver
zhodnotime, ktory je najlep$i model oligopolu z hl'adiska ziskovosti firiem, jednotkovej

ceny produktu a inych parametrov.



Kapitola 1

1. Zakladné pojmy v mikroekonomii

V tejto kapitole si zhmieme zikladné pojmy mikroekonomie, a to predovsetkym pojmy
dopyt a ponuka, maximalizacia zisku, prehl'ad trhovych Struktir a na zaver podrobnejsie
predstavenie oligopolu a modelov oligopolu. Zdrojom pre tato kapitolu je predovsetkym
ucebny text [1] a prednasky od Jacoba Clifforda [A].

1.1 Dopyt a ponuka

Dopyt

Pod dopytom si predstavujeme mnozstvo daného produktu alebo sluzieb, ktoré su
spotrebitelia ochotni zaklpit' za uriti cenu na trhu. Dané Ziadané mnoZstvo sa odvija
nielen od kupnej ceny, ale aj od inych faktorov, ako napriklad od preferencii jednotlivych
spotrebitelov, ich prijmu a od ceny inych, podobnych produktov. Zvycajne sa v
mikroekonémii zaoberdme len tym, ako cena produktu ovplyviiuje ziadané mnozstvo.
Prave vzt'ah medzi cenou a mnozstvom hré v analyzach ddéleziti tlohu pri uréovani trhove;j

ceny.

Vztah medzi mnoZstvom acenou produktu nam graficky vyjadruje krivka dopytu.

Vseobecne plati, Ze za nizSiu cenu spotrebitel’ nakapi vacsie mnozstvo produktu.

>
>

Cena produktu b
Cena produktu p

F————9---

>

MnoZstvo produktu q Mnozstvo produktu q

Obr. 1.1: Krivka dopytu Obr. 1.2: Krivka ponuky



Ponuka

Ponuka predstavuje mnozstvo produktu alebo sluzieb, ktoré su firmy ochotné dodat’ na trh
za urcitt cenu. To, kol’ko produktu budu firmy ponukat’, zavisi hlavne od predajnej ceny,
ale aj od nakladov firiem na dodanie produktov alebo sluzieb. Ak naklady klesaja, firma je
ochotnd ponukat’ viac produktu na trh. Naopak, ak naklady prevysia sumu, ktora by ziskali
predajom produktu, tak sa firme neoplati ni¢ predavat. Predpokladdme, Ze firmy chcu

dosiahnut’ zisk, preto za vysSiu predajnti cenu st ochotni dodat’ vacsie ponukané mnozstvo.

Podobne, ako pri dopyte, budeme sledovat’ vzt'ah medzi cenou a ponikanym mnoZzstvom.

Tu plati, Ze s rasticou cenou, poniikané mnozstvo rastie.

1.2 Maximalizacia zisku

Po prejdeni modelu dopytu-ceny mame zakladnu predstavu, ako to vyzera na trhu. Pri
nizsej cene st spotrebitelia schopni nakapit’ va¢sie mnozstvo produktu, no za ti cenu ju
musia na trh dodat’ firmy. Zda sa, ze firmy chcu predat’ ¢o najviac tovaru a mat’ tak vacsi

zisk, no na to musia sledovat’ svoje néklady a neskor zhodnotia, ¢i sa im oplati ostavat’ na

trhu.

Zakladnym predpokladom je, Ze kazda inteligentnd firma chce maximalizovat’ svoj zisk. V
tejto praci sa nebudeme zaoberat” neziskovymi spolo¢nostami a filantropmi, ktori by
predavali svoj tovar za nizku sumu a ich motivom by bola nezi§tnd pomoc 'ud'om. Aj ked’
je to obdivuhodny motiv, realita je, ze kazdy chce zarobit ¢o najviac a ked’ to firme

nevynasa, zanikne.

To, kol’ko firma na trhu zarobi, nam udava funkcia zisku (ozn. =). Zisk ur¢ime ako rozdiel
medzi firemnym prijmom (skr. R, angl. revenue) a firemnymi nakladmi (skr. C, angl.
cost):

n(q) = R(q) — C(q),

kde g je mnozstvo predaného produktu.

Ked'ze funkcie zisku, prijmu a ndkladov zéavisia od mnozstva ¢, firma bude hl'adat’ také g*,
ktoré bude maximalizovat' funkciu zisku. Maximélnu hodnotu ndjdeme zderivovanim

funkcie podla q:



d d d
d—qﬂ(Q) = d—qR(CI) - d—qC(Q)-

. , . , . . ., . d .
Nastava otazka, ako interpretovat’ ziskané derivacie funkcii. Funkcia d—qC (@) oznacuje

hrani¢né naklady (skr. MC, angl. marginal cost), ktoré¢ vyjadruji taku zmenu nakladov,

ktoré vzniknt navysenim celkového vyprodukovaného mnozstva tovaru o jednu jednotku.
Druha funkcia %R(q) urCuje hrani¢ny prijem (skr. MR, angl. marginal revenue) a

vyjadruje zmenu prijmu, ktord dostaneme predajom o jednu jednotku vyprodukovaného
tovaru naviac. To znamend, ze predajom jednej jednotky tovaru navySe sa firme zvysi
prijem o MR(g), ale na druhej strane sa znizi 0 MC(q). Rovnicu prepiseme do
nasledovného tvaru:

zmena zisku(q) = MR(q) — MC(q)

Polozme si otazku: oplati sa ndm vyprodukovat’ o jednu jednotku tovaru viac, ako uz
mame? Ak hraniény prijem pre navysené gq* , teda: (g* = q +1), je vicSie ako hrani¢né
naklady (MR(g*) > MC(g*)), zmena zisku bude kladna a preto sa firme sa oplati navysit’
produkciu. NavySovat’ produkciu - opakovane zvySovat' q* o 1 jednotku, sa oplati, az
pokial’ MR(g*) = MC(g*), kedy zmena zisku je nulova.

Tymto sme sa dostali k takému mnozstvu produktu q*, ktoré¢ ndm maximalizuje zisk. Prave

vzt'ah MR(q) = MC(q), je vSeobecny predpoklad pre vSetky typy firiem na trhu.



1.3 Trhové Struktury

V tejto Casti prace si vysvetlime cela Strukttru trhu pomocou spektra:

Dokonala Monopolisticka

Oligopol Monopol
konkurencia konkurencia gop P

Obr 1.3 : Struktiira - spektrum trhu

Na Tlavej strane spektra sa nachadza Dokonala konkurencia. Popisuje trh, kde sa
nachédza vysoky pocet malych firiem predavajucich identicky (homogénny) produkt.
Kvoli tomu, ze ich je vel'ké mnozstvo, samotnd firma nemé vyznamnu trhovu silu a nevie
vyrazne ovplyvnitt mnozstvo a cenu produktu na trhu (tzv.price taker). Medzi dalSie
predpoklady patri Gplna informacia o cene a charakteristike produktu pre vSetkych
predavajucich a kupujacich a to, ze firmy maja volny vstup na trh. Prave kvoli
predpokladu uplnej informacie je dokonald konkurencia iba teoreticky konstrukt. Uplna

informacia zahffia aj znalost’ buducnosti, o je nemozné.

Co sa ale podob4 tejto Struktire, je napriklad farmarsky trh. Velké mnoZstvo farmarov
predava zeleninu a ovocie, ktoré sa na prvy pohlad az tak neliSia (takmer homogénny
produkt). Ceny zeleniny a ovocia sa medzi jednotlivymi farmarmi nemézu diametralne
odlisovat’, ked'ze farmarov je vela a spotrebitel by si predrazeny identicky produkt
nekupil.

Na opacnej strane je Monopol, ktory predstavuje trhova Struktaru, kde len jedna firma
predavany produkt na trhu nemd nahradu, preto kupujici nemaji na vyber, iba kupovat
prave od jednej firmy. Dolezitym predpokladom je takmer nemozny vstup na trh pre iné
firmy. Monopol vo vSeobecnosti nie je velmi ziadanou trhovou Struktirou z dévodu
dodané¢ho menSiecho mnozstva a vyssej ceny produktu na trh v porovnani s konkurencnym
trhom. Preto existuju rozne $tatne regulacie a zakony, ktoré zabranuji vzniku monopolu na

trhu.

Uvedené dva typy predstavuju teoretické trhové Struktiry. V realite sa stretneme skor s

dvoma typmi, ktoré sa nachadzaju medzi koncovymi stranami spektra.
Monopolisticka konkurencia, podobne ako dokonala konkurencia, popisuje trh s velkym

poctom malych firiem, ktoré ale predavaji podobny, nie identicky produkt. Firmy maja
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vlastnu trhovll silu, urcuju cenu predavaného produktu jej navysSenim nad hrani¢né
naklady: p > MC (tzv. price setter). Aj ked’ je pri tejto Struktre vstup na trh volny, v
dlhodobom horizonte ziadna d’alSia firma, ktora pride na trh, nebude mat’ kladny zisk.

Dovod si zobrazime pomocou grafov.

Na prvom grafe je zobrazena monopolistickd konkuren¢na firma v kraitkodobom horizonte.
Ako sme si povedali v predchadzajucej podkapitole, na urfenie mnozstva produkcie
postavi firma do rovnosti hraniéné naklady a hrani¢ny prijem: MC(g) = MR(q). Takto vie
urcit’ cenu p* za pomoci krivky dopytu. Prijem firmy bude R(gq*) = p*. g* a naklady
ur¢ime pomocou krivky ATC - priemerné celkové naklady (angl. average total cost),
ktorda ndm udava celkové nédklady prepocitané na jednotku produkcie. Preto celkové
naklady na vyrobu g* produktu vypocitame ako C(gq*) = p**. g*, kde p** je vyrobna
cena. Tak firma dosiahne zisk: (g *) = R(q *) — C(q *), ktory je na Obr 1.4 zobrazeny
Zltym obdiznikom.

)
3
~
=
S
2 "
Q
2
S MC
ATC
p**
p*
q* MnoZstvo produktu q

Obr. 1.4: Kratkodoby horizont mon. konkurencie

Co sa teda stane, v dlhodobom horizonte? Iné firmy si v§imnu, Ze na trhu ma tato firma
kladny zisk. Ked’Ze ni¢ nebrani firmdm vstup na trh, prichadzaji s vlastnym, podobnym
produktom. Tym je na trhu viac podobnych produktov a preto sa dopytova krivka vybranej
firmy posunie dolava. Nasej zvolenej jednej firme sa naklady nemenia. Z ddvodu
posunutia dopytovej krivky sa posunie aj krivka hraniénych prijmov dolava. Teraz
vypocitané produkované mnozstvo g* bude nizSie, taktiez aj vyrobna cena p*. Firemny

prijem sa vyrovnd firemnym nékladom a tak dosiahne nulovy zisk v dlhodobom horizonte.



Nulovy zisk plati pre vSetky firmy na trhu, pretoze ak by nejaka mala kladny, ostatné firmy

by taktiez zvysili produkciu, aby sa im zvysil zisk.

Prikladom by mohol byt trh s reStaurdciami - reStauracie sa snazia prerazit’ kvalitou jedla a
taktieZ vlastnou cenovou ponukou. Rozdielne produkty, ako vlastné recepty jedal, sa

povaZzuje za samozrejmost’. TaktieZ vstup na trh nie je nijak Specidlne limitovany.

Cena produktu b

>
>

MnoZstvo produktu q

Obr. 1.5: Dlhodoby horizont mon. konkurencie

Poslednou trhovou $trukttrou je oligopol. Popisuje trh, kde je len relativne malo firiem
predavajucich podobny, ale nie identicky produkt. Kvoli nizkemu poctu firiem na trhu,
kazda firma ovplyviiuje cenu vSetkych produktov. Dokonca aj tych, ktoré vyrabaju
konkuren¢né firmy. To, Ze firma musi sledovat a predpokladat’ spravanie vSetkych
konkurentov robi analyzu oligopolu o to zlozitejSiu. Firma, ktora by ignorovala alebo
nespravne predpokladala stratégiu konkurentov, sa ¢asto dostane do straty. Co by sa stalo,
ak by si firmy nekonkurovali, ale zacali by spolu spolupracovat. Nie je to az tak
nepredstaviteI'né, ked’ze ide o nizky pocet firiem na celom trhu, réznymi dohodami by
vedeli dojst’ ku maximalizacii zisku pre kazda jednu firmu bez toho, aby museli travit’ cas
a energiou odhadovanim stratégie svojich stperov. Takejto skupine firiem hovorime
kartel. V Kkarteli sa firmy vedia dohodnut’ na presnych ¢islach, kto kolko bude dodavat’
produktov alebo na jednotnej cene. Takouto spoluprdcou dostaneme takmer monopol a
kartel ziska monopolisticky zisk. Ako sme si spominali vySSie, monopol nie je zZiadany na
trhu, preto takisto aj pre kartel existuji obmedzenia a vo véacSine vyspelych krajinach je

kartel nezakonny.



V tejto praci budeme predpokladat modely, kde firmy nespolupracuju, ¢ize pdjde 0

nekooperativne modely.

V sucasnom modernom svete mame mnoho pripadov oligopolov. M6zeme sa pozriet’ napr.
na trh opera¢nych systémov pocitacov. Tie uz dlhodobo vedu firmy Microsoft, Apple a

Linux. Tieto firmy pokryvaja takmer 100% celé¢ho trhu s opera¢nymi systémami vo svete.

Nekooperativnych modelov oligopolu je hned’ viacero. To, ktory vyberieme, zélezi od
konkrétneho typu trhu a od vSetkych moznosti, ktoré oligopolistické firmy moézu vykonat.
Modely vieme rozdelit’ do kategdrii podla toho, ¢i sa firmy rozhoduju v Case sucasne
alebo po sebe. Taktiez, ¢i rozhoduji o optimalnom mnozstve produktov alebo o nastaveni

predajnej ceny. Nasledujuca tabul’ka zobrazuje Styri typy modelov oligopolu:

Kedy sa firma rozhoduje?

J

sucasne po sebe
Stackelbergov
mnoZstvo Cournotov model )
model mnozZstva
O ¢om firma
je? — Stackelbergov
rozhoduje’ Bertrandov model
cena model ceny

Obr. 1.6 : Modely oligopolu

Oligopolistickd firma musi pri svojich rozhodnutiach brat’ do tivahy aj mozné rozhodnutia

superov.

Vhodnym matematickym nastrojom na podporu strategického rozhodovania v tejto oblasti

st techniky tedrie hier.
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Kapitola 2

2. Teoria hier

2.1 Uvod do teérie hier

V tejto kapitole si prejdeme zékladné pojmy tedrie hier. Ako uz napoveda nazov, teoria
hier sa zaobera Studiom a analyzou rozhodovania sa v roznych hrach. Hra je
charakterizovana ako 'ubovol'na rozhodovacia situacia medzi minimalne dvoma hra¢mi ( ti
modzu byt chdpani ako jednotlivei alebo ako firmy), kde kazdy hra¢ ma vlastni mnozinu
akcii a funkcie vyplat. Funkcia vyplaty je hracove ocenenie vysledku hry, ako napriklad,
pre firmy natrhu je to zisk. Akciou hraca sa mysli ¢innost’, ktor hra¢ moéze urobit’. Medzi
akcie moze patrit’ napriklad to, ¢i sa firma rozhodne zaplatit’ televiznu reklamu, alebo nie.
Pri modeloch oligopolu je to ur¢enie celkového produkovaného mnozstva tovaru, ¢o bude

pre nds to najzaujimavejsie.

V predchadzajicej kapitole sme uviedli, Ze tedria hier sluzi na podporu strategického
rozhodovania, preto cielom je uréit’ optimalne stratégie hracov. Stratégia je plan, ktory
Specifikuje, aku akciu ma hra¢ vykonat’ v kazdom jeho tahu. Strategické rozhodovanie je
mnozina vSetkych akcii hrac¢a vykonanych tak, aby ziskal ¢o najvacsiu vyplatu. Funkcia

vyplaty kazdého z hracov je ovplyvnena akciami vSetkych hracov.

V tejto bakalarskej praci sa budeme venovat nekooperativnym modelom oligopolu.
Z tohto dovodu si blizSie popiSeme teoriu nekooperativnych hier. Su to také hry, kde
hraci medzi sebou nespolupracujii a nevytvaraju aliancie. Hlavny zdroj informacii pre tato
kapitolu je [2], [3] a [4]. Presné matematické definicie st Cerpané predovsetkym od
Manasa - [2] a [3].

Formalna matematickd definicia hry v normalnom tvare je nasledovna:

Definicia 2.1: Trojicu Q = (I, {X;c;},{M;c;}) voldme hru v strategickom (normdlnom)
tvare, kde:

I = {1,2,...,n} je mnoZina hracov
X; Jje mnoZina akcii hraca i

M; je funkcia vyplat hraca i
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2.2 Dominantna stratégia a Nashova rovnovaha

Stratégia, ktorej vysledkom je vysSia vyplata nez akdkol'vek ina vyplata ziskana zahranim
inej stratégie, uvazujuc vSetky mozné zahraté stratégie protihrdCov, sa nazyva
dominantna. Ked’ firma ma svoju dominantnt stratégiu, tak uz neberie ohl'ad na stratégie
inych hracov a s velkou pravdepodobnostou zahra prave ju. Pre formalnost' uvedieme aj
matematicku definiciu dominantnej stratégic a dvojmaticovej hry. Potom si uvedieme

priklad hry, kde hra¢i maji dominantné stratégie a ur¢ime jej vysledok.

Definicia 2.2: Nech X, y su rovnovazne stratégie nekooperativnej hry v normalnom tvare

popisana v Def 1. s vlastnostami

Ml(fd_’) 2 Ml(xly)r

M, (x,y) = M, (x,y),

kde dvojicax,y je lubovolnad dvojica rovnovaznych stratégii nekooperativnej hry. Potom

dvojicu X, ¥ nazyvame dominantnii dvojicu rovnovaznych stratégii.

Konecnd nekooperativna hra sa dd zapisat’ prehladnej$im spdsobom, ako je uvedena
definicia hry v normdlnom tvare. Zostavime tabulku, kde riadky budu predstavovat
stratégie hraca 1 a stipce stratégie hraca 2. Na kazdom prieseéniku riadkov a stipcov
uvedieme dve hodnoty vedla seba, kde I'ava predstavuje vyhru hraca 1 a prava hodnota

vyhru hraca 2. VSeobecne sa teda taka hra da zapisat’ pomocou dvoch matic:

a1 0 Qin bi1 =+ Dbiq
A = . . . , B = . . . ,
L R 7 bnl o bnn
ktoré sa pre lep$iu prichl'adnost’ zapiSu do jednej tabul’ky - dvojmatice nasledovne:

((a1 vbi) o (A bln))
: g : (2.1)

(@n1,bp1) - (@pn bun)
Priklad 1. Na trhu s papierovymi vreckovkami mame duopol - dve firmy Tento a
Harmony ovladaju cely trh. Vyplata firmy je v tomto pripade Cisty zisk, ktory ziskaju
predajom svojho produktu a od¢itanim nakladov. Maju na vyber dve akcie: bud’ si zaplatia

reklamu do televizie, alebo si ju nezaplatia. Hodnoty vyplatnych funkcii firiem zapiSeme

pre lepsi prehl’ad do dvojmatice. Hodnoty v dvojmatici uvadzame v jednotkach.
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Mnozina hradov I = { Lhrag, 2. hra¢} = {TENTO, HARMONY?}

akcie : X; = {Nezaplatit reklamu;, Zaplatit reklamu;}.

HARMONY
Zaplatit reklamu Nezaplatit reklamu
Zaplatit reklamu (90 , 90)* (120, 70)
TENTO
Nezaplatit reklamu (70 120) (100 100)

Maticovy tvar hry

Cervenou farbou st zobrazené vyplaty prvého hra¢a - TENTO, modrou sii zobrazené
vyplaty druhého hraca - HARMONY. Vyplatna matica reprezentuje vsetky mozné
vysledky a l'ahko sa interpretuje - napriklad, ak 1. hra&¢ TENTO sa rozhodne nezaplatit’
reklamu a sucasne 2. hrad¢ HARMONY sa taktieZ rozhodne nezaplatit’ reklamu, vyplata

oboch firiem bude 100 (tisic).

Pozrime sa teraz na dominantnt akciu (stratégiu) 1. hrac¢a. Ked’Zze musi predvidat’ mozné
tahy protihraca, zacne predpokladat’ akciu, Ze druha firma sa rozhodne zaplatit’ reklamu. V
matici sa nachddzame v prvom stipci a sledujeme ervené &isla. Vidime, Ze najlepsou
volbou 1. hraca TENTO je taktiez zvolit' akciu zaplatit’ reklamu, ked’ze vyplata 90 je
vysSia ako vyplata 70. Teraz predpokladajme, ze druhd firma HARMONY zvoli akciu
nezaplatit' reklamu. Nachadzame sa v druhom stipci a opit’, sledujeme ervené &isla
vyplat. 1. Hra¢ TENTO, rovnako ako v predchadzajicom pripade, zvoli akciu zaplatenia
reklamy. Vo vSetkych mozZnych stratégiach 2. hraca HARMONY, sa 1. hra¢ TENTO vzdy
rozhodol zahrat’ jednu a tu istil akciu, a to zaplatit’ reklamu. Tym padom je tato akcia pre 1.
hra¢a TENTO dominantna.

Hrladanie dominantnej akcie 2. hraCa HARMONY je vel'mi podobna. Vzdy si zafixujeme
jednu akciu 1. hrata TENTO a na rozdiel od predchadzajiuceho postupu budeme sledovat’
riadky vyplatnej matice a porovnavame modré Cisla vyplat 2. hraa HARMONY. Nech
prvy hra¢ TENTO zvoli l'ubovolnt akciu, vidime, Zze druhy hrad¢ HARMONY zvoli akciu -
zaplatit’ reklamu. Teda taktiez pre 2. hraica HARMONY je tato akcia dominantna.

Obidvaja hraci teda v kone¢nom vysledku zvolia svoju dominantmu akciu - zaplatit

reklamu. V matici sa teda nachidzame v prvom riadku a v prvom stipci, kde mame
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hodnoty vyplat: (90, 90). Tuto stratégiu nazyvame rovnovaznou, ziskanou pomocou
dominantnych stratégii. Mozeme ale vidiet, Ze to nie je najvysSia hodnota vyplat pre oboch
hracov, akii by mohli z tejto hry ziskat. Ak by sa obidve firmy rozhodli nezaplatit’
reklamu, tak maju vyplatu o 10 jednotiek vysSiu. Preco teda nie je stratégia nezaplatenie
reklamy stcasne u oboch hrdCov rovnovdzna? Na to nam odpovie definicia Nashovej

rovnovahy.

Nashova rovnovaha (Nash equlibrium) je mnozina stratégii, kde ked’ hraci zvolia tieto
stratégie, ziaden z hra¢ov neziska vyssiu vyplatu vybranim l'ubovolnej inej stratégie. Ak Si
kazdy hra¢ vyberie stratégiu Nashovej rovnovahy, tak ziaden z nich nechce porusit’ tato
rovnovahu vybranim inej stratégie, pretoze by to viedlo ku zniZeniu jeho vyplaty. V nasom
priklade mame 2 hraCov, k tomu si zadefinujeme matematicki definiciu Nashovej

rovnovahy.

Definicia 2.3: Nech Q je konecna nekooperativna hra uvedend v normdlnom tvare:
Q = (I = {112}1 X'YI M1(X;Y);Mz(x:)’) )
Potom Nashovou rovnovihou tejto hry nazveme dvojicu stratégii X a'y, ak platia

nasledovné nerovnosti:

Ml(.f,_’)_/) = Ml(x,y),

MZ(QZ'}_/) = MZ(fly)r
pre vSetky stratégie x €X ay €Y. Stratégia X je rovnovazna stratégia hraca 1 a

stratégia y je rovnovaznou stratégiou hraca 2.

A% nasom  priklade bude Nashovou  rovnovahou vyber stratégie
{Zaplatit reklamur,,, Zaplatit reKlamug,rmony }»
ktora vedie k vyplatam: (90, 90). Pozrime sa na pripad, ked” sa niektory z hra¢ov rozhodne
vybrat' ini stratégiu, ako Nashovu rovnovdhu. Ak by sa 1. hrd¢ TENTO rozhodol
nezaplatit’ reklamu a vie, zZe 2.hra¢ HARMONY by svoju stratégiu nezmenil, tak by si
svojou zmenou stratégie pohorsil vyplatu az o 20 jednotick. Taktiez, ak by sa 2. hrac¢
HARMONY rozhodol nezaplatit’ reklamu, priCom 1. hra¢ TENTO by sa drzal svojej
povodnej stratégie, 2. hra¢ HARMONY si zhorsi vyplatu o 20 jednotiek. Ani jeden z

hracov nema motivaciu zmenit’ svoju stratégiu, preto ostavaju pri Nashovej rovnovahe.
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Preco nie je Nashovou rovnovéahou stratégia:

{Nezaplatit' reklamue,,, Nezaplatit' reklamuy,rmony J;

¢o by viedlo k vyssim vyplatam pre oboch hra¢ov? Vychadza to uz zo slova "rovnovéha".

Pri takej stratégii maju obaja hraci motivaciu zmenit' svoju stratégiu z dovodu znacného
zvySenia svojej vyplaty. V Priklade 1 si mézu tak obaja vylepsit’ vyplatu o 20 jednotiek,
preto za predpokladu racionality hradov, predpoveddame zmenu stratégie. Cim sa opit
dostaneme do strategickej rovnovahy pomocou urcenia dominantnych stratégii. Nashova
rovnovaha je ale eSte silnejSia stratégia, ako rovnovaha dominantnych stratégii. Uvazujme
zmenu Prikladu 1 tak, ze jedna firma nebude mat’ dominantnu stratégiu.

Priklad 1.1 - zmenend matica vyplat

HARMONY
Zaplatit reklamu Nezaplatit reklamu
Zaplatit reklamu (60 ’ 70) (120, 90)*
TENTO
Nezaplatit reklamu (70 ’ 100) (100, 120)

Maticovy tvar hry

Ako moézeme vidiet' v matici vyplat, firma TENTO nemd dominantnu stratégiu. Ak sa
protihra¢ rozhodne zaplatit’ reklamu, tak firma TENTO sa rozhodne nezaplatit’. V opacnom
pripade si vyberie presne naopak, preto nema dominantnu stratégiu. Firma HARMONY
ma pre tento pozmeneny priklad dominantnu stratégiu - nezaplatit’ reklamu. Ako ur¢ime
Nashovu rovnovéhu? Z definicie ndm vyplyva, ze to ma byt' takd mnozina stratégii, kde
ziaden hra¢ dobrovolne neurobi zmenu svojej stratégie, pretoze by si pohorsili. 2. hrac
HARMONY mé dominantnu stratégiu, tak vieme, Ze zahra prave tu. Nachddzame sa v
druhom stipci matice. V takom pripade 1. hra¢ TENTO zvoli stratégiu - zaplatit’ reklamu,

pretoze tymto zvolenim ziskava vyssiu vyplatu, ako vol'bou druhej stratégie.

Ziskali sme novi Nashovu rovnovahu:

{Zaplatit reklamure,,, Nezaplatit reklamuyrmony )

ktoréd vedie k vyplatam: (120, 90). Ani jeden z hraCov by inl stratégiu nevybral.
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Kapitola 3

3. Hry s neinteligentnymi protihra¢mi

3.1 Optimalna stratégia pri riziku

Doteraz sme sa zaoberali len pripadmi, kde firmy konaju racionalne, teda sme
predpokladali, Zze st inteligentné. Ich primarnym ciel'om je maximalizacia zisku, €o v tedrii
hier znamend maximalizicia vyplat. Vezmime si hru, kde okrem inteligentnych hracov
budu vystupovat’ aj ndhodné mechanizmy, tzv. neinteligentni hra¢i. VSetky definicie a

informacie sme Cerpali od Manasa [2].

Na zaciatku si uvedieme hru s dvoma hra¢mi, kde prvy hra¢ bude inteligentny a druhy
bude ndhodny mechanizmus. Hru zapiSeme v normalnom tvare:

{I={1,2} X.¥; M(xy)} (3.)
Budeme uvazovat’ len vyplatnti funkciu hraca 1, pretoze hraca 2 nezaujima vyska vyplaty a
tak vyplatna funkcia M, (x,y) nenesie ziadnu dolezitii informaciu pre prvého hraca. V
zapise hry vyplatna funkcia hra¢a 1 M(x,y) je len skratenym zapisom M, (x,y). V
rozhodovacej situacii sa hra¢ 2 prejavi tak, Ze do vyplatnej funkcie M(x,y) dosadi svoju
stratégiu y € Y podla nejakého rozdelenia pravdepodobnosti. Jej distribu¢nu funkciu
ozna¢ime F(y). Dolezité pre rozhodovanie hraca 1 je to, ¢i pozna strategické rozlozenie
pouzivané hraCom 2. Ak &no, hovorime o rozhodovani pri riziku. Ak pozna len to, Ze
stratégie hraca 2 podliehaji nejakému rozloZeniu pravdepodobnosti, ktoré v momente

rozhodovania svojej stratégie nepozna, hovorime o rozhodovani pri neistote.

Je zaujimavé si predstavit, ako méze taky hrac¢ 2 existovat. Beznym prikladom by mohla
byt lotéria. Hra¢ 1 je v tomto pripade hra¢, ktory ide hrat’ lotériu a chce ju vyhrat. HraCom
2 je samotna lotéria, kde Sanca vyhrat' je uréend poctom vyhernych tiketov zo vsetkych
predanych tiketov. Ak hra¢ 1 pozna tieto pocty, vie si urcit’ pravdepodobnost’ vyhry a
lepsie sa rozhodnut,, kolko tiketov nakupi, aby sa mu to vyplatilo.

Avsak, ako sme spomenuli v Kapitole 1, na trhu oligopolu sme predpokladali
inteligentnych hraov - firmy, ktoré chci maximalizovat’ svoj zisk. Firma, ktord by sa
rozhodovala len na zdklade pravdepodobnosti, nerieSi zisk ani svoje ndklady. V

rozvinutych krajinach st také firmy nevidané. Ale mohla by nastat’ napriklad taka situécia,
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kde by sa vel'mi bohaty investor rozhodol vstupit’ na trh so znaénym mnozstvom produktu
len na zaklade hodu mince. Aj ked’ to neznie vel'mi pravdepodobne, inteligentna firma,
ktord by mala informéciu o takomto investorovi a nebrala by ho vobec do tivahy, méze
zvolit’ nespravnu optimdlnu stratégiu. Vyrobila by napriklad vicSie mnozstvo produktu,
ktoré ale nepredd z dovodu vstupu takého investora na trh a moze sa dostat’ do straty.
Preto, ak inteligentné firmy maji informacie o rozlozeni pravdepodobnosti takychto
investorov, musia stou pocitat. Definicia optimalnej stratégie pri rozhodovani za
pritomnosti rizika sa opiera o predpoklad bezne uzivany v tedrii hier: v pripade stretu s
nahodnym mechanizmom je najlepSie sa zachovat’ tak, aby sme maximalizovali strednu

hodnotu vyhry, ¢iZe vyplaty.
Uvedieme si formalnu matematicku definiciu optimalnej stratégie:
Definicia 3.1: Stratégia X je optimalna stratégia pri riziku v hre (3.1), ak plati:

X = argmaxxEXfM(x,y) dF(y). (3.2)

V definicii 3.1 je zaujimavé si viimnut integral [ M(x,y) dF(y) , kde integratorom
je dF(y). Ide totiz o Riemann-Stieltjesov integral. Tento integral teraz neformalne

opiSeme.

Nech g(x) a F(x) su realne a ohrani¢ené funkcie definované na uzavretom intervale
I =[a,b] . Vezmime delenie intervalu a = x; < x,< x3,..< x,_, < x,=b, a

uvazujme Riemannovu sumu:
n
> g [FGx) — Fxio)]
i=1

kde ¢; € [x;_1,x;]. Ak sa tato suma blizi k fixnému ¢islu u ako max(x; — x;_;) = 0,
potom u sa nazyva Sticltjesov integral, alebo niekedy Riemann-Stieltjesov integral.

Stieltjesov integral funkcie g viazany na funkciu F na intervale I zapiSeme v tvare:

[ 9t arco

Najcastejsie sa v aplikaciach stretdvame s dvoma typmi funkcii F v integrali

[ 9w arco
1
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1. F ma deriviciu v kazdom bode vnutri [ a g je spojita. Potom:

[ 9t are) = [ 96 P ax (3.3)

I I

2. F je "schodkovita" funkcia, teda pre I = [a,bla deleniea = dy < d; < .. < d,=b
je F definovana predpisom
F(X) = Fi ;X € [di—l'di)

pricom F; < F, < .. < E,. Potom, ak g je spojita, plati:

n-1
[ 96y dre = (@) s - F (3.4
I i=1

Pre podrobnejsi vyklad odporacame literataru [5] a [6].

3.2 Hry s viac inteligentnymi a neinteligentnymi hra¢mi

Na rozdiel od hry (3.1), kde sme mali len dvoch hrac¢ov, uvazujme teraz hru s N hra¢mi, z

ktorych hraci 1,2, ..., J st inteligentni ahra¢i J+ 1, J+2,...,N su néhodné
mechanizmy so znamym rozlozenim pravdepodobnosti. Tak(to hru v normalnom tvare
zapiSeme ako

{Q=1{1,2,..,N} X1,Xp,.. Xy 5 Mi(x), My(0), ..., M;(x)} (3.5)

Rovnako, ako pri hre (3.1), vyplatné funkcie neinteligentnych hracov/+1, J+2,...,N
nebudeme sledovat’, pretoze tychto hra€ov nezaujima vySka vyplaty a preto nenesu ziadnu

dodlezitt informéciu pre inteligentnych hracov.

V zéujme zjednodusenia zapisu je vhodné predpokladat, ze v hre (3.5) hodnotia vsetci
inteligentni hrac¢i vsetkych neinteligentnych hracov rovnako. To znamend, ze sa
inteligentni hra¢i zhodnt na pravdepodobnostnom rozlozeni, ktoré j — ty hra¢ uziva,

j=J]+1,]+2,...,N aje znama jeho distribu¢na funkcia Fj(x),x € X;.

V predchddzajicej podkapitole sme si uviedli definiciu optimalnej stratégie pri
rozhodovani za rizika. T4 je zaloZend na maximalizacii strednej hodnoty vyplatnej funkcii
inteligentného hraca. Podobne, za pritomnosti viacerych nahodnych mechanizmov sa

chovanie inteligentnych hraCov riadi strednymi hodnotami stratégii z priestoru

18



Xj1, X425, Xy. Takato konfliktna situdcia prebicha rovnako, ako keby iSlo o konflikt

len inteligentnych hracov, ¢o je modelovany hrou v normalnom tvare:

{Q: {1l2;i]}l Xl IXZI"'IX]; Nl(x))NZ(x); )N](x)} (36)
kde Nl(x) = Ni(xl, X9 ) ,x])
= f M; (xy, x5, ... :xN)dF']+1(x]+1)dF]+2 (x]+2) . dFy(xy)
Xj+17 X2 XN

Optimalne stratégie inteligentnych hracov v hre (3.5) su totozné s optimalnymi stratégiami
v hre (3.6).

Teraz mame vSetky informacie potrebné na vypocet modelového prikladu hry za

pritomnosti rizika.

3.3 Modelovy priklad hry za pritomnosti rizika

Uvazujme priklad oligopolu, kde 4 oligopolisti vyrabaju ten isty druh produktu, ktorého
cena je podla zékona dopytu a ponuky zavisla od celkového mnozstva produktu na trhu.
Oznac¢me x; mnozstvo produktu dodané i —tym oligopolistom na trh za jedno casové
obdobie. Celkové mnozstvo produktu na trhu je t =x; +x,+ x5+ x,. Zévislost’
jednotkovej ceny produktu od celkového mnozstva dodaného oligopolistami je popisana
funkciou:

flxg+x,+x3+x,) =1000— (x;+x, + x5+ x4).

Uvazujeme nekooperativny model hry, Cize oligopolisti medzi sebou neuzatvaraju dohody.
Hraci - oligopolisti s €islami 1 a 2 su inteligentni hraci a snazia sa zistit optimalne
mnozstvo produktu, ktoré maji dodat’ na trh tak, aby maximalizovali zisk. Nech ich
nakladové funkcie a rozsahy produkcie su:

ci(x;)=10+12x,; X,= [0,350]

¢z (x2) = x5 ; X, =[0,120]

Tito inteligentni hraci vedia o tretom oligopolistovi informaciu, Ze pred dodanim tovaru si
hodi mincou. Ak padne hlava, dod4 na trh x; = 200 jednotiek tovaru. Vyzerd to tak, ze
tento hra¢ 3 nesleduje a nezaobera sa cenou produktov. Poznaju teda len jeho

pravdepodobnost’, s akou dod4 na trh mnozstvo produktu x; = 200.

19



Predpokladajti u takého hraca distribu¢nu funkciu:
0; X3 € (—OO’ 0)
200
F5(x3) = —- =100, x; € [0,200)

1, x5 € [200,0)

U hraca 4 je zname, Ze dodava tovar podla rovnomerného rozdelenia pravdepodobnosti na
intervale [0,400] . Preto funkcia F,(x,) je teda distribuéna funkcia spojitého

rovnomerného rozdelenia na uvedenom intervale [0,400].

RieSenie: Tato hra v tvare (3.5) ma nasledovné priestory stratégii:
X, = [0,350]; X, = [0,120]; X; = [0,200]; X, = [0,400],
a pre inteligentnych hra€ov ma nasledovné vyplatné funkcie (vyplatna funkcia je v tomto
priklade funkcia zisku 7, ktora uréime akor; = x; f(t) — ¢;(x;) ) :
M;(xq,..,x4) = x,(1000 — x; —x, —x3 —x,) — 10 — 12x,
M, (xq,..,%,) = x,(1000 — x; — X, — X3 — X,) — X,°

Prechodom k strednym hodnotam s pouZitim distribué¢nych funkcii F5 (x3) a F, (x,)

dostaneme hru v tvare (3.6) :
{Q = {1 52 }; X1 ;XZ ) Nl(x) ) Nz(x),}

kde vyplatné funkcie su:

N1(xq,x5) = JJM1(x1r--:x4) dF5 (x3) dFy (x4)

X3 Xy

Ny(xq,x5) = ijz(xp-wsz) dF3(x3) dF, (x4)

X3 X4

Potrebujeme vypocitat’ tieto 2 dvojné integraly. Ako sme spomenuli v predchadzajicej
podkapitole, na vypoet potrebujeme poznat' integratory dF;(x;) a dF,(x,). Za&nime
poslednym, ¢ize dF, (x,). Distribu¢na funkcia rovhomerného rozdelenia je spojita funkcia

a ma derivaciu v kazdom bode intervalu [0, 400]. M4 tvar: F, (x,) = 4L00x4‘ . VyuZijeme

teraz vlastnost’ (3.3) a prevedieme integral

1

J .[Mi(xl,..,x4) dF;(x3)dF, (x,) = j fMi(xl""x“) dF3(xs) 400 dxs

X3 X4 X3 X4
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Vonkajsi integral pri oboch vyplatnych funkciach bude:

Nl(xl,x2)= j—10—X1(—788+X1+X2+X3)dF3(X3)

X3

Nz(xl,xZ) = f—xz(—800+ x1+2xZ+x3)dF3(X3)
X3

Ostavaju nam len posledné 2 jednoduché integraly s integratorom dF;(x3), kde F5 je
distribu¢na funkcia diskrétneho rozdelenia. Je tzv. "schodkovita", pre to vyuZijeme

vlastnost’ (3.4) a dostdvame vysledné¢ maximalizované funkcie vyplat:

Ny(xq,%5) = —10 — x,(—688 + x; + x;) (3.7)
Ny(xq,x5) = —x,(=700+ x, + 2x,)

Vd'aka optimalnej stratégii pri rozhodovani za pritomnosti rizika sme nasli vysledné
funkcie vyplat, kde ako nezndme su jednotlivé produkované mnozstva oboch
inteligentnych hracov. V takomto pripade sa mézeme zacat’ venovat’ roznym modelom
oligopolu, kde sa rozhoduje o definitivnom mnozstve produktu, ktoré jednotlivi hraci

vyrobia.
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Kapitola 4

4. Modely oligopolu

V tejto kapitole sa budeme venovat’ konkrétnym modelom oligopolu, kde okrem
teoretickej Casti si ukdZeme konkrétnu aplikdciu na nd$ modelovy priklad popisany v
podkapitole 3.3. Celkovo popiseme 4 r6zne modely, ktoré sme uviedli v kapitole 1.3. V
tejto praci sa budeme venovat’ predovietkym modelom, kde firmy optimalizuju mnozstvo
produkovaného tovaru. Medzi také modely patria Cournotov a Stackelbergov model. K
tymto modelom vypocitame na$ modelovy priklad. Modelom, ktoré rieSia nastavenie
predajnej ceny produktov pre jednotliva firmu, sa nebudeme az tak podrobne venovat'.

Podkladom tejto kapitoly je knizny zdroj [1] a prednéasky od Jacoba Clifforda [A].

4.1 Cournotov model

Tento model bol prvym formalnym modelom oligopolu, ktory predstavil franctzsky
matematik a ekonom Antoine-Augustin Cournot v roku 1838. Tu Cournot vysvetluje, ako
sa oligopolistické firmy spravaju, ak rozhoduji o mnozstve svojej produkcie vsetky firmy
sucasne. Mnozstvo produkcie jednej firmy priamo ovplyvituje zisk vSetkych ostatnych

firiem, pretoZe cena produktu sa odvija od celkového mnozstva produkcie na trhu.

Ked’Ze sa rozhoduju vSetky firmy sicasne, nepoznaju findlne mnozstvo, pre ktoré sa kazda
firma rozhodla. Preto musia predpokladat’, ze kazda sa bude snazit' maximalizovat’ svoj
zisk. Cournot predstavil koncept rovnovahy, znamy aj ako Cournotova rovnovaha, alebo
Cournot - Nashova rovnovaha. Je to takda mnozina finalnych produkovanych mnozstiev
tovaru vybrand jednotlivymi firmami tak, aby ziadna firma zmenou svojej produkcie
neziskala vacsi zisk. Mozeme vidiet, Ze tato definicia je ve'mi podobnd Nashovej

rovnovahe, hoci ta bola formalne zadefinovana az o vyse 100 rokov neskor.

Na to, aby sme mohli hl'adat’ Cournotovu rovnovahu v modeli oligopolu v danom ¢asovom

useku, musia byt splnené nasledujiice podmienky:

1. na trhu st minimélne 2 firmy, ich findlny pocet je konecny a Ziadna d’alia firma v
danom ¢asovom useku nemoze vsthpit’ na trh,
2. kazda firma sa snazi maximalizovat’ zisk,

3. trhova cena produktu sa odvija od celkovej produkcie,
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4. firmy nespolupracuji, kazda samostatne rozhoduje findlnom mnozstve produkcie a
vystup svojich konkurentov povazuje za fixn1 konstantu,

5. firmy predavaji takmer identicky produkt.

Hladanie Cournotovej rovnovahy vychadza z predpokladu maximalizacie zisku kazdej
firmy. Predpokladajme, Ze na trhu je pocet firiem rovnych N a jednotlivé findlne produkcie
firiem oznacime ako xq,X,,..,xy. Zisk i —tej firmy je funkcia m;(x;,x5,...,xy5) =
xi f(t) — c;(x;) kdef(t) = f(x; +x,+ -+ xy) je funkcia trhovej ceny. Uz z kapitoly
1 vieme, Ze mnozstvo q , ktoré maximalizuje zisk (q) ziskame derivaciou funkcie podl'a
mnozstva g. V naSom pripade je zisk zavisly od produkcie vSetkych firiem na trhu.
Konkrétne, cenova funkcia je zavisla od celkovej produkcie. Ak chceme ziskat’ mnozstvo
produkcie i —tej firmy x;*, ktoré bude maximalizovat’ zisk 7; (X, x5, ..., X)), potrebujeme
parcialne derivovat’ len podla produkcie danej i —tej firmy x;. Produkcie vsetkych

ostatnych firiem berieme ako fixni konstantu (podl'a predpokladu 4.).

Tento postup zopakujeme pre vsetky firmy a ich ziskové funkcie mr;, kdei € 1,...,N.
Takto ziskame N rovnic s N nezndmymi x4, X5, ..., Xy. Na vypocet takejto sustavy rovnic
vyuzijeme poznatky linearnej algebry. Z definicie oligopolu vychadza, ze by v modeli
nemalo vystupovat’® vel'ké mnoZstvo hracov, takze by nemal byt vysoky pocet rovnic.
Problém by mohol nastat’ pri nelinearite zderivovanych ziskovych funkcii. My sa budeme
zaoberat’ jednoduchSimi prikladmi. Funkcie st vybrané tak, aby sme po zderivovani dostali

sustavu linearnych rovnic, ¢o vieme l'ahko vypocitat’.

4.1.1 Aplikacia Cournotovho modelu na Priklad 3.3
V priklade 3.3 sme vypocitali vyplatné funkcie dvoch firiem: (3.7) . Podl'a vyssie

uvedeného popisu obe vyplatné funkcie zderivujeme podla prislusnych produkeii oboch

firiem.
0
gNl(xl,x2)= 688_2x1_x2 = 0
al (4.1)
a_x'zNz(xl,xz): 700_x1_4x2: 0

Dostali sme sustavu dvoch linearnych rovnic o dvoch nezndmych. Jednoduchym vypoctom

zistime optimalne mnozstva oboch firiem z prikladu 3.3.

x*,=293,14 a x',=10171.
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Vidime, Ze vypocitané optimalne mnozstva x*; a x*, patria do daného rozsahu produkcie

oboch firiem X, = [0,350], X, =[0,120].

Vyplaty, ktoré ziskame po dosadeni x*; a x*, budi nasledovné:
Ny(x*y,x*, )= 85922,7
Ny(x*y,x*, ) = 20691,6

Na to, aby sme Cournotov model mohli porovnat’ s inymi modelmi oligopolu, potrebujeme
ur¢it’ trhova cenu produktu f(t). V priklade 3.3 ale vystupuji aj neinteligentni hraci, ktori
sa riadia nejakymi rozdeleniami pravdepodobnosti. Nevieme presne povedat, aké velké
mnozstvo produktu dodaji na trth. Mozeme to ale aspon odhadnut’ strednou hodnotou
danych pravdepodobnostnych rozdeleni. Hrac 3 s pravdepodobnostou 1/2 doda na trh 200

vyrobkov, v opa¢nom pripade nedoda ni¢. Stredni hodnotu takejto ndhodnej premennej Y
vypocitame nasledovne: E[Y] = [ydF(y) = % *200 + %* 0 =100. Budeme teda
predpokladat’, Ze hra¢ 3 na trh doda x; = 100 vyrobkov. Hra¢ 4 mé rovnomemé
rozdelenie Z, ktorého strednd hodnota sa da vypocitat vzorcom: E[Z] = %(a + b), kde
[a, b] je interval rovnomerného rozdelenia. V naSom priklade je to interval [0,400]. Po

dosadeni do vzorca ziskavame strednu hodnotu, teda mnozstvo tovaru dodaného na trh

hracom 4, ¢o predstavuje x, = 200 vyrobkov.

Celkové mnozstvo produkcie odhadneme: t =x"; 4+ x*, + x5+ x, = 694,9. Teraz uz
vieme ur¢it’ trhova cenu f(t) = 1 000 — 694,9 = 305, 1.

4.2 Bertrandov model

V roku 1883 ako odpoved” voci uz existujicemu Cournotovmu modelu zaviedol Joseph
Bertrand vlastny model, kde oligopolistické firmy rozhoduju o nastaveni findlnej ceny
svojho produktu. MnozZstvo produkcie nechévaji na ochote spotrebitel'ov zakupit’ tovar v
takejto cene. Vysledna rovnovaha sa nazyva Bertrandova, alebo Bertrand-Nashova
rovnovaha. Ide o taki mnozinu cien zvolenych firmami tak, aby Ziadna firma volbou inej

ceny neziskala vyssi zisk.

V tejto praci sa Bertrandovmu modelu nebudeme venovat’, pretoze v naSom modelovom
priklade sa rozhodujeme za pritomnosti rizika. Pritomné ndhodné mechanizmy si urcéuju

mnozstvo produkcie na zéklade nejakej pravdepodobnosti. Ich vplyv na cenu je zahrnuta v
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trhovej cenovej funkcii produktu f(t). Inteligentni hra¢i berd do tvahy tato cenovu

funkciu, pretoze je to jediny vplyv ndhodnych mechanizmov na trh, kde st pritomné.

4.3 Stackelbergov model - mnoZstva

Predstavme si situaciu, ked’ na trhu je jedna silnejSia firma - vodca, ktory ur¢i svoju
produkciu skor ako jeho konkurent - nasledovnik. Firmy si teda zvolia produkcie po sebe
a nie stcasne, ako to bolo v Cournotovom modeli. Ma firma, ktora uréuje produkciu skor
ako konkurent, vyhodu? Aby naSiel Heinrich von Stackelberg na tato otdzku odpoved,
modifikoval Cournotov model na takyto pripad. Vodca si uvedomi, Ze po nastaveni vysky
svojej produkcie konkurent stanovi svoju vysku produkcie podla najlepSej reakénej
funkcie (best-response function) vychadzajucej z Cournotovho modelu. Reakénu funkciu
uréime zo zisku jednotlivej firmy. Pre lepSie vysvetlenie budeme pracovat’ s prikladom kde

vystupuju 2 firmy.

Firma 1 si uvedomuje, ze nedokdze priamo ovplyvnit' mnozstvo produkcie druhej firmy,
preto bude maximalizovat’ svoj zisk. Mnozstvo produkcie druhej firmy bude brat’ ako fixny
parameter x, = x,. Derivovanim svojho zisku m, (x;, %) podl'a produkcie x; dostavame
rovnaku rovnicu ako pri Cournotovom modeli. Vyjadrenim produkcie x;ako x; = ¢, (x3)
pomocou parametra x, ziskavame najlepSiu reakciu firmy 1 na produkovaného mnoZzstva
firmy 2. Obdobne, firma 2 si uréi svoju reakénu funkciu zo svojho zisku, kde berie
produkciu firmy 1 za fixnu x; = X;. Vyjadrenim svojej produkcie x, ako x, = ¢, (X7)

ziskava svoju najlepsiu reakénu funkciu.

Vezmime si situaciu, kde vodcom bude firma 1 a nasledovnikom bude firma 2. Vodca vie ,
ze nasledovnik urcuje svoje produkéné mnozstvo podla svojej reakcnej funkcie x, =
¢, (x7). Preto vodca bude maximalizovat' zisk s dvoma parametrami m,(x;, @, (x;)).
Tento zisk je funkciou jednej premennej x,, preto jej zderivovanim vzhladom na x; a
polozenim vysledku rovnému 0, ziskavame optimalne mnozstvo produkcie x*; firmy 1.

Optimalne mnozstvo produkcie firmy 2 ziskame dopocitanim hodnoty z reakénej funkcie

Xy =@y (x"y).

Opacna situacia, kde vodcom bude firma 2 a nasledovnikom firma 1, je identicka. Firma 2
vie, ze nasledovnik - firma 1 urCuje produkciu zo svojej reakcénej funkcie a preto
maximalizuje svoj zisk vzhladom na parametre ,( ¢, (x;), x5). Vypocet optimalnych

produkeii je totozny.
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4.3.1 Aplikacia Stackelbergovho modelu na priklad 3.3
Budeme vychadzat’ z vypoc€itanych vyplatnych funkcii - funkcie zisku (3.7). M6zu nastat’
celkovo 3 pripady:

1. firma 1 je vodca, firma 2 je nasledovnik

2. firma 2 je vodca, firma 1 nasledovnik

3. firma 1 a firma 2 sa chovaju ako vodcovia

Predtym, nez zacneme riesit’ konkrétne pripady Stackelbergovho modelu, si pripravime
reakéné funkcie oboch firiem. Tie sme si uz vypocitali v (4.1) , tak teraz si vyjadrime
jednotlivé produkcie v tvare x; = @; (fj), i #].

po vyjadreni

1
%Nﬂxpx_z) = 688—2x;— X, =0 —— x;(¢;(x) ) = _E(x_z_ 688)
1

d _ _ po vyjadreni . 1
ax Ny (xp,x5) = 700 — X7 —4x; =0 —— x2(9,(x7) ) = 2 (X1 — 700)
2

1. firma I jevodca a firma 2 je nasledovnik

Vodca pozna reakénu funkciu nasledovnika, ¢o je x, = —i (x7— 700). Prave to

mnozstvo produkcie x, dosadime do svojej funkcie zisku (3.7) a budeme hladat’

maximum premennej x;. Tak najdeme optimalne mnozstvo x*;.
1
Nl(xl,xz) = —10— X1 <_688 + X1 — Z (xl - 700) )

G 7 1 adrent
P Nl(xl,x2)=688—zx1+z(x1— 700) = 0 22N v =342
1

Ked’ uz méme mnozstvo produkcie firmy 1, z reakénej funkcie firmy 2 vypocitame

jeho optimalne mnozstvo:
1
x,(@p(x"1)) = 2 (342—- 700)=89,5= x",

Rovnako, ako pri Cournotovom modeli skontrolujeme, ¢i vysledok patri do intervalu
produkcie: X, = [0,350], X, =[0,120]. Oba vysledky su mozZné, preto mozeme
vyc¢islit' ich vyplaty:

N (x*{,x*,)= 87713 , N,(x*;,x*,)= 16 020,5.

26



Celkova produkcia je t=x";+x",+x3+x,=731,5 a trhova cena produktu
bude:
f(@) =1000—-731,5 = 268,5.

. firma 2 je vodca a firma 1 je nasledovnik

Ked’ze postup je identicky ako v predoslom priklade, ku optimalnym mnozstvam sa

dostaneme pomocou rovnic bez rozsiahlejSiecho popisu.

1
Nz(xl,xZ) = —Xy <_700 + _E( Xy — 688 ) + ZXZ)

0 7 1 po vyjadreni
aNz(xl,x2)=700—§x2 +§(x2— 688) =0 —— x*,=118,7
2

1
x1(p1(x"2)) = =5 (118,7 - 688) = 284,65 = x™,

Optimalne mnozstva patria do intervalu produkcie oboch firiem, takze ich vyplaty
budu:

Ny(x*y,x*,)= 81015,6

N,(x*; ,x%,) = 21122,7

Celkova produkcia jet = x*; + x*, + X3+ x, = 703,35 a trhova cena produktu je:
f() =1000—-703,35 = 296,65.

. firma 1 a firma 2 sa chovaju ako vodcovia

Predpokladajme, Ze obe firmy si spocitali, aki velkl produkciu by mali v pripade, ze
by boli vodcovia. Tato produkcia im vysla vyssia ako v pripade Cournotovho modelu.
Moze sa naskytnut' taka situacia, kde sa obaja rozhodnu zvolit' svoju vodcovski
produkciu a ignorovali by konkurentove reakéné funkcie. Pozrime sa teda na vyplaty,
ak zvolia takéto produkcie x*; = 342ax™, = 118,7

N (xy,x"y) = 77 726,6
N,(x*;,x*,) = 14 319,1

Celkovad produkcia t =x*; +x", + x5+ x, =760,7 a trhova cena produktu:
f()=1000—-760,7 =239,3.
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4.4 Stackelbergov model - ceny

Tomuto modelu sa nebudeme venovat z rovnakého dovodu, ako sme sa nevenovali
Bertrandovmu modelu. V naSom priklade nahodné mechanizmy ovplyviiuju cenu
produktu, preto pre inteligentnych hracov nie je mozné uréovat vlastni cenu. Pre
zaujimavost je vhodné dodat, ze na rozdiel od Bertrandoveho modelu v tomto
Stackelbergovom modeli opat’ vystupuji vodcovia a nasledovnici. Ak vodca ur¢i cenu, za
ktora bude predavat’ vyrobok, aké méa nasledovnik moznosti? Ziadne, pretoze ak by si cenu
urcil vyssiu ako vodca, nikto by od neho nekupoval vyrobky. Ak by urcil cenu nizsiu, tak
by prevzal cely trh a stal sa tak monopolistom. Rovnovdha nastdva prave vtedy, ak

predavaji vyrobok za rovnaku cenu, Cize za cenu uréent vodcom trhu.

4.5 Porovnanie modelov oligopolu

Na priklade 3.3 sme vypocitali dva rézne modely - Cournotov a Stackelbergov model.
Oligopolistom vysli r6zne optimalne stratégie - aké mnozstvo produkcie maji nastavit,
aby maximalizovali svoj zisk. Vysledky sme zhmuli do findlnej tabulky, kde okrem
optimalnych mnozstiev produkcie uvadzame aj zisky firiem, celkovy objem produkcie a

trhovu cena jedného produktu.

Celkova Zisk Zisk
Cena

produkcia firmy 1 firmy 2
Cournot 293,14 101,71 694,9 305,1 85922,7 20691,6

Stackelberg

342 89,5 731,5 268,5 87713 16020,5
(1. vodca)

Stackelberg

284,67 118,7 703,35 296,65 81015,6 21122,7
(2. vodca)

Stackelberg
) . 342 118,7 760,7 239,3 77726,6 14319,1
(obaja vodcovia)

Vysledna tabulka: 1.

Pre prehl'adnost’ sme v tabulke (1) oznadili cervenou farbou najvyssiu, a modrou farbou

najmensiu hodnotu v stipci.

Pozrime sa najprv na jednotlivé produkcie. Neprekvapuje, Ze najvdcSie mnozstvo

produkcie firma dosiahla, ked’ bola vodca a ako prva urcovala vysku svojej produkcie.
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Takze trh oligopolu, kde sa firmy rozhoduju v reakcii na konkurenciu a nie vSetky stiCasne,
méa vyhodu prave ta firma, ktord ako prva urci svoju produkciu a sprava sa ako vodca. So
svojou najvyssou produkciou ide ruka v ruke aj vyssia vyplata - zisk firmy. Obe firmy, ako
vodcovia, si prilepsili v porovnani s Cournotovym modelom. Naopak, ako nasledovnici,
dosiahnu prave vtedy, ak precenia svoje sily a snazia sa vyrabat' o najvysSie mnozstvo,
ako keby boli vodcami. Prepad ich zisku je vtedy ocividny, boli by na tom lepsie hoci by
boli len nasledovnici. Tym, Ze maji vysoki produkciu, na trhu je prebytok tovaru a preto
je aj cena omnoho nizsia ako v inych modeloch. Zakaznici budu sice viac nakupovat

lacnejsi tovar, ale za takt cenu to stale nezvysi firmam ich zisk.

Najnizsia celkova produkcia a najvyssia cena je pri Cournotovom modeli. Pripominame, ze
pri Cournotovom modeli sa firmy rozhodovali sidasne. Co by sa ale stalo v pripade, keby
sa firma 1 rozhodla nastavit svoju produkciu na uroven, ako keby bol vodca - pri
sucasnom rozhodovani? Ciel’ firmy 1 by bolo docielit’ zisk zo Stackelbergovho modelu,
kde by bola vodcom. Firma 2 ale nemusi uverit’ firme 1, Ze nastavi produkciu tak vysoko.
Tiez si spocitala Cournotovu rovnovahu a nema dovod verit, Ze by si firma 1 vybrala takt
produkciu, ktora by viedla ku nizSej vyplate v pripade, ak firma 2 nezvoli produkciu

nasledovatel’a. Nenastava stabilna rovnovaha, preto by tak inteligentni hraci nevolili.
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5. Kapitola

5. Program na rieSenie hier s neinteligentnymi
protihra¢mi

V poslednej kapitole tejto prace si prejdeme vytvoreny program v softvéri Wolfram
Mathematica, ktory ul'ahCuje vypocet hier s viacerymi inteligentnymi a neinteligentnymi
hra¢mi. V modelovom priklade 3.3 vidime, Ze v pripade hier viacerych hracov vystupuje

v priklade vacsie mnozstvo integralov. Tie nemusia hned” znamenat komplikaciu, ale

urcite zvySuji moznost’ pochybenia pri vypocte, napriklad z nepozornosti.

5.1 Popis algoritmu a vstupy/vystupy programu

V kapitole 3 je popisany podrobny algoritmus na vypocet hry za pritomnosti rizika
(modelovy priklad 3.3). Praca sa viacerymi hra¢mi je vyrieSena pomocou vytvorenia
zoznamov udajov, ktoré vstupuju do funkcii For[] a Table[]. Tieto funkcie su integrované
v samotnom programovacom jazyku Wolfram. Umoznuji pre kazdi jednu iteraciu
vypocet, ktory je po ulozeni do d’alSiecho zoznamu pripraveny na vstup inych funkcii. Tento
pristup pripomina programovanie v jazyku C++ kde sa Casto vyuzivaji pamétové

Struktary ako vector a list.

Ako prvé vstupy uvedieme celkové mnozstvo produkcie pomocou funkcie Sum[] a funkciu
ceny jedného vyrobku, kde vstup je prave vypocitané celkové mnozstvo produkcie. Medzi
d’alsie vstupy patria udaje o inteligentnych a o neinteligentnych hracoch. Pre
inteligentnych hracov potrebujeme rozsah ich produkcie a ich nakladovi funkciu.
Neinteligentnym hracom stacia rozsahy ich produkcii a popis ich distribucnej funkcie,
podla ktorej riadia svoju produkciu. Diskrétnu distribu¢nt funkciu popiSeme pomocou
funkcie Piecewise[], ktora umoziiuje popisanie pravdepodobnosti na ur€itych intervaloch.
Na popisanie spojitej distribu¢nej funkcie vyuzijeme integrované funkcie
pravdepodobnosti.  Napriklad, pre normalne rozdelenie pouZijjeme funkciu
UniformDistribution[]. Pre vytvorenie vhodnej reprezentacie takého spojitého rozdelenia
je v programe vytvorena funkcia SpojitaDistrF[]. Do nej vstupuje integrovana funkcia
popisujuca spojité rozdelenie, rozsah produkcie a premennd reprezentujuca produkované
mnozstvo dané¢ho hraca. Vsetky potrebné udaje ulozime do zoznamov pomocou funkcie
AppendTo[].
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Hlavnym prinosom tohto programu, je vypocitany prechod ku strednym hodnotdm s
pouzitim distribuénych funkcii neinteligentnych hracov a nasledny vypocet vyplatnych
funkcii. Podrobné informécie o prechode ku strednym hodnotdm sa nachadzaji v
podkapitole 3.1. Ked’ze vo vypocte potrebujeme zahrnut' Riemann-Stieltjesov integral,
rieSenim je rozdelit vypocet integralu na dva pripady: kedy v integrale je potrebné
integrovat’ podl'a konkrétneho integratora jednej premennej a kedy sta¢i dosadit’ hodnotu
do premenne;j. V pripade viacerych hracov je potrebné zabezpecit’ rekurzivny vypocet, kde
sa pomocna premenna stale prepocita podla aktudlnej potreby. Kvoli dolezitosti rieSenia

prechodu ku strednym hodnotam v tejto praci, uvadzame konkrétnu Cast’ kodu programu:

For[j =1, j < pocetInteligent, j++,
produkt = M[];

For‘[i = pocetHracov, i > pocetInteligent, i--,

hranice[[i,2]]
If[dF[[i]] == @, produkt = produkt /. x[i] » F[[i]], produkt = J

hranice[[i,1]]

(produkt * dF[[i]]) dlx[i]H;

AppendTo[ VyplatneFunkcie, produkt];

|

Obr. 5.1 - Kod programu o prechode ku strednym hodnotam

M[] reprezentuje vyplatné funkcie hraCov pred prechodom ku strednym hodnotam, F[]
predstavuje distribu¢né funkcie vSetkych hracov - pre inteligentnych hracov je tato hodnota
rovna 0. Zoznam dF[] reprezentuje zderivované distribuéné funkcie. V takomto stave
mame vypocitané vyplatné funkcie inteligentnych hracov, kde vystupuju uz len premenné

ich vlastnych produkeii.

Prechadzame od teérie hier ku mikroekondmii, kde moézeme rieSitt modely oligopolu.
RieSené¢ modely s podrobnym postupom st popisané¢ v kapitole 4. Na matematicke
operacie vyuzivané pri Vypocte roznych sustav rovnic, derivacii funkcii, pripadne
vyjadrenia premennych pomocou inych parametrovych neznamych, vyuzijeme integrované
funkcie Derivative[], NSolve[] a Map[].

Vystupom programu st taktiez, ako vstupy, zoznamy hodndt, ktoré pre prehladnost’

uvadzat’ zosumarizujeme do tabuliek.
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5.2 Priklad s viacerymi inteligentnymi a neinteligentnymi hra¢mi

Uvazujeme priklad oligopolu, podobne ako v priklade 3.3, kde 8 oligopolisti vyrabaju ten
isty druh produktu. Cena produktu je zavisld od celkového mnozstva. Oznacme x;
mnozstvo produktu dodané i —tym oligopolistom na trh za jedno Casové obdobie.
Celkové mnozstvo produktu na trhu je t=x;+ x,+ x3+ x4+ x5+ X¢ + x5 + Xg.
Zavislost’ jednotkovej ceny produktu od celkového mnoZstva dodané¢ho oligopolistami je

popisana funkciou: f(t) = 1 000 — t.

Uvazujeme nekooperativny model hry, ¢ize oligopolisti medzi sebou neuzatvaraju dohody.

Prvi Styria hraci st inteligentni, ¢ize uvddzame ich ndkladové funkcie a rozsahy ich

produkcie:

c;(x))=10+12x, ; X,= [0,250]
ey () = x, 2 ; Xy =1[0,45]
c3(x3)=100—2x; ; X;= [0,150]

cs(x,)=10+15x,2% ; X,=[0,35]

ZvySni Styria st neinteligentni hrdc¢i. Teoreticky by mohli mat Tubovolné
pravdepodobnostné rozlozenie, ale v realite by sa tazko hl'adal priklad, kde by sa nejaky
oligopolista rozhodol riadit’ napriklad Studentovym T-rozdelenim. Preto pre uverite'nost’
uvadzame dvoch hracov s diskrétnym rozdelenim a dvoch s norméalnym spojitym
rozdelenim pravdepodobnosti. Neinteligentny hrac¢ 5 dodé s pravdepodobnost’ou 1/3 na trh
200 jednotieck produktu a s pravdepodobnostou 2/3 nedoda ziaden vyrobok. Hra¢ 6
podobne, s pravdepodobnostou 1/2 doda 500 jednotiek produktu, inak Ziaden. Ich

distribu¢né funkcie maju nasledovny tvar:
( 0, Xs € (—0,0)
Fy () = 4 ? %, € [0,200)
\ 1, x5 € [200,0)
( 0, Xg € (—0,0)
Fe(x¢) = 5 ? =250, x4 € [0,500)
\ 1, Xg € [500,0)

U hracov 7 a 8 je zname, ze ich produkcia sa riadi normalnym rozdelenim na intervaloch

[0,100] a [0,400]. Preto funkcie F,(x;) a Fg(xg) su distribu¢né funkcie normalneho

rozdelenia na danych intervaloch.
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RieSenie: V danej hre nds zaujimaju vyplatné funkcie inteligentnych hracov, ¢o je na
oligopolistickom trhu funkcia zisku i — tého hraca v tvare: m; = x;f(t) — ¢;(x;) .
Ml(xl,. .y x8) = X1(1000 - t) - 10 - 12x1

Mz (xl,..,x8) = xZ(].OOO_ t) - x22
M3(x1,..,x8): x3(1000_ t)_ 100+ ZX3
M, (x,..,xg) = x,(1000— t) — 10 — 1.5 x,2

Aby sme vedeli vypocitat’ vyplatné funkcie tychto hracov, potrebujeme prejst’ ku strednym
hodnotdm pomocou distribu¢nych funkcii a dostat hru v normalnom tvare:
{ Q = {1 izr 3; 4 }1 Xl )XZ :X3l X4. ) Nl(x) ) NZ(x)i N3(x)) N4(x)}

(5.1)

kde vyplatné funkcie su:

N1 (xq,%5,%3,%,) = JJJ.[M1(x1»--:x8)dFs(xs)---dFs(xs)

Xs Xe X7 Xg

Ny (x1,%5,%3,X4) = J-fffMz(xl'--;xs)dFs(xs)---dFs(xs)

Xs Xg X, Xg
N3 (x1,%5,%3,X,) = f f f fM3 (x1,..,xg) dFs(xs) ...dFg(xg)
X5 X¢ X7 Xg
N4(x1,x2,X3,x4) = f f f fM4(x1,..,x8) dFs(xs)dFS(xs)
X5 X¢ X7 Xg

Teraz mdézeme naplno vyuzit na§ program. Predsa ide o Stvornasobny integral na 4
roznych intervaloch, kde integrujeme Riemann-Stieltjesov integral. Rucne by to trvalo
nejaky Cas a s programom mame istotu, ze to vypocita rychlo a presne. V tabulke

uvedieme vsetky 4 vyplatné funkcie inteligentnych hracov.
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‘ Hraé Vyplatna funkcia

1 1264

_10 +x1 <T_ x1 _xz _X3 _x4)
2 1300

xZ (T_xl_zxz_x3_x4>

3 1306

—100 + x5 (——xl—xz—x3—x4>
2 1300

—10+X4_ (——xl—xz—x3——2.5 .X4_>

Tabulka 5.1 : Vyplatné funkcie

Teraz sa moézeme posunut od tedrie hier ku modelom oligopolu. Budeme rieSit dva
modely, ato Cournotov a Stackelbergov model. Pri Stackelbergovom modeli sa mo6zu
vyskytnut’ situédcie, kde kazdy jeden hrac sa bude spravat’ ako vodca a ostatni buda jeho

naslednici.

5.1.1 Cournotov model prikladu 5.2

Vypocet jednotlivych produkeii inteligentnych hracov je v podstate jednoduchy, v skratke
potrebujeme zderivovat’ kazdi vyplatni funkciu prisluSnou neznamou premennou.
Dostaneme tak sustavu 4 rovnic o 4 neznamych. Za vyuzitia integrovanej funkcie NSolve[]
lahko dopocitame jednotlivé produkované mnozstva, vyplaty a celkovy objem s

v v e

Vysledok zapiseme v jednoduchych tabul’kach:

‘ Hra¢  MnoZstvo produkcie Vyplata
1 111.72 12 471.6
2 41.24 3401.53
3 125.72 15705.8
4 30.93 2381.7

Tabul’ka 5.2 : Cournotov model-jednotlivé firmy

Z danych udajov vidime, ze hra¢ 3 je najsilnejsi dodavatel’ s najvysSou mierou produkcie a

vyplaty. Hrac¢ 1 je tesne za nim, takze predpokladame, ze préve tito hraci by sa snazili byt
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vodcami v Stackelbergovom modeli. Pozrime sa este na celkovl produkciu a jednotkovu

cenu produktu na trhu.

Objem produktu Celkovy objem Jednotkova cena  Celkova vyplata

inteligentnych produktu produktu trhu

hracéov

309.612 876.279 123.721 33906.63

Tabulka 5.3 : Cournotov model - celkova Statistika

Aby sme ziskali viac informacii, potrebujeme preskumat’ Stackelbergov model. Budeme
predpokladat’, ze len hraci 1 a 3 st schopni zaujat’ vodcovsku poziciu. Prejdeme si aj
situaciu, kde obaja nastavia svoju produkciu na svoju vodcovskll a porovndme to s naSimi

vysledkami v priklade 3.3.

5.1.2 Stackelbergov model prikladu 5.2

Vychadzame z informécii popisanych v podkapitole 4.3.1 o Stackelbergovom modeli, kde
sme sice mali len 2 inteligentnych hracov, ale pointa pre 4 hracov je analogickd. Budeme
uvadzat’ uz len vysledné tabul’ky produkcii. Ako sme spomenuli vyssSie, budeme riesit’ len

tieto tri pripady:

1. Hrac¢ 1 je vodca a ostatni st nasledovnici

2. Hrac 3 je vodca a ostatni su nasledovnici

3. Hraci 1 a 3 nastavia produkciu ako vodcovia, ostatni si uréia svoju
najvy$siu produkciu, aku dosiahli v jednom z predchadzajicich

modeloch

1. situdcia: Pozrime sa na vyslednu tabul’ku takého modelu:

MnoZstvo
produkcie
1-vodca 200.167 15 499.7
2 29.828 1779.41
3 91.484 8269.3
4 22.371 1241.15

Tabul’ka 5.4: Stackelbergov model s hra¢om 1 ako vodcom
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Ako sme ocakavali, v porovnani s Cournotovym modelom je prudky narast produkcie u
vodcu - hraca 1 a pokles u hraca 3, ktory bol predtym najsilnej$i. Produkcia sa mu
nezhorsila az o také vysoké Cislo, ale vyplata poklesla o takmer 50 percent. TaktieZ aj
ostatnym hra¢om sa znizili produkcie a vyplaty o podobné ¢islo. Hra¢ 1 ma hranicu
produkcie X; = [0,250], takze mdze si dovolit byt vodcom. Ostatni hrac¢i maju

nastavené také produkcie aké si podla svojich hranic moézu dovolit’.

VSimnime si, ako sa zmenila celkova produkcia a cena produktov:

Objem produktu Celkovy objem Jednotkova cena  Celkova vyplata

inteligentnych produktu produktu trhu

hracéov

343.849 910.516 89.484 26 789.56

Tabul’ka 5.5 : Stackelbergov model s vodcom hraca 1 - celkova Statistika

Do pozornosti v tabulke 5.5 davame hlavne celkova vyplatu na trhu. T4 sa znizila 0
7 117.07 jednotiek, ¢o je znizenie o 21% v porovnani s Cournotovym modelom. Hoci sa
objem produktu zvysil, jednotkovd cena sa preto znizila. Jediny, komu tento model
vyhovuje, je vodca - hrac 1. Inak sa vSetkym znizia vyplaty a rozhodne to nie je ocakavany
stav pre ostatnych nasledovatel'ov. AvSak tato situdcia méze nastat, ak hrac 1 bol na trhu

prvy, bol monopolista a ostatni hraci sa mu museli prispdsobit’.

2. situdcia: Hrac 3 je vodcom, ako sa zmenia produkcie a vyplaty jednotlivych hracov:

MnoZstvo

produkcie
1 73.194 5347.3
2 28.398 1612.88
3-vodca 225.25 19 540.3
4 21.298 1124.05

Tabulka 5.6: Stackelbergov model s hra¢om 3 ako vodcom

Situécia je vel'mi analogicka s prvou situaciou. Najsilnej$i je opat’ vodca - hrac 3 a ostatni
si pohorSia v porovnani s Cournotovym modelom oligopolu. Mierny pokles oproti 1.

situacii maju hraci 2 a 4, ¢o by mohlo znamenat’ preferenciu nasledovat’ hraca 1 ako vodcu
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na rozdiel od hraca 3. AvSak dolezité je si skontrolovat, ¢i si hra¢ 3 méze dovolit’ byt
vodcom. Podl'a jeho hranic X5 = [0,150] je jeho maximalna produkcia 150, takze byt
vodcom s produkciou 225.25 si nemdze dovolit’. Preto sa pozrime na situaciu, kde hrac¢ 3

ako vodca produkciu nastavi na svoju maximalnu hodnotu.

MnoZstvo

produkcie
1 102.323 10 459.9
2 38.108 2904.37
3-vodca 150 17 348.4
4 28.581 2032.13

Tabulka 5.7: Stackelbergov model s hra¢om 3 ako vodcom - maximalna hranica

Vidime, ze hra¢ 3 je stale najsilnejSim hracom na trhu. Vyrobi sice o 75.25 menej
vyrobkov ako keby bol vodca, ktory si urcuje produkciu maximalizaciou vyplatnej funkcie
s produkciami ostatnych hra¢ov ako parametre - tabulka 5.6, ale vyplatu si pohorsi iba o
2 191.9 jednotiek. M6zme si aj vSimnut, Ze aj ostatni hraci si prilepSia. Hraci 2 a 4 by

teraz boli spokojnejsi s vodcom - hra¢ 3, ktory za produkciu si urcuje svoju maximalnu

hranicu. Porovnajme teraz objem produkcie a cenu vyrobkov z tabuliek 5.6 a 5.7:

Tabulka Objem produktu  Celkovy objem Jednotkova Celkova
inteligentnych produktu cena produktu  vyplata trhu
hracov
5.6 348.14 914.806 85.194 27 624.53
5.7 319.01 885.677 114.323 32 744.8

Tabulka 5.8 : Stackelbergov model s vodcom hraca 3 - celkova Statistika

Celkova vyplata vsetkych hracov je vyrazne vysSia, ako to bolo v pripade vodcovstva
hraca 3 podl'a maximalizicie a taktieZ je vysSia ako v situdcii, kde bol vodcom hrac 1 -
tabulka 5.5. Stale, z hl'adiska vSeobecnej spokojnosti hracov, ostava najlepSim Cournotov

model. Stackelbergov model je zatial’ vyhodny iba pre vodcu.

3.situdcia: Hraci 1 a 3 si uria svoje vodcovské produkcie a hraci 2 a 4 si urcia svoje

maximalne produkcie z predchadzajticich modelov, o u hraca 2 je 41.24 a u hraca 4 to je
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30.93, ¢o su produkcie z Cournotovho modelu. Oc¢akavame zvySenie celkovej produkcie,

ked’ze kazdy zvysi prave tu svoju.

MnoZstvo

produkcie
1 200.167 —210.901
2 41.24 —1 247.25
3 150 1 849.45
4 30.93 —1104.88

Tabul’ka 5.9: Stackelbergov model s vybratymi produkciami

Uz pri prvom pohlade na tabulku je ndm zrejmé, Ze takyto model nebude Ziadany ani
jednym hracom. Hraci 1, 2 a 4 maju dokonca zéporné vyplaty, o znaci nielen
neziskovost, ale dokonca stratu, ktori musia doplacat. Pozrime sa eSte na celkovu

produkciu a cenu. Tieto faktory ndm vysvetha situdciu, ktora nastala.

Objem produktu Celkovy objem Jednotkova cena  Celkova vyplata

inteligentnych produktu produktu trhu

hracov

422.337 989.004 10.996 —713.581

Tabulka 5.10 : Stackelbergov model s vybranymi produkciami - celkova statistika

Celkovy objem produkcie je omnoho vyssi ako v predchadzajicich modeloch. Ked'Ze cena
produktu sa odvija od funkcie: f(t) = 1 000 — ¢, kde t je celkovy objem produkcie, nie je
necakana takato nizka cena. Tento priklad poukazuje na to, Ze nie je dobry napad za kazdu
cenu vyrabat’ ¢o najvysSie mnozstvo, ak si to trh neziada. Funkcia f(t) bola vytvorena na
zaklade principu dopytu aponuky, a tvar funkcie popisuje trh, kde maximum
pozadovaného tovaru je 1 000 jednotiek tovaru. Naphit’ trh tol’kymi vyrobkami, blizko ku
maximu pozadovanych zikaznikmi, je dobré akurat pre zakaznikov. To si mdzeme
vSimnut’ na jednotkovej cene produktu. Hraci - firmy by v takom pripade mali zhodnotit’

vObec vstup na taky trh.
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V zéaveretnej podkapitole si zhrnieme porovnania modelov oligopolu na danom priklade
5.2.

5.3 Porovnanie modelov oligopolu prikladu 5.2

Cournotovom modeli, s ¢im sa spaja najvysSia celkova vyplata na trhu. Vodcovia v
Stackelbergovom modeli by si oproti Cournotovmu modelu mali vzdy polepsit, vo vyske
vlastnej produkcie ako aj vo vySke svojej vyplaty. Jednotkova cena sa nepriamo umerne

odvija iba od celkovej produkcie, ¢ize najvyssiu cenu ocakdvame u Cournotovho modelu.

Kvoli pritomnosti viacerych hra€ov a modelov, tabul’ky porovnania modelov rozdelime do
viacerych skupin. Najprv sa pozrieme na jednotlivé produkcie hradov. Cervenou farbou
produkciu. NajvysSie produkcie su vzdy 2. Ked'ze posledny model bol navrhnuty tak, aby

vyberal z predchadzajicich najvysSiu produkciu. Nas bude zaujimat’, v akych modeloch

hraci dosiahnu svoje maxima a minima.

Hrac 1 Hrac 2 Hrac 3 Hrac 4
produkcia produkcia produkcia produkcia
Cournot 111.721 41.24 125.721 30.93
Stackelberg -
200.167 29.828 91.483 22.371
vodca hrac¢ 1
Stackelberg -
102.323 38.108 150 28.581
vodca hrac¢ 3
Stackelberg
200.167 41.24 150 30.93

vybraté produkcie

Vysledna tabul’ka 5.1 : Jednotlivé produkcie hracov

Pre zopakovanie, vysledné produkcie dostaneme z vyplatnych funkcii, ktoré sme ziskali
prechodom ku strednym hodnotam, aby sme brali do uvahy aj neinteligentnych hracov.
Samotné modely maji svoj vlastny algoritmus na uréenie konkrétnej produkcie. VSimnime
si, ze hra¢i 1 a 3 svoju maximalnu produkciu dosahuju v Stackelbergovom modeli ako
vodcovia. Naopak, hraci 2 a 4 maximum dosahuji v Cournotovom modeli. V podkapitole
5.1.1 sme predpokladali, ze v Stackelbergovom modeli prave hrac¢i 2 a 4 nemajt na to, aby

sa stali vodcami. Tento predpoklad sme urcili z dévodu ich nizkych hranic produkcie:
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X, = [0,45] a X, = [0,35]. Svojou maximalnou produkciou sa nedot’ahuju ani na
polovicu toho, ¢o ponukaji hrac¢i 1 a 3 v 'ubovolnom vysSie spomenutom modeli. Z
hladiska produkcie sa zda, Ze hracom 2 a 4 by viac vyhovoval Cournotov model. Spolu s
hra€om 3 by sa radi cheeli vyhnut Stackelbergovmu modelu s hrd¢om 1 ako vodcom,
ked’ze vtedy tito hraci maju najnizSie produkcie. Vyska produkcia ale nie je hlavnym

parametrom rozhodovania, je to maximalna vyplata. Pozrime sa na vyslednu tabulku

vyplat jednotlivych hracov:

Hraé 1 Hrac 2
vyplata vyplata
Cournot 12 471.6 3401.53 15705.8 2381.7
Stackelberg -
15 499.7 1779.41 8269.3 1241.15
vodca hrac 1
Stackelberg -
10 459.9 2904.37 17 348.4 2032.13
vodca hrac 3
Stackelberg
—210.901 —1247.25 1 849.45 —1104.88

vybraté produkcie

Vysledna tabulka 5.2 : Jednotlivé vyplaty hracov

Pri maximalnych vyplatach sa ziadne prekvapenie nekona. Hraci, ktori v modeli mali svoju
najvacsiu produkciu, maju taktiez v tom istom modeli svoju maximalnu vyplatu - Cisty
zisk. Taktiez pre hraCov 2 a 4 je vyhodnejSie nasledovat’ hraca 3 v Stackelbergovom
modeli, ked’Ze rozdiel vyplat medzi ich maximalnou vyplatou a vyplaty v modeli s tymto
vodcom je niz§i, ako v pripade nasledovania hraca 1. V poslednom modeli méame
suverénne najnizSie vyplaty. Dovodom je, ako bolo spomenuté v predchadzajucej
podkapitole, vysoky objem produkcie pre dany trh. M6Zeme s urcitou pravdepodobnostou

blizkej k jednej povedat, Ze tento model nepreferuje ani jeden z hracov.

Tu sa pekne odzrkadl'uje dolezitost’ spravneho urCenia produkcie. Bez sledovania trhu
urobi hra¢ chybu vel'mi 'ahko. Ak by nesledoval cenovt funkciu trhu, kde sa cena odvija
od celkového objemu produkcie a nezaratal by tam napriklad odhad produkcie
neinteligentnych hracov, svojim konkrétnym objemom by pomohol "prestrelit™
pozadovany objem zdkaznikmi a to by viedlo nie len ku zniZeniu jeho vyplaty, ale aj

ostatnych inteligentnych hracov. Mat’ informécie o ostatnych hracoch, ich nakladovych
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funkciach a o trhu je vel'mi silna vedomost, ktor¢ho ignorovanie sa moze prirovnavat’ ku

neinteligentnému spravaniu.

Teraz si prejdeme priehl'adnu Statistiku trhu: kol’ko produktov sa tam nachadza a za aka

cenu sa predava:

Objem Celkovy Jednotkova Celkova

produktu objem cena produktu vyplata trhu
inteligentnych produktu

hracov

Cournot 309.612 876.279 123.721 33906.63

Stackelberg -
343.849 910.516 89.484 26 789.56

vodca hrac 1

Stackelberg -
319.01 885.677 114.323 32 744.8

vodca hrac¢ 3

Stackelberg
vybraté 422.337 989.004 10.996 —713.581

produkcie

Vysledna tabulka 5.3 : Celkova Statistika trhu pre r6zne modely

Vo vyslednej tabulke 5.3 naozaj vidiet, Ze s rastucim objemom produkcie klesa cena
rapidne rychlejSie. S tym ide ruka v ruke zniZenie celkovej vyplaty na trhu. Skisme si
polozit’ otazku: ktory model je najlepsi pre hraCov? Za hlavné kritérium pri rozhodovani
budeme povazovat celkovu vyplatu na trhu. Vylu€ovacou metdédou mézeme vySkrtnat
posledny model, kde si hraci vybrali svoje ¢o najvyssie produkcie. Dévodom je uplna
neziskovost’ na trhu a inteligentny hrac¢ by na neziskovost’ nepristupil. Ako sme uz vyssie
spomenuli, takyto model by vyhovoval zdkaznikom, ked’Ze cena produktu je prili§ nizka. V

realite by sa nieco také nestalo, preto odmietame povazovat’ tento model za najlepsi.

S druhou najnizsou vyplatou je Stackelbergov model, kde hrac¢ 1 je vodcom. Jediny hrac,
ktory by si vybral tento model je samotny vodca - hra¢ 1. Nikomu z ostatnych hracov tento
model nevyhowuje, preto by prirodzene k nemu neinklinovali. Jedine v jednom pripade. Ak
hra¢ 1 bol jediny na trhu a teda fungoval monopol s jedinym rozdielom, Ze ostatnym
hraCom monopolista umoznil vstup na trh. Vtedy by novi hraci prirodzene zacali

nasledovat’ silnejSicho hraca.
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Analogicky pripad je v pripade hrac¢a 3 ako vodcu s upravenou produkciou, kde zvoli svoju
maximalnu mozna produkciu. AvSak celkova vyplata na trhu je rozhodne vyssia ako v
predoslom pripade. Traja hraci zo Styroch si prilepSuju na svojich vyplatach. Teda, ak by si

hraci 2 a 4 mohli vybrat, koho chcu za vodcu, vybert si bez véhania hraca 3.

Poslednym modelom, kde je najvyssia celkova vyplata a najvyssia cena jednotky produktu,
je Cournotov model. Hra¢i 2 a 4 dosahuji svoje maxima produkcie v porovnani s
predoslymi modelmi. Vo vyslednej tabul’ke 5.2 vidime, Ze ani hrac¢i 1 a 3 nemaji az tak
nizke vyplaty v porovnani s ich vodcovskymi vyplatami. Na prvy pohlad sa zda, ze prave
Cournotov model je najlepsim rieSenim, aby boli vSetci ako tak spokojni. Je to prave preto,
ako sme popisali v podkapitole 4.1, lebo vysledok Cournotovho modelu je Cournotova-
Nashova rovnovédha. Pripomeiime si, ¢o z definicie znamend Nashova rovnovaha. Je to
takd mnozina akcii, ze zvolenim inej akcie hra¢ neziska vyssiu vyplatu. To sa presne stane
aj v tomto pripade. Ak by 'ubovolny hra¢ zvolil inti produkciu, a nie Cournotovu-Nashovu
rovnovahu, znizi sa mu vyplata. V pripade, ak si ju zvysi o vac¢Sie mnozstvo, znizi vyplatu

aj ostatnym hrac¢om, ¢o vyplyva z nepriamej umery objemu produkcie a ceny vyrobku.

Z vyssie spomenutych doévodov tvrdime, ze najlepSim modelom oligopolu viacerych
hracov, kde na trhu sa objavujii aj ndhodné mechanizmy, je Cournotov model. Nasim
uvodnym predpokladom bol aj fakt, ze hraci spolu nespolupracuju, teda najlepsim rieSenim
je hl'adanie Nashovej rovnovahy. Videli sme, Ze ur¢ovat’ produkciu podl'a pocitu, alebo za
kazdych okolnosti ju navySovat na maximum, nie je spravnym krokom. Stackelbergov
model ma svoje opodstatnenie, hlavne v pripade, ak je jeden hra¢ schopny dodat’ vel'mi
vysoké mnozstvo produktu na trh a prirodzene sa stava vodcom. Alebo, ako bolo viackrat

spomenuté, bol na trhu prvy a ostatni hraci podriadili svoje produkcie vodcovi.
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Z.aver

V priaci sme venovali dostatoény priestor vysvetleniu zdkladnych pojmov z
mikroekondmie a tedrie hier. Zaujimala nas rozhodovacia situacia, kde je pritomné riziko.
Pritomnost’ rizika znamend, Ze sa tam nachddzaji ndhodné mechanizmy riadiace sa
nejakymi rozloZeniami pravdepodobnosti. Vd’aka poznatkom z tedrii hier sme boli schopni
sa vysporiadat’ s takouto rozhodovacou situaciou. Hlavnym prinosom tejto prace je
predovsetkym zrozumitelné¢ vysvetlenie problematiky a navrhnut program, schopny
aplikovat’ algoritmus na vyhodnotenie situacie za pritomnosti rizika. Vytvorit' taky
program sa nam podarilo pomocou poznatkov z mikroekonémie, matematickej analyzy a z
vyuzitia integrovanych funkcii jazyka Wolfram. Nésledne je program schopny vypocitat’
jednotlivé objemy produkcie, vyplaty jednotlivych hracov a celkovy objem produkcie. Na
zéklade simulovaného prikladu v programe sme vyhodnotili dva r6zne modely oligopolu:

Cournotov a Stackelbergov model.

Tie sme navzdjom porovnavali z hl'adiska vypocitanych neznamych. Vyslo ndm to, ¢o sme
ocakavali z tedrie. Stackelbergov model je vyhodny iba pre vodcu trhu, pre jeho
nasledovnikov uz vel'mi nie je. K tomu modelu sa hraéi dopracuju pravdepodobne len
vtedy, ak jeden hra¢ bol prvy na trhu a ostatni sa pridali az neskoér v ¢asovom horizonte.
Ich rozhodnutie nasledovat’ vodcu je slobodné a neznamena to spolupracu, skor sa da
chapat’ ako prisposobenie situacii. Inak najlepsim modelom oligopolu, za predpokladu
uplnej informacie o trhu a nespoluprace medzi hra¢mi, je Cournotov model. RieSenim
takého modelu ziskavame Cournot-Nashovu rovnovahu, ktora uz z definicie znamena
optimalne rieSenie nekooperativneho modelu hry. Ani jednému hracovi sa neoplati zmenit’
svoju produkciu, iba si tym pohorsi. Vyskusali sme aj model, kde si hraci urcili vlastné
objemy produkcie a to sa hned’ zobrazilo na vyplatach, Ze to rozhodne nie je najlepSim
tahom. Matematika za strategickym rozhodovanim nepusti a poukazuje na to, ze Nashova

rovnovaha je naozaj najlepsim rieSenim nekooperativneho modelu.
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