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Abstrakt:

Diplomova prica prezentuje rieSenie parcidlnych diferencidlnych rovnic pomocou
modernych numerickych metdd na logicky Stvoruholnikovych nerovnomernych siet'ach
v dvojdimenziondlnom priestore. Objektom skimania price je parcidlna diferencidlna
rovnica advekcie a jej rieSenie explicitnou metédou, priamou implicitno-explicitnou
metédou  (ang. inflow-implicit/outflow-explicit method) a  nepriamou-iteracnou
semi-implicitnou metddou s vyuZzitim metddy konecnych objemov. V diplomovej prici sa
zameriavame na vyuZitie r6zne skonStruovanych nerovnomernych sieti a skumame
efektivitu viacerych metdd urenych na vypocet gradientu funkcie v reprezentacnom bode
konecného objemu. Cielom prace je prepojitt priamu implicitno-explicitnd metédu
s rekonstrukciou rieSenia na hranach za pomoci urcenia gradientu metédou najmensich
Stvorcov.

KIacové slova: nerovnomerna siet’, metéda konecnych objemov, rovnica advekcie,
explicitnd metéda, priama implicitno-explicitnd metéda, nepriama-itera¢na
semi-implicitndA metoda, bilinearna interpolacia, metéda diamond cell, metéda

najmensich stvorcov

Abstract:

This diploma thesis presents the solution of partial differential equations using modern
numerical methods on logically quadrilateral non-uniform domains in a two-dimensional
space. The objective of the work study is the partial differential advection equation and its
solution by an explicit method, direct inflow-implicit/outflow-explicit method and
indirect-iterative semi-implicit method with the additional use of the finite volume method.
In this thesis we focus on the use of differently constructed non-uniform grids, and we
observe the effectiveness of several methods for calculating function gradient at the
representative point of finite volume. The aim of the thesis is to connect the direct
implicit-explicit method with the reconstruction of the edge solution by means of a gradient
determination by the least squares method.

Key words: non-uniform grid, finite volume method, advection equation, explicit
method, direct implicit-explicit method, indirect-iterative semi-implicit method,

bilinear interpolation, diamond cell method, least square method
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Zoznam skratiek a znaciek

2D - dvojdimenziondlny priestor

3D - trojdimenziondlny priestor

IIOE - inflow-implicit/outflow-explicit
LSG - least square gradient

EOC - experimentalny rad konvergencie (z ang. experimental order of convergence)



1 Uvod

Vsade okolo nds sa dejd jednoduché i komplikované deje, ktoré si Castokrat azda vobec
neuvedomujeme. Ved’ kto z nds rozmysI'a nad pri¢inami osieZujiceho vanku v hortce letné
dni? Kol'ki z nds sa zamysl'aji nad sposobom, akym tecu rieky pri prechddzke prirodou?
UvaZuje niekto z nds nad podstatou Sirenia zvuku pri poc¢tvani obl'ibenej hudby?

Svet ako taky je pre 'udi bezodnotu inspiraciou. Ponika ndm miliény dovodov, preco
neprestat’ byt’ zvedavymi a pokracovat’ v skiimani do hfbky. Relevantnou otdzkou zostava,
kol'ko vyskumov by bolo moZné uspeSne vykondvat bez adekvidtnych matematickych
modelov. Azda kazdy fyzikdlne podloZeny dej ma svoje ekvivalentné matematické
vyjadrenie. Matematické formuldcie mdvaji najcastejSie tvar rovnic, resp. nerovnic, a spolu
s istymi empirickymi zdkonmi vytvaraji uceleny kompaktny model.

Jednou z najpouZzivanej$ich matematickych rovnic popisujuicich fyzikdlne deje je rovnica
advekcie. Advekc¢nad rovnica je parcidlnou diferencidlnou rovnicou modelujicou napriklad
Sirenie znecCistenia v podzemnych vodach, pridenie plynov, pohyb zvukovych vin v ¢ase.
VyuZiva sa teda predovSetkym na opis tych procesov, ktoré v sebe nest myslienku transportu.

Ani rieSenie matematickych tloh vSak nie je v kazdej situdcii neobmedzené. Nie vzdy
sme schopni zostrojit’ takzvané analytické rieSenie, ktoré by vyjadrovalo presné rieSenie
danej dlohy. V takych pripadoch prechddzame k numerickym metédam, ktorych hlavnou
ulohou je zostrojit’ ¢o najlepSie metddy pre aproximdciu presného rieSenia. Na spomenuté
obmedzenia nardzame aj v pripade rovnice advekcie. Existuji, samozrejme, situdcie,
v ktorych je presné rieSenie zndme. Tieto pripady vyuZivame na vyvoj numerickych metdd,
pretoZe poukazuji na presnost” odvodenych schém.

V praxi sa Casto rieSia ilohy matematického modelovania na nerovnomernych siet’ ach.
Nerovnomerné siete vel akrat lepSie vystihuju redlnu oblast’ zdujmu. UvaZzujeme napriklad
ulohu rieSenia parcidlnych diferencidlnych rovnic nad redlnou topografiou zeme. Takato
matematickd formuldcia by mohla modelovat’ pridenie vzduchu v atmosfére alebo tlohu
vypoctu tiazového pol'a zeme. Nevyhnutnost' pouZitia nerovnomernych sieti vidime aj
v simuldcii procesu horenia v spal’ovacich motoroch automobilov. Prdve spal ovacimi
motormi a procesom horenia modelovanym parcidlnymi diferencidlnymi rovnicami sa
zaoberd spolocnost’ AVL. AVL je najvdcSou nezdvislou spolocnost’ou na svete v oblasti

vyvoja pohonnych systémov s vnutornym spal’ovacim motorom. Jednou z motivécii



diplomovej prace je aj spoluprdca AVL s Katedrou matematiky a deskriptivnej geometrie.
Spolo¢nost’ vyuziva k svojim simuldcidm aj rovnicu advekcie, priCom manipuluje
s komplikovanymi nerovnomernymi 3D siet’ami. Poziadavkou AVL je vyvinutie metédy
druhého radu presnosti pre rieSenie parcidlnych diferencidlnych rovnic na nerovnomernych
siet’ach.

Pri pisani diplomovej priace nedisponujeme redlnymi nerovhomernymi siet’ami, preto
ich sami simulujeme. Na umelo vytvorenych siet’ach nasledne testujeme odvodené metddy.
Z rovnomernej siete dokdZeme aplikdciou niekol'kych krokov ziskat simulécie
nerovnomernych sieti. V priaci vychddzame z logicky Stvoruholnikovych oblasti
s reprezentanymi bodmi zastupujicimi hodnotu rieSenia na urcitej podoblasti. Intuitivny
spOsob, ako ziskat’ z takejto rovnomernej siete nerovnomernd, je posuvat’ jej reprezentacné
body a ndsledne vytvorit’ hranice Stvoruholnikovych podoblasti. Postup je sice vel'mi
jednoduchy, no moZe so sebou priniest’ urCitd nepresnost’. Druhym spdsobom vytvorenia
nerovnomernej siete je posuvanie rohov Stvoruholnikov a néasledné dodefinovanie
reprezentacnych bodov. Tento spdsob tvorby nerovnomernej siete zachovava reprezentacné
body v taziskdch konecnych objemov, na rozdiel od prvého spdsobu vytvdrania
nerovnomernej siete. Posun rohovych bodov vSak moéze skomplikovat' d’alSie vypocty.
Opisom tvorby oboch druhov nerovnomernej siete, ich pozitivami a negativami sa
zaoberdame v druhej kapitole.

V tretej kapitole sa venujeme bilinedrnej interpoldcii na nerovnomernych siet’ach.
Bilinearna interpolécia je potrebnd na aproximdiciu hodnoty rieSenia v rohovych uzloch
spomenutych Stvoruholnikov. Hodnotu rieSenia v rohoch konecnych objemov potrebujeme
uvazovat' pre nasledny vypocet gradientu v reprezentacnych bodoch. Ked'Ze nechceme
ulohu komplikovat’, nebudeme uvazovat’ rieSenia v rohovych uzloch ako d’alSie nezname.
RadSej sa pokiisime hodnoty priblizne urcit’. VyuZitie bilinedrnej interpoldcie vSak nie je
na nerovnomernych siet’ach také jednoduché ako v pripade rovnomernych oblasti. Tretia
kapitola preto uvadza dva pristupy vyuZitia interpolécie.

Stvrta kapitola sa zameriava na dva rozne sposoby vypoétu hodnoty gradientu funkcie
v reprezentatnom bode Stvoruholnikovej podoblasti. Gradient je doleZitym aspektom
v metédach uvedenych v diplomovej praci. Aj vd’aka nemu sme schopni definovat’, ako sa
bude $irit’ pozorovana veli¢ina v danom rychlostnom poli z jednej Stvoruholnikovej oblasti

do druhej. Kapitola odvadza metddu diamond cell zaloZenu na tvorbe diamond cell buniek



na hrandch Stvoruholnika s vyuZitim véazeného priemeru pre dosiahnutie hodnoty
vysledného gradientu. Druhd Cast’ kapitoly sa sustredi na metddu least square gradient
vyuZivajicu metddu najmenSich Stvorcov. Tdto metéda prindSa menej ndroény postup
z hl'adiska poctu aritmetickych operdcii pri dosiahnuti porovnatel'nej presnosti. V nami
realizovanych experimentoch je dosiahnuté presnost’ dokonca lepSia pri rieSeni istych typov
uloh.

Samotné numerické schémy rieSiace rovnicu advekcie s vyuZitim metdédy konecnych
objemov a up-wind principu odvddzame v piatej kapitole. Svoju pozornost’ ststredime
najprv na explicitni schému, jej rdd konvergencie a stabilitu. Nasledne nadvidzujeme
na [6, 7, 8], vyvijame implicitno-explicitni metédu pre nerovnomerné siete a jej
modifikdciu tstiacu do nepriamej-iteracnej metédy podobne ako v [3]. Prepdjame priamu
semi-implicitnd metddu s rekonStrukciou rieSenia na hrandch, pricom vyuZivame myslienky
[2, 3]. Zakladnou ideou tychto metdd je vyuZzitie starého Casového kroku pre tu Cast’
schémy, ktord charakterizuje vytok. Cast schémy charakterizujicu vtok uvaZujeme
v novom casovom kroku, ¢im nechdvame metédu urcit hodnoty toku pritekajiceho
do jednotlivych Stvoruholnikovych oblasti - kone¢nych objemov.

V posledne; Siestej kapitole testujeme odvodené schémy na konkrétnych ulohéch.
Odpovedame na otdzky ohl'adne konvergencie, stability a presnosti vSetkych uvedenych
met6d. Ciselne i vizudlne porovndvame metédy so zndmym presnym rieSenim, no i metédy

medzi sebou.



2 Nerovnomerna siet’

Jednotlivé metddy, uvedené d’alej v préci, si numericky testované na nerovnomernych
sietach. V rdmci numerickych experimentov vyuzivame dva pristupy na tvorbu
nerovnomernej siete. V oboch pripadoch je vyslednd siet’ logicky Stvoruholnikova, Cize
modzZeme vyuzit' rovnakd indexiciu konecnych objemov ako v pripade rovnomernej
Stvoruholnikovej siete. Nerovnomernost je zabezpeCend pripocitavanim ndhodného cisla

rovnomerného rozdelenia pravdepodobnosti k suradniciam Specifickych bodov siete.

2.1 Center shifted siet’

Pri vyuZzivani tohto spdsobu vytvdarania nerovnomernej siete zaciname s logicky
Stvoruholnikovou rovnomernou sietou v 2D. Reprezentatné body vSetkych konecnych
objemov sa v pripade rovnomernej siete nachddzaji v t'aziskidch jednotlivych konecnych
objemov.

Nech je v 2D dand vypoctova oblast’ I = I} x I, m(I;) nech je dizka intervalu I,
uvazovaného na osi x, a m(l) nech je dizka intervalu I, uvazovaného na osi y. Nech N;
oznacuje pocet konecnych objemov vypoctovej oblasti v smere osi x, N> nech je pocet
konecnych objemov v smere osi y. Nech je p; pocet radov konecnych objemov
reprezentujicich okrajové podmienky smerom na vychod, nech sa smerom na zdpad
nachddza rovnaky pocet radov konecnych objemov reprezentujicich okrajové podmienky.
Podobne, nech je p, pocet radov konecnych objemov reprezentujicich okrajové podmienky
smerom na sever a nech sa smerom na juh nachddza rovnaky pocet radov konecnych
objemov reprezentujicich okrajové podmienky. V d’alSich Castiach priace vyuZivame
Dirichletove okrajové podmienky predpisujice v kazdom case hodnotu rieSenia. Prvy rad
okrajovych podmienok zo severu, juhu, vychodu aj zdpadu sa nachadza vo vypoctovej
oblasti /, pricom plati, Ze reprezentacné body takychto konecnych objemov sa nachadzaju
na prisluSnej hranici oblasti. Ked’Ze sa na hranici oblasti nachddzaji reprezentatné body
prvého radu okrajovych podmienok a predpokladajic, Ze v rovhomernej sieti st tieto body
umiestnené v t'aziskdch konecnych objemov, k celkovému poctu koneénych objemov
nachddzajucich sa vo vypoctovej oblasti musime pripocitat’ aj polovice konecnych objemov
z vychodnej, zdpadnej, severnej a juznej strany. Tieto polovice definuji Casti spomenutych

prvych radov okrajovych podmienok. Pokial' je v schémach potrebné pouzit’ dodatocné



kone¢né objemy reprezentujice okrajové podmienky, tak sd tieto doplnkové konecné
objemy umiestnené mimo vypoctovej oblasti. Doplnkové konecné objemy vyuzivame
pri vypocte gradientu v reprezentanych bodoch tych konecnych objemov, ktoré
charakterizujui okrajové podminky.

Potom pre rovnomernu siet’” plati, Ze vel'’kost’ priestorového kroku v smere osi x je
definovand poctom tych konecnych objemov, ktoré sa nachddzaji v samotnej vypoctovej
oblasti v smere danej osi. V naSom pripade tejto podmienke vyhovuje N; koneCnych
objemov, ktoré nereprezentuji okrajové podmienky, ale aj Cast konecnych objemov
reprezentujicich okrajové podmienky. Priestorovi diskretizdciu 4y v smere osi x moéZeme

definovat’ nasledujicim vzt’ahom

1
py = ) @.1)
Nl +1
Vel'kost’ priestorového kroku /; v smere osi y definujeme analogicky
m(l>)
hy = ——. 22
2 N2 +1 ( )

K obom suradniciam reprezentacnych bodov tych konecnych objemov, ktoré nedefinuji
okrajové podmienky, pripo¢itame ndhodné Cisla €, & z rovnomerného rozdelenia
pravdepodobnosti R(-perturb * hy, perturb % hy ), resp. R(—perturb % hy, perturb % hy)

€1 ~ R(—perturb * hy,perturb*hy), & ~ R(-perturb = hy, perturb = hy), (2.3)

hy zodpoveda definicii (2.1), hy zodpoveda definicii (2.2). Premennd perturb definuje
vel'kost’ perturbécie, teda umoznuje reguldciu vel’kosti ndhodného posunutia. Rovnomernu
mrieZku by sme dosiahli vol'bou perturb = 0. Pre numerické experimenty uvedené v praci
plati perturb € {0.001,0.01,0.05,0.1}. Z ndhodne posunutych reprezentatnych bodov sa
uréia nové rohy konecnych objemov ako priemer Styroch okolitych reprezentaénych bodov.

Takto vytvorend siet’ bude nad’alej logicky Stvoruholnikovd, no nerovnomernd. Je
dolezité poznamenat’, Ze popisany postup vytvarania nerovnomernej siete nezachova
reprezentacné body v taziskdch prislusSnych konecnych objemov, ¢o moze prispiet
k nepresnosti numerickych schém. Postup vytvdrania rohovych uzlov, ako priemer
okolitych Styroch reprezentacnych bodov, vyrazne ul'ah¢i aplikdciu metédy diamond cell
pouzivani na vypocet gradientu funkcie. Takto vytvorend nerovnomernd siet budeme
oznaCovat" ako center shifted. Uvazujme vypocltovi oblast’ [ = [-1,1] x [-1,1]. Priklad
nerovnomernej siete vytvorenej hore uvedenym postupom uvddzame na Obrizku 2.1.
Obréazok 2.1 demonstruje siet’ s dodatocnymi kone¢nymi objemami a reprezentacnymi

bodmi. Modrou preruSovanou ¢iarou je naznacend hranica vypoctovej oblasti /.

5
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Obr. 2.1: Nerovnomernd siet’ vytvorend posunutim reprezentatnych bodov s perturbaciou

o vel'kosti 0.1

Pridanie ndhodného Cisla k stradniciam reprezentaCnych bodov urcitych konecnych
objemov zmeni rovnomernd siet na nerovnomernd, v dosledku &oho sa prediZia alebo
skrdtia hrany kone¢nych objemov. Tabul'ka 2.1 a Tabul'ka 2.2 uvddzaji priemernd dizku
hrany h* konecného objemu, hodnotu najdlhSej a najkratSej hrany po vytvoreni
nerovnomernej siete pre rozny pocet konecnych objemov a rozdielne hodnoty perturbécii.
Pri vytvdrani oboch tabuliek uvazujeme vypoctovi oblast’ I. Uvedenud vypoctovi oblast’

uvazujeme vo vSetkych numerickych experimentoch v praci. Plati N = Ny = N;.

N 20 40
perturb. 0.1 0.05 0.01 0.001 0.0 0.1 0.05 0.01 0.001 0.0
h* 0.0952705 | 0.0952462 | 0.0952384 | 0.0952381 | 0.0952381 | 0.0487982 | 0.0487849 | 0.0487807 | 0.0487805 | 0.0487805
Rmin | 0.0873848 | 0.0913114 | 0.0944528 | 0.0951596 | 0.0952381 | 0.0445636 | 0.046672 | 0.0483588 | 0.0487383 | 0.0487805
Rinax 0.103368 | 0.0993004 | 0.0960501 | 0.0953193 | 0.0952381 | 0.052723 | 0.0507483 | 0.0491735 | 0.0488198 | 0.0487805

Tabul’ka 2.1: Priemernd diZka hrany /*, maximalna dizka hrany /4, minimalna diZka hrany
hpmin konecného objemu pri posunuti reprezentaénych bodov kone¢nych objemov pre N=20

a N=40 s rozne vel kou perturbaciou



N 80 160
perturb. 0.1 0.05 0.01 0.001 0.0 0.1 0.05 0.01 0.001 0.0

h* 0.024701 | 0.0246938 | 0.0246915 | 0.0246914 | 0.0246914 | 0.0124274 | 0.0124236 | 0.0124224 | 0.0124224 | 0.0124224
Rin | 0.0224385 | 0.0235616 | 0.0244649 | 0.0246687 | 0.0246914 | 0.0112737 | 0.0118412 | 0.0123051 | 0.0124106 | 0.0124224
Pimax 0.026843 | 0.0257669 | 0.0249064 | 0.0247129 | 0.0246914 | 0.0136099 | 0.013016 | 0.0125411 | 0.0124342 | 0.0124224

Tabul'ka 2.2: Pokracovanie Tabul'ky 2.1 pre N=80 a N=160

2.2 Corner shifted siet’

N&S druhy spdsob vytvarania nerovnomernej siete vychddza taktiez z logicky
Stvoruholnikovej rovnomernej siete v 2D, ktorej reprezentatné body su umiestnené
v t'aziskdch konecnych objemov.

Opit’ uvazujeme vypodtovii oblast’ I =1; x I, s dizkou m(l;) intervalu I; a s dizkou
m(l) intervalu . PoCet koneCnych objemov vypoctovej oblasti v smere osi x zna¢ime Ny,
teda rovnako ako v predoslej podkapitole. Analogicky je zachované znaCenie N, pre pocet
kone¢nych objemov v smere osi y. Ani pocet Nj, ani pocet N, nezahfila okrajové
podmienky. Pocet radov kone¢nych objemov reprezentujticich okrajové podmienky smerom
na vychod je definovany premennou pi, pricom smerom na zdpad sa nachadza rovnaky
pocCet radov konecnych objemov reprezentujucich okrajové podmienky. Pocet radov
konecnych objemov reprezentujicich okrajové podmienky smerov na sever oznacujeme p;,
pricom smerom na juh sa nachddza opit rovnaky pocet radov konecnych objemov
reprezentujtcich okrajové podmienky. Analogicky s predchddzajicou podkapitolou plati, Ze
prvy rad okrajovych podmienok zo vSetkych Styroch smerov sa nachddza vo vypoctovej
oblasti I a ich reprezentacné body su na hraniciach oblasti. V pripade potreby pouZzitia
dodato¢nych radov okrajovych podmienok, su doplnkové konecné objemy umiestnené
mimo vypoctovej oblasti. Opisand situdcia s doplnkovymi koneCnymi objemami sa
vyskytuje, podobne ako v pripade center shifted siete, pri vypocCte hodnoty gradientu
v reprezentacnom bode konecného objemu zastupujiceho okrajovi podmienku. Vel kost
priestorovej diskretizacie v smere osi x je pre rovnomernd mrieZku definovand vzt'ahom
(2.1), pre vel'kost’ priestorového kroku v smere osi y plati na rovnakej mriezke vzt'ah (2.2).

K obom stiradniciam niektorych bodov rovnomernej siete budeme opit’ pripocitavat’
ndhodné ¢isla rovnomerného rozdelenia pravdepodobnosti R v zmysle vzt'ahov (2.3), aby
sme ziskali nerovnomernu siet .

Narozdiel od prvého opisaného postupu vytvdrania nerovnomernej siete, v tomto pripade



pripocitavame ndhodné ¢isla k stradniciam rohovych bodov kone¢nych objemov. Rohové
body tych konec¢nych objemov, ktoré definuji okrajové podmienky, zostdvaji nezmenené.
Nové reprezentacné body konecnych objemov sa nésledne urcia ako priemer prisluSnych
Styroch posunutych rohovych bodov.

Takto vytvorend siet bude nerovnomernd a nad’alej logicky Stvoruholnikova.
Vyznamnou vlastnostou siete su reprezentané body nachddzajice sa v taziskach
konec¢nych objemov. Z tohto dovodu budeme siet’ oznaCovat’ ako corner shifted. Nech je
dand oblast’ I = [-1,1] x [-1,1]. Nerovnomernd siet’ vytvorend uvedenym postupom
na vypoctovej oblasti / je zndzornend na Obrazku 2.2. Zobrazené su aj dodatocné konecné

objemy, reprezentacné body a preruSovana Ciara naznacuje hranicu oblasti /.
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Obr. 2.2: Nerovnomernd siet’” vytvorend posunutim rohovych bodov konecnych objemov

s vel'kost’ ou perturbécie 0.1

Pre vypoctovi oblast’ / uvddzame v Tabul'ke 2.3 a v Tabul’ke 2.4 priemernt mieru, teda
priemernii dizku A*, hrany kone¢ného objemu, minimdlnu a maximalnu dizku hrany
pre siete s takymi poctami kone¢nych objemov, ktoré vyuzivame aj v d’alSich numerickych

experimentoch. Opit’ plati N = N; = N,. Uvadzame priklady r6zne perturbovanych sieti.



N 20 40
perturb. 0.1 0.05 0.01 0.001 0.0 0.1 0.05 0.01 0.001 0.0

h* 0.0954436 | 0.0952894 | 0.0952401 | 0.0952381 | 0.0952381 | 0.0489146 | 0.048814 | 0.0487818 | 0.0487805 | 0.0487805
Rin | 0.0773043 | 0.0861954 | 0.0934193 | 0.095056 | 0.0952381 | 0.0392465 | 0.0440103 | 0.0478261 | 0.048685 | 0.0487805
Pimax 0.114755 | 0.104824 | 0.097123 | 0.0954251 | 0.0952381 | 0.0583993 | 0.0535849 | 0.049741 | 0.048877 | 0.0487805

Tabul'ka 2.3: Priemernd dizka hrany /*, maximalna diZka hrany /.y, minimalna diZka hrany
hmin kone¢ného objemu pri posunuti rohovych bodov konecnych objemov pre N=20 a N=40

s r6zne vel' kou perturbéciou

N 80 160
perturb. 0.1 0.05 0.01 0.001 0.0 0.1 0.05 0.01 0.001 0.0
h* 0.0247671 | 0.0247103 | 0.0246921 | 0.0246914 | 0.0246914 | 0.0124623 | 0.0124323 | 0.0124228 | 0.0124224 | 0.0124224
Ponin 0.019852 | 0.0222532 | 0.0242006 | 0.024642 | 0.0246914 | 0.00998314 | 0.0111956 | 0.0121763 | 0.012397 | 0.0124224
Hmax | 0.0297047 | 0.0271389 | 0.0251772 | 0.02474 | 0.0246914 | 0.0149606 | 0.0136778 | 0.0126707 | 0.012447 | 0.0124224

Tabul'ka 2.4: Pokracovanie Tabul'ky 2.3 pre N=80 a N=160



3 Bilinearna interpolacia pre nerovnomernii siet’

UvaZujme nerovnomernu siet’ vytvorenu jednym z dvoch opisanych postupov. Nech je
v 2D dany reprezentacny bod x, = (x,,y,) kone¢ného objemu p, v ktorom sa snazime
aproximovat" hodnotu funkcie u(x,y) : R2 — R pomocou bilinedrnej interpolécie.

UvaZujme interpola¢ni funkciu g(x,y) : R”2 — R v tvare polynému
g(x,y) =ap+ax+azy+asxy, aop,ar,az,ase€R. (3.1

Vzt'ah (3.1) napovedd, Ze vykondvame linedrnu interpoldciu najprv v smere osi x a ndsledne
v smere osi y. K aproximécii hodnoty funkcie u v bode x;, vyuZijeme zname hodnoty tejto

funkcie v reprezentacnych bodoch okolitych konecnych objemov.

3.1 Bez pouzitia mapovacej funkcie

Nech st dané Styri body x4, = (x4,,5¢,)s X0, = (Xg2,Y42)s Xg3 = (Xg3:Y3) > Xqs = (Xg45Yq,)
na nerovnomernej sieti a nech si zname hodnoty funkcie u v tychto Styroch bodoch, pricom
plati wuy, = u(xy,), ug, = u(xy,), ug = u(xy), ug, = u(xy,). Dosadenim sdradnic
reprezentacnych bodov x;,, Xy, X4;, X4, @ zndmych hodnot ug,, ug,, tg,, iy, do vztahu (3.1)

dostdvame sustavu Styroch rovnic s nezndmymi koeficientami ag, ay, az, as.

I xg Yo XqYqi | |90 Ug,
1 x5, Yo, Xg,¥ a u
@ Y Al 1 7p)
= e (3.2)
1 Xgz Va3 Xq3Yq3 | |92 Ugs
| 1 Xgy Yai XqsYau ] \a3 Ug,

RieSenim systému (3.2) ziskavame hodnoty koeficientov ag, ai, a», az. Spitnym
dosadenim tychto hodndt a stradnic reprezenta¢ného bodu x, do (3.1) dostdvame vyslednu
aproximdciu hodnoty u(x,). Sustavu (3.2) sme vyrieSili analyticky pomocou softvéru
Mathematica pre vSeobecné reprezentacn€ body x,,, X4,, X453, Xg, @ hodnoty uy,, ug,, ug;,
ug,, aby sme poukazali na vel' k€ mnoZstvo aritmetickych operacii, ktoré sa musia vykonat’
pre vyrieSenie daného systému za predpokladu, Ze k rieSeniu nebude pouzitd Ziadna
numerickd metdda, napriklad Biconjugate Gradient Method. Je ddlezité poznamenat, Ze
nepresnost” opisanej metddy sa zvySuje so zviCSujicou sa vzdialenost ou bodov x,,, xg,,
X3, Xg, 0d bodu x,. Pokial' budi spomenuté body priliz d’aleko od seba, nebude mozné

adekvdétne zachytit’ priebeh funkcie u medzi nimi.
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ap =[x, (xq3 (Vgr =Ya3) Vg1 =Yas) =%q Vg, = Ya3) Vg _)’q4)) *Xg, (Xq4 (Vgr =Ya3) Vg = Yas)
~Xgs Var = Yas) Ogr = Yau) + X0, Vg = Va) O _yq4)) + X3 %q, (Vg1 = Van) (Vg3 _)’q4)]_1
[—U42%01 X021 43 + Ua2%43%q5Y 1Y g3 + Uq1Xg2%q4Y 42V g5 ~ U1 Xg3% g3V g2 Vg
+ilg, (xqzxqaym (Va2 =Yas) +Xq, (g, (g1 =2 )Vas +Xq3¥0 (=Yar * Yas) ))
U Xq1 X3 Y q1 Y aqs ~ UgrXq3XqsY a1 Yas ~ UqiXqrXq3 Y qaYqs + Ug1Xq3%q4 Y 42 Y ga
UG X1 Xq3Yq3Yas T Uq1Xqr%q3 Va3V qs t UgrXq1XqaY g3 Y qa T Uq1XqrXqsY g3V g4

g (xqzxq4yq1 (=Ygs +Yas) + 3 (%30, g1 = Yu) +3, (=91 +Yg2)Vas) )]

(3.3)

a1 =[xg, (%43 (Vg = Yas) O = Yau) = %as OV = Yas) O = Yau) ) +%gy (%03 0o = Yas) Oy = Yau)
—Xg3 (yql Vg3 ) (yqz _)’q4) +Xg, (yq1 Y ) (yq3 _)’q4)) T Xg3Xqy (ycn Y ) ()’q3 _yq4)]_l
[44:%, Y91 Y3 = Ug2Xa3Y a1 Yas — U142V 42V g3 + Uqi Xqs Vs Ygs + gy (quyql (Vg = ¥gs)
x5 (Var =Y )Vas + X2V ar (¥ +Ya3)) ~ U Xq Var Vas + UgsXqs Y1 Yas + a1 X5 Yg>Va
UG Xq Y92 Yqs T Uqi1Xq3Y g3 Y qs T UgrXq3 Y3 Yas U1 XqsY a3 Yas ~ UqaXqaYq3 Y qa

tUgs (xtny(h (yql _ny4) +Xq4(—yq1 RN )y£14 +Xg1Yq, (_yflz +y614))]

3.4)
a2 =[x, (¥ (g, =Vas) O =Yau) =% Gar =Yas) O = Yau) ) +%a1 (¥ Vg = Yas) Vay = Yas)
~ 43 (Var =Yas) O = Yau) + %02 Oy =Yan) g = ¥au) ) + %55, (Va1 = Y4n) Vs =)™
(4% %3 Yq1 + U X1 XquYan + Ui X %a3Yar — Ui X %qaYar + U X1 Xq3Y a3 ~ UqiXq2%g3Y g3
U Xq3Xq4Y g3 ~ UgrXq3XqsYas + Ugy (xfhx% (=Ya2 +¥Ya3) +%q, (=Xg,Y4, +Xg3Yq, +Xg2Y g5
~Xg3Vq3 ) ) ~UgaXqi1XqaYqs T Uqi1XqrXqsYqs ~ Ug1Xq3XqsY gy F UgaXq3Xqs Y qs

T Ug; (xqzxq4 (Vg = Yas) +%q, (Xq2Yq1 = Xq4Yq1 —Xg2Yg +xq4)’q4))]

(3.5)
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az =[xq, (x% (Va2 =Ya:) g1 = Yas) = Xqs Vg1 = ¥a3) 0g —)’44)) +Xg, (xq4 (Vgr =¥as) Va1 = Yas)
~ g3 (Var =Yas) O = Yau) + %02 Vs =Yar) g = Yas)) + %550 (Vg1 = ¥an) s =Yaa)] ™"
[(”fm (=g, +xg, ) +utg, (xq, —xq, ) +tg, (=g, +xfI4))(xC13 (Vg1 =Ya2) +%q; (Yar = Yg3)
tXg\ "V +y613)) + (qu (g, =%q,) + gy (Xgy = Xg5) + gy (—=xg, +xq3))(xq4 (V1 =¥g2)

(
+Xg, Vg, = Yqs) + %, (=Yg, +y614))]
3.6)

3.2 Mapovanim na jednotkovy Stvorec

Nech je v 2D opit’ dany bod x,, = (xp,y,), v ktorom sa snazime aproximovat’ hodnotu
funkcie u. Nech si d’alej zname body x4, = (X4,,54,)s Xg, = (X¢5,Yg2)s Xg3 = (Xg3:Yg3)>
Xq, = (x4,,Yq,) tvoriace vSeobecny nerovnomerny $tvoruholnik. Nech sa bod x, nachddza
vo vnutri tohto Stvoruholnika.

Aproximdciu hodnoty u(x,) odvddzame podl'a [10]. VSeobecny Stvoruholnik uréeny
bodmi x4, x4,, X4;, Xy, prevedieme pomocou mapovacej funkcie na jednotkovy Stvorec.

Nerovnomerny Stvoruholnik aj jednotkovy Stvorec uvddzame na Obrazku 3.1.

(Xg3.Vqs) (0.1) (1.1)

.

(0,0) (1,0)

(Xgs-Vas)

(Xg1: Y1)

Obr. 3.1: VSeobecny Stvoruholnik a jeho transformécia na jednotkovy Stvorec

Hl'addme transformdciu medzi bodmi (x,y) povodného Stvoruholnika a bodmi (/,m)

nového jednotkového Stvorca

(x,y)=f(l,m), 1€[0,1],me[0,1]. (3.7)
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Od transformécie navySe poZadujeme, aby platilo

(Xg,,¥q,) = (0,0),
(xqzquz) :f(l O) (3.8)
(xq37yq3) f(1,1),
(xq47)’q4) £(0,1).

Pre ndjdenie hI’'adanej mapovacej funkcie vyuZijeme v oboch suradniciach x aj y p6vodného

nerovnomerného Stvoruholnika biline4drnu interpolaciu

X=00+ 00l +ozm+ oylm,

y = B1+ Bl + Bzsm+ Palm.

(3.9

Za pomoci vzt ahov (3.8) a bilinearnej interpolacie x-ovej suradnice z (3.9) definujeme
sustavu Styroch rovnic, ktord poukazuje na vzt ah medzi x-ovymi sdradnicami pdvodného

Stvoruholnika a vektorom nezndmych parametrov o

X1 1 00O (04]
X 110 ofl|a
20 2L (3.10)
X3 1 111 (04

X4 1 01 Off|oa

Analogicky zostrojime sustavu Styroch rovnic, ktord definuje vzt'ah medzi y-ovymi

siradnicami pdvodného Stvoruholnika a vektorom nezndmych parametrov B

wi| [t 0o of(s
1100

120 _ ﬁz}, (3.11)

y3 1 1 1 1 ﬁ3

va] |10 1 o] B

Obe strany rovnice (3.10) vyndsobime zI’ava maticou inverznou k matici sustavy (3.10)

1 0O 0 O X1 (04]

-1 1 0 0]|x 07
Lo (3.12)

-1 0 0 1 X3 (04

1 -1 1 -1 X4 (021

Analogicky prendsobime obe strany sustavy (3.11) zI'ava maticou inverznou k matici sustavy
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(3.11)

10 0 0}y B
-1 1 0 O
a2l Pl (3.13)
-1 0 O 1 y3 ﬁ3
I -1 1 -1} |y B4
Analytickym rieSenim systému (3.12) dostdvame vysledny vektor parametrov o
( x1
-X| +x
0= e (3.14)
—X1 +X4
X1—Xp2+X3—X4
Po analytickom vyrieSen{ ststavy (3.13) ziskavame vysledny vektor parametrov 8
30
-y +
B- Y1+y2 ‘ (3.15)
Y1ty
Y1=Y2+Y3— )4

Ked'Zze st uz vSetky zlozky vektora o aj vektora B zndme, mdZeme z prvej rovnice
uvedenej v (3.9) vyjadrit’ jednu z hl'adanych suradnic jednotkového Stvorca. Vyjadrime

vzt ah pre prvu zo stradnic Stvorca

/= ’M_ (3.16)
Oh + Oyum
Dosad’me vzt'ah (3.16) do vyjadrenia y-ovej suradnice v (3.9)
X—01—03m X—01—-03m
=B+ B L T +B—m. 3.17
y=B1+B o+ cum Bsm + P4 o+ cum m (3.17)

Ekvivalentnymi tpravami (3.17) dostdvame kvadratickd rovnicu premennej m

(03— 03 fa)m? + (0P — 0 fa+ 02 B3 — 03 B2 +xPa — yoru)m+ (02 By — 04 B2 +xPB2 — yorp) = 0.
(3.18)
Ozna¢me &leny stojace pri premennej mi, i=0,1,2, v (3.18)
a= 43— o34,
b =0y — o g+ 0P~ 0P +xPs - you, (3.19)
c=0f1—oufr+xPr-yon.
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VyrieSenim kvadratickej rovnice (3.18) dostdvame vysledny vzt ah pre druhi suradnicu, m,

bodu v jednotkovom Stvorci

_bVP—dac

P (3.20)

m

Spatnym dosadenim vypocitanej hodnoty stradnice m do vzt'ahu (3.16) ur¢ime sdradnicu /,
¢im sme dostali transformované sdradnice (/,m) pévodného bodu (x,y).

Opisanym postupom sme ziskali bod v jednotkovom Stvorci. PovaZzujeme za dolezité
spomenut’, Ze pri hI'adani vhodnej mapovacej funkcie sme sice vyuZili transforméciu rohov
nerovnomerného Stvoruholnika na rohy jednotkového Stvorca, no samotnd hodnota funkcie
u zostiva nezmenend. Plati u, = u(xy,yq) = u(0,0), ug, = u(xg,yq) = u(1,0),
Ugy = u(xgy,¥qy) =u(1,1), ug, = u(xy,,y4,) =u(0,1). Pre hl'adand hodnotu funkcie u v bode
xp, analogicky plati u(x,,y,) = u(l,,mp).

Pre aproximéciu hodnoty u(l,,m,) vyuZijeme opdt’ bilinedrnu interpoldciu. Ked'Ze uz
pracujeme na jednotkovom Stvorci a vieme, Ze sa funkénd hodnota v jeho vrcholoch
po transformécii zachovala, m6Zeme suradnice vrcholov a ich funkéné hodnoty postupne
dosadzat’ do (3.1). Dostdvame systém Styroch rovnic s nezndmymi v podobe koeficientov
bilinedrnej interpolécie )

1 0 0 O} |ag Ug,
Lo opal_Juml (3.21)
1 11 1| |a Ug,

1 01 0flas Ug,

Po vyrieSeni sustavy (3.21) dostdvame vzt ah
u(lp,mp) ® ug, + (=g, +utg, )l p+ (=g, +ug,)mp+ (g, =g, +utg; —ug,)lpmy.  (3.22)

Upravou vyrazu na pravej strane v (3.22) dostivame vysledny vzt'ah pre aproximéciu

hl’adanej hodnoty

u(lp,mp) mug, (1=1,)(1=mp) +ug,l,(1—mp) +ug,lym,+ug, (1-1,)m,. (3.23)

MobZeme si vSimnut', Ze transformaciou nerovnomerného Stvoruholnika na jednotkovy
Stvorec sa vyrazne zjednoduch$i vysledny vzt'ah pre aproximédciu hodnoty funkcie

v zndmom bode oproti vzt'ahom uvedenym v predoslej podkapitole.
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4 Vypocet gradientu

V préaci vyuzivame na vypocet gradientu dve metdédy. Metdédu diamond cell a metédu

least square gradient. Zakladné principy metdd uvadzame v Casti 4.1 a 4.2.

4.1 Metoda diamond cell

Metodu odvadzame v 2D podl'a [5, 1]. Nech je dany koneCny objem p a nech je e,
hrana kone¢ného objemu p. Nech je g taky konecny objem, ktory mé s kone¢nym objemom
p spoloCni hranu e,,. Okolo hrany e, skonStruujeme bunku diamond cell oznac¢enu D,
ktorej vrcholy s reprezentacné body koneCnych objemov p a g a koncové body hrany e,.
Koncové body hrany e,, si zdroven rohovymi bodmi kone¢ného objemu p. Hodnoty
v rohovych bodoch ziskame v pripade center shifted siete ako priemer hodnét v okolitych
Styroch reprezentaCnych bodoch. V pripade corner shifted siete mdéZeme hodnotu v
rohovom bode kone¢ného objemu aproximovat’ pomocou bilinedrnej interpoldcie. Popisana

situdcia je graficky zndzornend na Obrazku 4.1.

— diamond cells
----- koneény objem p
¢ reprezentacné body

rohy koneéného objemu p

Obr. 4.1: Vypocet gradientu na konecnom objeme p pomocou metddy diamond cell

Na bunke D budeme gradient Vpu povazovat’ za konStantny. Oznacme Vpu priemernd

hodnotu gradientu na bunke D. Nech m(D) je miera D. Potom plati
v ! / Vud. 4.1)
Uu=——m— uax. .
P m(D) Jp

16



Nech je np jednotkovy vektor vonkajSej normdly k bunke D. Na vzt'ah (4.1) aplikujeme

Greenovu vetu, ¢im prevedieme objemovy integral na plosny.

_ 1
= ds. 4.2
Vpu m(D) faDunD s 4.2)

Nech dD oznaCuje hranicu bunky D. Oznatme ¢ hranu dD, ktorej koncové body su
Ni(0) a Ny(0). Nech sd hodnoty rieSenia v bodoch Ni(c), N2(0) definované ako uy, (4),
uy, (c)- Nech je m(o) di7ka hrany ¢ ang je jednotkovy vektor vonkajsej normély ku hrane o.

Vysledny konsStantny gradient Vpu na bunke D vyjadrime pomocou nasledujiceho vzt ahu

Vpu = ﬁa%m(o)%(w‘(c) + iy, (5) Mo 4.3)

Pre vypocet gradientu v reprezentatnom bode x, konetného objemu p opakujeme
opisany postup na kazdej hrane d p. Ozna¢me takto ziskané gradienty na hrandch dp podl'a
svetovych strdn V, u (z ang. north - sever), V. u (south - juh), V, u (west - zapad), V,,u
(east - vychod). Vahy, ktorymi prispievajui jednotlivé Ciastkové gradienty do vysledného
gradientu v reprezentacnom bode zna¢ime v rovnakom duchu w,, wg, w,,, w,. Vysledny

gradient definujeme ako vdzeny priemer Ciastkovych gradientov so zavedenymi vahami.

v WV p, U+ WV p b + Wy, NV p U+ WV p, U
u= .
p

4.4)

Wy +Ws+ Wy, + W

4.2 Metoda least square gradient

Met6du odvadzame v 2D podl'a [9, 11]. Gradient V,u v reprezentacnom bode x,
kone¢ného objemu p mdézeme urcit pomocou metddy najmensich Stvorcov [4] (ang. least
square method) na zaklade reprezentacnych bodov x,; susednych koneCnych objemov g a

hodndt rieSenia v danych reprezentacnych bodoch nasledujicim vzt’ahom
Ug=Up+V put- (Xg—Xp) — &, 4.5)

kde u, oznaCuje hodnotu rieSenia v reprezentatnom bode x;, kone¢ného objemu p, u,
definuje hodnotu rieSenia v susednom reprezentacnom bode x, kone¢ného objemu g. Chybu
vnesenud do vypoctu aproximaciou oznaCujeme &;. Nech pre gradient V,u v bode x,, plati

Ju(xp)

_ ox
Vou=| 0| (4.6)

dy
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Nech pre oznacenie zloZiek reprezentatného bodu konecného objemu p plati
xp = (xp,yp). Analogicky plati x, = (x4,y,). Nech d’alej pre rozdiel zloZiek reprezentatnych
bodov x; ax;, plati x,; =Xy —Xp @ Ypg =Yg~ Yp-

Ekvivalentnymi Upravami prevadzame vzt ah (4.5) do tvaru
Ug—Up =Vpu- (X5—Xp) — & 4.7

V d’alSich Castiach price vyuZzivame k aproximadcii gradientu iba tie susedné konecné
objemy ¢, ktoré maji s koneCnym objemom p spolo¢ni hranu. Metéda vSak nie je
obmedzend spomenutou vol'bou susednych konecnych objemov. Vo v§eobecnosti mdzeme
uvazovat’ vSetky tie konecné objemy, ktoré sa nachddzaji v pozadovanej, nami zvolenej,
vzdialenosti od kone¢ného objemu p. Metdéda md za dlohu minimalizovat’ sumu Stvorcov
rezidui. V pripade nami zvolenych susednych kone¢nych objemov je suma Stvorcov rezidui

dana vzt’ahom

2
>, &= 2, ((ug=up=vpu-(xg-x,))". (4.8)
qeN(p) qeN(p)

Pre ucely odvadzania d’alSich krokov metddy, upravujeme vzt'ah (4.8) do ekvivalentného,

roz$ireného, tvaru
du(x,) du(x,) 2
> &= ) (”q‘”p‘a—xp(xq_xp)‘a—p(ytl_yp)) : (4.9)
qeN(p) qeN(p) Y

Vyraz na pravej strane rovnice (4.9) nazveme tcelovou funkciou, pricom nezavislé premenné
tejto funkcie su zlozky vektora V ,u.
Ulohou met6dy najmensich Stvorcov je, v pripade aproximécie gradientu, minimalizacia

tucelovej funkcie v oboch zlozkéch gradientu V ,u

) du(x du(x 2
Vpu=argmin . (uq—up—¥(xq—xp)—a(—p)(yq—yp)) : (4.10)
qeN(p) o Y

Pre ndjdenie minima tulohy (4.10) musime derivacie ucelovej funkcie podl'a oboch

zlozZiek gradientu V ,u poloZit’ rovné nule. Derivujme ucelovi funkciu podl'a prvej zlozky

vektora gradientu, teda podl'a %, a poloZme tento vyraz rovny nule.
du(x)) du(x))
Z 2(uq—up—a—xp(xq—xp)— 8yp (yq—yp))(—(xq—xp))zO. 4.11)

qeN(p)

Roznasobme Cleny I'avej strany rovnice (4.11) a preved’'me na sucet troch samostatnych

sumacii
du(x),) du(x,)
- Z (”q_”p)(xq_xp)+ Z 8xp (xq—xp)2+ Z B P (}’q_}’p)(xq_xp):0~
4eN(p) 4N(p) geN(p) @Y

(4.12)
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V poslednom kroku prevedieme na pravud stranu rovnice ¢len obsahujici hodnoty rieSenia

v kone¢nych objemoch p a ¢, ¢im dostdvame prvid podmienku pre minimum v tvare rovnice

2

qeN(p)

Ju(x
(9(—;)(xr1_xfr1)2+ >

qeN(p)

0
uésxp)()’q_yp)(xq_xp): 2, (ug=up)(xg=xp)- (4.13)
y qeN(p)

Analogicky derivujeme ucelovi funkciu podl'a druhej zloZky vektora gradientu, Cize

podl'a %’;’J, a pokladdme derivdciu rovnu nule.

du(x
8( p)(xq_xp)()’q_)’p)+ Z
. 4eN(p)

0
ua(xp)(yq_yp)zz Z (ug—up)(yg—yp). (4.14)
y qeN(p)

2

qeN(p)
Dostali sme druht podmienku pre minimum v tvare rovnice. Pre ndjdenie aproximécie
gradientu V,u pomocou metédy najmenSich Stvorcov musime vyrieSit' sustavu dvoch

rovnic. Systém rovnic mdZeme zapisat' v maticovom tvare

> (xq_xp)2 > (xq_xp)()’q_)’p) du(xp) > (”q‘”p)(xq_xp)
qeN(p) qeN(p) ox | _|4eN(p)
u ’
% (xg=xp)(vg=Yp) Y (vg=yp)? % Y (ug—up)(yg=yp)
qeN(p) qeN(p) qeN(p)

(4.15)
Nech C), oznaCuje maticu sustavy (4.15) a nech d,, definuje pravi stranu tejto sistavy.

Systém (4.15) m6Zeme zapisat’ v maticovom tvare
C,Vyu=d,, (4.16)
odkial’ dostdvame vysledny vzt ah pre aproximovany gradient

Vpu=C,'d,. (4.17)
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5 Numerické schémy

Nech je dand ohrani¢end polygonélna oblast Q2 c R? a asovy interval [0,T], T € R*.
Nech p oznaCuje koneCny objem s mierou m,. Nech ¢ definuje koneCny objem susediaci
s kone¢nym objemom p tak, Ze miera neprazdnej mnoZiny dp N dq je jednodimenziondlna,
pricom dp a dqg su hranice kone¢nych objemov p, . Nech je prienikom dpndq hrana e,.
Dalej nech N(p) definuje mnoZinu vetkych kone¢nych objemov susediacich s koneénym
objemom p, n,, oznacuje jednotkovy vektor vonkajSej normdly ku hrane ej, s ohl'adom
ku kone¢nému objemu p. Nech x, oznacuje reprezentacny bod konecného objemu p, x,
oznaCuje reprezentaCny bod kone¢ného objemu g. Nech x,, oznaCuje bod reprezentujiici
stred hrany e,,. Nech u;, oznaCuje hodnotu rieSenia vypocitani numerickou schémou. Nech
u, reprezentuje konStantni rekonStrukciu hodnoty rieSenia na konecnom objeme p.
Analogicky, u,, oznaCuje konStantni rekonStrukciu rieSenia na hrane e,,. Nech je dané
vektoré pole v.

Numerické schémy uvedené v tejto kapitole odvddzame pre tlohu rieSenia rovnice
advekcie podl'a [8, 2]

u+v.vu=0. 5.1

Pri d’alSom odvddzani vyuZivame ekvivalentny tvar rovnice (5.1)
U+ V.(vu) —uv.v=0. (5.2)

Vo vSetkych d’alej uvedenych schémach budeme vyuZzivat' princip metédy konecnych

objemov, preto obe strany rovnice (5.2) integrujeme cez kone¢ny objem p

fu,dx+/V.(vu)dx—fuv.vdx=0. (5.3)
p p p

Hodnotu rieSenia na koneCnom objeme p rekonStruujeme konStantnou hodnotou ), teda

plati
fu,dx+fv.(vu)dx—ﬁpf V.vdx = 0. (5.4)
14 p 14

Na druhy a treti ¢len I'avej strany rovnice (5.4) aplikujeme Greenovu vetu

fu,dx+ f v npgds—7i, ¥ f V. 1pgds =0. (5.5)
p €pq

geN(p
Hodnotu rieSenia na hrane e, nahradzame konStantnou rekonstrukciou i,

/utdx+ 5 uqu vpds—T, Y / V.pgds =0. (5.6)

qeN(p) €ra qeN(p)

qeN(p)
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Nech v, definuje integral z tokov v smere vnitornej normdly ku kone¢nému objemu p

Ty = fe V.pgds. (5.7)
pq

Dosadenim vzt ahu (5.7) do rovnice (5.6) dostavame
f wdx+ Y Tpg(y—Tipg) = 0. (5.8)
P 4eN(p)

Dalej zavadzame koeficienty a’” a a%yf rozliSujice vtok (ang. inflow) a vytok (ang. out flow)

out

=max(v,q,0), ahy

pq =min(vyq,0). (5.9)

Cleny ai , a% si z4vislé vyhradne od znimeho vektorového pol'a. Ak sa vektorové pole

pa> “pq

v Case nemeni, resp. sa v ¢ase nevyvija ani vypoctovd siet’, koeficienty stac¢i vypocitat’ iba
raz pre danu vypoctovu oblast. Nech M oznaCuje celkovy pocet Casovych krokov.
Na aproximdciu Casovej derivicie u; vyuZijeme Casovu diferenciu s rovhomernym ¢asovym

krokom 7

utz_P r_ (5.10)

pricom n definuje aktudlny ¢asovy krok pre n=1,2,...M. Pre n=1 je predoSlym ¢asovym
krokom pociato¢nd podmienka dlohy. VyuZitim vzt ahov (5.9), (5.10) dostdvame rovnicu

v —mp+ Z Wy —up)+ Y, ag(wy-ul,) =0. (5.11)
qeN(p qeN(p)
Za parameter m volime bud’ stary éasovy krok n—1, alebo novy Casovy krok n, v zavislosti

od konkrétnej schémy. Hodnotu #); rekonstruujeme pomocou hodnoty u}!
u=ul. (5.12)

K rekonstrukcii hodnoty u},, pouZijeme up — wind princip. Nech V,u oznacuje gradient
v reprezentatnom bode x;, koneCného objemu p. Analogicky, nech V,u oznaCuje gradient

v reprezenta¢nom bode x, konecného objemu g. Potom definujeme

Upy = Uy + VU™ (Xpg=Xg),  Vpg >0,

(5.13)
Wpg = Uy + V™ - (Xpg=Xp),  Vpg<O0.
Pouzitim (5.12) a up-wind principu (5.13) dostdvame schému
uP B un l m m
My Z ( —ty = Vg™ - (Xpg -x4))
4eN(p (5.14)
+ Z 0“’( —vpum-(qu—x,,)):o.
qeN(p
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Po tprave (5.14) ziskavame vyslednt rovnicu

't — ! .
#mﬁ Z aglq(”;n_”?_vqum'(qu _xq)) - Z a%t(vpum'(qu _xp)) =0.
qeN(p) qeN(p)

(5.15)

Z vyslednej rovnice (5.15) budid vychddzat vSetky numerické schémy uvedené
v diplomovej praci. Rozdiel v jednotlivych schémach bude predovsetkym vo vol'be
aktudlneho, resp. predoSlého, asového kroku v spojitosti s hodnotou rieSenia na kone¢nom
objeme a hodnotou gradientu v reprezentacnom bode konecného objemu. RozliSovat
budeme taktiez spdsob, akym bola nerovnhomernd siet’” vytvorend. Na rdzne vytvorenych
siet’ach vyuZivame rozdielne spdsoby aproximadcie gradientu.

Schéma (5.15) je aplikovatel'nd na I'ubovol' ni nerovnomernd siet’. UvaZzujme (5.15) pre
logicky  $tvoruholnikovi  nerovnomernd siet. Nech i = 1,2,...(N; + 2p;) a
j=1,2,...(N2+2p;). Nech b,c € {-1,0,1}, pricom |b|+|c| = 1. Potom kone¢né objemy
susediace s konenym objemom p; ; oznaCujeme ako piip jic- Dalej nech u; j oznacuje
numerické rieSenie na koneCnom objeme p; ; a u;yp j+. nech oznaCuje numerické rieSenie
na susednom koneCnom objeme p;.p j+c. Miera kone¢ného objemu p;; nech je m; ;.
Gradient v bode x,,, ; kone¢ného objemu p; j nech je oznaceny ako V), ;u. Analogicky nech
Vi jrctt 0znaCuje gradient v bode xp. . . konecného objemu pip jic. V zmysle
zavedeného oznaCenia moZeme vzt ah (5.15) previest’ do tvaru

i,J LJ . in m m m
7”’11,] + Z api,jpi+h,j+c (ui7j - ui+b7j+c - vpi+b,j+cu ’ ('xpi.jpi+b,j+c _xpi+b,j+c ))
Pisb,j+c€N(pij)
|bl+|c|=1

_ out m _ —
> api,jpi+b,,,-+c(vl’i,j” (%pi pias,jac xPi.,j)) 0.
Pisb,j+c€N(Pij)
|b]+[c|=1

(5.16)

5.1 Explicitna schéma

V pripade explicitnej schémy budeme uvazovat’® vSetky tie hodnoty rieSenia, ktoré
nesuvisia s Casovou diferenciou, v predoSlom ¢asovom kroku n — 1. Hodnotu gradientov

budeme taktieZ uvazovat’ z predchadzajiceho Casového kroku. Vzt'ah (5.13) prechddza

do tvaru
7 = vl (X -x,), Tpg >0
rq ~7q q pq- 4/ rq )
(5.17)
—n-1_ n-1 n-1 _ =
Upy =Uy  +Vpu"™" - (Xpg=Xp), Vpg<O.

22



Z rovnice (5.15) dostdvame explicitnd schému

_ T _ T _ _ _
up =y 1+m_ D, dpg (Vo™ (pg=xp) ) = 3 ap (! —ugT =V (xpg—xg))
P geN(p) P geN(p)
(5.18)
Upravou (5.18) ziskavame vysledny tvar explicitnej schémy
n—(1 T in \, n-1 T out n—1
= T D, dpg)iy A Y, dpa (Vo™ (xpg —xp))
P qeN(p) P qeN(p)
,L_ ' (5.19)
t— 3 (g Vg (xpg = xg)).
P geN (p)

Pre i = 1,2,...(Ny1 +2p1), j=1,2,...(N2 +2p2), n=1,2,...M md explicitnd schéma

uvazovand na logicky Stvoruholnikovej nerovnomernej sieti tvar

no _ 12 in n—1
uij=(lmme DL py U
LI pivh, j+c€N(pij)
|b]+[c|=1
P ag (Vo "™ Xy ipiey sve —Xpi )
i Di,jPi+b,j+c \ ¥ Pij PijPixb,j+c " Pi,j (5 20)
LJ Pi+b7j+c€N(Piﬁj) ’
|b]+]e|=1
T in n—1 n—1
+ m: Z api,jpi+b,j+c (ui+b,j+c + vpi+b‘j+cu ’ (xpi,jpi+b,j+c _xpi+b,j+c))'
LT pivb, j+c€N(pij)
|b]+]c|=1

Explicitné schémy byvaji vo vSeobecnosti pomerne rychle a jednoducho
implementovatel'né, v porovnani s inymi schémami, no nie si bezpodmienecne stabilné.
Rovnako tak je aj stabilita nasej explicitnej schémy zavisld od vol'by ¢asového kroku, resp.
od vol'by pomeru Casového kroku a priemernej diiky hrany. Dokézat’, pri akej vol'be
casového kroku je schéma stabilna je netrividlna tloha kvoli gradientnému Clenu. Stabilitu
metédy mdzeme odhadovat’ experimentdlne. Intuitivne plati, Ze za jeden Casovy krok by
vtekajica Cast’ nemala zdroven vytiect' z kone¢ného objemu a to ani v smere osi x, ani

v smere osi y. Vhodnou vol'bou ¢asového kroku je napriklad 7 spiﬁajﬁce podmienku

1 1
EVX’L'+ Evyr<h*, (5.21)

kde vy, vy st zlozky vektora rychlosti.

5.2 Inflow-implicit/outflow-explicit schéma

Priama inflow-implicit/outflow-explicit schéma, d’alej iba IIOE, rozliSuje inflow Cast’

(z ang. vtok) v novom ¢asovom kroku n a outflow Cast’ (z ang. vytok) v starom ¢asovom
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kroku n—1. Vzt'ah (5.13) nadobtida pre implicitno-explicitnd schému tvar

—n n n =
Up, = Uy + V" - (Xpg—%4), Vpg >0,
pa (5.22)
7117;11 = ”Z_l + Vil (Xpg =Xp),  Vpg <O.
Z rovnice (5.15) dostdvame implicitno-explicitnd schému
n+i Z in(n_ n_vy n( o ))_ n—l_i Z out(_v n—l_( . ))
up - Apg\tty —ug = Vau" - (Xpg—%4) ) =1}, - Apg plt Xpg—Xp)).
P geN(p) P geN(p)
(5.23)

Uvadzame taktiez ekvivalentny tvar rovnice (5.23), z ktorého budeme vychadzat’ pri tvorbe

matice systému

(1+i >, C‘Z’q)”’;_i Y dpg(ug+ V" (xpg=xy)) =

mp mp
qeN(p) ) qeN(p) (5.24)
”77_1+_ > a%t(vp”n_l'(qu_xp))~
Mp geN(p)

Nech i=1,2,.. (N1 +2p1),j=1,2,...(Na +2p2),n = 1,2,...M. Priama semi-implicitnd

schéma (5.24) ma pre logicky Stvoruholnikovi nerovnomernu siet’ tvar

T in n
(1 + m_ Z aPi,jPi+b,j+c ui:j
LT pivw, j+c€N(pij)
b +]c|=1
T in n n _
Cms A jPish, jrc (”i+b,j+c + vpi+b.j+cu ) (xpi,jpi+b,j+c _xpi+b,j+c)) = (5.25)
LT pivp, j+c€N(pij) :
bl +]c|=1
n—1 T out n—1
Uij o 2 (o B pian o =%piy))-
LI ik, j+c€N(Pij)
Ibl+[c|=1

K takto vytvorenému systému rovnic sa da explicitne vyjadrit’ matica sustavy. Matica
systtmu bude navySe zavisld iba od geometrie mriezky, preto ju v pripade Casovo

nevyvijajicej sa oblasti staci vypocitat’ iba raz pre dand tlohu.

5.2.1 IIOE na center shifted sieti

V nasledujuicej Casti prace sa zameriavame na vytvaranie nerovhomernej siete spésobom
opisanym v Casti 2.1. Pokladdme za doleZité pripomenut’, Ze reprezentacné body kone¢nych
objemov nebudu v tomto pripade umiestnené v t' aziskdch kone¢nych objemov. Rohové uzly
konec¢nych objemov su definované ako priemery Styroch okolitych reprezentacnych bodov,
teda moZeme pri pocitani diamond cell v implicitnej Casti metédy jednoducho nahradit’

nezname rohové hodnoty rieSenia pomocou hodnot v okolitych reprezentaénych bodoch.
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Gradient v reprezentanych bodoch konecnych objemov je definovany ako vaZeny
priemer gradientov diamond cell buniek na jednotlivych hranich. Ukazuje sa vsak, Ze
vyberom vih priemeru mdZeme ovplyvnit’ presnost’ metddy. V nasledujucich Castiach
prace uvadzame tri r6zne priklady vol'by vah.

Nech V,,u (z ang. "north"- sever) oznaCuje gradient vypocitany diamond cell metédou
v strede severnej hrany kone¢ného objemu p. Analogicky nech V u (z ang. "south"— juh),
Vp.it (z ang. "east"— vychod), V, u (z ang. "west"— zapad) definuju gradienty urCené

pomocou diamond cell metédy v strede prislusnej hrany kone¢ného objemu.

5.2.1.1 Plochy trojuholnikov

Prienik konecného objemu p a kazdej jeho prislusnej diamond cell bunky je tvoreny
trojuholnikom s plochou A. Jednotlivé plochy rozliSuyjeme pomocou indexov
zodpovedajucich svetovym strandm podobne ako v pripade gradientov - A, As, Ae, Ay,

Na Obrazku 5.1 uvddzame vysSie opisand situdciu kone¢ného objemu p s jeho diamond

cell bunkami a spomenutymi trojuholnikmi zndzornenymi modrymi a ruZzovymi plochami.

— diamond cells
----- koneény objem p
¢ reprezentacné body

rohy kone¢ného objemu p

Obr. 5.1: Konecny objem p, diamond cell bunky na jeho hranich a trojuholnikové plochy

definujice vahy v priemerovani gradientov na hranach

Vysledny gradient kone¢ného objemu p je v tomto pripade definovany ako vaZeny

priemer gradientov uréenych na jeho hrandch s vdhami rovnymi vel’kostiam prislusnych
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trojuholnikovych ploch

Anvpnu_'_ASvpsu +AeVpeu +AWvau

Vit = A, +A, 1A, +A,

(5.26)

Opisany spdsob vdZeného priemerovania je sice intuitivny, no znamend, Ze ¢im d’alej
sa dand hrana konecného objemu nachadza od reprezentacného bodu, v ktorom sa snazime
vyCislit’ vysledny gradient, tym vacSiu vahu prislusny "Ciastkovy"gradient m4. V skutoCnosti

vSak potrebujeme presny opak.

5.2.1.2 Prevratené hodnoty ploch

V predchadzajicom spOsobe priemerovania gradientov sme poukdzali na fakt, Ze vdha
hran by sa nemala zvidcSovat' s pribidajucou vzdialenostou od reprezentaéného bodu
prislusného kone¢ného objemu.

Druhym spdsobom, akym je moZzné ziskat vysledny gradient, je vyuZit' spominané
obsahy trojuholnikovych ploch inak. Védhy budi tentokrdt prevratené hodnoty ploch
trojuholnikov. Touto upravou zaistime, aby sa vdha daného Cciastkového gradientu
zmensSovala so zvacsujicou sa vzdialenost' ou od reprezentacného bodu, resp. naopak.

Zachovavajuc znaCenie z predchadzajucej casti definujeme vysledny gradient

na koneCnom objeme p

1 1 1 1
_ A_nanMJFA_SvPSuJFA_EvPeu"'A_WvPWM

Vi =
p L 1,1 1

(5.27)

=+t

A TA AT A,

5.2.1.3 Prevratené hodnoty vzdialenosti

Nech d, reprezentuje vzdialenost’ stredu severnej hrany kone¢ného objemu p od jeho
reprezentacného bodu. Podobne definujeme aj zvys$né Styri vzdialenosti stredov hrdn
od reprezentatného bodu konecného objemu p - ds, d., dy,, v zmysle svetovych stran.
Opisanu situdciu zobrazuje Obrazok 5.2 s modrymi tuseCkami zndzoriujicimi vzdialenosti
stredov hrdn od reprezenta¢ného bodu.

Definované vzdialenosti vSak nemdzeme priamo vyuzit' ako védhy gradientov urCenych
na hranach konec¢ného objemu pomocou diamond cell metddy, pretoze by opit’ platil vzt ah
- ¢im vicsia vzdialenost’ hrany od reprezentaéného bodu, tym vicsia vdha. Uplatnime teda
rovnakd modifikdciu ako v predoslej Casti prace. Jednotlivé véhy Ciastkovych gradientov

definujeme ako prevritené hodnoty danych vzdialenosti.
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— diamond cells

_____ kone&ny objem p

e reprezentacné body

rohy koneéného objemu p

Obr. 5.2: Kone¢ny objem p, diamond cell bunky zostrojené na jeho hranich a usecky

definujuce vzdialenost’ stredu hrany a reprezentacného bodu

Pre vysledny gradient, konStantny na celom kone¢nom objeme p, definujeme vzt'ah

1 1 1 1

v _ d—nvpnu+avpsu+d—evpeu+%vau

p¥= T 1. 1.1 ‘
dn ds de dw

(5.28)

5.2.1.4 Matica systému

V dobsledku vytvdrania nerovnomernej siete posunom reprezentaénych bodov
a ndslednym umiestnenim rohovych uzlov do t'aZisk okolitych reprezentacnych bodov,
nahradzame aj hodnotu riesenia v rohovych uzloch kone¢nych objemov priemerom hodnot
rieSenia v Styroch okolitych reprezentatnych bodoch. Nech je r,, (z ang. "north-
-west"—severozapad) I'avy horny rohovy bod kone¢ného objemu p; ;. Analogicky nech je
rne (z ang. "north-east"—severovychod) pravy horny rohovy bod, ry, (z ang. "south-
-west"—juhozdpad) I'avy dolny rohovy bod a rg (z ang. "south-east"—juhovychod) pravy
dolny rohovy bod konecného objemu p; ;. Nech u,, oznacCuje hodnotu rieSenia v roZnom
bode r,,,. Podobne nech su u,,, us,, s hodnoty rieSenia v roznych bodoch 7, rg,, 7.

Obrazok 5.3 zndzorfiuje plnou Ciernou Ciarou hranicu kone¢ného objemu p;; a
preruSovanou Ciarou hranice diamond cell buniek zostrojenych okolo kazdej hrany objemu
pi,j. Vidime, Ze k urCeniu gradientov v stredoch jednotlivych hrian potrebujeme

reprezentany bod koneCného objemu p; ;, reprezentatné body susednych koneCnych
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objemov p;.; ., ale aj rohové body konecného objemu p; ;.

Ui—1,j+1 Ui ji1 Uitl,j+1
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. ’ i+1
Ml—l,] ‘\ N % o]
N N
N ,’/u. AN /
N P I,J ~ /’
N . N ’
N Va \\ 4
N // N //
\\ ‘/ N
N /’,
N ’ U
Usw y se
'
\\ /,
N 7
\ ,
PY \" o
Uit1,j-1
. . . 5]
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Obr. 5.3: KoneCny objem p; ; so svojimi diamond cell bunkami a hodnotami potrebnymi

k urCeniu gradientu Vp, .u

Predpokladajme, Ze pozndme suradnice rohovych uzlov konecnych objemov, ale

nepozname pociatocné hodnoty v tychto bodoch, teda ani za pomoci odvodenej schémy

nebudeme vediet’ urcit’ hodnoty rieSenia v d’al$ich ¢asovych krokoch v rohoch kone¢nych

objemov. Uvazujeme, Ze hodnoty rieSenia v rohoch kone¢nych objemov nechceme pridat’

do systému ako d’alSie premenné. Nerovnomernu siet sme vSak vytvérali posunom

reprezentatnych bodov a rohové body vznikli priemerom okolitych

Styroch

reprezentanych bodov. Na zdklade tejto vlastnosti siete mdZeme nahradit’ hodnoty rieSenia

v rohoch kone¢nych objemov pomocou reprezentaénych bodov

Une = Z(ui,j U1 Uiel jo1 U1,

1

Unw = Z(uz;j U 1 Ui 1 U1 ),
1

Usw = Z(”i,j iy Ui- o1 U jo1),
1

Use = Z(ui,j+ui+l,j+ui+l,j—l + Ui j-1).

Znacenie vo vzt'ahoch (5.29) zodpoveda znaceniu na Obrazku 5.3.
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Vidime, Ze k vypoctu vysledného gradientu v bode kazdého konec¢ného objemu p; ;
pre i =1,2,..(N;+2p1) a j=1,2,..(N2 +2py) potrebujeme hodnotu iba deviatich
reprezentacnych bodov.

Nech je n,, jednotkovy vektor vonkajSej normdly ku hrane diamond cell bunky
zostrojenej na severnej hrane kone¢ného objemu p; ;, priCom vektor je kolmy na hranu
tvorend bodmi X, ., a rpe. Zvy$né vonkajsie jednotkové normdly ku hrandm tej istej
diamond cell bunky su zostrojené analogicky a oznacené ny,, n,,, n,,, pricom ich zna¢ime
proti smeru hodinovych ruciciek voci n,,. Mieru tejto bunky oznac¢ime D,. Rovnakym
postupom pokracujeme pri vytvarani normdl ku hrandm zvySnych diamond cell buniek,
zacinajic vzdy pravou hornou hranou diamond cell bunky. Miery jednotlivych buniek
indexujeme vzhl'adom k svetovym stranam D;, D,,, D,.. Vyjadrime gradienty v stredoch

hran konecného objemu p ziskané diamond cell metédou v zmysle postupu uvedeného

v Casti 4.1
1 Ui j+1+ Une Ui j+1 T Unw
Vputt == (p, juy = Fnel -n ==+ xp, 1~ Faw| - Pp, ———— (5:30)
Dy, ' 2 ’ 2
I/li7j + Upyy ui.,j + Upe
+ |rnw _xp,;“,'| ‘R, + |rne _xpi,j| 'nn4T)7
1 ui,j"'use ui,j"'”sw
Vsl =D—s(|xp,-,j ~Fyel Mgy = Py~ ol ng, = (5.31)
Ui j—1+ Usw Ui j—1+Use
+|r~VW _xpi,j—1|'n53 +|rs€ _xp,-,j_1|'nS4T)7
1 ui7j+unw ui—l.j"'”nw
Vit =7 =Xp, ;| gy =+ [y =X, | Py —— (5.32)
DW ' 2 ’ 2
ui—l,j + Uy uijj + Ugy
Peps =Tl s 2 +pri,j_rSW|'”W4T)’
1 ui+1,j+une ui7j+une
T e L (533)
Uj j+ Use Uit],j+ Use

+|xl’i~,j_rse|'ne3 +|xpi+1,j_rse|'n€4 )

2 2

Na elimindciu hodnoét rieSenia v rohoch konecného objemu vyuzijeme vzt'ahy (5.29).
Je dolezité si uvedomit’, Ze tento krok by sme nemohli urobit’ v pripade vytvdarania siete
posunom rohovych bodov a naslednym dourcenim reprezentatnych bodov, nakol’ko by sa
rohové body nedali vyjadrit’ ako priemer okolitych reprezentacnych bodov. V tomto zmysle

je vyuZitie center shifted sieti vel'mi vyhodné. (5.29) postupne dosddzame do (5.30), (5.31),
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(5.32), (5.33). Dostavame

1 upjr1 1
Vpalt =17(|xpi,f+1 ~Tnel 1y, (T + g Uiy Ui j+ Ui jo1 i j1)) (5.34)
n

Ui j+1 1
bop, o =l (S5 5 o o+t o+ )
uij 1
+|rmw = Xp; ;|- Any (% g i+ ot ¥ iy o + ui-1,7))

upi 1
+ |rne _xp,',j| nm;(% + g(”i.,j"‘ui+l,j+”i+l,j+l +Mi,j+1))),

1 uij 1
Vsl =—(|xp,~‘j — el ms (22 + 2 (i j+ i j+uir jo + 1 1)) (5.35)
Dy 2 8

uij 1

+ |xpi7j _rsw|'nsz( ;] * g(”i7j+”i—1,j tUi-1,j-1 +Mi,j—1))
Uij-1 1

*lrow =%p, |1y + g i+ oy jruiog jor + tij-1))

wiio1 1

(= g (it ttier j+ i o +“"vf‘1)))’

1 u ;i 1
prl/t :—(|rnw —xpi’j| Ny, (—l’] + —(ui,j +u,~7j+1 +ul~_17j+1 +u,-_1,j)) (536)
D, 2 8

uiq,; 1
12 : * g(ul7/+ula.]+l +ui_17'j+1 +Ml_17‘]))

ui-1; 1

+|xpi—l7j e 'nws( 12 N §(“i,j+”i—l,j+”i—lvj—1 +ui’j_1))

+|rnw_xpi—1,j|'nwz(

;i 1
+Pep = owl '"w(% + g(ui,j U1 j T U1, -1 +u,-,j_1))),

1 iy 1
Vpeu:D_(|rne_xp,~+]$j|'nel(%+§(ui,j+ui+l,j+ui+l,j+l+ui,j+1)) (5.37)
e
uij 1
+|r”€_xpi,j|'n32(%+g(ui7j+ui+17j+ui+17j+1+ui7j+1))
uij 1
Py ~Tsel ey (57 g (Wi i j+ i joy + 14 j1))
Uir1 j 1
l+2 : +§(ui7j+ui+l.,j+ui+1,j—1+”i,j—1)))-

+ |xpi+l,j _r56| 'n€4(

Zo vztahov (5.34), (5.35), (5.36), (5.37) zatial' nie je uplne jasné, ako sa dokdze
zjednodusit’ vypocet gradientov v strede jednotlivych hrdn konec¢ného objemu p. Upravime
ich preto do ekvivalentnych tvarov, ktoré budid explicitne poukazovat’ na vyuZitie
spomenutych deviatich hodnoét rieSenia, ktoré su zobrazené aj na Obréazku 5.3. Tato Uprava
nam taktiez pomo6Ze poukdzat’ na dolezitu vlastnost’ koeficientov stojacich pri okolitych
hodnotach rieSenia. Koeficienty st zdvislé vyhradne od geometrie siete. Tento fakt

umoziuje napocitat’ Ciastkové gradienty iba jediny raz pre dand tlohu
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1
Vpalt = D_n(ui—l,j+1(

|xpi.j+1 _rnW| My |rnW _xpi,j| “Npy
8 * 8

pi s =Tl Pny N Fnw—%p, | 'nn3)
8 8

5|xPi.j+l ~Tne|-ny, N Slxpi,j+] ~Taw| A, N L _xpi,j|'nn3 N e _xpi,j| Ny
8 8 8 8

pri,j+l _rn€| M |xpi,j+1 _rnw| L) 5|rnW _xpi,j| My 5|rn€ _xPi.j| Ay,

8 8 " 8 8

|x19i,j+1 _rn€| Ny, + |rne _xpi,j| 'nn4)
8 8

Ppi s —Tnel - Pny Pne =%p, ;| -1n,

) (5.38)

+Mi—17j(

)

+ i 1 (

)

+u,~7j(

+ui+l,j+l(

+ i j(

1

Vpsu: Eg( i—l,j(

|xpz:,j — sl ng, N s ~Xpi -1 |1,
8 8

lxpi.j _rSW| N, + |rSW “Xp; j-1 | Ny )
8 8

5|xl7i,j _rse| "Ry, 5|xPi,j _rSW| "Ry, |rSW “Xpijoi | s |rse ~Xpijoi | sy

+ + + )
8 8 8 8

bepi ;= Tsel sy Pep,; —Tswl ns, N Slrow=%p; |- ng; N Slrse =xp; ;| 1s,
8 8 8 8

|xpi,j _rse| ‘R, |rS€ _xpi.j—1|'ns4
s 8 )

lxpi.j _rse| ‘R, |rs€ _xpi,j—1|'ns4
2 + 2 ),

) (5.39)

+ui_]7j_] (

)

+ i j-1 (

1
Vit = D—W(ui—l,j+1( 3 2
L _xpi,j|'nW1 L _xPi—l,j|'nW2)
8 8
|rnW _xpi,j|'nw1 + 5|rnW _xPi—l,j| Ny, + 5|xPi—1,j _rSW| Myy 4 |xl7i,j _rSW| My,
8 8 8 8
5|rnw_xpi7j| Ry, |rnW _xpi—l.j| Ry, |xl7i—l.j _rSW| Ry Spri,j _rSW| Ry,
8 8 8 8
|xpi—1,j_rSW|'nW3 |xpi,j_rSW|'nW4
8 * T
|xpi—1,j _rSW| RS |xpi,j _rSW| Ry,
3 + 2 ).

|rnW _xpi,j| My, + |rnW _xPi—lA,j| My,

) (5.40)

+tj 1 (

)

)

t Ui

+ui_17j_1(

+Mi,j—1(
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1 |7 e _xpi+1,j|'nel e _xpi.j|'n€2

Vpte= (i g " s ) (5.41)
[7ne _xpi+l..i| Ney  |rne _xPi,j| ‘Ne,
i1, ( 2 2 )
|rne _xPiH‘j' Mey 5|rne _xpi,j| MNe, 5|xpi,j _rse| ‘R, |xl7i+1,j _rse| ‘R,
o s s s s )
+u; ( 5|rne _xp,-+1,j| i |rne _xp’?f| Me, + |xpi,j _rse| ‘Ney + 5|xPi+1,j _rse| ‘Ney )
i+1,j 3 2 . -
=T ‘n . =T ‘n
+ Ui j-1 ( |xPzJ 8se| €3 4 |x171+1.j < se| e4 )
|xp"_rse|.ne Ppisrj = Tsel ne
Ui, jo1 (— 2 3 TP < )

V  predoslych Ccastiach priace sme poukdzali na dolezitost vhodného vyberu
priemerovania gradientov z hrdn konecného objemu pre zisanie vysledného gradientu
v pripade center shifted sieti. Nech su teraz dané vSeobecné vahy wy, wy, w3, wy a nech W
oznacuje ich sucet

W=W1+W2 +w3+wy. (542)

Vysledny gradient v bode kone¢ného objemu p; ; vyjadrujeme vSeobecnym vzt’ahom

WiV p,u+wWoVpu+wiVp U+waVp,u

Vp U= W (5.43)

Do definicie (5.43) dosadime vyjadrenia gradientov V,,u, V,u, Vp,u, Vp,u uréené
vzt'ahmi (5.38), (5.39), (5.40), (5.41) a opit’ ich upravime tak, aby sme videli devdt’ hodnot

rieSenia a koeficienty stojace pri nich

w1 |xP'.‘ _rnW|'nn |rnw_xp‘_-|'nn
Vp =ttt o (g (g ) (5.44)
+ w3 (|r”W_xPi,j|'nW1 +|rnw_xpi—1,j|'nwz))
wD,, 8 8
wy o =Xp; |y e —Xp |1
+ui,j+1(WDW . : é” )
+ W4 (lr’lff—xmﬂ.j"”el |rne—xpi,j|'n€2)
WD, 8 8
N wi (5|xPi,j+1_rne|'nn1 Slxpi,j+1_rnW|'nnz+|rnw_xpi,j|'nn3
WD, 8 8 8
|rn€_xpij|'nn4
P VA s
s )
wi X Tnel Pny |rne —Xp, |- nn
Jrui+1,j+1(WD ( Lt 2 ! 811 4)
n
+ W4 (|rne _xPi+1,j|'n€1 +|rne_xpi,j|'n€2))
WD, 8 8
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w1 (
WD, 8 8
|xPi.,j ~Tow| ns,  |Fow ~Xpij1 R )

|xpi,j+1 ~Tuw| Ry [P _xpi,j| Ny, )

+ul~_17j(

wao (
WD 8 8
+ w3 (|rnw _xpt,j|'nW1 + 5|rnw_xpi—1,j|'nwz + Slxpi—l,j _rSW|'nW3
wD,, 8 8 8
|xplj _rsw| 'nw4
L
r—
wi (lei.,j+1 ~Tne| -1, |xpi,j+1 ~Tuw| By S|Paw _xpi,j|‘nn3
WD, 8 8 8
5|rne _xpl,j|'nn4)
8
N w) (5|xpi,j_r56|'n31 5|xpi,j_rSW|'nSz s _xPi‘j—1|.n53
WDy 8 8 8
[rse _xpi,j—1|'n54)
8
wy  S|raw _xm,j|'nW1 L _xpi—1,j|'"Wz |xpi—1,j_rSW|'"W3
wD,, 8 8 8
+ 5|xpi,j _rsw| Ry, )
8
L4 (|rne _xpi+1,j|'”e1 5rne _xpi,j|'nez 5|xpi,j_rse|'ne3
WD, 8 8 8
|xpi+l7j _rse| R, ))
8
|xl7i,j+1 _rn€| M + |rne _xPi,j| Ay, )

+u,~7j(

+

w1 (
WD, 8 8
|xPi,j ~Tsel'ns, s _xpi,j—1|'n54)

+Mi+1,j(

L 2 (

WDy 8 8

wa e _xpi+1,j| Ney |Pne _xpzx,j| Ne,y |xpi,j —Tye| ey
WD, 8 8 8
+ 5|xpi+1,j ;rs€| Ney ))

|xPi,j _rSW| ‘R, |rSW _xpi‘j—l | ‘N, )

+

wo (
WD 8 8

w3 ( |xpi—17j —rsw| Ryys |xpl~,,- _rsw| Ny, ))
wD,, 8 8

w3 (lxpi—l,j _rSW|'nW3 N |xpi,j _rsw|'nW4)
wD,, 8 8
|xl7i,j _rse| 'n€3 + |xpi+1_j _rse| 'ne4 )

+ui—1,j—1(

+Ltl'7j_1(

Wy
+ (
WD, 8 8
|xpi,j _rse| ‘N, + |xpi,j _rSW| ‘N, 4 5|rSW ~Xpij-1 | Ny

wjp (
WD 8 8 8
S5re =%, . |0
e )
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w) |xpy_rse|'ns |rse _-xp_ i |'ns

+ui+1,j—1(WDs( = 3 1 éjl 4)
wq (|xpiﬁj_rse|'ne3 |xpi+1,j_rsel'ne4 )
WD, 8 8

Pre vypocet gradientu v bode koneCného objemu p; ; potrebujeme hodnotu rieSenia
v deviatich reprezentacnych bodoch. Rovnako by sme postupovali pri vypocte gradientov
Vpiwpjrctt vV bodoch susednych konecnych objemov pjyp jic. Po dosadeni takto urCenych
gradientov V, .u, Vp,,, .. .u do rovnice (5.25) vidime, Ze pre konecny objem p; j vystupuje
v rovnici spolu 21 hodnét rieSenia v najbliz§ich reprezentacnych bodoch, pri¢om
koeficienty vystupujuce pri tychto ¢lenoch zavisia vyhradne od geometrie mriezky.

Spomenutych 21 hodnoét rieSenia je zobrazenych na Obrazku 5.4.

[ ) Y °
Miohj#z Mijs2 g,
[ ] ° L] Y
Wi—3,j+1 Wij+1 Wit j+1
Ui-1,j+1 Uitl,j+1 /
L4 b o u.. . °
ui_3;j Ui-1,j w;j i+l,j Uis2,j
[ )
° ° b °

Ui—gj-1 Mi-Lji=l  wi; g  Wipnj-1  Uis2j-1

Wi_7i_ L)
i-Lj-2 Ujj-2 Uitrlj-2

Obr. 5.4: Nezndme hodnoty rieSenia vystupujtice v rovnici (5.25) pre koneCny objem p; ;

Matica systému A, typu (Ny +2p1)(N2 +2p2) x (N1 +2p1) (N2 +2p2), je teda zdvisld
vyhradne od geometrie diskretizovanej vypoctovej oblasti a zndmeho rychlostného
vektorového pol'a. Pokial’ sa vypocCtovd oblast’ v Case nevyvija, sta¢i koeficienty matice
napocitat’ iba raz pre vSetky asové kroky danej tlohy. Tento fakt plati bez ohl’adu na vyber
spOsobu priemerovania gradientov na hranidch konecného objemu, ked’Zze sme vysledné
gradienty odvdadzali pre vSeobecné vahy.

Oznaéme pravu stranu rieSeného linedrneho systému f. Vektor f je typu (Ny +2p1 ) (N +
2p,) x 1. Dalej nech vektor u, typu (Nj +2p1) (N, +2p>) x 1, definuje vektor nezndmych

hodnot rieSenia. Potom v kazdom ¢asovom kroku n = 1,2,...M rieSime linedrny systém

Au=f. (5.45)
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V numerickych experimentoch uvedenych v praci pouZivame na rieSenie systému (5.45)

metddu Biconjugate Gradient.

5.2.2 TIOE na corner shifted sieti

Aj v pripade aplikicie priamej implicitno-explicitnej metédy na corner shifted siete
vieme zostrojit maticu systému. NavySe bude tieZ platit’, Ze matica je zdvisld iba
od geometrie mriezky, ¢im sa znacne zjednodusi konStrukcia matice sustavy rovnic. Treba
mat’ vSak na pamiti sposob, akym corner shifted siet’ vznikla. Ked’Ze sme priddvali
ndhodné Cisla k suradniciam rohovych uzlov, reprezentacné body sice st v t'aziskach
konec¢nych objemov, no rohové body uz nedokdzeme vyjadrit’ ako ich priemer.

Metdédu diamond cell samozrejme pouzit modZeme, v spojitosti s bilinedrnou
interpolédciou, no k odvodeniu matice systému by sme museli pouZit’ komplikované vzt ahy

(3.3)-(3.6). Ovel'a jednoduchsie rieSenie poskytuje metdda least square gradient.

5.2.2.1 Matica systému

K zostrojeniu matice potrebujeme vzt ah definujici vypocet gradientu v reprezentacnom
bode. Za predpokladu pouzitia metddy least square gradient je vysledny gradient uréeny

vzt'ahom (4.17). Ozna¢me zlozky matice C,'

C C
c,' =" P (5.46)
C21 €22

Za pomoci softvéru Mathematica vyjadrime jednotlivé Cleny matice

]\; ()’q‘yp)z
cin = h (’2’) : (5.47)
_( > (xq_xp)(yq_)’p)) + (xq_xp)2 > ()’q_)’p)z
qeN(p) qeN(p) qeN(p)
- %E )(xq_xp)()’q_)’p)
Cla=c31 = - 3 ; (5.48)
—( > (xq_xp)()’q—)’p)) + 2 (xq_xp)2 > ()’q—)’p)z
qeN(p) qeN(p) qeN(p)
P )(xq_x”)2
= = . (5.49)
—( > (xq_xp)(yq—yp)) + (xq_xp)2 > ()’q—)’p)z
qeN(p) qeN(p) qeN(p)

K urc€eniu gradientu v tomto pripade vyuzivame iba tie susedné objemy ¢, ktoré maji

s kone¢nym objemom p spolo¢nd hranu. Nech x,, = (x,,y,) oznacuje reprezentatny bod
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severného susedného konecného objemu v zmysle svetovych stran. Analogicky
X = (X, Vw)s Xe = (Xes Ve )» X5 = (x5, Y5) definujd reprezentacné body zdpadného, vychodného
a juzného susedného kone¢ného objemu. Nech d’alej plati u, = u(x,), u, = u(x,),
ue = u(xe), us = u(x), up = u(x,), priCom x, = (x,,y,) oznaluje reprezentacny bod,
v ktorom sa snaZzime vycislit’ gradient.
UvaZujme prvu zlozku vektorad,,
Y (ug—up) (xg—xp) =(un—1p) (Xn—xp) + (tty = tp ) (X = xp ) + (e —ttp) (xe — X))
9N (p) (5.50)
+(us—up) (x5 —xp).
Pre potreby d’alSieho odvodenia budeme vyuzivat’ ekvivalentny tvar (5.50)
Y (ug—up)(xg—xp) =un(Xn=Xp) + by (X = Xp) + tte (Xe = Xp) + 1t (x5 = Xp)
qeN(p) (5.51)
—up[(xn—xp) + (X —xp) + (xe —xp) + (x5 —xp) |-
Rovnako by sme postupovali pri tprave druhej zlozky vektora pravej strany
> (g =14p) (g =¥p) =tn(yn=Yp) + 1t (= ¥p) + e (e = p) + s (ys =¥p)
4eN(p) (5.52)
—up[(n=yp) + (Yw=p) + (e =yp) + (vs = ¥p)]-
K vytvoreniu matice sustavy potrebujeme uvaZovat' implicitno-explicitni schému
na logicky S$tvoruholnikovej sieti. Nech i = 1,2,...(N; +2p1) a j = 1,2,...(Ny + 2p»).

V zmysle zavedeného znacCenia nadobudaju vzt ahy (5.47)-(5.49) v diskretizovanej podobe

tvar
_ 2 2
C11 = [ Z (ypi+b,j+c _ypi,j) ] [_( Z (xl’i+h,j+c _xPi.,j) (ypi+b.,j+c _ypi,j ))
Pitb, j+c€N(pi ) Pith, j+cEN(Pij)
[b]+|c]=1 |b]+|c|=1
2 271-1
+ Z (xpi+b,j+c —Xpi, j) Z (y Pisb jre Y Pi,j) ] ’
Pisb, j+c€N (i j) Pisb,j+c€N(pij)
bl +]c|=1 |b]+|c|=1
(5.53)
Cl2=0C21 = [ - Z (xPi+b.,j+c ~Xpij ) (yl’i+h-,j+c _Yp,-,j)]
Pisb,j+c€N(Pij)
bl +|c|=1
2
[_( Z (xPi+b~j+c - 'xPi,j ) (ypi+b7j+c - yPi,j ) ) (5 54)
Pisb,j+c€N (i j) '
|b|+|c|=1
2 27-1
+ Z (xpi+b,j+c _X.Di.j) Z (ypi+b,j+c _ypi,j) I,
Disb, j+c€N (i j) Disb, j+c€N(pij)
bl +|c|=1 [bl+]c|=1
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2
€22 = [ Z (xpi+b,j+c ~Xpij )2] [_ ( Z (xpi+b,j+c ~Xpij ) (ypi+b.j+c ~Ypi, ) )

Pisb, j+cEN (i j) Pisb, j+c€N(Dij)
|b|+|c|=1 bl +]c|=1
2 21-1
+ Z (xPi+h,j+c _xpi‘j) Z (ypi+h.j+c _ypi,j) I
Pisb, j+c€N(pij) Pisb,j+c€N(pij)
[b]+c|=1 |b]+|c|=1

(5.55)

Prva zlozka gradientu, ktord vznikne vyndsobenim prislusnych ¢lenov matice Cl‘,1 a

vektora pravej strany d, md v diskretizovanej forme tvar

% = 11U j+1 (xpi,j+1 _xpz:,j) + ”i—l,j(xpi-l,j _xpi.j) + ui+17j(xl7i+1,j _xpi,j)
U j-1 (‘xPi,j—l _'xpi,j) - ui7j[(‘xpi‘j+1 _xPi,j) + ('xPi—l.j _xpiﬁ;) + (‘xPi+l,j _xPi,j)
+ (xpi,j—l _xPi,j)]
+ e[t ot (Vpy oy = Ypig) + -1, Vpisy ;= i)
+uist j(Vpier; = Vpiy) + i j=1 Opy o = Vpiy) = i jLpy o =Ypi)
+ Opicty = Vi) + Oy =) + Uiy = Vpis) -
(5.56)

Uvedeny vzt ah upravime tak, aby bolo lepSie vidiet’, ktoré hodnoty rieSenia potrebujeme
k definovaniu prvej zlozky gradientu a aby bolo zrejmé, od coho zavisia koeficienty stojace

pri prisluSnych hodnotach rieSenia

du(x
Pi, ]
Ox = Ui j+1\C11 xpi,_j+l _xpi,j) +012(ypi,_;+1 _ypi,j)

i1 (11 (X = Xpiy) +€12(Vpiar; = Vi)

( )
+u;- lj(cll(xp, 1,j xplj)+612(ypz 1,j yl’l,j )
( ) (5.57)

)

TULj-1 (Cll ('xpi,j—l _xpi,j) +C12(yl7i,j—1 _yPi,j)
- Mi,j(Cll ( (xpi.,j+1 _xPi,j) + (xPi—l,j _'xPi,j) + (xpi+1.j _xPi,j) + ('xPi,j—l ~Xpij ))
+C12((yl7i,j+1 _yPi,j) + (yPi—l,j _yPi,j) + (ypm,j _ypi,j) + (yPi,j—l _yPi,j)))'
Vidime, Ze spomenuté koeficienty sd zdvislé vyhradne od geometrie diskretizovane;j
siete. NavySe plati, Ze tieto koeficienty st tvorené iba suradnicami reprezentaénych bodov
najblizSich susednych konecnych objemov, teda vyuzivame iba severného, juZného,
zdpadného, vychodného suseda a samotny koneCny objem p; ;. Spolu potrebujeme hodnotu
iba v piatich kone¢nych objemoch, €o je podstatne menej, ako v pripade tvorby matice

pre center shifted siete.
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Analogickym postupom by sme ziskali druht zloZku diskretizovaného gradientu v bode
Xp;, j
a”(xpi,j)
dy

= Ui j+1 (621 ('xpi$j+l _xpi.j) +C22 (yPi$j+l “Ypij

+ui—1,j\C21

(can(
+1/li+1,j(C21 (Xpi+l.j _xpi,j) +C22(ypi+l.j ~Ypij (5.58)

))

Xpi_i,j _xpi.j) + 022()’171'—1,,; ~Ypij ) )

)
TU j-1 (021 (xpi,j—l _xpi,j) + CZZ(yPi,j—l ~Ypij ))

- ”iJ(Czl((xPi.jH _xpi,j) + (xPi—l.j _xPi,j) + (xpi+1,j _xpi,j) + (xpi,j—l _xpi,j))

+ sz((ypi.jﬂ _ypi,j) + (yI’i—l.j _yPi.j) + (yl’i+1,j _ypi.j) + (ypi,j—l _ypi,j)))'

Pre druhu zlozku gradientu by sme mohli vyvodit' rovnaké zdvery ako pre prvu.

Z implicitno-explicitnej schémy vyplyva, Ze pre dané i a j sa v rovnici vyskytuje celkovo

trindst nezndmych hodndt rieSenia a rovnaky pocet suradnic reprezentatnych bodov.

Spomenutych trindst’ nezndmych hodno6t uvadzame na Obréazku 5.5.

[ J
Ujj+2
[ J
° Wijsl
Ui—1,j+1 Uitl,j+1
[ J
° L4 ° Uisy i L4
wi—zj  Mi-Li oy i#hj  Uisj
gl
[ ] o PY

Wi-1,j-1 uij_g Uiyl j-1

[ ]
u”.l -2

Obr. 5.5: Nezname vystupujtice v rovnici (5.25) pre koneCny objem p; ; pri pouZiti corner

shifted siete a metddy least square gradient

Aj v pripade corner shifted sieti plati, Ze matica systému je zdavisld vyhradne
od geometrie diskretizovanej siete a teda sa pre danu ulohu pocita iba raz. Zachovévajic
znacenie z predoslej Casti price, opat’ pre kazdy Casovy krok rieSime rovnicu (5.45).
Numerickd metdda vyuzitd v diplomovej praci pre rieSenie systému rovnic je aj pre corner

shifted siete Biconjugate Gradient Method.

38



5.3 Nepriama-iteracna inflow-implicit/outflow-explicit metoda

Nepriama-iteracnd implicitno-explicitnd schéma vychddza z priamej semi-implicitnej
schémy (5.24). V kazdom ¢asovom kroku n =1,2,...M vSak vykondvame vnutorné iterdcie
oznacené indexom k. Tieto vnitorné iterdcie maju dopomoct k presnejSiemu urceniu
gradientu v novom ¢asovom kroku n.

Myslienka iteracnej inflow-implicit/outflow-explicit schémy je vychddzat’ zo starej
hodnoty gradientu, ktord bola vypocitand v kroku n— 1, a vndtornymi iterdciami zlepSovat’
jej hodnotu v novom casovom kroku pri zvolenej presnosti. Schéma (5.24) prechadza

pren=1,2,...M do tvaru

.k T . k —_
u’; +— Z apq(ug _”q _Vq”n’k 1'(qu_xq)):
' (5.59)
u?a_l+— Z Oul(Vp” l(qu_xp))7 k=1,2,.. kmnax-

Upravou (5.59) sme vytvorili linedrny systém rieSitelny numerickymi metédami,

napriklad Biconjugate Gradient alebo Successive Overrelaxation Method

(s 3 ap = 3 ay* =

P qeN(p) P qeN(p)
T T i
”Z_l t— om(vpun ' (xpg _xp)) t— > aglq(vqun’k_l +(Xpq _xq))7 (5.60)
"p 4eN(p) Mp 4eN(p)
k=1,2, . Jomax.

Pre i=1,2,...(Ny+2p1),j = 1,2,...(Na+2p2),n=1,2,..M k = 1,2, ...k, dostdvame

diskretizovany systém rovnic

T in n,k T in n.k
( M + Z api.,jpi+h.j+c)ui7j - m_ Z Api,iDivb, j+cul+b jre =
LT pivb, jc€N(pij) LT pivp, j+c€N(pij)
|bl+[el=1 |b]+]c|=1
n—1 T out n—1
u ;- + e Z aPi.jPi+b.j+c(vPi,j” '(xpi,jPi+b,j+c _fo,j)) (5.61)
L Pi+b,j+c€N(Pi,j) .
|b|+]c|=1
T in nk—1
+ m: api,jpi+b,j+c (vpi+b,j+cu ' ) (xPiA,jPi+b7j+c _xpi+b7j+c ) )
LJ Pi+b.j+cEN(pi~,j)
|bf+[c|=1

Vnitorny cyklus cez parameter kK mdze byt ukonceny bud’ dosiahnutim maximdalneho

stanoveného poctu iteracii k;,,y, alebo dosiahnutim vopred danej presnosti rezidui.
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6 Numerické experimenty

Druh4 Cast’ prace sa zameriava na numerické experimenty vsetkych odvodenych schém.
Presnost’ a efektivnost’ jednotlivych metéd mdzeme porovndvat” z hl'adiska viacerych
kritérii. Schémy aplikujeme na corner shifted aj center shifted mriezky a uré¢ime ich chybu
v L; norme. T4to norma je pre rovnicu advekcie postacujica. V pripade, ak pre vybranu
ulohu nebude rieSenie presné, ur¢ime aj experimentalny rad konvergencie, d’alej len EOC.
Ked'Zze su ulohy definované na nerovnomernych siet'ach, k vypoctu EOC pouzivame
priemerné dfiky hran uvedené v Tabul'kdch 2.1, 2.2, 2.3 a 2.4. Ocakdvame, Ze sa vysledky
numerickych experimentov budu 1iSit’ taktieZ podl'a toho, aky spdsob pocitania gradientu
zvolime. V neposlednom rade mdzeme k porovnaniu vysledkov vyuzit' aj grafické vystupy.

Nech je dand vypoctova oblast’ I=[-1,1]x[-1,1]. VSetky d’alej opisané tlohy rieSime
na zavedenej oblasti /. Nech pre vSetky tlohy d’alej plati p; =2, pp =2, N=N; =N,
v zmysle zavedeného znacenia. Tie ulohy, ktorych vektorové pole predstavuje translaciu,
rieSime na Casovom intervale [0,1]. Pokial' vektorové pole zastupuje rotdciu, Casovy
interval dlohy je [0,7]. Nech M oznacuje celkovy pocet asovych krokov a 7 vel'kost
rovnomerného ¢asového kroku. Odvodené numerické schémy budeme testovat’ na tlohich
(6.1), (6.2), (6.3), (6.4).

Nech je dané linearna funkcia

u(x,y) =x+y. (6.1)
a nech st v kazdom cCase dané Dirichletove okrajové podmienky rovné presnému rieSeniu.

Nech je d’alej dané konstantné vektorové pole v = (-1,0.5). Obrdzok 6.1 ukazuje stav

opisanej ulohy vcasetr=0a7 =1.

(a) (b)

Obr. 6.1: Pociato¢ny stav (a) a koncovy stav (b) dlohy (6.1) pre N=80
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Nech je dand kvadratické funkcia
u(x,y) = 2x> +y?> —=x+y-0.25. (6.2)

v rychlostnom vektorovom poli v = (=1,0.5). Na kone¢nych objemoch reprezentujicich

okrajové podmienky je pre kazdy uvaZzovany ¢as dané presné rieSenie. Obrazok 6.2 ukazuje

dlohuvcaser=0avcaseT =1.

(a) (b)

Obr. 6.2: Pociato¢nd podmienka (a) dlohy (6.2) a rieSenie v koncovom Case T =1 (b), N = 80

Nech je dand Gaussova funkcia so stredom v bode (-0.5,0)

_(x405)% 42

”(xa)’) =0.5¢ 2027 2(02)2 63

a Dirichletove okrajové podmienky, ktoré pre kazdy casovy krok predpisuji hodnotu rovni

presnému rieSeniu. Nech je d’alej dané vektorové pole
1. v=(1,0) predstavujice transldciu iba v smere osi X ,
2. v=(-1,0.5) charakterizujice v§eobecny posun,
3. v=(-y,x) zastupujice rotaciu okolo bodu (0,0).

Na Obrazku 6.3 uvddzame graficky vystup tlohy (6.3) v zaciato¢nom Case t =0 a v koncom

Case T = 1, pri¢om bolo vyuzité rychlostné vektorové pole v = (1,0) a N = 80.
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(a) (b)

Obr. 6.3: Pociato¢nd podmienka (a) a koncovy stav (b) tlohy (6.3) v spojitosti s vektorovym

pol'om v = (1,0), pricom N =80

Nech je dané hladka funkcia
u(x,y) = cos® (my/ (x +0.5)2 +y2) (6.4)

vo vnutri kruhu s polomerom o vel’kosti 0.333 a so stredom v bode (-0.5,0). Nech je dand
nulova funkcia vSade mimo tohto kruhu, teda aj na konecnych objemoch definujicich
okrajové podmienky. Nech je dané rychlostné vektorové pole (-y,x) charakterizujice
rotdciu. Pociato¢ny stav aj rieSenie opisanej ulohy v Case T = m uvddzame v grafickej

podobe na Obrédzku 6.4.

(a) (b)

Obr. 6.4: Uloha (6.4) v ¢ase 1 =0 (a) a vysledné rieSenie (b) v ¢ase T =  pre N = 80
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6.1 Explicitna metéda na corner shifted sieti

V nasledujtcich numerickych experimentoch aplikujeme odvodenu explicitnd schému
(5.20) na rozne funkcie a vektorové polia reprezentujice posunutie aj rotaciu.

Explicitné schémy byvaju vo vSeobecnosti iba prvého rddu presnosti. Nasa priestorova
diskretizdcia sice evokuje dojem vyS$Sej presnosti, no samotnd Casovd deriviciu sme
aproximovali Casovou diferenciou prvého rddu presnosti. V dosledku tohto faktu
ocakdvame, Ze explicitnd schéma bude aj v naSom pripade iba prvého radu presnosti.

V diplomovej prici sme uviedli dva rdézne spdsoby, ktorymi mdzeme urcit’ gradient
v bode corner shifted siete. Diamond cell metédu v kombindcii s bilinedrnou interpoldciou a
metddu least square gradient. Numerické experimenty preto vykondvame na schémach,

ktoré vyuZzivaju jeden aj druhy pristup.

6.1.1 Diamond cell

Gradienty st v tomto pripade ur¢ené pomocou diamond cell metédy. Hodnoty rieSenia
v rohovych uzloch aproximujeme pomocou bilinedrnej interpolacie bez mapovacej funkcie.
V préci sme sice uviedli variant bilinedarnej interpoldcie s mapovacou funkciou, no numericky

dostdvame vel'mi podobné vystupy.

N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 perturb. 0.001
20 0.1 10 | 2.20979x 10711 | 2.96212x 1011 | 2.01339x 1011 | 2.22305x 1011
40 | 0.05 |20 | 2.14354x1077 | 1.89988x 107 | 2.12085x 107 | 1.57345x1077
80 | 0.025 | 40 3.05758 2.64539 2.84680 2.87140
160 | 0.0125 | 80 | 1.96892x 1014 | 1.61788x 10 | 1.77179x 1014 | 1.38984 x 1014

Tabul'ka 6.1: L; normy chyb pre linedrnu dlohu (6.1), na ktord bola aplikovand explicitnd

metdda, vyuzivajica diamond cell metédu, s danym Casovym krokom, uvazujic rozne

perturbované a rozne vel'ké corner shifted siete
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perturb. 0.001

N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01

20 | 005 | 20 | 8.684x10°13 | 7.084x10°13 | 8.111x10°13 | 8.110x10°13
40 | 0.025 | 40 | 7.26794x 10711 | 5.22882x 10~ | 6.86811x 10-!1 | 6.16013 x 10~
80 | 0.0125 | 80 | 2.78939x 1077 | 3.12966x 1077 | 3.80294x 1077 | 3.29459x 1077
160 | 0.00625 | 160 2.93250 2.129199 2.47699 2.37285

Tabul'ka 6.2: Analdgia s Tabul'kou 6.1, ale vel'kost’ ¢asového kroku sa rovna polovici

casového kroku pouzitého v Tabul'ke 6.1

N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 perturb. 0.001
20 0.025 40 | 3.020x 10713 3.143x 10713 3.143x 10713 3.133x 10713
40 | 0.0125 80 | 5.0202x10712 | 5.0890x10712 | 4.9452x 10712 | 4.6865x 10712
80 | 0.00625 | 160 | 9.94730x 10! | 1.04398 x 10-10 | 9.82453 x 10~!! | 1.02838 x 10~10
160 | 0.003125 | 320 | 6.33481x 1072 | 6.12126x 1072 | 5.83412x107° | 6.00498 x 10~?

Tabul'ka 6.3: Anal6gia s Tabul'kou 6.1, no vel'kost’ pouZitého Casového kroku je rovna

Stvrtine ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.1

N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 perturb. 0.001
20 | 00125 | 80 | 2.396x10713 | 2411x10713 | 2.534x10°13 | 2.365x10-13
40 | 0.00625 | 160 | 3.7362x10712 | 3.7194x10712 | 3.7323x 10712 | 3.5703x 1012
80 | 0.003125 | 320 | 6.33767x 10~ | 6.48699x 1011 | 6.20109 x 10~!! | 6.26077 x 10~!!
160 | 0.0015625 | 640 | 1.10247x 10~ | 1.06872x1072 | 1.07439x10~° | 1.04731x 10~

Tabul'ka 6.4: Analégia s Tabul'kou 6.1, ale vel'kost Casového kroku sa rovna osmine

casového kroku pouzitého v Tabul'ke 6.1

perturb. 0.001

N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01

20 0.00625 160 1.895x 10713 2.188x 10713 2.222x10713 2.050x 10-13
40 0.003125 320 | 3.3745x107'2 | 3.4154x10712 | 3.3663x 10712 | 3.0958x 10712
80 0.0015625 640 | 5.61953x 10711 | 579262 x10-11 | 5.57274x10-!1 | 5.54829 x 10~!1
160 | 7.8125x 104 | 1280 | 9.74475x 10710 | 9.39572x 1010 | 9.48839x 10710 | 9.14325x 1010

Tabul'ka 6.5: Analdgia s Tabul'kou 6.1, no vel'kost’ pouZitého ¢asového kroku je rovna jedne;j

Sestnastine ¢asového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.1

44



Tabul’ky 6.1-6.5 ukazuju chyby explicitnej schémy v L; norme pre linedrnu dlohu (6.1)
s pouzitim rozne vel’kych ¢asovych krokov. M6Zeme si v§Simnut’, Ze vol’ba casového kroku
skutoCne ovplyviiuje stabilitu schémy. Pre najvicSie pouZzité siete s N = 160 je metdoda
stabilnd az pri pouZziti rovnomerného casového kroku 7 = %\,, pricom sa vykona M =N
casovych krokov. Metédu povazujeme za presnd v pripade, ak je L; norma chyby rddovo
1 x 10~13 alebo mensia. Pre najvi¢siu uvaZovanu siet’ poukazuje prechod medzi Tabul kami
6.1 a 6.2 na rychlo klesajicu chybu so zmenSujucou sa velkost'ou Casového kroku.
Naopak, prechod medzi Tabul'kami 6.3-6.5 ukazuje len vel'mi pomalé klesanie chyby

metddy pre siete s poctom konecnych objemov N =40, N =80, N = 160.

N T M | perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 | perturb. 0.001
20 0.1 10 | 1.67450x 107! | 1.59353x 107! | 1.55559 x10~! | 1.55351 x 10~!
40 | 0.05 |20 5.27999 2.54979 5.18846x 10! | 7.46612x 1072
80 | 0.025 |40 | 1.26952x 105 | 5.80569x10° | 1.13525x10° | 1.13594 x 10*
160 | 0.0125 | 80 | 1.64272x 1018 | 6.64667 x 10!7 | 1.23936x 1017 | 1.23483 x 1016

Tabul'ka 6.6: L; normy chyb tlohy (6.3) Gaussovej funkcie s rychlostnym pol’om opisanym
v Casti 2. tejto ulohy, na ktoru bola aplikovand explicitnd metdda, vyuZivajica diamond cell

metddu, s danym casovym krokom pre rozne vel'’ké a rozne perturbované corner shifted siete

N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 perturb. 0.001
20 0.05 20 | 1.94428x10°2 | 1.95183x 1072 | 1.95541x 1072 | 1.95591 x 102
40 | 0.025 40 | 8.536596x 1073 | 8.39291 x 10~3 | 8.31115x 1073 | 8.30133x 1073
80 | 0.0125 | 80 | 6.65796x1072 | 3.54537x 1072 | 9.99212x 1073 | 4.44298 x 10~3
160 | 0.00625 | 160 | 5.81304x 103 2.79203x 103 | 5.52109x10% | 5.52025x 10!

Tabul'ka 6.7: Anal6gia s Tabul'kou 6.6, no vel'kost’ pouZitého Casového kroku je rovna

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.6
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N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20 0.025 40 | 6.29937x 1073 6.31091 x 1073 6.31422x 1073 6.31425x1073

40 | 0.0125 80 | 3.55557x1073 | 0.86 | 3.55246x 1073 | 0.86 | 3.55067x 1073 | 0.86 | 3.55034x 1073 | 0.86
80 | 0.00625 | 160 | 1.86100x10~3 | 0.95 | 1.862498x 103 | 0.95 | 1.86297x 1073 | 0.95 | 1.86299x 103 | 0.95
160 | 0.003125 | 320 | 9.481496x 10~* | 0.98 | 9.48298x10~* | 0.98 | 9.48371x10* | 0.98 | 9.48380x 10+ | 0.98

Tabul'ka 6.8: Analdgia s Tabul'kou 6.6, ale vel'kost’ Casového kroku sa rovna Stvrtine

casového kroku pouzitého v Tabul'ke 6.6

Tabul'ky 6.6, 6.7, 6.8 riesili ulohu (6.3) Gaussovej funkcie s rychlostnym vektorovym

pol'om opisanym v Casti 2. tejto ulohy, v roznom pocte celkovych casovych krokov a

s rozdielne vel'’kymi ¢asovymi krokmi. Vol'ba vel' kosti ¢asového kroku sa opét’ ukdzala ako

zasadny faktor v otdzke stability explicitnej schémy. Zatial'’ o v pripade linearne funkcie

stacil Casovy krok 7 = %\, k vytvoreniu stabilnych vypoctovych schém, v pripade hladke;j

Gaussovej funkcie sme museli zvolit' eSte o polovicu mensi Casovy krok. Po vytvoreni

stabilnej schémy si moZeme vSimnut’ oCakdvany prvy rad konvergencie.

N T M | perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 perturb. 0.001
20 | 0.31416 | 10 | 1.14855x10* | 1.10046x10* | 1.08411x10* | 1.08229 x 10*
40 | 0.15708 | 20 | 3.53642x 101 | 3.09403 x 1011 | 2.98522x 10! | 2.98102x 10!!
80 | 0.07854 | 40 | 6.58637x10%0 | 5.19962 x 1026 | 4.79183 x 1026 | 4.70935 x 1026
160 | 0.03927 | 80 | 1.30368 x 10°8 | 6.15813x10°7 | 4.165197 x 1057 | 3.97910x 10>’

Tabul'ka 6.9: L| normy chyb dlohy (6.4) hladkej funkcie, na ktort bola aplikovana explicitna

schéma, vyuzivajuca diamond cell metédu, s danym Casovym krokom pre roézne vel'ké a

rozne perturbované corner shifted siete

N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 | perturb. 0.001
20 | 0.15708 | 20 | 3.84712x10* | 3.38022x 10* | 3.31268 x10* | 3.31192x 10*
40 | 0.07854 | 40 | 1.43802x 1013 | 7.62507 x 102 | 5.56110x 1012 | 5.34596 x 1012
80 | 0.03927 | 80 | 2.39411x 1039 | 1.12361 x 1030 | 8.08722x 10%° | 1.15377 x 1030
160 | 0.01963 | 160 | 3.14334 x 10% | 8.42550x 1095 | 3.00125 x 10% | 2.90075 x 1093

Tabul'ka 6.10: Analdgia s Tabul'kou 6.9, ale vel'kost’ Casového kroku sa rovnd polovici

casového kroku pouzitého v Tabul'ke 6.9
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N

T

M

perturb. 0.1

perturb. 0.05

perturb. 0.01

perturb. 0.001

20

0.07854

40

0.52562

8.94814

8.59581

8.53168

40

0.03927

80

6.84989 x 10°

4.87276 x 103

4.12846 x 103

4.04745 x 103

80

0.01963

160

1.67929x 1018

1.43871 x 1018

1.32157x 1018

1.20258 x 1018

160

0.00982

320

8.70321 x 103

4.04276 x 1043

4.27444 x 1043

4.37551 x 1043

Tabul'ka 6.11: Analdgia s Tabul'’kou 6.9, no vel'kost’ pouzitého Casového kroku je rovnd

Stvrtine ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.9

N

T

M

perturb. 0.1

perturb. 0.05

perturb. 0.01

perturb. 0.001

20

0.03927

80

1.56966 x 1071

1.55850 x 107!

1.55435x 1071

1.55432 %1071

40

0.01963

160

1.02146 x 101

1.02265 % 10~!

1.02444 x 1071

1.02484 x 10!

80

0.00982

320

1.39001

1.40823

1.43775

9.57829 x 107!

160

0.00491

640

1.65415x 10°

1.26922 x 10°

1.21859 % 10°

1.21057 x 10°

Tabul'ka 6.12: Analdgia s Tabul'’kou 6.9, no vel'kost’ pouzitého Casového kroku je rovna

osmine ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.9

(a)

(b)

Obr. 6.5: RieSenie ulohy (6.4) explicitnou schémou, vyuZzivajucou diamond cell metddu,

v Case T = 7 na sietach s N =40 (a), N =80 (b), N =160 (c)

3

s Casovym krokom 7T = ;5

s perturb.=0.001
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N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20 | 0.01963 | 160 | 1.21115x 107! 1.20531 x 10! 1.20521 x 107! 1.20545 x 101

40 | 0.00982 | 320 | 4.58226x 1072 | 1.45 | 4.58491x 1072 | 1.44 | 4.57764x 1072 | 1.45 | 4.57679x10°2 | 1.45
80 | 0.00491 | 640 |2.39158x1072 | 0.96 | 2.38631x 1072 | 0.96 | 2.38450x 102 | 0.96 | 2.38738x 1072 | 0.96
160 | 0.00245 | 1280 | 1.28179x 1072 | 0.91 | 1.27367x 1072 | 0.91 | 1.27425x 102 | 0.91 | 1.27451x 1072 | 0.91

Tabul'ka 6.13: Analégia s Tabul'kou 6.9, no vel'kost’ pouZitého ¢asového kroku je rovna

osmine ¢asového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.9

Tabul'ky 6.9-6.13 poukazuji na stabilitu, resp. nestabilitu, explicitnej schémy
aplikovanej na hladkd funkciu s nulovymi okrajovymi podmienkami. Oproti tlohe
s linedrnou a Gaussovou funkiou sme pre dosiahnutie stabilty museli podstatne zmenSit’
oscildciami nez v predoslych dvoch ulohdch. Po dosiahnuti stability si mdZeme opat
vS§imnat" prvy rad presnosti. Obrdzok 6.5 je grafickym vystupom rieSenia poukazujicim
na vel'kost’ nestability. Konkrétne Obrdzok 6.5 (a) ma v blizkosti funkcie viditel'né
oscildcie napriek tomu, Ze numericky vysledok schémy bol uz radovo 10~!. Tento fakt je

doélezitym poznatkom pre kontrolu vystupov aj v ¢iselnej forme.

6.1.2 Least square gradient

V druhej Casti tejto podkapitoly rieSime dané tlohy odvodenou explicitnou schémou,
ktora vyuziva k vypoctu gradientu metédu najmenSich Stvorcov. Oproti diamond cell
metdde s bilinedrnou interpoldciou manipuluje least square gradient s ovela menSim

poctom aritmetickych operacii, o by mohlo prispiet’ k zvySeniu jej presnosti.

N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 perturb. 0.001
20 0.1 10| 6.35x10714 5.6x10°14 5.19x10°14 6.27x10714
40 | 0.05 |20 | 1.32974x10710 | 1.437597x 10710 | 1.54750x 10710 | 1.36267 x 10~10
80 | 0.025 |40 | 3.38772x 1073 | 2.38159x 1073 | 3.042298 x 1073 | 2.48511x 1073
160 | 0.0125 | 80 | 2.39492x 1012 1.96652 x 1012 2.07466x 102 | 1.95165x 10'2

Tabul'ka 6.14: L1 normy chyb pre ulohu linearnej funkcie (6.1), na ktoru bola aplikovana

explicitnd metdda, vyuZivajica least square gradient, s danym C¢asovym krokom, uvazujic

rozne perturbované a r6zne vel'ké corner shifted siete
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N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 | perturb. 0.001
20 0.05 20 2.1x10715 2.0x10°15 1.6x 10715 1.8x 10715
40 | 0.025 | 40 | 1.120x 10713 8.50x10~14 8.88x 1014 7.15x 10714
80 | 0.0125 | 80 | 1.43674x1072 | 9.08951x 10710 | 1.21588x 1072 | 1.19891 x 10~?
160 | 0.00625 | 160 | 4.72552x 10~! | 4.69390x 101 | 4.18783x 107! | 3.45063 x 10~!

Tabul'ka 6.15: Analdgia s Tabul'kou 6.14, ale vel'’kost’ ¢asového kroku sa rovna polovici

casového kroku pouzitého v Tabul'ke 6.14

(©)

(a) (b)

Obr. 6.6: RieSenie ulohy (6.1) v Case T =1 explicitnou schémou s pouZzitim least square
gradient metddy, s Casovym krokom 7 = ]l\, na siet’ach s N =40 (a), N =80 (b), N =160 (¢)
s perturb.=0.001

N T M | perturb. 0.1 | perturb. 0.05 | perturb. 0.01 | perturb. 0.001
20 | 0.025 | 40 | 7x10716 7x10716 7x10716 7x10716
40 | 0.0125 | 80 | 12x10°15 | 1.2x10° | 1.2x10°1 1.1x10715
80 | 0.00625 | 160 | 3.6x 1071 3.4x10°15 3.6x 10713 3.5x1071
160 | 0.003125 | 340 | 2.355x 10713 | 2.383x 10713 | 2.413x 10713 | 2.434x 10713

Tabul'ka 6.16: Analdgia s Tabul'kou 6.14, no vel'kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovna

Stvrtine ¢asového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.14

Ani metdéda najmenSich Stvorcov pouZitd pre vypocet gradientu nedokdze vytvorit
z explicitnej schémy bezpodmienecne stabilnti schému. Hodnota gradientu by sice
zohrdvala tlohu pri dokaze stability, no kI'd¢ovym faktorom k odstraneniu oscildcii zostdva

pomer vel'kosti casového kroku a priemernej diiky hrany kone¢ného objemu. Na Obrazku
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6.6 vizudlne poukazujeme na vzdjomnu zdvislost’ vel'kosti zvoleného Casového kroku a
vel'kosti priemernej dizky hrany. Po zvoleni vhodného pomeru &asového kroku a vel’kosti
hrany je explicitna schéma pre takto zadanu ulohu s linedrnou funkciou exaktna.
Prechod medzi Tabul'’kami 6.14-6.16 poukazuje na vel'mi rychlo klesajicu numericku
chybu metddy a to pre vSetky vel’kosti sieti, na ktorych sme testovali explicitnd schému.
Mobzeme si vSimnut', Ze na odstranenie nestability aj z najviacSej uvaZovanej siete ndm
staCil Casovy krok 7 = %\, ako v pripade pouzitia dimaond cell metédy a bilinedrnej

interpoldcie, no k dosiahnutiu exaktného numerického rieSenia pre vSetky uvazZované

.....

N T M | perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 perturb. 0.001
20 0.1 10 | 2.51798 x 1071 | 1.98994 x 10-! | 1.80833x10~! | 1.81181x10~!
40 | 0.05 |20 60.20914 29.16206 5.76304 5.92376 x 10~!
80 | 0.025 |40 | 1.23943x108 | 5.66537x107 | 1.09805 x 107 1.09591 x 10°
160 | 0.0125 | 80 | 1.87435x10%2 | 8.07659 x 102! | 1.54448 x 1021 | 1.542797 x 1020

Tabul’ka 6.17: L1 normy chyb tlohy Gaussovej funkcie (6.3) s rychlostnym pol’om opisanym
v Casti 2. tejto ulohy, na ktord bola aplikovana explicitnd metdda, vyuzivajica least square

gradient, s danym Casovym krokom pre rozne vel'ké a rdzne perturbované corner shifted

siete
N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 perturb. 0.001
20 0.05 20 | 2.14859x 1072 | 2.14378 x 1072 | 2.14392x 1072 | 2.14428 x 1072
40 | 0.025 | 40 | 2.47502x 1072 | 1.58198 x 1072 | 9.54415x 1073 | 8.45678 x 103
80 | 0.0125 | 80 28.17971 14.30951 2.89047 2.92043 x 101
160 | 0.00625 | 160 | 9.83572x 108 | 4.85717x108 | 9.69919x 107 | 9.70651 x 10°

Tabul'ka 6.18: Analdgia s Tabul'kou 6.17, no vel'’kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovna

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.17
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N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20 0.025 40 | 6.67370x1073 6.68290x 1073 6.68531x 1073 6.68498 x 1073

40 | 0.0125 | 80 | 3.61125x1073 | 0.92 | 3.60620x 103 | 0.92 | 3.60363x 103 | 0.92 | 3.60324x 1073 | 0.92
80 | 0.00625 | 160 | 1.86799x 1073 | 0.97 | 1.86882x 1073 | 0.97 | 1.86913x 103 | 0.96 | 1.86916x 1073 | 0.96
160 | 0.003125 | 340 | 1.04172x1073 | 0.85 | 9.82269x 10~* | 0.94 | 9.50553x 10~* | 0.98 | 9.49106x 104 | 0.99

Tabul'ka 6.19: Analégia s Tabul'kou 6.17, ale vel'’kost’ pouZzitého casového kroku je rovna

Stvrtine casového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.17

Tabul'ky 6.17 a 6.18 znovu dokazuju, Ze pri nevhodnom pomere vel kosti casového kroku
a vel’kosti hrany konecného objemu vznika nestabilita. So zmenSujicim sa casovym krokom
sa aj pre tdto ulohu pomerne rychlo zmensuje chyba vypoctu a to pre vSetky vel'kosti sieti.
Tabul'ka 6.19 overila predpoklad prvého radu presnosti explicitnej schémy.

Aj v tomto pripade povaZujeme za dodlezité poukdzat’ na rozdiel medzi diamond cell
metddou, resp. bilinedrnou interpoléciou, a least square gradient metédou. NielenZe sme
vd’aka metdde najmenSich Stvorcov dosiahli stabilitu pri va¢Som cCasovom kroku, teda
pri menSom pocte Casovych krokov, ale uvedené normy chyb si dokonca menSie ako

v pripade diamond cell metédy pri aplikécii rovnakého ¢asového kroku.

N T M | perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 perturb. 0.001
20 | 0.31416 | 10 | 2.44930x10* | 2.39567 x 10* | 2.38081x10* | 2.38022x 10*
40 | 0.15708 | 20 | 6.50153 x 10'! | 5.95254 x 10! | 5.98506x 10!! | 6.02378 x 101!
80 | 0.07854 | 40 | 5.14781x 10?7 | 4.56059 x 10%7 | 4.330099 x 10%7 | 4.34489 x 10?7
160 | 0.03927 | 80 | 1.81443x 1060 | 1.52027 x 1090 | 1.39641 x 100 | 1.38894 x 1060

Tabul'ka 6.20: L; normy chyb udlohy hladkej funkcie (6.4), na ktord bola aplikovana

explicitnd metdda, vyuZzivajica least square gradient, s danym Casovym krokom pre r6zne

vel'’ké a r6zne perturbované corner shifted siete
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N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 | perturb. 0.001
20 | 0.15708 | 20 | 5.32389x10° | 4.99107x 105 | 4.82710x105 | 4.79967 x 10°
40 | 0.07854 | 40 | 1.23824x 1015 | 1.01732x 101> | 8.59572x 1014 | 8.36039 x 1014
80 | 0.03927 | 80 | 5.80864 x 103> | 5.03709 x 103 | 4.59533 x 1035 | 4.53761 x 103>
160 | 0.01963 | 160 | 5.24618 x 1077 | 2.02703 x 1077 | 1.86064 x 1077 | 1.84560 x 1077

Tabul'ka 6.21: Analdgia s Tabul'kou 6.20, no vel'’kost’ pouZitého ¢asového kroku je rovna

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.20

N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 perturb. 0.001
20 | 0.07854 | 40 217.85273 210.04364 206.40976 205.89688

40 |0.03927 | 80 | 1.97561x10° | 1.71573x10° 1.63763 x 10° 1.63874 x 10°
80 | 0.01963 | 160 | 8.71010x 102 | 686438.x 10% | 5.933698 x 102> | 5.51783 x 102>
160 | 0.00982 | 340 | 3.71125x 100 | 1.77849x 100 | 1.54362x 100 | 1.53122x 1060

Tabul'ka 6.22: Anal6gia s Tabul'’kou 6.20, no vel'’kost’” pouzitého Casového kroku je rovna

Stvrtine ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.20

N T M perturb. 0.1 perturb. 0.05 perturb. 0.01 | perturb. 0.001
20 | 0.03927 | 80 | 1.66735x 107! | 1.65872x 107! | 1.65341x 10~! | 1.65308 x 107!
40 | 0.01963 | 160 | 1.22121x 107! | 1.23269x 107! | 1.23955x 107! | 1.24111x 10!
80 | 0.00982 | 320 17.10502 17.05005 17.06074 21.45247

160 | 0.00491 | 540 | 6.52803x 107 | 9.31701x107 | 9.45936x 107 | 9.56135x 107

Tabul'ka 6.23: Analdgia s Tabul'kou 6.20, no vel'’kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovnd

osmine ¢asového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.20

N

T

M

perturb. 0.1 EOC

perturb. 0.05

EOC

perturb. 0.01

EOC

perturb. 0.001 | EOC

20

0.01963

160

1.13960 x 10~

1.13350x 107! - 1

13247 x 1071

1.13255x 107!

40

0.00982

320

4.60915x1072 | 1.35

4.63058 x 102

1.34

4.62767 x 102

1.34

4.62707x1072 | 1.34

80

0.00491

640

2.41002x 1072 | 0.95

2.40769 x 102

0.96

2.40681 x 102

0.96

2.40652x 1072 | 0.96

160

0.00245

1280

1.3151x1072 | 0.88

1.32483 x 102

0.87 |1

.32844x 102 | 0.87

1.32929x 102 | 0.86

Tabul'ka 6.24: Analdgia s Tabul'kou 6.20, no vel'’kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovna

jednej Sestndstine casového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.20
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Posledny numericky experiment v Tabul'ke 6.24 dokazuje prvy rad konvergencie
metédy pre zvoleny casovy krok. V Tabul'kdch 6.20-6.23 si mdzeme vSimnit vel'kd

nestabilitu v podobe vel'mi vysokej hodnoty L; normy chyby.

6.2 IIOE metoda

Od priamej inflow-implicit/outflow-explicit metédy vyuZitej na nerovnomernej sieti
oCakdvame druhy rdd presnosti, ktory sa snaZime overit nasledujicimi numerickymi

experimentami.

6.2.1 IIOE na center shifted sieti

V pripade priamej semi-implicitnej schémy aplikovanej na center shifted siete rieSime
systém linedrnych rovnic, priCom pri vytvdrani matice sustavy postupujeme podla
odvodenia v Casti (5.2.1.4) diplomovej prace. Pripominame, Ze vysledny gradient v bode
kone¢ného objemu dostaneme vaZzenym priemerom gradientov na hranach tohto objemu.
VolI'ba vdh mdze ovplyvnit' vyslednd presnost’. V prici sme uviedli tri r6zne spdsoby
vazeného priemerovania, ktoré teraz overime aj prakticky.

Systém rieSime metddou Biconjugate Gradient s maximalnym poctom iteracii 1000 a

toleranciou 1 x 10712,

6.2.1.1 Plochy trojuholnikov

Povazujeme za doleZzité pripomenut’, Ze vol'ba vih v podobe trojuholnikovych ploch nie
je uplne korektnd, nakol'ko sa jednotlivé vdhy moZu zviacSovat’ s rasticou vzdialenost ou

prislusnej hrany kone¢ného objemu od jeho reprezenta¢ného bodu.

N T M | perturb. 0.1 | perturb. 0.05 | perturb. 0.01 | perturb. 0.001
20| 0.1 | 10| 1.5x10°15 | 1.5x10°1 1.6x10°15 1.6x10°15
40 | 0.05 |20 | 2.0x1071 | 2.4x10°15 2.0x 1071 2.1x10°15
80 | 0.025 | 40 | 2.9x10"15 | 3.3x10715 2.8x10°15 2.8x10°15

Tabul’ka 6.25: L1 normy chyb pre linedrnu ulohu (6.1), na ktort bola aplikovana priama I[IOE
metdda, vyuzivajica hodnoty trojuholnikovych ploch, s danym casovym krokom, uvazujic

rozne perturbované a rozne vel'ké center shifted siete
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Z Tabul'ky 6.25 vidime, Ze priama semi-implicitnd schéma je pre ulohu (6.1), teda

pre transldciu linedrnej funkcie, exaktnd aj pre vol’bu pomerne vel'kého ¢asového kroku a to

v pripade vSetkych uvazovanych vel'kosti sieti.

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20| 0.1 |10]9.50846x1073 - 4.745196 x 103 - 9.48517x 104 - 9.48516x 105 -

40 | 0.05 |20 | 2.78432x1073 | 1.84 | 1.38679x1073 | 1.84 | 2.76868 x 10~* | 1.84 | 2.76805x 107> | 1.84
80 | 0.025 | 40 | 7.32672x107* | 1.96 | 3.64793x10~* | 1.96 | 7.28328x 1075 | 1.96 | 7.28194x 106 | 1.96

Tabul'ka 6.26: EOC a L; normy chyb kvadratickej tlohy (6.2), na ktort bola aplikovana

priama IIOE metdda, vyuZivajica hodnoty trojuholnikovych ploch,

krokom, uvaZujuic rézne perturbované a rozne vel’ké center shifted siete

s danym casovym

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20 | 0.05 |20 |6.74262x1073 - 3.36573x 1073 - 6.73081 x 10~4 - 6.73185x 1075 -

40 | 0.025 | 40 | 1.98922x 1073 | 1.82 | 9.90079x10~* | 1.83 | 1.97586x10~% | 1.83 | 1.97531x 105 | 1.83
80 | 0.0125 | 80 | 5.23744x 10~* | 1.96 | 2.60649x 104 | 1.96 | 5.20266x 107> | 1.96 | 5.20160x10-° | 1.96

Tabul'ka 6.27: Analdgia s Tabul'’kou 6.26, no vel'’kost’” pouzitého Casového kroku je rovna

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.26

Tabul'ky 6.26 a 6.27 poukazuju na stabilitu semi-implicitnej schémy pri vol'be rdozne

vel'kych Casovych krokov a na druhy rdd presnosti tejto metddy aplikovanej na danud

kvadraticku tlohu s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami.

N T M | perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20| 0.1 |10 1.52010x 102 - 1.47331x 102 - 1.44962 x 102 - 1.44838 x 102

40 | 0.05 |20 | 3.15422x1073 | 2.35 | 2.96765x 1073 | 2.39 | 2.89741x 1073 | 2.41 | 2.89449x 1073 | 2.41
80 | 0.025 | 40 | 5.44160x10~% | 2.58 | 4.55786x 10~ | 2.75 | 4.13773x10* | 2.86 | 4.11475x10~% | 2.87

Tabul'ka 6.28: EOC a L; normy chyb tlohy Gaussovej funkcie (6.3) s rychlostnym pol’om

opisanym v Casti 1. tejto dlohy, na ktord bola aplikovana priama IIOE metdda, vyuZivajica

hodnoty trojuholnikovych ploch, s danym casovym krokom pre r6zne vel'ké a rdzne

perturbované center shifted siete
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N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 EOC perturb. 0.01 EOC | perturb. 0.001 | EOC

20| 0.05 |20 | 1.16379x 1072 - 1.13352x 102 - 1.12098 x 102 - 1.11989 x 102 -
40 | 0.025 | 40 | 2.61133x1073 | 2.23 | 2.48156x 1073 | 2.27 | 2.431496x 103 | 2.28 | 2.42896x 1073 | 2.28
80 | 0.0125 | 80 | 5.71853x10* | 2.23 | 5.024248 x10~* | 2.35 | 5.04278x10~* | 2.31 | 5.03302x 104 | 2.31

Tabul'ka 6.29: Anal6gia s Tabul’kou 6.28, no vel'kost” pouzitého casového kroku je rovna

polovici Casového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.28

Tabul'ky 6.28 a 6.29 opit’ ukazuji absenciu nestability a to aj pri r6zne vel’kych ¢asovych
krokoch. Tabul'ky taktiez potvrdzuju oCakavany druhy radd konvergencie pre pripad hladke;j

Gaussovej funkcie s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami.

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 EOC | perturb. 0.001 | EOC

20 | 0.31416 | 10 | 2.35186x 10! - 2.35456 x 1071 - 2.36289 x 10! - 2.36076 x 10~! -
40 | 0.15708 | 20 | 8.87592x 1072 | 1.46 | 8.83918x1072 | 1.46 | 8.816498x 102 | 1.47 | 8.814999x 1072 | 1.47
80 | 0.07854 | 40 | 2.45329x 1072 | 1.89 | 2.44554x 1072 | 1.89 | 2.44387x 1072 | 1.88 | 2.44298x1072 | 1.88

Tabul'ka 6.30: EOC a L; normy chyb ulohy hladkej funkcie (6.4), na ktord bola aplikovana
priama IIOE metdéda, vyuzivajuca hodnoty trojuholnikovych ploch, s danym casovym

krokom pre rozne vel'ké a rozne perturbované center shifted siete

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC

20 | 0.15708 | 20 | 1.66686 x 10~ - 1.67078 x 10! - 1.67751x 107! - 1.67714x 107! -
40 | 0.07854 | 40 | 5.19482x 1072 | 1.74 | 5.15204x 1072 | 1.76 | 5.13554x1072 | 1.77 | 5.13300x10-2 | 1.77
80 | 0.03927 | 80 | 1.24227x 1072 | 2.10 | 1.23709x 1072 | 2.1 | 1.23459x1072 | 2.09 | 1.23409x 102 | 2.09

Tabul'ka 6.31: Analdgia s Tabul'kou 6.30, ale bol pouZzity polovicny casovy krok voci

c¢asovému kroku uvedenému v Tabul'ke 6.30

Aj v pripade poslednej spojitej funkcie, na ktort sme aplikovali priamu semi-implicitnd
schému, vidime druhy rad presnosti metddy a to aj napriek faktu, Ze nami zvolené vahy
neboli celkom spravne. Porovnanim Tabul'ky 6.30 a 6.31 si m6Zeme vS§imnut nielen stablitu

metddy, ale aj zmenSujicu sa normu chyby pri zmenSeni casového kroku.

6.2.1.2 Prevratené hodnoty ploch

V nasledujicich numerickych experimentoch budeme taktiez vyuzivat’ trojuholnikové

plochy vo védhach gradientov urenych na hraniciach kone¢ného objemu. Na rozdiel
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od predoslej Casti vSak nepouZijeme vdhy priamo, ale pouZijeme ich prevratené hodnoty,
aby sme zabezpe(ili, Zze sa vdhy budi zmenSovat’ so zvdcSujicou sa vzdialenost’ou hrany
od reprezentacného bodu daného konec¢ného objemu.

Od tohto spdsobu priemerovania neocakdvame, Ze zmeni predpokladanu konvergenciu
schémy. Ocakdavame iba zlepSenie vysledkov experimentov vo forme menSej chyby voci
prvému uvedenému spdsobu priemerovania. Taktiez predpokladdme, Ze sa vysledné chyby

budi zmenSovat’ so zmenSujucim sa casovym krokom.

N T M | perturb. 0.1 | perturb. 0.05 | perturb. 0.01 | perturb. 0.001
20| 0.1 [10] 1.5x10°15 | 1.6x10715 1.5x10°15 1.6x 1015
40 | 0.05 | 20| 2.0x10°1> | 2.6x10°15 1.9x10-15 2.1x10715
80 | 0.025 | 40 | 3.2x 10715 | 3.2x10715 2.8x10°1 2.7x10715

Tabul'ka 6.32: L; normy chyb pre dlohu linedrnej funkcie (6.1), na ktort bola aplikovana
priama IIOE met6da, vyuzivajica prevratené hodnoty trojuholnikovych ploch, s danym

casovym krokom, uvazujic rozne perturbované a rdzne vel'ké center shifted siete

I v pripade druhého uvedeného spdsobu pocitania vysledného gradientu je schéma

exaktnd pre transldciu linedrnej funkcie.

N T M | perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20| 0.1 |10 | 8.19708x1073 - 4.10069 x 103 - 8.19956 x 10~4 - 8.19874x 1075 -

40 | 0.05 | 20 | 2.41557x1073 | 1.83 | 1.20854x 1073 | 1.83 | 2.41446x10~* | 1.83 | 2.41336x 1075 | 1.83
80 | 0.025 | 40 | 6.35128x10™* | 1.96 | 3.17822x10™* | 1.96 | 6.35484x 107> | 1.96 | 6.35378x107¢ | 1.96

Tabul'ka 6.33: EOC a L; normy chyb ulohy kvadratickej funkcie (6.2), na ktord bola
aplikovana priama IIOE metdda, vyuZivajuca prevratené hodnoty trojuholnikovych ploch,

s danym Casovym krokom, uvazujic rozne perturbované a ro6zne vel’ké center shifted siete

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20| 0.05 |20]5.39692x1073 - 2.70274x 1073 - 5.40744x 10~ - 5.40687 x 1073 -

40 | 0.025 | 40| 1.61187x1073 | 1.81 | 8.06505x10~* | 1.81 | 1.61097x10~* | 1.81 | 1.61013x 1075 | 1.81
80 | 0.0125 | 80 | 4.24465x107* | 1.96 | 2.124796x10™* | 1.96 | 4.24946x 1075 | 1.96 | 4.24883x 1076 | 1.96

Tabul'ka 6.34: Analdgia s Tabul'kou 6.33, no vel'kost’ pouzitého Casového kroku je rovnd

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.33
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Tabul'ky 6.33 a 6.34 poukazuji na Styri vyznamné poznatky. Schéma je skutoCne

stabilnd aj pre kvadratickd funkciu. Priama implicitno-explicitnd metéda je aj v tomto

pripade druhého radu presnosti. Chyby sa skuto¢ne zmenSuji so zmenSujucim sa krokom.

Poslednym vel'mi dolezitym faktom je, Ze pouZitim tohto spdsobu ziskavania vysledného

gradientu skutoCne ziskavame presnejSie vysledky nez pri prvom opisanom spdsobe, ktory

sme oznacili za nie dplne korektny.

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC

20| 0.1 | 10| 1.48928x10°2 - 1.46465x 1072 - 1.44910x 1072 | - 1.44838 x 102 -

40 | 0.05 |20 | 3.06411x107°3 | 2.36 | 2.94176x 1073 | 2.4 |2.89626x 1073 | 2.41 | 2.89447x 1073 | 2.41

80 | 0.025 | 40 | 5.27302x 1074 | 2.58 | 4.49875x 1074 | 2.76 | 4.13444x 104 | 2.86 | 4.11473x 104 | 2.87
Tabul'ka 6.35: EOC a L normy chyb ulohy hladkej Gaussovej funkcie (6.3) s rychlostnym

pol'om opisanym v Casti 1. tejto dlohy, na ktord bola aplikovanad priama IIOE schéma,

vyuZzivajica prevriatené hodnoty trojuholnikovych ploch, s danym casovym krokom

pre rozne vel'ké a r6zne perturbované center shifted siete

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20| 0.05 |20 | 1.15962x 1072 - 1.13179x 1072 - 1.12087 x 102 - 1.11989 x 102 -

40 | 0.025 |40 | 2.63917x1073 | 2.21 | 2.48623x 1073 | 2.26 | 2.43173x 1073 | 2.28 | 2.42897x 1073 | 2.28
80 | 0.0125 | 80 | 5.90806x 104 | 2.2 | 5.28922x 104 | 2.27 | 5.04456x 10~ | 2.31 | 5.03301x 10+ | 2.31

Tabul'ka 6.36

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.35

: Anal6gia s Tabul’kou 6.35, no vel'kost’ pouZitého Casového kroku je rovna

Tabul'ky 6.35 a 6.36 aj v pripade Gaussovej funkcie ukazuju stabilitu priame;j

semi-implicitnej metddy a jej oCakdvany druhy rdd konvergencie.

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20 | 0.31416 | 10 | 2.32328 x 107! - 2.34669 x 10~ - 2.36243 x 107! - 2.36074 x 107! -

40 | 0.15708 | 20 | 8.64533x1072 | 1.48 | 8.78193x 1072 | 1.47 | 8.8146x1072 | 1.47 | 8.81503x 1072 | 1.47
80 | 0.07854 | 40 | 2.34126x 1072 | 1.92 | 2.41740x 1072 | 1.89 | 2.44297x10-2 | 1.88 | 2.44299x 1072 | 1.88

Tabul'ka 6.37: EOC a L; normy chyb ulohy hladkej funkcie (6.4), na ktorud bola aplikovana

priama IIOE metdda, vyuZivajica prevratené hodnoty trojuholnikovych ploch, s danym

casovym krokom pre r6zne vel'’ké a rozne perturbované center shifted siete
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N T M | perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 EOC | perturb. 0.001 | EOC

20 | 0.15708 | 20 | 1.66028 x 10~! - 1.66847 x 10~! - 1.677299 x 10! - 1.67713x 107!
40 | 0.07854 | 40 | 5.19373x 1072 | 1.74 | 5.15153x1072 | 1.76 | 5.13535x1072 | 1.77 | 5.13298x1072 | 1.77
80 | 0.03927 | 80 | 1.25505x 1072 | 2.09 | 1.23989x 1072 | 2.09 | 1.23479x 1072 | 2.09 | 1.23411x1072 | 2.09

Tabul'ka 6.38: Analdgia s Tabul'kou 6.37, no vel'’kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovna

polovici Casového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.37

Aj posledné Tabul'ky 6.37 a 6.38 dokazuju stabilitu priamej implicitno-explicitnej

schémy pouZzitej na hladkd funkciu a druhy rad konvergencie tejto metddy.

6.2.1.3 Prevratené hodnoty vzdialenosti

Poslednym sposobom vaZeného priemerovania pre ziskanie gradientu v bode center
shifted siete, ktory bol uvedeny v teoretickej Casti diplomovej prace, je vyuzitie vzdialenosti
stredu hrany konecného objemu od jeho reprezentatného bodu. NepouZijeme vSak tdto
vzdialenost’ priamo ako vdhu. Opdt pouZijeme jej prevriteni hodnotu z dodvodov
spomenutych aj v predoslej Casti prace. Pripominame, Ze nami vybraté spdsoby vazeného
priemerovania nie su jedniné, ktoré mozno pouZzit'. Dala by sa vyuZzit' napriklad prevratend
hodnota Stvorca opisanej vzdialenosti a mnohé d’alSie.

Od numerickych experimentov v tejto Casti prace oCakdvame potvrdenie stability priame;j
semi-implicitnej schémy pouzitej na dané ulohy a jej konvergenciu druhého radu. Taktiez
oCakdvame, Ze metdda je s pouZitim dané¢ho spdsobu vypoctu gradientu exaktna pre linedrnu

funkciu.

N T M | perturb. 0.1 | perturb. 0.05 | perturb. 0.01 | perturb. 0.001

20 0.1 10 | 1.3x10715 | 1.4x10°15 1.5x10°15 1.6x10715
40 | 0.05 |20 21x10"15 | 2.0x10°15 2.1x10-1 2.2x10715
80 | 0.025 |40 | 3.3x10°1> | 3.4x10°15 2.9x10-1 2.9x10715
160 | 0.0125 | 80 | 4.5x10°1> | 4.8x10°15 4.6x10°15 43x10°15

Tabul'ka 6.39: L; normy chyb pre ulohu linedrnej funkcie (6.1), na ktord bola
aplikovana priama IIOE metdda, vyuZivajica prevratené hodnoty vzdialenosti stredov hran
od reprezentacnych bodov, s danym ¢asovym krokom, uvazujic rozne perturbované a r6zne

vel’ké center shifted siete
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Tabul'ka 6.39 potvrdzuje predpoklad stability metédy pre dany Casovy krok. Metdda je

pre tlohu posunu linedrnej funkcie skutocne exaktna.

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20 | 0.1 | 10]8.19091x1073 | - |4.09518x103 | - |8.18684x1074| - |8.18569x1075 | -
40 | 0.05 |20]2.41019x10-3 | 1.83 | 1.20575x1073 | 1.83 | 2.40888x10~4 | 1.83 | 2.40779x 1075 | 1.83
80 | 0.025 | 40 | 6.33902x 104 | 1.96 | 3.17204x 1074 | 1.96 | 6.34287x1075 | 1.96 | 6.34196x 106 | 1.96
160 | 0.0125 | 80 | 1.68672x10~* | 1.93 | 8.44511x 1075 | 1.93 | 1.68986x10-5 | 1.93 | 1.68993x 1076 | 1.93
Tabul'ka 6.40: EOC a L; normy chyb kvadratickej dlohy (6.2), na ktord bola

aplikovana priama IIOE metdda, vyuZivajica prevratené hodnoty vzdialenosti stredov hran

od reprezentacnych bodov, uvazujic rozne perturbované a r6zne vel’ké center shifted siete

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20| 0.05 |20 5.3899x1073 - 2.69717x 1073 - 5.39344x 10~4 - 5.393496 x 1073 -

40 | 0.025 | 40 | 1.60663x1073 | 1.81 | 8.03628 x 107 | 1.81 | 1.60497x10~* | 1.81 | 1.60414x 107> | 1.81
80 | 0.0125 | 80 | 4.23198x 10~ | 1.96 | 2.11841x107* | 1.96 | 4.23652x 1075 | 1.96 | 4.23599x 1076 | 1.96

Tabul'ka 6.41: Analdgia s Tabul'kou 6.40, no vel'’kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovna

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.40

Tabul'ky 6.40 a 6.41 st opiat’ dokazom stability priamej semi-implicitnej schémy.

Poukazuji na druhy radd konvergencie tejto metédy a fakt,

so zmenSovanim vel'kosti casového kroku.

Zze chyby sa zmenSuju

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20| 0.1 |10|1.48893x10°2| - 1.46454 x 102 - | 1.44907x10°2 | - | 1.44838x1072 | -

40 | 0.05 | 20 | 3.06315x1073 | 2.36 | 2.941598x 1073 | 2.4 | 2.89626x1073 | 2.41 | 2.89447x 1073 | 2.41
80 | 0.025 | 40 | 5.27132x 1074 | 2.58 | 4.49811x 104 | 2,76 | 4.13441x10~* | 2.86 | 4.11473x 1074 | 2.87

Tabul'ka 6.42: EOC a L; normy chyb tulohy hladkej Gaussovej funkcie (6.3) s rychlostnym

pol'om opisanym v Casti 1. tejto ulohy, na ktort bola aplikovand priama IIOE schéma,

vyuZivajica prevratené hodnoty vzdialenosti stredov hrdan od reprezentatnych bodov,

s danym Casovym krokom pre rozne vel'ké a r6zne perturbované center shifted siete
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N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20| 0.05 |20 1.15917x10"2 | - | 1.13162x1072 | - | 1.12085x10°2 | - | 1.11988x1072| -

40 | 0.025 | 40 | 2.63828x 1073 | 2.21 | 2.48599x1073 | 2.26 | 2.43173x 1073 | 2.28 | 2.42897x 1073 | 2.28
80 | 0.0125 | 80 | 5.90754x 1074 | 2.2 | 5.28924x10~4 | 2.27 | 5.04457x 1074 | 231 | 5.03301x 1074 | 2.31

Tabul'ka 6.43: Analdgia s Tabul'kou 6.42, no vel'kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovna

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.42

Tabul'ky 6.42 a 6.43 znovu dokazuji druhy rad konvergencie priamej semi-implicitnej

metddy a jej stabilitu pre r6zne vol’by ¢asového kroku.

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20 | 0.31416 | 10 | 2.32451x 10! - 2.34716x 10! - 2.36251x 107! - 2.36075x 10! -

40 | 0.15708 | 20 | 8.64097 x 1072 | 1.48 | 8.78078x 1072 | 1.47 | 8.81452x1072 | 1.47 | 8.81502x 102 | 1.47
80 | 0.07854 | 40 | 2.34016x 1072 | 1.92 | 2.41703x 1072 | 1.89 | 2.44294x 1072 | 1.88 | 2.44299x 1072 | 1.88

Tabul'ka 6.44: EOC a L; normy chyb ulohy hladkej funkcie (6.4), na ktord bola
aplikovana priama IIOE metdda, vyuZivajica prevratené hodnoty vzdialenosti stredov hran
od reprezentacnych bodov, s danym ¢asovym krokom pre rozne vel'ké a r6zne perturbované

center shifted siete

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC

20 | 0.15708 | 20 | 1.66029 x 10~! - 1.66857 x 107! - 1.67733x 10! - 1.67713x 107! -
40 | 0.07854 | 40 | 5.19208 x 1072 | 1.74 | 5.15123x 1072 | 1.76 | 5.13538x 102 | 1.77 | 5.13299x 1072 | 1.77
80 | 0.03927 | 80 | 1.25466x 1072 | 2.09 | 1.23977x 1072 | 2.09 | 1.23478x10-2 | 2.09 | 1.23411x 1072 | 2.09

Tabul'ka 6.45: Analdgia s Tabul'kou 6.44, no vel'kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovna

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.44

Tabul'ky 6.44 a 6.45 poukazuji opidt’ na stabilitu priamej implicitno-explicitnej schémy
a jej druhy rad konvergencie. So zmensujicim sa asovym krokom sa zmenSuje aj L; norma

chyby vypoctu.

6.2.2 IIOE na corner shifted sieti

Explicitnd metdda aplikovand na tlohy, ktoré uvazovali corner shifted siete, bola iba
prvého rddu presnosti. Jej vyznamnym nedostatkom bola taktieZ nestabila v pripade

nevhodne zvoleného ¢asového kroku. V Casti (5.2.2) diplomovej priace sme sa ale zamerali
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na priamu implicitno-explicitnd metédu operujicu na corner shifted siet’ach. Podarilo sa
nam dokonca ukdzat’, Ze metéda dokdze explicitne zostavit matica systému zavisli
vyhradne od geometrie mriezky, za predpokladu vyuZzitia least square gradient metody
pre vypocet hodnoty gradientu. Semi-implicitné schémy su vo vSeobecnosti stabilné a
dosahujui vyssi nez prvy rad presnosti. V nasledujicich numerickych experimentoch preto
upriamime svoju pozornost na vyuZitie odvodenej priamej semi-implicitnej schémy
v roznych dlohdch definovanych na corner shifted siet’ach.

Systém rieSime metédou Biconjugate Gradient s maximdlnym poctom iterdcii 100 a

toleranciou 1 x 10~12,

N T M | perturb. 0.1 | perturb. 0.05 | perturb. 0.01 | perturb. 0.001
20 0.1 10 | 4.90x 10714 | 9.29x10-14 | 9.95x10-14 | 6.03x10-14
40 | 005 |20 |7.73x10714 | 6.83x10714 | 451x10714 | 2.80x 10714
80 | 0.025 |40 | 4.49x10714 | 6.11x10714 | 1.70x10714 | 1.74x10714
160 | 0.0125 | 80 | 1.60x 1071 | 2.26x 1071 | 1.02x 1071 | 7.1x10°15

Tabul'ka 6.46: L; normy chyb pre dlohu linedrnej funkcie (6.1), na ktord bola aplikovana

priama IIOE schéma, vyuZivajuca least square gradient, s danym Casovym krokom, uvazujic

rozne perturbované a rozne vel'ké corner shifted siete

N T M | perturb. 0.1 | perturb. 0.05 | perturb. 0.01 | perturb. 0.001
20 0.05 20 | 8.72x1071% | 1.177x10-13 | 1.039x10-13 | 1.374x10-13
40 | 0.025 | 40 | 1.289x10713 | 7.60x10-14 | 6.55x10714 | 4.36x10-14
80 | 0.0125 | 80 | 1.409x10-13 | 4.78x10714 | 1.92x10-14 | 1.97x10-14
160 | 0.00625 | 160 | 7.03x10714 | 2.95x10-1* | 3.01x10-!4 | 1.36x10-14

Tabul'ka 6.47: Anal6gia s Tabul’kou 6.46, ale pre poloviény Casovy krok nez je Casovy krok
v Tabul'’ke 6.46

Tabul'ky 6.46 a 6.47 ukazuju, zZe priama implicitno-explicitnd metdda, vyuZzivajica least

square gradient, je nielen stabilnd pre danu ulohu, ale dokonca dosahuje exaktné vysledky.
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N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC

20 0.1 10 | 5.81672x 1073 - 5.79056 x 1073 - 5.78049x 1073 - 5.77938 x 1073 -

40 | 0.05 |20 | 1.20539x1073 | 2.35 | 1.19682x 1073 | 2.36 | 1.19306x 1073 | 2.36 | 1.19267x 103 | 2.36
80 | 0.025 |40 | 2.34261x10~* | 2.41 | 2.29649x 1074 | 2.42 | 2.28157x 104 | 2.43 | 2.28083x 10~* | 2.43
160 | 0.0125 | 80 | 5.02569x 1075 | 2.24 | 4.91465x 107> | 2.24 | 4.87738x1075 | 2.25 | 4.87575x 1075 | 2.25

Tabul'ka 6.48: EOC a L normy chyb tulohy hladkej Gaussovej funkcie (6.3) s rychlostnym
pol'om opisanym v Casti 2. tejto dlohy, na ktord bola aplikovand priama IIOE schéma,
vyuZzivajuca least square gradient, s danym Casovym krokom pre rozne vel'ké a rdzne

perturbované corner shifted siete

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20 0.05 20 | 3.39618x 1073 - 3.35023x 1073 - 3.32915x 1073 - 3.32619x 1073 -

40 | 0.025 | 40 | 6.90166x10~4 | 2.38 | 6.78508 x 10~ | 2.39 | 6.74608 x 10~* | 2.39 | 6.74355x 10 | 2.39
80 | 0.0125 | 80 | 1.60181x10°% | 2.15 | 1.55353x 104 | 2.17 | 1.53629x 10* | 2.17 | 1.53520x107% | 2.17
160 | 0.00625 | 160 | 4.11046x 1075 | 1.98 | 4.02725x1075 | 1.97 | 3.99752x 1075 | 1.96 | 3.99620x 107> | 1.96

Tabul'ka 6.49: Analdgia s Tabul'’kou 6.48, no vel'’kost” pouzitého casového kroku je rovna

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.48

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20 0.025 40 | 2.89391x1073 - 2.84749 x 1073 - 2.82497x 1073 - 2.82191x 1073 -

40 | 0.0125 | 80 | 6.96842x10~* | 2.13 | 6.87538x 107* | 2.12 | 6.84634x10™* | 2.12 | 6.84473x10~* | 2.12
80 | 0.00625 | 160 | 1.86855x 1074 | 1.93 | 1.83476x 107 | 1.94 | 1.82341x107* | 1.94 | 1.82274x10* | 1.94
160 | 0.003125 | 320 | 4.93328 x 10~ | 1.94 | 4.86155x 107> | 1.93 | 4.83594x 1075 | 1.93 | 4.83467x 107 | 1.93

Tabul'ka 6.50: Analégia s Tabul'kou 6.48, ale vel'’kost” ¢asového kroku sa rovnd Stvrtine

casového kroku pouzitého v Tabul'ke 6.48

V pripade ulohy s danou hladkou Gaussovou funkciou ilustruju Tabul'ky 6.48, 6.49,
6.50 ocakdvany druhy rdd presnosti priamej semi-implicitnej metddy. Pre ktorykol vek
z uvedenych casovych krokov je metdda stabilnd. ModZeme si navySe vSimnut, ze
so zmenSovanim cCasového kroku sa zmenSuje aj chyba vypoctu. Tuto vlastnost’ by sme
intuitivne oCakavali od vhodne navrhnutej metddy. Z hl'adiska presnosti sa ndm podarilo
ziskat' aj pri vol'be najvicSieho uvedeného Casového kroku v Tabul'ke 6.48 presnejSie

Ciselné vystupy, nez v pripade stabilnej varianty explicitnej schémy pri rovnakej dlohe.
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N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC

20 | 0.31416 | 10 | 2.27953 x 10~! - | 2.28155x107! - | 2.28416x 10! - | 2.28257x10"! -
40 | 0.15708 | 20 | 8.4591x10-2 | 1.48 | 8.46285x 1072 | 1.48 | 8.45367x1072 | 1.49 | 8.4566x1072 | 1.48
80 | 0.07854 | 40 | 2.35963x 1072 | 1.88 | 2.36004 x 1072 | 1.88 | 2.35986x 1072 | 1.87 | 2.36492x 1072 | 1.87

Tabul'ka 6.51: EOC a L; normy chyb ulohy rotujicej hladkej funkcie (6.4), na ktord bola
aplikovana priama IIOE schéma, vyuZivajuca least square gradient, s danym Casovym

krokom pre rozne vel'ké a rozne perturbované corner shifted siete

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 EOC | perturb. 0.001 | EOC

20 | 0.15708 | 20 | 1.55174x 107! - 1.55237x 10! - 1.55460 x 10! - 1.55411x 10! -

40 | 0.07854 | 40 | 4.63742x 1072 | 1.81 | 4.61206x 102 | 1.81 | 4.602396x 1072 | 1.82 | 4.60409x10-2 | 1.82
80 | 0.03927 | 80 | 1.14127x 1072 | 2.06 | 1.13795x 1072 | 2.06 | 1.13643x 1072 | 2.05 | 1.13921x 1072 | 2.05
160 | 0.01963 | 160 | 5.00906x 1073 | 1.2 | 5.01492x1073 | 1.19 | 5.01445x1073 | 1.19 | 5.01499x 1073 | 1.19

Tabul'ka 6.52: Analdgia s Tabul'’kou 6.51, no vel'’kost’” pouzitého Casového kroku je rovna

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.51

N T M perturb. 0.1 EOC | perturb. 0.05 | EOC | perturb. 0.01 | EOC | perturb. 0.001 | EOC
20 | 0.07854 | 40 | 1.35147x10"! - 1.34944 x 10~ - 1.35056 x 10! - 1.35092 x 10! -

40 | 0.03927 | 80 | 4.20298x1072 | 1.75 | 4.18168x 1072 | 1.75 | 4.17751x 1072 | 1.75 | 4.17869x 1072 | 1.75
80 | 0.01963 | 160 | 1.17588x 1072 | 1.87 | 1.1722x1072 | 1.87 | 1.17060x 1072 | 1.87 | 1.17198x1072 | 1.87
160 | 0.00982 | 320 | 5.39176x 1073 | 1.14 | 5.39662x 1073 | 1.13 | 5.39655x1073 | 1.13 | 5.39681x 1073 | 1.13

Tabul'ka 6.53: Analdgia s Tabul'kou 6.48, ale vel'kost” ¢asového kroku sa rovnd Stvrtine

casového kroku pouzitého v Tabul'ke 6.48

Aj v pripade rotacie hladkej funkcie dostdvame na zdklade L; noriem chyb vypoctu
presnost’” metddy druhého rddu a stabilitu vzh'adom k rdzne volenym casovym krokom.

Opit plati, Ze so zmensujicim sa ¢asovym krokom sa zmensuje chyba vypoctu.

6.3 Nepriama-iteracna IIOE metoda na corner shifted sieti

V predchddzajicej podkapitole sme poukdzali na priamu semi-implicitnd schému, ktora
bola pre uvazované ulohy skutoCne stabilnd a dosahovala druhy rad presnosti, teda
konvergenciu druhého radu. Priamu implicitno-explicitnd metédu sme vyuZili pre tlohy
definované na center shifted aj corner shifted siet'ach. V poslednej Casti tejto kapitoly

zameriavame svoju pozornost’ iba na corner shifted siete.
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Samotnd implicitno-explicitnd metéda uvedend v Casti (5.2.2) naSej prace si vyZadovala
tvorbu matice celého systému rovnic. Existuji vSak aplikdcie, ktoré preferuju rieSenie uiloh
bez potreby tvorby celkovej matice. Sustava rovnic je sice stdle pritomnd, no matica
modifikovaného systému rovnic je podstatne jednoduchsie skonsStruovana. Z tohto dévodu
sme vyvinuli nepriamu-iteracnd metédu, ktord vyuZziva vnttorné iterdcie pre spresnenie
gradientu az do povaZovanej presnosti a jeho nasledné vyuzitie.

Systém rieSime metddou Biconjugate Gradient s maximalnym poctom iterdcii 100 a
toleranciou 1 x 10712, Maximdlny pocet vniitornych iteracif je taktiez 100 a tolerancia

1x10°12,

6.3.1 Diamond cell

Ako sme uz niekol’kokrat v praci uviedli, k vypoctu hodnoty gradientu na corner shifted
sietach modZeme pristupovat dvomi spdsobmi. V nasledujucich numerickych
experimentoch sa zameriame na diamond cell metédu, pricom hodnoty rieSenia v rohovych

uzloch aproximujeme bilinedrnou interpoldciou bez vyuZzitia mapovacej funkcie.

N T M perturb. 0.1 k* perturb. 0.05 k* perturb. 0.01 k* perturb. 0.001 k*

20 0.1 10| 3.156x10°13 [ 100 | 3.507x10"13 | 100 | 3.256x10-13 | 100 | 3.467x10°13 | 100
40 | 0.05 | 20| 4.7838x10712 | 100 | 4.9090x 10712 | 100 | 4.7962x10712 | 100 | 4.5739x10-12 | 100
80 | 0.025 | 40 | 8.04136x 10711 | 100 | 8.19461 x 10~ | 100 | 8.00458 x 1011 | 100 | 7.88140x 10~ | 100

Tabul’ka 6.54: L1 normy chyb dlohy linedrnej funkcie (6.1), na ktord bola aplikovan4 itera¢na
IIOE schéma, vyuZivajuca diamond cell metddu, s danym Casovym krokom pre rozne vel'ké

a rozne perturbované corner shifted siete a priemerny pocet vnitornych iterdcii

N T M perturb. 0.1 k* perturb. 0.05 k* perturb. 0.01 k* | perturb. 0.001 k*
20| 0.05 |20 3.527x10°13 | 100 | 3.933x10°13 | 100 | 3.514x10°13 | 100 | 3.565x10-13 | 100
40 | 0.025 | 40 | 4.3315x10712 | 100 | 4.3698x10712 | 100 | 4.3330x 10712 | 100 | 4.0488x10-12 | 100
80 | 0.0125 | 80 | 7.88140x 10-1 | 100 | 7.29351x 1011 | 100 | 7.25398x 10! | 100 | 7.13039x 10~!1 | 100

Tabul'ka 6.55: Analégia s Tabul'’kou 6.54, ale vel'’kost’ ¢asového kroku sa rovna polovici

casového kroku pouzitého v Tabul'ke 6.54
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N T M perturb. 0.1 k* perturb. 0.05 k* perturb. 0.01 k* perturb. 0.001 k*
20| 0.025 | 40 | 4.845x10713 95 | 5.056x10"13 93 | 5.174x10°13 86 | 4.501x10713 91
40 | 0.0125 | 80 | 3.9004x10-!2 | 100 | 4.0303x10-'2 | 100 | 3.8215x 10712 | 100 | 3.6546x10-12 | 100
80 | 0.00625 | 160 | 6.40668 x 10~11 | 100 | 6.67032x 10-!1 | 100 | 6.37371 x 10-11 | 100 | 6.42435x10"!1 | 100

Tabul'ka 6.56: Analdgia s Tabul'kou 6.54, no vel'’kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovna

Stvrtine casového kroku uvedeného v Tabul'ke 6.54

Z Tabuliek 6.54, 6.55, 6.56 vidime, Ze v pripade takmer vSetkych uvedenych vel kosti

casového kroku a vSetkych uvedenych vel'kosti corner shifted sieti, je pri stanovenej

presnosti  potrebné vykonat maximdlny pocet povolenych vnutornych iterdcii. Ani

pri vykonani spomenutého vysokého poctu iterdcii nie sme schopni dosiahnut’ exaktné

rieSenie pre ulohu translacie linedrnej funkcie na oblastiach s N > 20.

N T M perturb. 0.1 k* | EOC | perturb. 0.05 k* | EOC | perturb. 0.01 k* | EOC | perturb. 0.001 | k* | EOC
20| 0.05 | 10| 6.1158x1073 | 17 6.12199x1073 | 16 6.12556x 1073 | 16 - 6.12612x 1073 | 16 -

40 | 0.025 |20 | 1.27637x1073 | 79 | 2.34 | 1.276496x 1073 | 79 | 2.34 | 1.27611x1073 | 79 | 2.34 | 1.27595x 1073 | 81 | 2.34
80 | 0.0125 | 40 | 2.43004x 10~* | 100 | 2.44 | 2.41065x10* | 100 | 2.45 | 2.40483x 10~* | 100 | 2.45 | 2.40454x 10~* | 100 | 2.45

Tabul'ka 6.57: Priemerny pocet vnutornych iteracii, EOC a L; normy chyb ulohy hladke;j

Gaussovej funkcie (6.3) s rychlostnym pol'om opisanym v Casti 2. tejto ulohy, na ktoru

bola aplikovana iterand IIOE schéma, vyuZzivajuca diamond cell metodu, s danym Casovym

krokom pre rozne vel'ké a rozne perturbované corner shifted siete

N T M | perturb. 0.1 k* | EOC | perturb.0.05 | k* | EOC | perturb. 0.01 k* | EOC | perturb. 0.001 | k* | EOC
20 | 0.05 |20 |3.74193x1073 | 12 - 13.72832x1073 | 12 - 3.71944x 1073 | 12 - 3.71805x 1073 | 12 -

40 | 0.025 | 40 | 7.46958x10~* | 49 | 2.41 | 7.41782x10~* | 49 | 2.41 | 7.40223x 10~ | 54 | 2.41 | 7.40149x10~* | 55 | 2.41
80 | 0.0125 | 80 | 1.68017x 10 | 100 | 2.19 | 1.63740x 10~ | 100 | 2.22 | 1.62292x 104 | 100 | 2.23 | 1.62202x 10~ | 100 | 2.23

Tabul’ka 6.58: Analdgia s Tabul’kou 6.57,

polovici Casového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.57

no vel'kost’ pouzitého Casového kroku je rovna

N T M perturb. 0.1 k* | EOC | perturb. 0.05 k* | EOC | perturb. 0.01 k* | EOC | perturb. 0.001 | k* | EOC
20| 0.025 | 40 | 3.15346x1073 | 9 3.13213x1073 | 9 - 3.12022x 1073 | 9 - | 3.11831x1073 | 9

40 | 0.0125 | 80 | 7.254496x10~*| 9 22 | 7.188496x 104 | 10 | 2.2 | 7.16755x10* | 9 22 | 7.16672x107* | 10 | 2.2
80 | 0.00625 | 160 | 1.89276x107* | 100 | 1.97 | 1.85659x10~* | 100 | 1.99 | 1.84435x10~* | 100 | 1.99 | 1.84363x10~* | 100 | 1.99

Tabul'ka 6.59: Analdgia s Tabul'kou 6.57, ale vel'kost” ¢asového kroku sa rovna Stvrtine

casového kroku pouzitého v Tabul'ke 6.57
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Z Tabuliek 6.57, 6.58, 6.59 vidime, Ze pocet vykonanych iterdcii pre danu vel kost’ siete
kles4 so zmensujicim sa ¢asovym krokom, ¢o je vel'mi pozitivny fakt. So zmenSujicim sa
casovym krokom taktiez klesa chyba vypoctu pre danu diskretizovanu siet’. Metdda je
ocividne stabilnd vo vSetkych uvedenych vol'bach Casového kroku a vel'kosti mriezky.

Potvrdil sa aj druhy rad presnosti metédy vyuZitej k rieSeniu danej dlohy.

N T M perturb. 0.1 k* | EOC | perturb. 0.05 k* | EOC | perturb. 0.01 k* | EOC | perturb. 0.001 | k* | EOC

20 | 0.31416 | 10 | 2.35662x 107! | 31 - 2.36066x 107! | 26 - 2.36285x 1071 | 26 - 2.36105x 107! | 26 -

40 | 0.15708 | 20 | 8.78949x 1072 | 100 | 1.48 | 8.81384x 1072 | 100 | 1.47 | 8.81162x 1072 | 100 | 1.47 | 8.81484x 1072 | 100 | 1.47

80 | 0.07854 | 40 | 2.42155x 1072 | 100 | 1.89 | 2.43389x10~2 | 100 | 1.89 | 2.43775x 10~ | 100 | 1.89 | 2.44274x10-2 | 100 | 1.88

Tabul'ka 6.60: Priemerny pocet vnutornych iteracii, EOC a L; normy chyb ulohy hladke;j
funkcie (6.4), na ktord bola aplikovand iteracnd IIOE schéma vyuZivajica, diamond cell
metddu, s danym casovym krokom pre rozne vel'ké a r6zne perturbované corner shifted

siete

N T M perturb. 0.1 k* | EOC | perturb. 0.05 k* | EOC | perturb. 0.01 k* | EOC | perturb. 0.001 | k* | EOC
20 | 0.15708 | 20 | 1.67435x 10~ | 20 - 1.67600x 10! | 20 - 1.67800x 10-1 | 20 - 1.67734x 107" | 205 -

40 | 0.07854 | 40 | 5.15062x 1072 | 93 | 1.76 | 5.13621x 1072 | 88 | 1.77 | 5.13089% 1072 | 93 | 1.77 | 5.13268x 1072 | 90 | 1.77
80 | 0.03927 | 80 | 1.23367x 1072 | 100 | 2.1 | 1.23172x10~2 | 100 | 2.1 | 1.23081x10-2 | 100 | 2.1 | 1.23397x10-2 | 100 | 2.09

Tabul'ka 6.61: Analdgia s Tabul'kou 6.60, ale vel'’kost’ ¢asového kroku sa rovna polovici

casového kroku pouzitého v Tabul’ke 6.60

N T M perturb. 0.1 k* | EOC | perturb. 0.05 k* | EOC | perturb. 0.01 k* | EOC | perturb. 0.001 | k* | EOC

20 | 0.07854 | 40 | 1.46407x 107! | 15 - 1.46321x 107! | 15 - 1.46471x 1071 | 15 - 1.46503x 10-1 | 15
40 | 0.03927 | 80 | 4.60407x102 | 57 | 1.73 | 4.58116x 1072 | 56 | 1.74 | 4.57699x 1072 | 67 | 1.74 | 4.57808x 1072 | 59 | 1.74
80 | 0.01963 | 160 | 1.23633x 1072 | 100 | 1.93 | 1.22990x 10=2 | 100 | 1.93 | 1.22753x 1072 | 100 | 1.93 | 1.22944x 1072 | 100 | 1.93

Tabul'ka 6.62: Analdgia s Tabul'kou 6.60, no vel'kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovna

Stvrtine ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.60

Posledné Tabul'ky 6.60, 6.61, 6.62 tejto Casti prace uvazujui ulohu rotacie hladkej
funkcie s nulovymi Dirichletovymi okrajovymi podmienkami. Aj pre takdto dlohu je
odvodend nepriama semi-implicitnd metdda, vyuzivajica diamond cell pristup, stabilnd a
vykazuje druhy rdd presnosti. So zmenSujicim sa ¢asovym krokom opit’ klesd pre danu
vel'kost” mriezky chyba vypoctu aj celkovy potrebny pocet vnttornych iteracii.

UvaZujme rieSenie ulohy (6.4) s N =20, M = 10, perturb.=0.1, na ktord bola pouZitd

iteratnd semi-implicitnd metéda vyuzivajica diamond cell metédu pre urCenie hodnoty
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gradientu v reprezentatnom bode konecného objemu. Obrizok 6.7 ilustruje konvergenciu
odmocniny vnutornych rezidui v rdmci prvého casového kroku a konvergenciu prvej
vnutornej iterdcie uvazujuc vSetky casové kroky danej tlohy. Na spomenutych obrazkoch
mozZeme vidiet', Ze sa rezidud s rasticim poctom vnutornych iterdcii zmenSuji. Navyse
vidime, Ze rezidud sa v prvej iterdcii k = 1 zmenSuji v kazdom nasledujicom casovom

kroku.

18 20 22 24 26

(a) (b) ()

Obr. 6.7: Odmocniny rezidui dlohy (6.4), vyuzivajic diamond cell metddu, v prvom Casom
kroku (a), pribliZenie poslednych jedendstich vnitornych iterdcii v prvom ¢asovom kroku
(b), odmocniny rezidui prvej vntitornej iteracie vo vSetkych ¢asovych krokoch (c), pre N =20,

M =10, perturb.=0.1

6.3.2 Least square gradient

Diamond cell metéda skombinovand s bilinedrnou interpoldciou nebola v pripade
translacie linedrnej funkcie efektivna. VyZadovala maximalny povoleny pocet iterdcii a ani
po ich uskuto¢neni sme neziskali exaktné rieSenie. Pri vysvetl'ovani pouzitia bilinedrnej
interpoldcie na nerovnomernych siet’ach sme poukézali na vel'kd aritmetickd naro¢nost’
tejto interpoldcie. Hodnotu gradientu vSak dokdZeme uréit aj metédou least square
gradient, ktord sa ukazuje ako presnejSia a jednoduchsSia z hl'adiska poctu aritmetickych
operdcii. Ocakdvame preto, Ze nasledujice numerické experimenty overia na danych
ulohéch stabilitu a konvergenciu druhého radu presnosti nepriamej semi-implicitnej schémy

s vyuZzitim met6dy najmensich Stvorcov.

67



N T M | perturb. 0.1 | k* | perturb. 0.05 | k* | perturb. 0.01 | k* | perturb. 0.001 | k*
20 0.1 |10 |2.72x10714 413x1071 | 1 | 236x10714 | 1 | 4.22x10714 | 1
40 | 0.05 |20 | 7.72x 10714 87x10°14 | 1 | 521074 | 1 | 4.85x10714 | 1
80 | 0.025 | 40 | 9.72x 10714 1.342x10°13 | 1 | 7.07x10714 | 1 | 3.75x10714 | 1

Tabul’ka 6.63: Priemerny pocet vnitornych iterdcii, L; normy chyb tlohy linedrnej funkcie

(6.1), na ktord bola aplikovand iteracnd IIOE schéma, vyuZivajica least square gradient,

s danym ¢asovym krokom pre rozne vel'ké a r6zne perturbované corner shifted siete

N T M | perturb. 0.1 | k* | perturb. 0.05 | k* | perturb. 0.01 | k* | perturb. 0.001 | k*
20 | 0.05 |20 1.165x10-13 1.457x10713 | 1 | 8311071 | 1 | 1.224x10°13 | 1
40 | 0.025 |40 | 1.088x 1013 8.1x10°14 1| 598x10°14 | 1 | 1.044x10°13 | 1
80 | 0.0125 | 80 | 1.688x 10713 1.837x10713 | 1 | 9.76x1071 | 1 | 8.42x10714 | 1

Tabul'ka 6.64: Analégia s Tabul'’kou 6.63, ale vel'’kost’ ¢asového kroku sa rovnd polovici

casového kroku pouzitého v Tabul'ke 6.63

N T M | perturb. 0.1 | k* | perturb. 0.05 | k* | perturb. 0.01 | k* | perturb. 0.001 | k*
20| 0.025 | 40 | 3.103x10°13 | 1 |2966x10°13 | 1 [2.975x10°13 | 1 | 2.295x10°13 | 1
40 | 0.0125 | 80 | 2.108x10"13 | 1 [2.083x10713 | 1 | 9.17x10714 | 1 | 1.006x 10713 | 1
80 | 0.00625 | 160 | 2.606x 10713 | 1 | 2.273x107°13 | 1 | 423x10"% | 1 | 6.65x1074 | 1

Tabul'ka 6.65: Analdgia s Tabul'kou 6.63, no vel'kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovna

Stvrtine ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.63

Tabul'ky 6.63, 6.64, 6.65 ukazuji vyznamny rozdiel medzi vyuZitim metédy najmensich
Stvorcov a metddou diamond cell pre vypocet hodnoty gradientu. V tomto pripade sme
dosiahli exaktné rieSenie pre ulohu linearnej funkcie a to s kazdym zvolenym casovym
krokom na vSetkych uvazovanych vel'kostiach corner shifted siete. K dosiahnutiu presného
rieSenia iba jednu vnitornd iterdciu. Nepriama

sme pritom potrebovali vzdy

semi-implicitnd metdda zostala stabilnou pre vSetky vol’by casového kroku.
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perturb. 0.1

EOC

perturb. 0.05

EOC

perturb. 0.01

EOC

perturb. 0.001

EOC

20

0.05

5.81672x 1073

5.79056 x 103

5.78049 % 103

5.77938 x 103

40

0.025

1.20539x 1073

2.35

1.19682 % 1073

2.36

1.19306 x 1073

2.36

1.19267 x 1073

2.36

80

0.0125

2.34261 x 10~

241

2.29649 x 104

242

2.28157 %1074

243

2.28083 x 104

243

Tabul'ka 6.66: Priemerny pocet vnutornych iteracii, EOC a L; normy chyb ulohy hladke;j
Gaussovej funkcie (6.3) s rychlostnym pol'om opisanym v Casti 2. tejto ulohy, na ktoru
bola aplikovand iteracnd IIOE schéma, vyuZivajica least square gradient, s danym Casovym

krokom pre rozne vel'ké a rozne perturbované corner shifted siete

M
20
40
80

perturb. 0.1
3.39618x 1073 | 1
6.90166x 10~4
1.60181 x 104

EOC
4| -

perturb. 0.05
3.35023x 1073 | 1
6.78508 x 10—+
1.55353x 10~

EOC | perturb. 0.01
3.32915x 1073
6.74608 x 10~4

1.53629 x 104

EOC | perturb. 0.001
3.32619x 1073
6.74355x 104

1.53520x 10~*

EOC
14 -

20
40
80

0.05
0.025

2.38 2.39 2.39 2.39

2.18

0.0125 2.15 2.17 2.17

Tabul'ka 6.67: Analdgia s Tabul'kou 6.66, no vel'kost’ pouzitého ¢asového kroku je rovna

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.66

N T M perturb. 0.1 k* | EOC | perturb. 0.05 | k* | EOC | perturb. 0.01 | k* | EOC | perturb. 0.001 | k* | EOC
20| 0.025 | 40 |2.89391x1073 | 11| - |2.84749x107 | 11| - |2.82497x103 | 11| - |[2.82191x1073 [ 11| -

40 | 00125 | 80 | 6.96842x 107 | 11 | 2.13 | 6.87538x 107 | 10 | 2.12 | 6.84634x10* | 10 | 2.12 | 6.84473x 104 | 9 | 2.12
80 | 0.00625 | 160 | 1.86855x 107 | 11 | 1.93 | 1.83476x 10 | 10 | 1.94 | 1.82341x107* | 9 | 1.94 | 1.82274x 104 | 8 | 1.94
Tabul'ka 6.68: Analdgia s Tabul'’kou 6.66, ale vel'kost’ ¢asového kroku sa rovnd Stvrtine

casového kroku pouzitého v Tabul'ke 6.66

Tabul’ky 6.66, 6.67 a 6.68 opit’ dokazuju, Ze pri vyuZiti least square gradient metddy
v iteranej implicitno-explicitnej metdde urCenej pre corner shifted siete postacuje
k dosiahnutiu zvolenej presnosti mensi pocet vnitornych iterdcii neZ pri vyuZiti bilinedrne;j
interpoldcie. MoZeme si taktieZ vSimnidt, Ze pocet vykonanych vnuitornych iteracii je
vramci jedného Casového kroku, resp. jednej tabul'ky, len veI'mi mélo rozdielny. Metéda
zostala stabilnd pre uvaZované Casové kroky a nezmenil sa ani oCakdvany druhy rad

presnosti. S klesajicou vel kost'ou ¢asového kroku nad’alej klesa chyba vypoctu.
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N T M perturb. 0.1 k* | EOC | perturb. 0.05 | k* | EOC | perturb. 0.01 | k&* | EOC | perturb. 0.001 | k* | EOC
20 | 0.31416 | 10 | 2.27953x10°! | 29 - | 2.28155x 107! | 29 - 2.28416x 1071 | 29 | - 2.28257x10°1 |29 | -

40 | 0.15708 | 20 | 8.459097x 1072 | 29 | 1.48 | 8.46285x 1072 | 29 | 1.48 | 8.45367x 102 | 28 | 1.49 | 8.456599x 102 | 29 | 1.48
80 | 0.07854 | 40 | 2.35963x 1072 | 29 | 1.88 | 2.36004x 1072 | 29 | 1.88 | 2.35986x 1072 | 28 | 1.87 | 2.36492x 1072 | 28 | 1.87

Tabul'ka 6.69: Priemerny pocet vnutornych iteracii, EOC a L; normy chyb ulohy hladke;j
funkcie (6.4), na ktord bola aplikovana iteracna IIOE schéma, vyuZzivajica least square
gradient, s danym Casovym krokom pre rozne vel'ké a rdzne perturbované corner shifted

siete

N T M | perturb. 0.1 k* | EOC | perturb. 0.05 | k* | EOC | perturb. 0.01 k* | EOC | perturb. 0.001 | k* | EOC
20 | 0.15708 | 20 | 1.55174x 107! | 22 - 1.55237x 107" | 22 - 1.55460x 1071 | 22 - 1.55412x 107" | 22 -

40 | 0.07854 | 40 | 4.63742x 1072 | 22 | 1.81 | 4.61206x 1072 | 22 | 1.81 | 4.602396x 1072 | 21 | 1.82 | 4.60409x 1072 | 21 | 1.82
80 | 0.03927 | 80 | 1.14127x1072 | 21 | 2.06 | 1.13795x 1072 | 21 | 2.06 | 1.13643x10=2 | 20 | 2.05 | 1.13921x1072 | 19 | 2.05

Tabul’ka 6.70: Analdgia s Tabul'kou 6.69, no vel'’kost’” pouzitého Casového kroku je rovna

polovici casového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.69

N T M perturb. 0.1 k* | EOC | perturb. 0.05 | k* | EOC | perturb. 0.01 | k* | EOC | perturb. 0.001 | k* | EOC
20 | 0.07854 | 40 | 1.35147x 107! | 17 - 1.34944x10°' | 17 - 1.35056x 10! | 17 - 1.35092x 10! | 17 -

40 | 0.03927 | 80 | 4.20298 x 102 1.75 | 4.18168 x 1072 1.75 | 4.17751x 1072 | 15 | 1.75 | 4.17869x 102 | 15 | 1.75
80 | 0.01963 | 160 | 1.17588 x 1072 1.87 | 1.1722x1072 | 15| 1.87 | 1.17060x 1072 | 14 | 1.87 | 1.17198x 1072 | 13 | 1.87

—_
—

—_
=)
—_
(=2

—_
W

Tabul'ka 6.71: Analdgia s Tabul'kou 6.69, no vel'’kost” pouzitého casového kroku je rovna

polovici ¢asového kroku uvedeného v Tabul’ke 6.69

Posledné Tabul'ky 6.69, 6.70, 6.71 uvedené v tejto kapitole opit poukazuju na stabilitu
iteraCnej implicitno-explicitnej metddy v rdmci vSetkych uvaZovanych Casovych krokov.
Tabul'’ky potvrdzuji ocakdvani konvergenciu druhého radu tejto metédy a to aj v pripade
rotdcie hladkej funkcie. Znovu plati, Ze sa pocCet vnitornych iterdcii vel'mi neliSi v rdmci
jednej tabul'ky, CiZe pre dany Casovy krok na rézne vel'kych corner shifted siet’ach.
So zniZujicim sa ¢asovym krokom sa zniZuje aj pocet priemernych vnutornych iteracii.
Platnym zostdva aj fakt, Ze so zmenSujicou sa vel'’kost'ou ¢asového kroku sa zmensuje
chyba rieSenia dlohy.

Uvazujme poslednu uvedent ulohu (6.4) s N =20, M = 10, perturb.=0.1. Na ulohu
aplikujeme iteracnti implicitno-explicitnd metddu vyuZivajicu least square gradient
pre vycislenie gradientu v reprezentaénom bode konecného objemu. Obrdzok 6.8 zobrazuje

konvergenciu odmocniny rezidui vo vnitornych iterdcidch v rdmci prvého ¢asového kroku a
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konvergenciu odmocniny rezidui v prvej vnutornej iterdcii uvazujic vSetky Casové kroky
danej ulohy. Obrazky ukazuju, Ze sa rezidua zmenSuju v kazdej nasledujicej vnitornej
iteracii. Vidime, Ze rezidud sa v prvej iteracii k = 1 zmenSuju s kazdym nasledujicim

casovym krokom.

22 24 26 28 30

(a) (b) (©)

Obr. 6.8: Odmocniny rezidui ulohy (6.4), vyuzivajuc least square gradient, v prvom ¢asom
kroku (a), pribliZenie poslednych jedendstich vnutornych iterdcii v prvom ¢asovom kroku
(b), odmocniny rezidui prvej vnitornej iteracie vo vSetkych ¢asovych krokoch (c), pre N =20,

M =10, perturb.=0.1
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7 Zaver

V diplomovej prici sme vyuZzili dva r6zne spdsoby tvorby logicky Stvoruholnikove;j
nerovnomernej siete v 2D. Opisali sme taktieZ viacero spdsobov ziskania hodnoty gradientu
v reprezentacnom bode konecného objemu na baze diamond cell a least square gradient
metddy, ktoré vyznamne prispeli k odhaleniu efektivity metdd s nimi spojenymi.

V ramci prace sme vyvinuli tri metddy pre rieSenie rovnice advekcie uvazovanej
na nerovnomernej doméne v dvojrozmernom priestore. Pri vyskume vSetkych troch metéd
bola vyuzitd metéda konecnych objemov.

Explicitnd metdda bola sice pomerne rychla aj na bezne dostupnej technike, no bola
znacne nestabilnd pri nespravnej vol’be casového kroku, resp. pri vol’be nespravneho pomeru
casového kroku a priemernej dfiky hrany konen¢ného objemu. Nevyhodou metédy bol aj
jej nizky rad konvergencie. Odvodené explicitné schémy vyuZité pre rieSenie konkrétnych
modelovych dloh poukazovali iba na prvy rad presnosti.

Druhou odvodenou metddou bola priama implicitno-explicitnd metéda. Tuto metddu
sme vyvinuli v dvoch variantoch. Prvy sa zameriaval na nerovnomerné siete vzniknuté
posunom reprezentacnych bodov a nédslednym dodefinovanim rohovych uzlov kone¢nych
objemov. Poukdzali sme na ddlezitost’ vyberu vhodného spdsobu vazeného priemerovania
potrebného k vycisleniu hodnoty gradientu v reprezentatnom bode. Tento variant bol
exaktny pre tlohu translicie linedrnej funkcie a druhého radu presnosti pre ostatné uvedené
modelové ulohy. Numerické experimenty potvrdili predpoklad stability schémy. Podarilo sa
nam taktiez ukdzat’, kol'ko nezndmych hodnét vystupuje v jednej rovnici vzniknutého
systému. Druhy variant priamej semi-implicitnej schémy sa sustredil na, v praxi Casto
vyuzivané, corner shifted siete. V tomto pripade sme k vypoctu hodnoty gradientu zvolili
metdédu najmensich Stvorcov. Nasa vol'ba sa ukdzala byt vel'mi prospesnou v Casti tvorby
matice systému. Zistili sme, Ze v kazdej rovnici vysledného systému vystupuje podstatne
menej nezndmych hodndt rieSenia neZ v prvom variante priamej implicitno-explicitnej
metddy. Aj takto odvodend schéma bola vo vsetkych uvazovanych tlohdch stabilnd. Opat
platilo, Ze pre posun linedrnej funkcie je metdda presnd a pre zvySné uvaZované ulohy je
druhého radu presnosti.

Poslednou vyvijanou metédou bola nepriama-iteracnd metdda. Iteracnd metdda bola
modifikdciou priamej implicitno-explicitnej metédy. V tomto pripade sme zamerali svoju

pozornost’ vyhradne na corner shifted siete. Iteracnd metddu sme sa rozhodli preskimat’

72



z dvoch hl'adisk. Najprv sme odskusali vyriesit’ dlohy iterane pomocou semi-implicitnej
metddy vyuzivajicej diamond cell metédu a bilinedrnu interpoldciu. Vo vicSine dloh sa
ukdzalo, Ze bolo potrebné vyuZzit maximéalny povoleny pocet vnitornych iterdcii. Druhym
pristupom k skimaniu iteraCnej metddy bolo vyuzitie metddy least square gradient
pre ziskanie hodnoty gradientu. Druhy variant vykazoval vySSiu mieru efektivity. Takto
stavand metdda bola Casovo aj vypoctovo menej narocnd a zaroven si dokazala zachovat
druhy rad konvergencie a stabilitu.

Diplomova praca splnila svoj ciel' prepojenim priamej implicitno-explicitnej metédy
s rekonStrukciou rieSenia na hrandch za pomoci urcenia gradientu metédou najmensich
Stvorcov. Praca poukdzala na vyhody 1 nevyhody troch roznych odvodenych metdd aj s ich

variantmi.
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