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Abstrakt:

Praca sa venuje odvodeniu numerickych metod na rieSenie parcialnych diferencidlnych rov-
nic anizotropickej a izotropickej difiizie. Vyuzivame principy meto6dy konecnych objemov
na najdenie numerického riesenia anizotropickej Poissonovej rovnice v dvojdimenzional-
nom a trojdimenzionalnom priestore s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami. RieSenie
hTaddme na nerovnomernych polygonélnych sietach. Schéma je implementovana na nerov-
nomernych logicky Stvoruholnikovych sietach. Uréime jej experimentalny rad konvergencie.

KTladové slova: numerické rieSenie, nerovnomerné siet, metdda koneénych objemov, ite-
rac¢nd metoda, Poissonova rovnica, anizotropicka difizia

Abstract:

This work is focused on derivation of numerical methods for partial differential equati-
ons of anisotropic and isotropic diffusion. We are using principles of finite volume method
to find numerical solution of anisotropic Poisson equation in two-dimensional and three-
dimensional space domain with Dirichlet boundary condition. Solution is designed for
general non-uniform polygonal grids. The scheme is implemented on non-uniform logically
rectangular grids and its experimental order of convergence is determined.

Key words: numerical solution, non-uniform grid, finite volume method, iterative met-
hod, Poisson equation, anisotropic diffusion
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1 Uvod

Motivaciou tejto prace je numerické rieSenie ulohy popisujicej anizotropicku diftziu.
Tato tdloha patri medzi eliptické parcidlne diferencidlne rovnice. Tie popisuji deje v rov-
novaznom stave, ako napriklad stacionarne vedenie tepla, potencial prudenia kvapaliny,
potencial elektrostatického pola staciondrneho pradu alebo aj velkost ohybu membrany
pod vplyvom sily [1].

Hlavnym cielom je odvodenie numerickej schémy pre anizotropicka Poissonovu rovnicu
v tvare

=V (A(@)V9) = g(x),
definovanii na ohranic¢enej oblasti €2, s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami.

Na rieSenie tejto rovnice pouzijeme metédu konecénych objemov [3]. Metoda koneénych
objemov je jedna z najpouzivanejsich metéd pre rieSenie rovnic popisujtcich procesy v
spojitom prostredi. Zakladnou myslienkou je rozdelenie vypoctovej oblasti na konecné ob-
jemy. Pre kazdy kone¢ny objem je zvoleny reprezenta¢ny bod. Diferencidlna rovnica je
diskretizovana na sustavu algebraickych rovnic, kde nezname st hodnoty hladanej funkcie
v reprezentacnych bodoch. Najdené hodnoty sa potom pouziji pre cely kone¢ny objem,
¢im dostaneme po c¢astiach konstantné riesenie.

Dalsou motivaciu je spolupraca so spolo¢nostou AVL List, GmbH, Graz [2]. AVL je
najvicsia nezavisla spolo¢nost zaoberajica sa vyvojom, simulaciou a testovanim hnacich
systémov. Jednym zo zamerani spolo¢nosti je vyvoj softvéru AVL Fire, uréeného na simu-
laciu horenia paliva v spalovacich motoroch (vid obrazok 1.1) a dalSie naviazané tlohy.
Cielom spoluprice je nami navrhnuti metédu konecénych objemov pre anizotropicku di-
faziu zapojit do softvéru AVL Fire.

Obr. 1.1: Ukazka simulécie spalovacieho motora v softvéri AVL FIRE
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Pre vyuzitie metody konec¢nych objemov je potrebné najprv rozdelit vypocétovi ob-
last na konec¢né objemy. Delenie vypoctovej oblasti je opisané v druhej kapitole. Pre po-
treby metody pracujeme na nerovnomernych polygonalnych siefach. Pre 3D tlohy je nutné
steny konecnych objemov rozdelit na trojuholniky, pretoze vo vSeobecnosti steny konec-
nych objemov nemaju presne definované tazisko ani normalovy vektor.

Tretia kapitola opisuje odvodenie numerickej schémy najprv pre jednoduchsiu izotro-
picki rovnicu, potom pre vSeobecnejsiu anizotropickt rovnicu. Pre obe je najprv odvodena
lokalna rovnica na kone¢nom objeme. Nésledne vyuzitim bilancie normalovych tokov si
jednotlivé lokdlne rovnice prepojené do globalnej ststavy rovnic. f)alej je v tretej kapitole
odvodend aproximéacia hodnoty gradientu neznamej funkcie v reprezenta¢nych bodoch. V
poslednej casti tejto kapitoly je opisany celkovy itera¢ny algoritmus na riesenie tlohy.

Vypoctové siete byvaju v praxi netrividlne, ako moézme vidiet na obrazku 1.2. KedZe
na takychto v8eobecnych polygonalnych sietach musi byt metoda testovana uz v prostredi
AVL Fire, ¢o sa uskuto¢ni v blizkej budicnosti v spolupraci s kolegami z AVL, v praci
sme zvolili implementaciu na nerovnomernych logicky Stvoruholnikovych sietach, ktoré
st Tahko implementovatelné a vhodné na testovanie metédy. V Stvrtej kapitole je preto
najprv opisany sposob vytvorenia nerovnomernych logicky stvoruholnikovych sieti, na kto-
rych testujeme odvodené schémy. Nasledne odhadujeme experimentalny rad konvergencie
pre jednotlivé typy funkcii v 2D /3D pre izotropicka aj anizotropicka ulohu.

Obr. 1.2: Ukédzka diskretizacie motora

Pri odvodeni numerickej metody vychadzame najmé z prac [3, 4, 8]. Praca [3]
predstavuje zakladné principy odvodenia metody konecnych objemov s vyuzitim Gauss-
Ostrogradského vety pri integracii paciélnej diferencidlnej rovnice na kone¢nom objeme.
Praca [4] nés inSpirovala na zavedenie neznamych na stenach koneénych objemov, ktoré
vstupuji do bilancie tokov a vypoctu gradientu rieSenia na kone¢nom objeme. Myslienky
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z prace 8] vyuzivame pri projekcii reprezentaénych bodov na normaly k stenam konec-
nych objemov a nasledné zostrojenie bilancie tokov pre vSeobecné polygonélne siete a
tlohy s anizotropiou. Naga praca tiez nadvizuje na prace |5, 6, 7|. Prace [6, 7] sa venuji
navrhu metod koneénych objemov pre rieSenie rovnic advekcie a praca [5] rieseniu tloh
izotropickej diftzie na polygonalnych sietach. VSetky tri prace vyuzivaji na aproxima-
ciu rieSenia na stene konec¢ného objemu gradient numerického rieSenia, ktory je ziskany
metdédou najmensich Stvorcov, tzv. least-square gradient. V nasej praci na tento ucel vy-
uzivame aproximaciu gradientu z Gauss-Ostrogradského vety, ktora je velmi prirodzené
pre metodu kone¢nych objemov a presnejSia pre urcité typy sieti, a odvadzame metodu
ako pre izotropicku tak aj pre anizotropicku diftiziu. V pripade anizotropickej diftzie rie-
Sime novym spdsobom projekcie reprezenta¢nych bodov, namiesto na normély k stenam
kone¢nych objemov, na priamky, zodpovedajtice anizotropii na jednotlivych konecnych
objemoch. Sthrnom mdzme povedat, Ze sme vytvorili novit metodu konecnych objemov
pre izotropicka aj anizotropicku diftiiziu na vSeobecnych polygonalnych sietach, ktoré je
druhého radu presnosti a moze byt vyuzita v praktickych aplikaciach, napriklad v prie-
myselnych softvéroch.



2 Diskretizacia vypoctove] oblasti

Majme ohrani¢ent oblast Q C IR% kde d=2 alebo d=3. Oblast Q rozdelime na nerov-
nomernti polygonalnu siet, pozostavajicu z konecnych objemov €2,. Pre objemy (2, plati

a=[]Jq, (2.1)

peEP

kde P je indexova mnozina vSetkych kone¢nych objemov (2,. Pre kazdy objem ,,p € P,
vyberieme reprezenta¢ny bod a oznac¢ime ho z,. Za reprezentac¢ny bod x, budeme brat
tazisko objemu €2,,.

Nech E, je mnozina vSetkych stien (v 2D hran, dalej budeme pouzivat len termim
"steny") objemu £2,. Vo vSeobecnosti v 3D nemoézme predpokladat, ze vsetky steny v
mnozine £, st rovinné. Preto ak stena nie je trojuholnikovd, tak ju rozlozime na trojuhol-
niky.

Majme stenu o s vrcholmi z;,7 = 1, ..., 7. Pre jednoduchost pouZzijeme cyklické oznace-
nie vrcholov z,1 = x1. Vypocitame stred steny oy ako vaZeny priemer

= Z::l |tl|‘fl

i It
kde |t;| je plocha trojuholnika t;, pozostavajiceho z vrcholov x;, x;,1 a 2° = %Z;Zl ;.
Bod z; je tazisko trojuholnika t;. Takto vypocitany bod z* pouZijeme na rozdelenie steny
ay tak, Ze kazdy deliaci trojuholnik tvoria dva susedné vrcholy steny oy a stredovy bod
z*. Potom nech mnozina E; oznacuje mnozinu trojuholnikov ey, ktoré vznikli rozlozenim

(2.2)

vSetkych stien v mnozine F,. Tazisko trojuholnika ey € £ oznacime ;.
Na obrazku 2.1 mézme bledomodrou farbou vidiet znazornené trojuholniky ¢;. Tmavo-
modrou farbou sii zndzornené trojuholniky, ktoré pouzijeme na rozdelenie steny.

10
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Obr. 2.1: RozloZenie steny na trojuholniky ey

V 2D st steny objemov tsecky a teda tazisko xy vieme najst jednoducho, steny
nemusime delit. Mnozina E sa v tomto pripade rovna mnoZine £,
Mnozinu EJ rozdelime na steny, ktoré tvoria hranicu vypoctovej oblasti (2 a na vnitorné
steny tak, ze zavedieme indexové mnoziny

F,={f€Nes € E Nep ¢ 09},

(2.3)
Bp:{bEN,ebeE;/\ebeaQ}.

Mnozina F), obsahuje indexy vSetkych vnitornych stien objemu €2, a mnozina B, obsahuje
indexy stien, ktoré su tiez hranicou vypoctovej oblasti €2.

Dalej nech n,s je vonkajsi normalovy vektor k stene ef, f € F, U B,. Velkost vektora
n,¢ nech je rovna ploche steny e

] = leg]- (2.4)



3 Odvodenie numerickej schémy

V prvej Casti tejto kapitoly najprv odvodime metodu pre izotropickd diftziu, pricom vy-
chadzame z préce [5]. Na rozdiel od [5| neuvazujeme gradient ziskany met6dou najmensich
Stvorcov, ale gradient ziskany pouzitim Gauss-Ostrogradského vety. V druhej podkapitole
odvadzame nami navrhnuti metodu pre anizotropicka diftziu. Tretia ¢ast vyuziva princip
zavedenia neznamych na stenach kone¢nych objemov z prace [4], ktoré sa vyuzivaju v
odvodeni aproximécie gradientu hladanej funkcie, ako aj pri bilancii normalovych tokov.
V poslednej ¢asti tejto kapitoly je opisany navrh algoritmu, ktory spaja metédy odvodené
v predchadzajicich castiach.

3.1 Odvodenie numerickej schémy pre izotropickua difa-
ziu
3.1.1 Rovnica na kone¢nom objeme

Majme Poissonovu rovnicu

V- A@)Ve(@)) = g(z),x € 2, (3.1)
s Dirichletovou okrajovou podmienkou
o(x) = ¢o(x), x € OS2 (3.2)

V odvadzani tejto schémy budeme vyuzivat princip metédy konecnych objemov a preto
rovnicu (3.1) zintegrujeme cez objem (2,

/ V- (AM2)Ve) dr /Q o(z) dz. (3.3)

P

Aplikovanim divergen¢nej vety na lavi stranu rovnice (3.3) prevedieme objemovy integral
na plosny integral

e
Objem €2, ma polygonalnu hranicu takZze mozme rozdelit integral po hranici objemu na
sumu integralov po stenich objemu €2,

- > / et g5 = /ng(m)dx. (3.5)

fEFUB, |npf|

—/ AMz)Vo - el g9 = / g(x) dx. (3.4)
o9, O,

12
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Funkcie A(z) a g(x) nahradime na celom objeme 2, ich hodnotami v reprezenta¢nom bode

Lp
- > /)\qu ot dS /gpdx, (3.6)
fEF,UB, Qp
kde
Ay = A
'y (‘rp>a (37)
9p = 9(xp).

V dalsom kroku aproximujeme deriviciu v smere normalového vektora n,;. Aby sme
mohli pouzit tito aproximaciu potrebujeme aby reprezenta¢ny bod objemu (2, lezal na
priamke definovanej tymto vektorom. Pre vSetky steny ey, f € B, U F, zavedieme priamku

Li(s) = xf + nyss. (3.8)

Pre objemy €, a €, ktoré susedia so stenou ey, ndjdeme projekcie ich reprezenta¢nych
bodov na priamku /¢ nasledovne

Tpf
.Tp/ = l’f - ’dp/f‘ |np ’7
W (3.9)
- d., ’Lf
Lq xf—i_ypf‘nf’?
D.

kde |dys| a |dys| st vzdialenosti bodov z,y a x4 od bodu x, ktoré dostaneme vztahom

n n Nyr - (T —x
dp'f:<($f—fﬂp)' pf) pf _ Tof (s p)npﬁ

n n Nyt - (Tf — x4) '
dr— ( _ - Ny ) pf _ Twf q '
! (w7 =) 1pp|/ |1 Npf = Npf vt

Obr. 3.1: Projekcie bodov x,, a x, na priamku [; definovani vektorom n,¢
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Projektované body x,, pouZijeme na aproximaciu V¢ v smere vektora n,s nasledovne

Mot G O (3.11)
M| |y ]

kde ¢ je hodnota neznamej funkcie ¢(x) v bode s a ¢,y jej hodnota v bode x,,. Dosadenim
(3.11) do (3.6) dostaneme

- > A¢f % 45 — /gpd:L’. (3.12)
fEF,UB, [y Qp

Integral cez stenu e; aproximujeme jej velkostou, ktord je rovna velkosti normalového
vektora n,r. Rovnako integral cez objem Qp aproximujeme jeho velkostou

fEF, v'f

Rovnica (3.13) s nezndmymi ¢; a ¢, plati pre vSetky konec¢né objemy ,,p € F, U
B,. Potrebujeme previest tito sistavu tak, aby nezndme boli hodnoty v reprezentacnych
bodoch z,,p € P. VyuZijeme bilanciu normélovych tokov.

3.1.2 Bilancia normalovych tokov
Majme objemy €2, a €, také Ze existuje stena ey, ktord patri do EJ a zaroven do Ej.
Spravime bilanciu normalovych tokov cez stenu ey z kone¢ného objemu €, do €2,
ANV -nyp = AV ngy. (3.14)
Pouzijeme aproximéciu (3.11) na (3.14)

¢f (bp
|dy s

¢f ¢q

—p
T ldgy]

= r|l = Ag=—— [ nay | (3.15)

Z (3.15) vyjadrenim ¢ dostaneme

/\p|dq’f|¢p’ + >‘q|dp’f|¢q’
)‘p‘dq’f‘ + )‘q’dp’f’

br = (3.16)

V rovnici (3.16) si moézme vSimnut, Ze ¢y sme vyjadrili ako vazeny priemer hodnot ¢, a
¢q. Na aproximéciu ¢, pouZzijeme Taylorov rozvoj v bode z,

Gy R bp+ Vp - (T — 3p) = ¢+ V- dyy, (3.17)
kde d,, oznacuje vektor z bodu z, do bodu =, a V¢, oznacuje hodnotu gradientu funkcie
¢(x) v reprezenta¢nom bode x,. Dosadenim (3.17) do (3.16) za ¢, aj ¢, dostaneme

)‘p|dq’f|
)‘p’dq’f’ + )‘q|d’p’f|

/\q|dp’f |

Or =
! /\p|dq’f| + /\q|dp’f|

((bq + V¢q ’ dqq’>~ (3-18)

(¢p + v¢p ’ dpp’) +
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Potom

br — Gy = )‘p’dq’f’(bp’ + )‘q|dp’f’¢q’ — ¢y
>‘p|dq/f| + )‘q‘dp’f‘
_ Ap’dq’f’@o/ + )‘q’dp’f’%’ . )‘p’dq’f’@o’ + )‘q|dp/f’¢p’ (3 19)
/\p|dq’f| + >‘q|dp’f| )‘p|dq’f| + )‘q|dp/f| '

)‘q|dp’f|
= (bg + Vb - Aoy — Gp — Vb - diy).
)‘p’dq’f’+)‘q|dp’f| ! o ! P

Rovnica (3.19) plati pre vSetky steny ey, f € F,, teda pre vSetky vnitorné steny. Pre steny
ey, b € B, modzme na vyjadrenie hodnoty ¢(x,) pouzit okrajovii podmienku

Do — p = Go(T1) — Gp — VO - dyyy- (3.20)

3.1.3 Globalna stustava rovnic

V dalSom kroku rozdelime sumu v rovnici (3.13) na sumu cez vnitorne a vonkajsie
steny a dosadime (3.19), (3.20)

n Aqldp ]
~ Y bo — b+ Vg - doyr — Vb - o)) —
2 Ty + Al 1~ O+ Vo o = V0, )

I, (3.21)
- Z Ap 1ot (6 — &p — Vb - dppy) = |-

beBy ’ ‘dp’b’

Upravime tak aby nezname hodnoty funkcie ¢(x) v reprezentaénych bodoch kone¢nych
objemov boli na lavej strane, ostatné na pravej strane

Z Ryp(9p — ¢g) + Z Kppop =

feF beBy
(3.22)
= |9, + Z Rpp (Vg - deg — Vo - dyy) + Z Kpp(dp — Vo - dpy ),
feFy beB),
kde
R, = Ap}‘q’npﬂ
WP No|dyy r|
p‘ q’f“" q’ p’f’
(3.23)
Ko = Ap|py]

b — .
g ‘dp’b’



KAPITOLA 3. ODVODENIE NUMERICKE.J SCHEMY 16

3.2 Odvodenie numerickej schémy pre anizotropicku di-
flziu

3.2.1 Rovnica na kone¢cnom objeme

Majme anizotropickil Poissonovu rovnicu
V- (A@) V) = g(a). (3.24)

Rovnicu (3.24) prevedieme na tvar (3.4), integrovanim cez koneény objem (2, a aplikovanim
divergen¢nej vety na lavi stranu rovnice

_ /an (A($)V¢> |ZZ| ds = /Qp g(z) dz. (3.25)

Dalej z vlastnosti symetrickej matice A mézme vymenit poradie skaldrneho sicinu

_/BQP (A(x)|ZZ|) -ngdS:/ng(x) da. (3.26)

Rozdelime integral cez 0€), na sumu integralov cez steny ey, f € F, U B,

S / npf vgde:/ngpda;, (3.27)

fEFUB, |npf|

ktoré d'alej aproximujeme do tvaru

Z Apnpp - Vo = Q| gp. (3.28)

feF,UB,

Rovnako ako v (3.11) aproximujeme derivaciu v smere. Pri anizotropickej diftzii projekcie
reprezenata¢nych bodov zévisia aj od difuzneho koeficientu A(z). Pre kazdu stenu potre-
bujeme dve priamky [,7(s) a l,7(s), na ktoré budeme projektovat reprezentac¢né body z,,
x4 susediace s danou stenou ey. Priamky maji tvar

lpf(s) =xy + Apnpss,

(3.29)
qu(s) =Ty + Aqans.
Projekcie reprezentac¢nych bodov st
n
‘/EP/ |dpf||Ap pf|
A”n”f (3.30)
q'qf

mq/:xf_‘dq/f“Anf‘7
q'7q
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kde d, s a dys st dané vztahom

A A A . _
dy; = <($f — ) plpf ) ps _ Apnps - (x4 xp)A

) — o
|Apnps|/ | Apnpy| Apnypp - Apnpy m (3.31)
drr — ((x — ) - Agngy ) Agngy _ Aqngs - (4 _ajq)A n
v d ! | Agngsl/ [Agngy] Agngy - Agngy aal

Obr. 3.2: Projekcie reprezanta¢nych bodov z, a z,

V (3.28) aproximujeme derivaciu v smere vektora A,n, nasledovne

An ¢ — ¢ ’
Apnpp - Vo = [Apnyy| Ap o Vo & [Apny| fd = (3.32)
| Aptipy] |dy |
Do (3.28) dosadime (3.32)a dostaneme
Or — Py
= D0 A H = g (3.39
p'f

Tuato ststavu potrebujeme previest na sistavu rovnic s nezndmymi ¢, a ¢, reprezen-
tujiicimi aproximaciu rieSenia funkcie ¢ v reprezenta¢nych bodoch koneénych objemov
Q2,,p € P. Potrebujeme teda vyjadrit ¢; a ¢,y pomocou ¢, ¢,.
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3.2.2 Bilancia normalovych tokov

Bilancia normalovych tokov cez stenu ef z kone¢ného objemu €2, do susedného objemu
(2, je dané rovnicou

—Aquﬁ cNpf = AqV¢ cNgf- (334)
Pouzitim aproximécie (3.32) dostaneme
br — Ov br — Og
—[Apnpy] fd == | Agng] fd -, (3.35)
| p’f| | q’f|

odkial

b = [Apnpsl|dg [P + [Agngs|ldy £l oy
[ Apnpslldy s| 4 |Agnaglldy |

Na vyjadrenie hodnoty ¢, pouZijeme aproximdciu Taylorovym polynémom prvého radu

rovnako ako v (3.20). Dosadenim (3.20) do (3.36) dostaneme

(3.36)

|Aqan| |dy ]

|Apnpf | |dq’f| 4
|Apnpf||dq’f| + |Aqan||dp’f|

N ‘Apnpf||dq’f| + |Aq”qf||dp’f|

(bf (¢p+v¢p'dpp’) (¢q+v¢q‘dqq’)-

(3.37)
Potom pre vnitorné steny e, f € F), plati

|Aqan | |d:n’f’
|Apnprdq’f’ + ’AqanHdp’f‘

¢f - ¢p’ = (¢q + v% ) dqq’ - ¢p - V¢p ) dpp’)? (338)

a pre steny e;, b € B, ktoré lezia na hranici 02 plati

Oy — by = Py — Pp — Vb - dypr. (3.39)

3.2.3 Globalna stustava rovnic

Do rovnice (3.28) dosadime (3.38) za ¢y — ¢y, f € F, a (3.39) za ¢, — ¢, b € B,

| Apriny | |Agngsldy |
- (g — Op + Vo, - dyy — Vb - dppy)—
fGZF |dp/f| |Apnpf||dq’f| + |Aqan||dp/f| q P q qq D P ( )
p 7pTp 3.40
An
_ | Ap pb’(¢b—¢p—v¢p-dpp/) = |9,
|dyp|
beB, p
Upravenim (3.40) dostaneme vysledni schému pre anizotropicku difaziu
D Rpp(6p—00) + Y Ky =
feF, bEB, (3 41)

= [Qp|gp + Z Rpp (Vg - deg — V- dyy) + Z Kpp(dp — Vy - dpyy ),

feFy beBy
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kde
Ry = |Apnpf‘|‘4qan‘
Y | Apnpslldyrs| + ’AqanHdp’f’ (3.42)
K b = ‘Apnpbl
? |dp’b| '

Vysledné schéma (3.41) je zovseobecnenim schémy (3.22), kde difazny tenzor je diagonalna

matica A@) 0
Alz)=1 0 Xz) 0 |. (3.43)
0 0 Aax)

3.3 Vypocet gradientu

V (3.22) a (3.41) sme dostali na pravej strane Vo, a V¢, ktoré st tiez nezname. Potre-
bujeme odvodit vztah na vypocet hodnoty gradientu v reprezentacnych bodoch kone¢nych
objemov €2,. Odvodime ho z Gauss-Ostrogradského vety

/ Vodr = | Vo2l gs. (3.44)
Q, 8

’npf‘

Integral po hranici objemu €, rozdelime na sumu integralov cez steny ey, f € F,U B,

/ Vode= Y / Vo2l 4s, (3.45)

fGF UB ’npf|

Dalej integraly aproximujeme na celej oblasti ich hodnotou v reprezentacnom bode danej
oblasti vynasobenou velkostou danej oblasti

IV, = D leflor? +Z|eb|¢oxb|

fEF, | Npf ‘ beBy p’

(3.46)

Potom

Vo, = |QL( Z Ppnpr + Z Po (s npb> (3.47)

fery beBy

3.4 Iteracny algoritmus rieSenia

V tejto Casti prace predstavime rieSenie nami odvodenych numerickych schém (3.41) a
(3.22). Riesenie budeme hladat itera¢nou metodou. Algoritmus za¢ina vypodcitanim matice
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Tavej strany, ktora sa vo v8etkych iteraciach nemeni. V k —tej iterécii, k = 1,2, ... budeme
riesit systém
k k k
Z Rpf(¢p - ¢q) + Z Kpp#y, =
fer, beB,

= |Qp|gp + Z Rpf(v¢]; ’ dqq’ - VQS;; ’ dpp’) + Z Kpb(¢b - V¢'§ ’ dpp’)-

fer beBy

(3.48)

Ako prvé vypocitame hodnotu

| Agngyl|dy ¢
|Apnpf||dq’f| + |Aqan||dp’f’

¢k—1 B | Apnpslldy ]
f

_ (¢k—1+v¢k—1_d ,
|Apnpf||dq’f| + |Aqan||dp’f’ I “

q

19)

(5 4V dyy )+

z ktorej potom dostaneme hodnotu gradientu

Vek = m—b( >+ Y ¢0(xb)npb>. (3.50)

fEF, beB,

Pre k = 1 pouzijeme hodnoty V¢) = 0 a ¢) = 0 pre vietky objemy. Gradient z (3.50)
dosadime do (3.48), ¢im dostaneme sustavu linearnych rovnic.

V kazdej iteracii poc¢itame Lo normu starého a nového riesenia, aby sme zistili ¢i nové
rieSenie nedokonvergovalo. Ak je L, norma mensia ako treshold = 1071 iterdcie skonéia.
Nasledovny algoritmus popisuje hladanie rieSenia.

Algoritmus rieSenia

Vypocitaj koeficienty Ryr, Ky,
Zostroj maticu lavej strany
while dif > treshold do
Vypocitay gbffl
Vypocitaj qu];*l
Najdi pravi stranu
Vyries sustavu rovnic
dif < Lo norma starého a nového riesenia

end




4 Numerické experimenty

Numerické metody odvodené v tejto praci sme implementovali v programovacom ja-
zyvku C4++. V tejto casti prace sa zameriame na testovanie tychto metod. Zvolime rozne
typy funkcii, ktoré budu predstavovat presné rieSenie. Ako okrajové podmienky pouzijeme
presné rieSenie na celej hranici. Na tychto modelovych prikladoch budeme sledovat chyby
numerického rieSenia v L, norme. Taktiez budeme skimat experimentalny rad konver-
gencie (dalej len EOC) pri zjemiiovani vypoctovej siete. V numerickych experimentoch
uvadzame aj pocet iterdcii potrebnych na dokonvergovanie numerického riesenia.

4.1 Vypoctova siet

Nerovnomerné polygonalne siete mézu byt vo vSeobecnosti velmi komplikované, vid
obrazok 4.1. Ich vytvorenie pri redlnych prikladoch je vacsinou netrividlne. Preto budeme
odvodené metody testovat na simulovanych logicky Stvoruholnikovych siefach. Priklady
takychto sieti st znadzornené na obrazkoch 4.2 a 4.3. Tvorbu vypoctovej siete uvedieme
pre 3D pripad, v 2D su siete vytvorené analogicky.

Obr. 4.1: Priklad komplikovanej polygonalnej siete

21
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Nerovnomerni siet vytvorime z rovnomernej pripoc¢itanim nahodného vektora ku
kazdému bodu siete. Nech je dand vypoctova oblast €2 = I; x I, x I3. Majme rovnomernii
Stvoruholnikovi siet na oblasti €2, kde n, je pocet kone¢nych objemov v smere osi z, n, v
smere osi y a n, v smere osi z. Potom dlzky stran konecénych objemov su

I I I3
dr = —, dy = —, dz = —.

4.1
Ny Ny n, (4.1)

Ku v8etkym bodom siete, ktoré netvoria hranicu oblasti €2 pripo¢itame ndhodny vektor
v = (g, vy, v;). Pre vektor v musi platit

— dz x randFactor < v, < dx * randFactor,
— dy * randFactor < v, < dy * randFactor, (4.2)

— dz *x randFactor < v, < dz * randFactor.

kde randFactor vyjadruje maximalne o kolko precent dlzky strany rovnomernej siete sa
moze bod posunit v kazdom smere. Toto ¢islo je z intervalu [0, 0.4], aby siet ostala logicky
Stvoruholnikova. Pri va¢sine numerickych experimentov pouzivame siet s randFactor =
0.3. Body leziace na hranici 2 posunieme tak aby sa zachoval interval Iy x I x I3 oblasti

Q.

1.0 'I‘
4
0aLE
0.5
M
0.4
0.2
i}
i
0.2 0.4 0.5 0.8 1.0

Obr. 4.2: Priklad nerovnormenej 2D siete na intervale [0, 1] x [0, 1], randFactor = 0.2
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Obr. 4.3: Priklad nerovnormenej 3D siete na intervale [0, 1] [0, 1] x[0, 1], rand Factor = 0.2

4.2 2D experimenty

Majme line4drnu funkciu
¢(x,y) =z +y. (4.3)
V tlohe (3.1) pouzijeme ako neznamu funkciu (4.3). Tuto tlohu budeme riesit s nasledov-
nymi koeficientami a pravymi stranami

Mz,y) =1, g(z,y) =0, (4.4)
Mz,y)=z+y+1, glr,y)=-2 (4.5)
Pre koeficient (4.4) dostaneme vysledky v tabulke 4.1.

Siet L2 EOC Iter
18 x 22 2.84961e-15 - 15
36 x 44 1.38744e-15 - 16
72 x 88 2.64482e-15 - 16

144 x 196 5.98365e-15 - 24

Tabulka 4.1: Ly norma chyby pre riesenie tlohy (4.3) s koeficientom (4.4)

KedZe chyba okolo radu 1 x 10715 sa d4 povaZzovat za strojovi chybu, tak tabulka 4.1
ukazuje, ze metdéda dava presné rieSenie pre linearnu funkciu s konstantnym koeficientom



KAPITOLA 4. NUMERICKE EXPERIMENTY 24

A. Riesenie pre tuto tdlohu je presné pretoze funkciu A nemusime aproximovat a taktiez v
aproximacii (3.11) dostavame pre linearnu funkciu identitu.
Pre linearnu funkciu (4.3) s koeficientom (4.5) dostaneme nasledujicu tabulku vysledkov

Siet L2 EOC Iter

18 x 22 0.000391875 - 15
36 x 44 9.29827e-05 2.07536 17
72 x 88 2.2733e-05  2.03217 16
144 x 196 5.18235e-06 2.13311 28

Tabulka 4.2: Ly norma chyby pre rieSenie tlohy (4.3) s koeficientom (4.5)

Tabulka 4.2 naznacuje, ze metoéda by mohla byt druhého radu presnosti.
Dalej nech je dana funkcia

22 4 g2
o(z,y) = — (4.6)
a diftzny koeficient
Aa,y) = VT P+ 1. (4.7
Dostavame pravi stranu
g(x,y) = =322 +y> —2 (4.8)
Pre tieto funkcie dostaneme tabulku 4.3.
Siet L2 EOC TIter

18 x 22 0.000546886 - 21
36 x 44 0.000134424 2.02445 25
72 x 88 3.25881e-05 2.04437 26
144 x 196 7.39892e-06 2.13896 29

Tabulka 4.3: Ly norma chyby pre rieSenie tlohy (4.6) s koeficientom (4.7)

Tabulka 4.3 rovnako ako 4.2 ukazuje, Ze by sa malo jednat o met6du druhého radu.
Dalgie experimenty v tejto ¢asti buda skimat anizotropicku ulohu (3.24). Ako prva
vyskisame linearnu funkciu (4.3) s koeficientom

1 0.25} | (1.9)

Alz,y) = [0.25 0.5

pre ktoré dostaneme nulova prava stranu.
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Siet L2 EOC TIter
18 x 22 7.10025e-14 - 48
36 x 44 3.27728e-14 - 48
72 x 88 2.17758e-14 - 25

144 x 196  6.4413e-15 - o8

Tabulka 4.4: Ly norma chyby pre riesenie tlohy (4.3) s koeficientom (4.9)

Rovnako ako v neanizotropickom pripade, aj teraz sme dostali presné riesenie pre
linedrnu funkciu.
Dalej budeme skumat rad konvergencie na funkcii

$(x,y) = a* + 37, (4.10)
s anizotropickym koeficientom
lrt+y+1 0.5
Awy) =" 05 aqy+i (4-11)
a pravou stranou
g(z,y) = —6x — 92% — 6y — 9y* — 122y. (4.12)
Aj pre tuto ulohu dostavame EOC priblizne rovné 2, zobrazené v tabulke 4.5.
Siet L2 EOC Iter
18 x 22 0.0018855 - 22
36 x 44 0.000466029 2.01646 26
72 x 88  0.000109484 2.0897 29
144 x 196 2.61786e-05 2.06426 35
Tabulka 4.5: Ly norma chyby pre rieSenie tlohy (4.10) s koeficientom (4.11)
4.3 3D experimenty
Majme linedrnu funkciu
o(r,y,2) =x4+y+z (4.13)
a konstantny koeficient
Mz, y,2) = 1. (4.14)

Tato funkciu pouzijeme ako presné rieSenie aj ako okrajovi podmienku pre diferencialnu
rovnicu (3.1), kde dostaneme nulovi pravid stranu.
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Siet L2 EOC Iter
8 x 10 x 12 3.08874e-15 - 15
16 x 20 x 24 4.19874e-15 - 15
32 x 40 x 48 6.99507e-15 - 15
64 x 80 x 96 3.60595e-15 - 15

Tabulka 4.6: Ly norma chyby pre rieSenie tlohy (4.13) s koeficientom (4.14)

V dal'som budeme riesit rovnakt dlohu s funkciami

P, y,2) = "V 4 2, (4.15)
Mz,y,2) =2* + 1, (4.16)
g(x,y, 2) = 26" — 3eTHTE(] 4 42). (4.17)
Siet L2 EOC TIter
8§ x 10 x 12 0.0172678 - 16

16 x 20 x 24 0.00404798 2.09281 15
32 x 40 x 48 0.00105313 1.94252 17
64 x 80 x 96 0.00026445 1.99362 18

Tabulka 4.7: Ly norma chyby pre rieSenie tlohy (4.15) s koeficientom (4.16)

Ako posledny experiment uvedieme numerické rieSenie anizotropickej ulohy (3.24).
Najprv pre linearnu funkciu (4.13) s anizotropickym koeficientom

1 0.1 0.05
Alz,y,z)= 101 1 0.1], (4.18)
0.05 0.1 1
pravou stranou
9(@,y,2) =0, (4.19)

potom pre exponencialnu funkciu (4.15) s koeficientom

z+1 01 0.05
Alx,y,2)=1 01 y+1 0.1 (4.20)
005 01 =z+1

a pravou stranou
g(z,y,2) = =3.5e" VT — " TVTH(1 + 1) — "V (1 + ) — "V (1 + 2). (4.21)

Dostaneme nasledovné Ly chyby a EOC v tabulkach 4.8 a 4.9.
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Siet L2 EOC Iter
8 x 10 x 12 5.95663e-15 - 27
16 x 20 x 24 1.32856e-14 - 25
32 x 40 x 48 1.16048e-14 - 27
64 x 80 x 96 1.02561e-14 - 28

Tabulka 4.8: Ly norma chyby pre rieSenie tlohy (4.13) s koeficientom (4.18)

Siet L2 EOC TIter
8 x 10 x 12 0.00245321 - 26
16 x 20 x 24 0.000561656 2.12691 29
32 x 40 x 48 0.00110697  2.05947 30
64 x 80 x 96 0.000269728 2.03704 29

Tabulka 4.9: Ly norma chyby pre rieSenie tlohy (4.15) s koeficientom (4.20)

Na tabulkéach 4.6 a 4.8 vidime, Ze pre linearnu funkciu s konStantnym koeficientom
A, alebo konstantnym tenzorom A dostédvame presné rieSenie pre anizotropicku aj izotro-
picka dlohu. Tabulky 4.7 a 4.9 potvrdzuju 2. rad presnosti metody aj v 3D.



b Zaver

Zamerom prace bolo odvodit numericki schému na rieSenie tlohy anizotropickej diftuzie
na nerovnomernych sietach. V praci sme vychadzali z metoédy koneénych objemov. Ako
prvé sme odvodili numerickt schému pre izotropicku diftziu, ktort sme zovSeobecnili na
anizotropicki. Pre potreby rieSenia oboch numerickych schém sme odvodili aproximaciu
hodnoty gradientu neznamej funkcie na kone¢nom objeme. Pri aproximécii gradientu sme
vychadzali z Gauss-Ostrogradského vety. Taktiez sme navrhli algoritmus rieSenia odvode-
nych numerickych schém, ktory sme implementovali v programovacom jazyku C-++.

Numerické experimenty sme uskutoc¢nili na simulovanych logicky Stvoruholnikovych sie-
tach. Tie ukazali, Ze ak je nezndma funkcia linedrna a diftzny koeficient konstantny, dosta-
neme naSou metédou presné rieSenie pre Tubovolni vypoc¢tovi siet. Pre vSetky iné testo-
vané funkcie sme pri zjemnovani vypoctovej siete dostali experimentalny rad konvergencie
rovny dvom. Tieto vysledky sa zhoduji s experimentami vykonanymi nami navrhnutou
metddou v spolo¢nosti AVL na vSeobecnych polygonélnych sietach, ktorych priklad je
znézorneny na obrazku 4.1.

Prinosom tejto prace je vytvorenie numerickej metdédy na rieSenie izotropickej a anizotro-
pickej Poissonovej rovnice s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami. Na rozdiel od pred-
chadzajucich prac vyuzivame na aproximéciu gradientu rieSenia Gauss-Ostrogradského
vetu a kombinujeme vypocet gradientu a bilanciu tokov s rieSenim linedrneho systému
itera¢nym sposobom. Odvodend metdda by sa dala jednoducho zovSeobecnit na tlohu so
zlozitejSimi okrajovymi podmienkami.
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