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Abstrakt:

Práca sa venuje odvodeniu numerických metód na rie²enie parciálnych diferenciálnych rov-
níc anizotropickej a izotropickej difúzie. Vyuºívame princípy metódy kone£ných objemov
na nájdenie numerického rie²enia anizotropickej Poissonovej rovnice v dvojdimenzionál-
nom a trojdimenzionálnom priestore s Dirichletovými okrajovými podmienkami. Rie²enie
h©adáme na nerovnomerných polygonálnych sie´ach. Schéma je implementovaná na nerov-
nomerných logicky ²tvoruholníkových sie´ach. Ur£íme jej experimentálny rád konvergencie.

K©ú£ové slová: numerické rie²enie, nerovnomerná sie´, metóda kone£ných objemov, ite-
ra£ná metóda, Poissonova rovnica, anizotropická difúzia

Abstract:

This work is focused on derivation of numerical methods for partial di�erential equati-
ons of anisotropic and isotropic di�usion. We are using principles of �nite volume method
to �nd numerical solution of anisotropic Poisson equation in two-dimensional and three-
dimensional space domain with Dirichlet boundary condition. Solution is designed for
general non-uniform polygonal grids. The scheme is implemented on non-uniform logically
rectangular grids and its experimental order of convergence is determined.

Key words: numerical solution, non-uniform grid, �nite volume method, iterative met-
hod, Poisson equation, anisotropic di�usion
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1 Úvod

Motiváciou tejto práce je numerické rie²enie úlohy popisujúcej anizotropickú difúziu.
Táto úloha patrí medzi eliptické parciálne diferenciálne rovnice. Tie popisujú deje v rov-
nováºnom stave, ako napríklad stacionárne vedenie tepla, potenciál prúdenia kvapaliny,
potencíál elektrostatického po©a stacionárneho prúdu alebo aj ve©kos´ ohybu membrány
pod vplyvom sily [1].
Hlavným cie©om je odvodenie numerickej schémy pre anizotropickú Poissonovu rovnicu

v tvare
−∇ · (A(x)∇φ) = g(x),

de�novanú na ohrani£enej oblasti Ω, s Dirichletovými okrajovými podmienkami.
Na rie²enie tejto rovnice pouºijeme metódu kone£ných objemov [3]. Metóda kone£ných

objemov je jedna z najpouºívanej²ích metód pre rie²enie rovníc popisujúcich procesy v
spojitom prostredí. Základnou my²lienkou je rozdelenie výpo£tovej oblasti na kone£né ob-
jemy. Pre kaºdý kone£ný objem je zvolený reprezenta£ný bod. Diferenciálna rovnica je
diskretizovaná na sústavu algebraických rovníc, kde neznáme sú hodnoty h©adanej funkcie
v reprezenta£ných bodoch. Nájdené hodnoty sa potom pouºijú pre celý kone£ný objem,
£ím dostaneme po £astiach kon²tantné rie²enie.
�al²ou motiváciu je spolupráca so spolo£nos´ou AVL List, GmbH, Graz [2]. AVL je

najvä£²ia nezávislá spolo£nos´ zaoberajúca sa vývojom, simuláciou a testovaním hnacích
systémov. Jedným zo zameraní spolo£nosti je vývoj softvéru AVL Fire, ur£eného na simu-
láciu horenia paliva v spa©ovacích motoroch (vi¤ obrázok 1.1) a ¤al²ie naviazané úlohy.
Cie©om spolupráce je nami navrhnutú metódu kone£ných objemov pre anizotropickú di-
fúziu zapoji´ do softvéru AVL Fire.

Obr. 1.1: Ukáºka simulácie spa©ovacieho motora v softvéri AVL FIRE
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Pre vyuºitie metódy kone£ných objemov je potrebné najprv rozdeli´ výpo£tovú ob-
las´ na kone£né objemy. Delenie výpo£tovej oblasti je opísané v druhej kapitole. Pre po-
treby metódy pracujeme na nerovnomerných polygonálnych sie´ach. Pre 3D úlohy je nutné
steny kone£ných objemov rozdeli´ na trojuholníky, pretoºe vo v²eobecnosti steny kone£-
ných objemov nemajú presne de�nované ´aºisko ani normálový vektor.
Tretia kapitola opisuje odvodenie numerickej schémy najprv pre jednoduch²iu izotro-

pickú rovnicu, potom pre v²eobecnej²iu anizotropickú rovnicu. Pre obe je najprv odvodená
lokálna rovnica na kone£nom objeme. Následne vyuºitím bilancie normálových tokov sú
jednotlivé lokálne rovnice prepojené do globálnej sústavy rovníc. �alej je v tretej kapitole
odvodená aproximácia hodnoty gradientu neznámej funkcie v reprezenta£ných bodoch. V
poslednej £asti tejto kapitoly je opisaný celkový itera£ný algoritmus na rie²enie úlohy.
Výpo£tové siete bývajú v praxi netriviálne, ako môºme vidie´ na obrázku 1.2. Ke¤ºe

na takýchto v²eobecných polygonálnych sie´ach musí by´ metóda testovaná uº v prostredí
AVL Fire, £o sa uskuto£ní v blízkej budúcnosti v spolupráci s kolegami z AVL, v práci
sme zvolili implementáciu na nerovnomerných logicky ²tvoruholníkových sie´ach, ktoré
sú ©ahko implementovate©né a vhodné na testovanie metódy. V ²tvrtej kapitole je preto
najprv opísaný spôsob vytvorenia nerovnomerných logicky ²tvoruholníkových sietí, na kto-
rých testujeme odvodené schémy. Následne odhadujeme experimentálny rád konvergencie
pre jednotlivé typy funkcií v 2D/3D pre izotropickú aj anizotropickú úlohu.

Obr. 1.2: Ukáºka diskretizácie motora

Pri odvodení numerickej metódy vychádzame najmä z prác [3, 4, 8]. Práca [3]
predstavuje základné princípy odvodenia metódy kone£ných objemov s vyuºitím Gauss-
Ostrogradského vety pri integrácii paciálnej diferenciálnej rovnice na kone£nom objeme.
Práca [4] nás in²pirovala na zavedenie neznámych na stenách kone£ných objemov, ktoré
vstupujú do bilancie tokov a výpo£tu gradientu rie²enia na kone£nom objeme. My²lienky
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z práce [8] vyuºívame pri projekcii reprezenta£ných bodov na normály k stenám kone£-
ných objemov a následné zostrojenie bilancie tokov pre v²eobecné polygonálne siete a
úlohy s anizotropiou. Na²a práca tieº nadväzuje na práce [5, 6, 7]. Práce [6, 7] sa venujú
návrhu metód kone£ných objemov pre rie²enie rovníc advekcie a práca [5] rie²eniu úloh
izotropickej difúzie na polygonálnych sie´ach. V²etky tri práce vyuºívajú na aproximá-
ciu rie²enia na stene kone£ného objemu gradient numerického rie²enia, ktorý je získaný
metódou najmen²ích ²tvorcov, tzv. least-square gradient. V na²ej práci na tento ú£el vy-
uºívame aproximáciu gradientu z Gauss-Ostrogradského vety, ktorá je ve©mi prirodzená
pre metódu kone£ných objemov a presnej²ia pre ur£ité typy sietí, a odvádzame metódu
ako pre izotropickú tak aj pre anizotropickú difúziu. V prípade anizotropickej difúzie rie-
²ime novým spôsobom projekcie reprezenta£ných bodov, namiesto na normály k stenám
kone£ných objemov, na priamky, zodpovedajúce anizotropii na jednotlivých kone£ných
objemoch. Súhrnom môºme poveda´, ºe sme vytvorili novú metódu kone£ných objemov
pre izotropickú aj anizotropickú difúziu na v²eobecných polygonálnych sie´ach, ktorá je
druhého rádu presnosti a môºe by´ vyuºitá v praktických aplikáciách, napríklad v prie-
myselných softvéroch.



2 Diskretizácia výpo£tovej oblasti

Majme ohrani£enú oblas´ Ω ⊂ IRd, kde d=2 alebo d=3. Oblas´ Ω rozdelíme na nerov-
nomernú polygonálnu sie´, pozostávajúcu z kone£ných objemov Ωp. Pre objemy Ωp platí

Ω =
⋃
p∈P

Ωp, (2.1)

kde P je indexová mnoºina v²etkých kone£ných objemov Ωp. Pre kaºdý objem Ωp, p ∈ P,
vyberieme reprezenta£ný bod a ozna£íme ho xp. Za reprezenta£ný bod xp budeme bra´
´aºisko objemu Ωp.
Nech Ep je mnoºina v²etkých stien (v 2D hrán, ¤alej budeme pouºiva´ len termím

"steny") objemu Ωp. Vo v²eobecnosti v 3D nemôºme predpoklada´, ºe v²etky steny v
mnoºine Ep sú rovinné. Preto ak stena nie je trojuholníková, tak ju rozloºíme na trojuhol-
níky.
Majme stenu αf s vrcholmi xi, i = 1, ..., r. Pre jednoduchos´ pouºijeme cyklické ozna£e-

nie vrcholov xr+1 = x1. Vypo£ítame stred steny αf ako váºený priemer

x∗ =

∑r
i=1 |ti|x̄i∑r
i=1 |ti|

, (2.2)

kde |ti| je plocha trojuholníka ti, pozostávajúceho z vrcholov xi, xi+1 a x0 = 1
r

∑r
j=1 xj.

Bod x̄i je ´aºisko trojuholníka ti. Takto vypo£ítaný bod x∗ pouºijeme na rozdelenie steny
αf tak, ºe kaºdý deliaci trojuholník tvoria dva susedné vrcholy steny αf a stredový bod
x∗. Potom nech mnoºina E∗p ozna£uje mnoºinu trojuholníkov ef , ktoré vznikli rozloºením
v²etkých stien v mnoºine Ep. �aºisko trojuholníka ef ∈ E∗p ozna£íme xf .
Na obrázku 2.1 môºme bledomodrou farbou vidie´ znázornené trojuholníky ti. Tmavo-

modrou farbou sú znázornené trojuholníky, ktoré pouºijeme na rozdelenie steny.

10
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Obr. 2.1: Rozloºenie steny na trojuholníky ef

V 2D sú steny objemov úse£ky a teda ´aºisko xf vieme nájs´ jednoducho, steny
nemusíme deli´. Mnoºina E∗p sa v tomto prípade rovná mnoºine Ep.
Mnoºinu E∗p rozdelíme na steny, ktoré tvoria hranicu výpo£tovej oblasti Ω a na vnútorné

steny tak, ºe zavedieme indexové mnoºiny

Fp = {f ∈ N, ef ∈ E∗p ∧ ef 6∈ ∂Ω},
Bp = {b ∈ N, eb ∈ E∗p ∧ eb ∈ ∂Ω}.

(2.3)

Mnoºina Fp obsahuje indexy v²etkých vnútorných stien objemu Ωp a mnoºina Bp obsahuje
indexy stien, ktoré sú tieº hranicou výpo£tovej oblasti Ω.
�alej nech npf je vonkaj²í normálový vektor k stene ef , f ∈ Fp ∪ Bp. Ve©kos´ vektora

npf nech je rovná ploche steny ef
|npf | = |ef |. (2.4)



3 Odvodenie numerickej schémy

V prvej £asti tejto kapitoly najprv odvodíme metódu pre izotropickú difúziu, pri£om vy-
chádzame z práce [5]. Na rozdiel od [5] neuvaºujeme gradient získaný metódou najmen²ích
²tvorcov, ale gradient získaný pouºitím Gauss-Ostrogradského vety. V druhej podkapitole
odvádzame nami navrhnutú metódu pre anizotropickú difúziu. Tretia £as´ vyuºíva princíp
zavedenia neznámych na stenách kone£ných objemov z práce [4], ktoré sa vyuºívajú v
odvodení aproximácie gradientu h©adanej funkcie, ako aj pri bilancii normálových tokov.
V poslednej £asti tejto kapitoly je opísaný návrh algoritmu, ktorý spája metódy odvodené
v predchádzajúcich £astiach.

3.1 Odvodenie numerickej schémy pre izotropickú difú-

ziu

3.1.1 Rovnica na kone£nom objeme

Majme Poissonovu rovnicu

−∇ · (λ(x)∇φ(x)) = g(x), x ∈ Ω, (3.1)

s Dirichletovou okrajovou podmienkou

φ(x) = φ0(x), x ∈ ∂Ω. (3.2)

V odvádzaní tejto schémy budeme vyuºíva´ princíp metódy kone£ných objemov a preto
rovnicu (3.1) zintegrujeme cez objem Ωp

−
∫

Ωp

∇ · (λ(x)∇φ) dx =

∫
Ωp

g(x) dx. (3.3)

Aplikovaním divergen£nej vety na ©avú stranu rovnice (3.3) prevedieme objemový integrál
na plo²ný integrál

−
∫
∂Ωp

λ(x)∇φ · npf

|npf |
dS =

∫
Ωp

g(x) dx. (3.4)

Objem Ωp má polygonálnu hranicu takºe môºme rozdeli´ integrál po hranici objemu na
sumu integrálov po stenách objemu Ωp

−
∑

f∈Fp∪Bp

∫
ef

λ(x)∇φ · npf

|npf |
dS =

∫
Ωp

g(x) dx. (3.5)

12
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Funkcie λ(x) a g(x) nahradíme na celom objeme Ωp ich hodnotami v reprezenta£nom bode
xp

−
∑

f∈Fp∪Bp

∫
ef

λp∇φ ·
npf

|npf |
dS =

∫
Ωp

gp dx, (3.6)

kde
λp = λ(xp),

gp = g(xp).
(3.7)

V ¤a©²om kroku aproximujeme deriváciu v smere normálového vektora npf . Aby sme
mohli pouºi´ túto aproximáciu potrebujeme aby reprezenta£ný bod objemu Ωp leºal na
priamke de�novanej týmto vektorom. Pre v²etky steny ef , f ∈ Bp∪Fp zavedieme priamku

lf (s) = xf + npfs. (3.8)

Pre objemy Ωp a Ωq, ktoré susedia so stenou ef , nájdeme projekcie ich reprezenta£ných
bodov na priamku lf nasledovne

xp′ = xf − |dp′f |
npf

|npf |
,

xq′ = xf + |dp′f |
npf

|npf |
,

(3.9)

kde |dp′f | a |dq′f | sú vzdialenosti bodov xp′ a xq′ od bodu xf , ktoré dostaneme vz´ahom

dp′f =
(

(xf − xp) ·
npf

|npf |

) npf

|npf |
=
npf · (xf − xp)

npf · npf

npf ,

dq′f =
(

(xf − xq) ·
npf

|npf |

) npf

|npf |
=
npf · (xf − xq)
npf · npf

npf .

(3.10)

npf

lf

ef

xf

xp

xq

xp′

xq′

dp′f dq′f

Obr. 3.1: Projekcie bodov xp a xq na priamku lf de�novanú vektorom npf
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Projektované body xp′ pouºijeme na aproximáciu ∇φ v smere vektora npf nasledovne

npf

|npf |
· ∇φ ≈ φf − φp′

|dp′f |
, (3.11)

kde φf je hodnota neznámej funkcie φ(x) v bode xf a φp′ jej hodnota v bode xp′ . Dosadením
(3.11) do (3.6) dostaneme

−
∑

f∈Fp∪Bp

∫
ef

λp
φf − φp′

|dp′f |
dS =

∫
Ωp

gp dx. (3.12)

Integrál cez stenu ef aproximujeme jej ve©kos´ou, ktorá je rovná ve©kosti normálového
vektora npf . Rovnako integrál cez objem Ωp aproximujeme jeho ve©kos´ou

−
∑
f∈Fp

λp
φf − φp′

|dp′f |
|npf | = |Ωp|gp. (3.13)

Rovnica (3.13) s neznámymi φf a φp′ platí pre v²etky kone£né objemy Ωp, p ∈ Fp ∪
Bp. Potrebujeme previes´ túto sústavu tak, aby neznáme boli hodnoty v reprezenta£ných
bodoch xp, p ∈ P . Vyuºijeme bilanciu normálových tokov.

3.1.2 Bilancia normálových tokov

Majme objemy Ωp a Ωq, také ºe existuje stena ef , ktorá patrí do E∗p a zárove¬ do E∗q .
Spravíme bilanciu normálových tokov cez stenu ef z kone£ného objemu Ωp do Ωq

−λp∇φ · npf = λq∇φ · nqf . (3.14)

Pouºijeme aproximáciu (3.11) na (3.14)

−λp
φf − φp′

|dp′f |
|npf | = λq

φf − φq′

|dq′f |
|nqf |. (3.15)

Z (3.15) vyjadrením φf dostaneme

φf =
λp|dq′f |φp′ + λq|dp′f |φq′

λp|dq′f |+ λq|dp′f |
. (3.16)

V rovnici (3.16) si môºme v²imnú´, ºe φf sme vyjadrili ako váºený priemer hodnôt φp′ a
φq′ . Na aproximáciu φp′ pouºijeme Taylorov rozvoj v bode xp

φp′ ≈ φp +∇φp · (xp′ − xp) = φp +∇φp · dpp′ , (3.17)

kde dpp′ ozna£uje vektor z bodu xp do bodu xp′ a ∇φp ozna£uje hodnotu gradientu funkcie
φ(x) v reprezenta£nom bode xp. Dosadením (3.17) do (3.16) za φp aj φq dostaneme

φf =
λp|dq′f |

λp|dq′f |+ λq|dp′f |
(φp +∇φp · dpp′) +

λq|dp′f |
λp|dq′f |+ λq|dp′f |

(φq +∇φq · dqq′). (3.18)
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Potom

φf − φp′ =
λp|dq′f |φp′ + λq|dp′f |φq′

λp|dq′f |+ λq|dp′f |
− φp′

=
λp|dq′f |φp′ + λq|dp′f |φq′

λp|dq′f |+ λq|dp′f |
− λp|dq′f |φp′ + λq|dp′f |φp′

λp|dq′f |+ λq|dp′f |

=
λq|dp′f |

λp|dq′f |+ λq|dp′f |
(φq +∇φq · dqq′ − φp −∇φp · dpp′).

(3.19)

Rovnica (3.19) platí pre v²etky steny ef , f ∈ Fp, teda pre v²etky vnútorné steny. Pre steny
eb, b ∈ Bp môºme na vyjadrenie hodnoty φ(xb) pouºi´ okrajovú podmienku

φb − φp′ ≈ φ0(xb)− φp −∇φp · dpp′ . (3.20)

3.1.3 Globálna sústava rovníc

V ¤a©²om kroku rozdelíme sumu v rovnici (3.13) na sumu cez vnútorne a vonkaj²ie
steny a dosadíme (3.19), (3.20)

−
∑
f∈Fp

λp
|npf |
|dp′f |

λq|dp′f |
λp|dq′f |+ λq|dp′f |

(φq − φp +∇φq · dqq′ −∇φp · dpp′)−

−
∑
b∈Bp

λp
|npb|
|dp′b|

(φb − φp −∇φp · dpp′) = |Ωp|gp.
(3.21)

Upravíme tak aby neznáme hodnoty funkcie φ(x) v reprezenta£ných bodoch kone£ných
objemov boli na ©avej strane, ostatné na pravej strane∑

f∈Fp

Rpf (φp − φq) +
∑
b∈Bp

Kpbφp =

= |Ωp|gp +
∑
f∈Fp

Rpf (∇φq · dqq′ −∇φp · dpp′) +
∑
b∈Bp

Kpb(φb −∇φp · dpp′),
(3.22)

kde

Rpf =
λpλq|npf |

λp|dq′f |+ λq|dp′f |
,

Kpb =
λp|npf |
|dp′b|

.

(3.23)
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3.2 Odvodenie numerickej schémy pre anizotropickú di-

fúziu

3.2.1 Rovnica na kone£nom objeme

Majme anizotropickú Poissonovu rovnicu

−∇ · (A(x)∇φ) = g(x). (3.24)

Rovnicu (3.24) prevedieme na tvar (3.4), integrovaním cez kone£ný objem Ωp a aplikovaním
divergen£nej vety na ©avú stranu rovnice

−
∫
∂Ωp

(
A(x)∇φ

)
· npf

|npf |
dS =

∫
Ωp

g(x) dx. (3.25)

�alej z vlastnosti symetrickej matice A môºme vymeni´ poradie skalárneho sú£inu

−
∫
∂Ωp

(
A(x)

npf

|npf |

)
· ∇φ dS =

∫
Ωp

g(x) dx. (3.26)

Rozdelíme integrál cez ∂Ωp na sumu integrálov cez steny ef , f ∈ Fp ∪Bp

−
∑

f∈Fp∪Bp

∫
ef

(
A(x)

npf

|npf |

)
· ∇φ dS =

∫
Ωp

gp dx, (3.27)

ktoré ¤alej aproximujeme do tvaru

−
∑

f∈Fp∪Bp

Apnpf · ∇φ = |Ωp|gp. (3.28)

Rovnako ako v (3.11) aproximujeme deriváciu v smere. Pri anizotropickej difúzii projekcie
reprezenata£ných bodov závisia aj od difúzneho koe�cientu A(x). Pre kaºdú stenu potre-
bujeme dve priamky lpf (s) a lqf (s), na ktoré budeme projektova´ reprezenta£né body xp,
xq susediace s danou stenou ef . Priamky majú tvar

lpf (s) = xf + Apnpfs,

lqf (s) = xf + Aqnqfs.
(3.29)

Projekcie reprezenta£ných bodov sú

xp′ = xf − |dp′f |
Apnpf

|Apnpf |
,

xq′ = xf − |dq′f |
Aqnqf

|Aqnqf |
,

(3.30)
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kde dp′f a dq′f sú dané vz´ahom

dp′f =
(

(xf − xp) ·
Apnpf

|Apnpf |

) Apnpf

|Apnpf |
=
Apnpf · (xf − xp)
Apnpf · Apnpf

Apnpf ,

dq′f =
(

(xf − xq) ·
Aqnqf

|Aqnqf |

) Aqnqf

|Aqnqf |
=
Aqnqf · (xf − xq)
Aqnqf · Aqnqf

Aqnqf .

(3.31)

npf

lpf
Apnpf

lqf

nqf

Aqnqf

ef

xf

xp

xq

xp′

xq′

dp′f

dq′f

Obr. 3.2: Projekcie reprezanta£ných bodov xp a xq

V (3.28) aproximujeme deriváciu v smere vektora Apnpf nasledovne

Apnpf · ∇φ = |Apnpf |
Apnpf

|Apnpf |
· ∇φ ≈ |Apnpf |

φf − φp′

|dp′f |
. (3.32)

Do (3.28) dosadíme (3.32)a dostaneme

−
∑

f∈Fp∪Bp

|Apnpf |
φf − φp′

|dp′f |
= |Ωp|gp. (3.33)

Túto sústavu potrebujeme previes´ na sústavu rovníc s neznámymi φp a φq reprezen-
tujúcimi aproximáciu rie²enia funkcie φ v reprezenta£ných bodoch kone£ných objemov
Ωp, p ∈ P . Potrebujeme teda vyjadri´ φf a φp′ pomocou φp, φq.
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3.2.2 Bilancia normálových tokov

Bilancia normálových tokov cez stenu ef z kone£ného objemu Ωp do susedného objemu
Ωq je daná rovnicou

−Ap∇φ · npf = Aq∇φ · nqf . (3.34)

Pouºitím aproximácie (3.32) dostaneme

−|Apnpf |
φf − φp′

|dp′f |
= |Aqnqf |

φf − φq′

|dq′f |
, (3.35)

odkia©

φf =
|Apnpf ||dq′f |φp′ + |Aqnqf ||dp′f |φq′

|Apnpf ||dq′f |+ |Aqnqf ||dp′f |
. (3.36)

Na vyjadrenie hodnoty φp′ pouºijeme aproximáciu Taylorovým polynómom prvého rádu
rovnako ako v (3.20). Dosadením (3.20) do (3.36) dostaneme

φf =
|Apnpf ||dq′f |

|Apnpf ||dq′f |+ |Aqnqf ||dp′f |
(φp+∇φp·dpp′)+

|Aqnqf ||dp′f |
|Apnpf ||dq′f |+ |Aqnqf ||dp′f |

(φq+∇φq·dqq′).

(3.37)
Potom pre vnútorné steny ef , f ∈ Fp platí

φf − φp′ =
|Aqnqf ||dp′f |

|Apnpf ||dq′f |+ |Aqnqf ||dp′f |
(φq +∇φq · dqq′ − φp −∇φp · dpp′), (3.38)

a pre steny eb, b ∈ Bp ktoré leºia na hranici ∂Ω platí

φb − φp′ ≈ φb − φp −∇φp · dpp′ . (3.39)

3.2.3 Globálna sústava rovníc

Do rovnice (3.28) dosadíme (3.38) za φf − φp′ , f ∈ Fp a (3.39) za φb − φp′ , b ∈ Bp

−
∑
f∈Fp

|Apnpf |
|dp′f |

|Aqnqf ||dp′f |
|Apnpf ||dq′f |+ |Aqnqf ||dp′f |

(φq − φp +∇φq · dqq′ −∇φp · dpp′)−

−
∑
b∈Bp

|Apnpb|
|dp′b|

(φb − φp −∇φp · dpp′) = |Ωp|gp.
(3.40)

Upravením (3.40) dostaneme výslednú schému pre anizotropickú difúziu∑
f∈Fp

Rpf (φp − φq) +
∑
b∈Bp

Kpbφp =

= |Ωp|gp +
∑
f∈Fp

Rpf (∇φq · dqq′ −∇φp · dpp′) +
∑
b∈Bp

Kpb(φb −∇φp · dpp′),
(3.41)



KAPITOLA 3. ODVODENIE NUMERICKEJ SCHÉMY 19

kde

Rpf =
|Apnpf ||Aqnqf |

|Apnpf ||dq′f |+ |Aqnqf ||dp′f |
,

Kpb =
|Apnpb|
|dp′b|

.

(3.42)

Výsledná schéma (3.41) je zov²eobecnením schémy (3.22), kde difúzny tenzor je diagonálna
matica

A(x) =

λ(x) 0 0
0 λ(x) 0
0 0 λ(x)

 . (3.43)

3.3 Výpo£et gradientu

V (3.22) a (3.41) sme dostali na pravej strane ∇φp a ∇φq, ktoré sú tieº neznáme. Potre-
bujeme odvodi´ vz´ah na výpo£et hodnoty gradientu v reprezenta£ných bodoch kone£ných
objemov Ωp. Odvodíme ho z Gauss-Ostrogradského vety∫

Ωp

∇φ dx =

∫
∂Ωp

∇φ npf

|npf |
dS. (3.44)

Integrál po hranici objemu Ωp rozdelíme na sumu integrálov cez steny ef , f ∈ Fp ∪Bp∫
Ωp

∇φ dx =
∑

f∈Fp∪Bp

∫
ef

∇φ npf

|npf |
dS. (3.45)

�alej integrály aproximujeme na celej oblasti ich hodnotou v reprezenta£nom bode danej
oblasti vynásobenou ve©kos´ou danej oblasti

|Ωp|∇φp =
∑
f∈Fp

|ef |φf
npf

|npf |
+
∑
b∈Bp

|eb|φ0(xb)
npb

|npb|
. (3.46)

Potom

∇φp =
1

|Ωp|

(∑
f∈Fp

φfnpf +
∑
b∈Bp

φ0(xb)npb

)
. (3.47)

3.4 Itera£ný algoritmus rie²enia

V tejto £asti práce predstavíme rie²enie nami odvodených numerických schém (3.41) a
(3.22). Rie²enie budeme h©ada´ itera£nou metódou. Algoritmus za£ína vypo£ítaním matice
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©avej strany, ktorá sa vo v²etkých iteráciach nemení. V k− tej iterácii, k = 1, 2, ... budeme
rie²i´ systém∑

f∈Fp

Rpf (φk
p − φk

q) +
∑
b∈Bp

Kpbφ
k
p =

= |Ωp|gp +
∑
f∈Fp

Rpf (∇φk
q · dqq′ −∇φk

p · dpp′) +
∑
b∈Bp

Kpb(φb −∇φk
p · dpp′).

(3.48)

Ako prvé vypo£ítame hodnotu

φk−1
f =

|Apnpf ||dq′f |
|Apnpf ||dq′f |+ |Aqnqf ||dp′f |

(φk−1
p +∇φk−1

p ·dpp′)+
|Aqnqf ||dp′f |

|Apnpf ||dq′f |+ |Aqnqf ||dp′f |
(φk−1

q +∇φk−1
q ·dqq′),

(3.49)
z ktorej potom dostaneme hodnotu gradientu

∇φk
p =

1

|Ωp|

(∑
f∈Fp

φk−1
f npf +

∑
b∈Bp

φ0(xb)npb

)
. (3.50)

Pre k = 1 pouºíjeme hodnoty ∇φ0
p = 0 a φ0

p = 0 pre v²etky objemy. Gradient z (3.50)
dosadíme do (3.48), £ím dostaneme sústavu lineárnych rovníc.
V kaºdej iterácii po£ítame L2 normu starého a nového rie²enia, aby sme zistili £i nové

rie²enie nedokonvergovalo. Ak je L2 norma men²ia ako treshold = 10−14 iterácie skon£ia.
Nasledovný algoritmus popisuje h©adanie rie²enia.

Algoritmus rie²enia

Vypo£ítaj koe�cienty Rpf , Kpb

Zostroj maticu ©avej strany

while dif > treshold do
Vypo£ítaj φk−1

f

Vypo£ítaj ∇φk−1
p

Nájdi pravú stranu

Vyrie² sústavu rovníc

dif ← L2 norma starého a nového rie²enia

end



4 Numerické experimenty

Numerické metódy odvodené v tejto práci sme implementovali v programovacom ja-
zyku C++. V tejto £asti práce sa zameriame na testovanie týchto metód. Zvolíme rôzne
typy funkcií, ktoré budú predstavova´ presné rie²enie. Ako okrajové podmienky pouºijeme
presné rie²enie na celej hranici. Na týchto modelových príkladoch budeme sledova´ chyby
numerického rie²enia v L2 norme. Taktieº budeme skúma´ experimentálny rád konver-
gencie (¤alej len EOC) pri zjem¬ovaní výpo£tovej siete. V numerických experimentoch
uvádzame aj po£et iterácií potrebných na dokonvergovanie numerického rie²enia.

4.1 Výpo£tová sie´

Nerovnomerné polygonálne siete môºu by´ vo v²eobecnosti ve©mi komplikované, vi¤
obrázok 4.1. Ich vytvorenie pri reálnych príkladoch je vä£²inou netriviálne. Preto budeme
odvodené metódy testova´ na simulovaných logicky ²tvoruholníkových sie´ach. Príklady
takýchto sieti sú znázornené na obrázkoch 4.2 a 4.3. Tvorbu výpo£tovej siete uvedieme
pre 3D prípad, v 2D sú siete vytvorené analogicky.

Obr. 4.1: Príklad komplikovanej polygonálnej siete

21
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Nerovnomernú sie´ vytvoríme z rovnomernej pripo£ítaním náhodného vektora ku
kaºdému bodu siete. Nech je daná výpo£tová oblas´ Ω = I1× I2× I3. Majme rovnomernú
²tvoruholníkovú sie´ na oblasti Ω, kde nx je po£et kone£ných objemov v smere osi x, ny v
smere osi y a nz v smere osi z. Potom d¨ºky strán kone£ných objemov sú

dx =
I1

nx

, dy =
I2

ny

, dz =
I3

nz

. (4.1)

Ku v²etkým bodom siete, ktoré netvoria hranicu oblasti Ω pripo£ítame náhodný vektor
v = (vx, vy, vz). Pre vektor v musí plati´

− dx ∗ randFactor < vx < dx ∗ randFactor,
− dy ∗ randFactor < vy < dy ∗ randFactor,
− dz ∗ randFactor < vz < dz ∗ randFactor.

(4.2)

kde randFactor vyjadruje maximálne o ko©ko precent d¨ºky strany rovnomernej siete sa
môºe bod posunú´ v kaºdom smere. Toto £íslo je z intervalu [0, 0.4], aby sie´ ostala logicky
²tvoruholníková. Pri vä£²ine numerických experimentov pouºívame sie´ s randFactor =
0.3. Body leºiace na hranici Ω posunieme tak aby sa zachoval interval I1 × I2 × I3 oblasti
Ω.

Obr. 4.2: Príklad nerovnormenej 2D siete na intervale [0, 1]× [0, 1], randFactor = 0.2
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Obr. 4.3: Príklad nerovnormenej 3D siete na intervale [0, 1]×[0, 1]×[0, 1], randFactor = 0.2

4.2 2D experimenty

Majme lineárnu funkciu
φ(x, y) = x+ y. (4.3)

V úlohe (3.1) pouºijeme ako neznámu funkciu (4.3). Túto úlohu budeme rie²i´ s nasledov-
nými koe�cientami a pravými stranami

λ(x, y) = 1, g(x, y) = 0, (4.4)

λ(x, y) = x+ y + 1, g(x, y) = −2. (4.5)

Pre koe�cient (4.4) dostaneme výsledky v tabu©ke 4.1.

Sie´ L2 EOC Iter

18 × 22 2.84961e-15 - 15
36 × 44 1.38744e-15 - 16
72 × 88 2.64482e-15 - 16
144 × 196 5.98365e-15 - 24

Tabu©ka 4.1: L2 norma chyby pre rie²enie úlohy (4.3) s koe�cientom (4.4)

Ke¤ºe chyba okolo rádu 1× 10−15 sa dá povaºova´ za strojovú chybu, tak tabu©ka 4.1
ukazuje, ºe metóda dáva presné rie²enie pre lineárnu funkciu s kon²tantným koe�cientom
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λ. Rie²enie pre túto úlohu je presné pretoºe funkciu λ nemusíme aproximova´ a taktieº v
aproximácii (3.11) dostávame pre lineárnu funkciu identitu.
Pre lineárnu funkciu (4.3) s koe�cientom (4.5) dostaneme nasledujúcu tabu©ku výsledkov

Sie´ L2 EOC Iter

18 × 22 0.000391875 - 15
36 × 44 9.29827e-05 2.07536 17
72 × 88 2.2733e-05 2.03217 16
144 × 196 5.18235e-06 2.13311 28

Tabu©ka 4.2: L2 norma chyby pre rie²enie úlohy (4.3) s koe�cientom (4.5)

Tabu©ka 4.2 nazna£uje, ºe metóda by mohla by´ druhého rádu presnosti.
�alej nech je daná funkcia

φ(x, y) =
x2 + y2

2
(4.6)

a difúzny koe�cient
λ(x, y) =

√
x2 + y2 + 1. (4.7)

Dostávame pravú stranu
g(x, y) = −3

√
x2 + y2 − 2 (4.8)

Pre tieto funkcie dostaneme tabu©ku 4.3.

Sie´ L2 EOC Iter

18 × 22 0.000546886 - 21
36 × 44 0.000134424 2.02445 25
72 × 88 3.25881e-05 2.04437 26
144 × 196 7.39892e-06 2.13896 29

Tabu©ka 4.3: L2 norma chyby pre rie²enie úlohy (4.6) s koe�cientom (4.7)

Tabu©ka 4.3 rovnako ako 4.2 ukazuje, ºe by sa malo jedna´ o metódu druhého rádu.
�a©²ie experimenty v tejto £asti budú skúma´ anizotropickú úlohu (3.24). Ako prvú

vyskú²ame lineárnu funkciu (4.3) s koe�cientom

A(x, y) =

[
1 0.25

0.25 0.5

]
, (4.9)

pre ktoré dostaneme nulovú pravú stranu.
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Sie´ L2 EOC Iter

18 × 22 7.10025e-14 - 48
36 × 44 3.27728e-14 - 48
72 × 88 2.17758e-14 - 55
144 × 196 6.4413e-15 - 58

Tabu©ka 4.4: L2 norma chyby pre rie²enie úlohy (4.3) s koe�cientom (4.9)

Rovnako ako v neanizotropickom prípade, aj teraz sme dostali presné rie²enie pre
lineárnu funkciu.
�alej budeme skúma´ rád konvergencie na funkcii

φ(x, y) = x3 + y3, (4.10)

s anizotropickým koe�cientom

A(x, y) =

[
x+ y + 1 0.5

0.5 x+ y + 1

]
(4.11)

a pravou stranou
g(x, y) = −6x− 9x2 − 6y − 9y2 − 12xy. (4.12)

Aj pre túto úlohu dostávame EOC pribliºne rovné 2, zobrazené v tabu©ke 4.5.

Sie´ L2 EOC Iter

18 × 22 0.0018855 - 22
36 × 44 0.000466029 2.01646 26
72 × 88 0.000109484 2.0897 29
144 × 196 2.61786e-05 2.06426 35

Tabu©ka 4.5: L2 norma chyby pre rie²enie úlohy (4.10) s koe�cientom (4.11)

4.3 3D experimenty

Majme lineárnu funkciu
φ(x, y, z) = x+ y + z (4.13)

a kon²tantný koe�cient
λ(x, y, z) = 1. (4.14)

Túto funkciu pouºijeme ako presné rie²enie aj ako okrajovú podmienku pre diferenciálnu
rovnicu (3.1), kde dostaneme nulovú pravú stranu.
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Sie´ L2 EOC Iter
8 × 10 × 12 3.08874e-15 - 15
16 × 20 × 24 4.19874e-15 - 15
32 × 40 × 48 6.99507e-15 - 15
64 × 80 × 96 3.60595e-15 - 15

Tabu©ka 4.6: L2 norma chyby pre rie²enie úlohy (4.13) s koe�cientom (4.14)

V ¤a©²om budeme rie²i´ rovnakú úlohu s funkciami

φ(x, y, z) = ex+y+z + z, (4.15)

λ(x, y, z) = x2 + 1, (4.16)

g(x, y, z) = −2ex+y+z − 3ex+y+z(1 + x2). (4.17)

Sie´ L2 EOC Iter
8 × 10 × 12 0.0172678 - 16
16 × 20 × 24 0.00404798 2.09281 15
32 × 40 × 48 0.00105313 1.94252 17
64 × 80 × 96 0.00026445 1.99362 18

Tabu©ka 4.7: L2 norma chyby pre rie²enie úlohy (4.15) s koe�cientom (4.16)

Ako posledný experiment uvedieme numerické rie²enie anizotropickej úlohy (3.24).
Najprv pre lineárnu funkciu (4.13) s anizotropickým koe�cientom

A(x, y, z) =

 1 0.1 0.05
0.1 1 0.1
0.05 0.1 1

 , (4.18)

pravou stranou
g(x, y, z) = 0, (4.19)

potom pre exponenciálnu funkciu (4.15) s koe�cientom

A(x, y, z) =

x+ 1 0.1 0.05
0.1 y + 1 0.1
0.05 0.1 z + 1

 (4.20)

a pravou stranou

g(x, y, z) = −3.5ex+y+z − ex+y+z(1 + x)− ex+y+z(1 + y)− ex+y+z(1 + z). (4.21)

Dostaneme nasledovné L2 chyby a EOC v tabu©kách 4.8 a 4.9.
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Sie´ L2 EOC Iter
8 × 10 × 12 5.95663e-15 - 27
16 × 20 × 24 1.32856e-14 - 25
32 × 40 × 48 1.16048e-14 - 27
64 × 80 × 96 1.02561e-14 - 28

Tabu©ka 4.8: L2 norma chyby pre rie²enie úlohy (4.13) s koe�cientom (4.18)

Sie´ L2 EOC Iter
8 × 10 × 12 0.00245321 - 26
16 × 20 × 24 0.000561656 2.12691 29
32 × 40 × 48 0.00110697 2.05947 30
64 × 80 × 96 0.000269728 2.03704 29

Tabu©ka 4.9: L2 norma chyby pre rie²enie úlohy (4.15) s koe�cientom (4.20)

Na tabu©kách 4.6 a 4.8 vidíme, ºe pre lineárnu funkciu s kon²tantným koe�cientom
λ, alebo kon²tantným tenzorom A dostávame presné rie²enie pre anizotropickú aj izotro-
pickú úlohu. Tabu©ky 4.7 a 4.9 potvrdzujú 2. rád presnosti metódy aj v 3D.



5 Záver

Zámerom práce bolo odvodi´ numerickú schému na rie²enie úlohy anizotropickej difúzie
na nerovnomerných sie´ach. V práci sme vychádzali z metódy kone£ných objemov. Ako
prvé sme odvodili numerickú schému pre izotropickú difúziu, ktorú sme zov²eobecnili na
anizotropickú. Pre potreby rie²enia oboch numerických schém sme odvodili aproximáciu
hodnoty gradientu neznámej funkcie na kone£nom objeme. Pri aproximácii gradientu sme
výchádzali z Gauss-Ostrogradského vety. Taktieº sme navrhli algoritmus rie²enia odvode-
ných numerických schém, ktorý sme implementovali v programovacom jazyku C++.
Numerické experimenty sme uskuto£nili na simulovaných logicky ²tvoruholníkových sie-

´ach. Tie ukázali, ºe ak je neznáma funkcia lineárna a difúzny koe�cient kon²tantný, dosta-
neme na²ou metódou presné rie²enie pre ©ubovolnú výpo£tovú sie´. Pre v²etky iné testo-
vané funkcie sme pri zjem¬ovaní výpo£tovej siete dostali experimentálny rád konvergencie
rovný dvom. Tieto výsledky sa zhodujú s experimentami vykonanými nami navrhnutou
metódou v spolo£nosti AVL na v²eobecných polygonálnych sie´ach, ktorých príklad je
znázornený na obrázku 4.1.
Prínosom tejto práce je vytvorenie numerickej metódy na rie²enie izotropickej a anizotro-

pickej Poissonovej rovnice s Dirichletovými okrajovými podmienkami. Na rozdiel od pred-
chádzajúcich prác vyuºívame na aproximáciu gradientu rie²enia Gauss-Ostrogradského
vetu a kombinujeme výpo£et gradientu a bilanciu tokov s rie²ením lineárneho systému
itera£ným spôsobom. Odvodená metóda by sa dala jednoducho zov²eobecni´ na úlohu so
zloºitej²ími okrajovými podmienkami.
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