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Abstrakt

Membranové konstrukcie su stavby zastreSeni pokryté membranou. Membrana je
material, ktorého hribka je oproti ostatnym rozmerom zanedbatelne mal4. V praci sa
zaoberdme rieSenim viacerych tloh pomocou metédy kone¢nych prvkov s kvadratic-
kymi elementami. Najprv je skonStruovany matematicky model priehybu membrany,
na ktory sa potom aplikuje algoritmus metody konecnych prvkov. Ten je nésledne
implementovany v softvéri Wolfram Mathematica a pouzity na rieSenie modelového

prikladu a dvoch modelov redlnych konstrukeii.

Klucové slova: membranové konstrukcie, priehyb membrany, metoda koneénych
prvkov, MKP

Abstract

Membrane structures are roofings covered with membrane, which is a material with
thickness negligibly small in comparison with other dimensions. In this thesis we deal
with solving multiple problems by finite element method with quadratic elements. First,
we construct mathematical model of membrane deflection and next we apply algorithm
of the finite element method. Then it is implemented in Wolfram Mathematica software,

and used for solving a model example and two examples of real constructions.

Keywords: membrane structures, membrane deflection, finite element method, FEM



Predhovor

Téato praca sa zaobera pouzitim metody kone¢nych prvkov (dalej len MKP) s kvad-
ratickymi trojuholnikovymi elementami na rieSenie 2D tlohy o priehybe membrany.
Cielom je v softvéri Wolfram Mathematica naprogramovat MKP a riesit pomocou nej
niekol'ko prikladov. Jednym z nich je modelovy priklad priehybu membrény, pre ktory
existuje presné analytické rieSenie a na nom bude nagou tlohou skiimat chyby a experi-
mentéalny rad konvergencie metody. Dalsim cielom je namodelovat redlne konstrukcie,
ktoré st zatazené vonkajsou silou, ¢ podopreté stipmi.

V tvode (kapitola 1) popisujeme membrénové konstrukcie, typy membran a ich
vyuzitie v architektire a stavebnictve. V kapitole 2 konstruujeme matematicky model
diferencialnej rovnice priehybu membrény. f)alej v kapitole 3 popisujeme algoritmus
MKP s kvadratickymi trojuholnikovymi elementami a v poslednej kapitole 4, ku ktorej
boli vytvorené aj programy v softvéri Wolfram Mathematica, najskor na modelovom
priklade ukazujeme pouzitie MKP, vplyv zafazenia a podopretia membrany stipom
v jednom bode. Nasledne v casti 4.2.1 vytvarame model redlnej konstrukcie stanu
podopretého stipmi a v poslednej ¢asti 4.2.2 navrhujeme membranova konstrukciu s

podorysom s krivociarou hranicou sliziacu na prekrytie podia.
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Kapitola 1

Uvod — Membranové konstrukcie

Membrana v stavebnom priemysle
predstavuje stbor materidlov, ktorych
hribka je vo¢i ostatnym rozmerom zaned-
batelna (Castokrat sa pohybuje v rozme-
dzi 50 um — 500 um). St to teda aj kvoli
tejto vlastnosti velmi Tahké materidly
(v porovnani so sklom si néklady na ich
instalaciu prave preto ¢astokrat az o 70 %
niz§ie [10]). Vyuzivajt sa najmé na stavby
roznych prekryti ako st pumpy ¢ podia
alebo napriklad na obzvlastnenie Stadio-
nov ¢i inych budov, pozri obrazky 1.1 a
1.2.

Do skupiny membranovych materia-
lov patria textilie (nazyvané membrany),
na povrchu potiahnuté materidlom, ktory
ich mé& chranit pred vplyvmi pocasia,
najmé pred dazdom, ¢ slnkom, ktoré
moze napriklad ovplyvnit farebnost po-
uzitej textilie. V kapitole 4 spomenieme
membranovi textiliu nazyvani Valmex
FR700 Universal, pouzivani napriklad
firmou Kayam [5] na stavbu velkoplos-

nych stanov. DalSimi zo skupiny mem-

Obr. 1.1: Membranové zastreSenie Slovnaft

pumpy v Bratislave [17].

Obr. 1.2: Allianz Arena v Mnichove ukazuje po-
uzitie féliovych vankuSov plnenych vzduchom
[11].

bran sa folie, ktorymi sa sice v praci nebudeme zaoberat, spomefime v8ak aspon na

ilustraciu material nazyvany ETFE (ethylen-tetrafluorethylen [10]), pouzivany najma

v priehl'adnej verzii, pozri obr. 1.3. Folie sa va¢sinou kvoli zlepSeniu tepelno-izolaénych
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vlastnosti pouzivaji vo viacerych vrstvach, z ktorych nésledne vznikne tzv. vankus,
ktory sa v konstrukcii neustéle dopliia vzduchom tak, aby v fiom bol staly tlak (tieto

vankise mozme vidiet aj na obrazkoch 1.2 a 1.3).

Obr. 1.3: Eden Project v meste Cornwall v Anglicku. Na zastreSenia bola pouZzita pries-
vitna ETFE félia [12].

Konstrukcia membranovych zastreSeni je vSak komplikovand a to najmé preto,
7e membrany sa prisposobuji tomu, ako st na okrajoch, ¢i niekde vnitri plochy, upev-
nené. Tvar membrany sa prirodzene ustali v stave, v ktorom mé minimélnu plochu
a prave tento stav budeme v praci dalej viackrat skamat a popisovat. Nebudeme v8ak
riesit problém minimalnej plochy presne, pretoze v kapitole 2, v ktorej vytvorime ma-
tematicky model pouZijeme linearizaciu, vdaka ktorej ziskame linearnu diferencialnu

rovnicu a budeme tlohu vedietf Tahsie riesit.



Kapitola 2
Tvorba matematického modelu

Tvar membrany budeme na oblasti  C R? modelovat v rovnovaznom stave opisa-
nom funkciou dvoch premennych u(xy, z3), pozri obr. 2.1. Pre jednoduchost zavedme

oznalenie x = (z1,1z5) € Q.

73 vy ‘ ’ e
| vfz) | |
Q(:z:)é/—\g(r)bu
I u(z) |
x
i X1, X2
of Q o0
To Obr. 2.2: NAa¢rt vychylenia membrany
Obr. 2.1: Na¢ért membrany nad oblastou 7z rovnovézneho stavu u(x) do vychyle-
QcC R2 ného stavu v(x).

Hodnota u(z) vyjadruje posunutia membréany v zvislom smere (smer osi 23) v bode z.
V tom istom smere uvazujeme posobenie vonkajsich sil, ktoré vyjadrime ich vyslednicou
f(z), pozri obr. 2.2.
Kedze uvazujeme upevneni membranu, na jej hranici 0§2 zadame Dirichletovu okra-
jovia podmienku a to
u(x) = g(x), x € 09, (2.1)

kde g(z) je funkcia popisujica posunutie membrany na hranici o).
f)alej v kapitole ¢erpame z [3] a pomocou zdkona zachovania energie, ktory hovori o
tom, ze celkova praca je rovna rozdielu potencidlnej energie vo vychylenej polohe U(v)
a v rovnovaznej polohe U (u)
W =U(v) = Ulu),

10
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zostrojime matematicky model. Najprv nijdeme integralny tvar zdkona zachovanie

energie a z neho potom odvodime diferencidlnu rovnicu pre priehyby membrany.

2.1 Celkova praca

Vyjadrime najskor celkova pracu W potrebni na zmenu tvaru membrany z rov-
novaznej polohy u(z) do nového stavu v(x), kde v(z) méa okrajovii podmienku rovni
podmienke (2.1) definovanej pre u(zx).

Celkova praca W je suc¢tom dvoch prac,
W = Wl + W27

kde W je prdca proti sile f posobiacej na membranu zvonku a Wy je prdaca vynaloZend

na zmenu celkovej plochy membrdny, ¢ize praca proti vnutornym silam.

2.1.1 Praca proti vonkajSej sile

Praca je fyzikdlnou veli¢inou, ktord vyjadruje posobenie sily na teleso po urcitej
drahe. Pracu, ktoru vykoné sila f, pri zmene tvaru membrany z rovnovaznej polohy u

do novej polohy v (pozri obr. 2.2) vieme vyjadrit pomocou integralu

/Q</uvfdx3) dz.

Nami vykonané praca je s opacnym znamienkom a teda

le—/ﬂ(/uvfdx3> dx,

kde dr = dxidxs. Po integracii a tprave dostaneme kone¢ni pracu Wi v tvare
Wy = / f(u—vw) du. (2.2)
Q

2.1.2 Praca vynaloZeni na zmenu plochy membrany

KedzZe potrebujeme vypocitat celkovi plochu membrany, najprv si vezmeme len
mali ¢ast dA, zobrazend na obr. 2.3. Plochu dA ziskame z velkosti vektora, ktory je

vysledkom vektorového sucinu vektorov a a b,

a= (dzy,0,u(zy + dxy, z2) — u(zy,22)) = (1,0, 04, 1) dzy,
b = (0,1,0,,u) dxs.

Oznacenie 0,, = % budeme pouZzivat pre parcidlnu derivaciu podla x;.
k2
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X

Obr. 2.3: Nacrt malej Casti dA.

Vektorovy stcin tychto dvoch vektorov potom bude
axb= (a2b3 — agbg, a31)1 — a1b3, a1b2 — agbl) = (—8x1u, —al'gu, ].) dl‘ldl’g
a velkost plochy dA

=laxb|= \/(Gyclu)2 + (0z9u)” + (1) 2drrdry = /1 + ||Vu|[2dz.

KedZe potrebujeme zistit celkovi plochu A nad oblastou 2, musime uZ vypocitani

plochu dA zintegrovat cez celu oblast €. Celkova plocha A bude

:/Q\/l+ [|Vul|? dx. (2.3)

Praca potrebna na zmenu plochy membrany nasledne bude rozdiel plochy membréany
vo vychylenom stave opisanom funkciou v a jej plochy v rovnovaznom stave prendso-

beny konstantou tuhosti membrany u

W2:/QM<\/1+HVUH2_\/1+|’VUHQ> dx. (2.4)

Linearizacia
V tejto praci budeme pouzivat linearizovanua verziu vztahu (2.3), vdaka ¢omu nako-
niec dostaneme linedrnu diferencialnu rovnicu. Budeme teda predpokladat, ze priehyby

u, v a ich gradienty Vu, Vv st len velmi malé. Mozme teda pristupit k aproximéacii
funkcie h(e) = /1 + ¢, kde € = ||Vul|?, resp. € = ||Vv||> pomocou Taylorovho rozvoja

1 1 1
h(e) =+vV1+e~h(0)+h'(0)e=1+= e=1+ e (2.5)
2 1+« 2
Po vyuziti (2.5) v (2.4) dostaneme
1 1 1
wor [ (1590l ) = (4 g09) | do =5 [ uQvelR = 19ul?) do
Q Q

(2.6)
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Celkova praca

Po pouziti vsetkych predpokladov a odvodenych prac potrebnych na zmenu tvaru

membrany dostavame celkovi pracu

1
W:W1+W2:/f(u—v) dx+§/u(\\Vv|]2—HVu\|2) dx
Q Q

a po Uprave
1
W= [ n Vel = ValF) + 26— v) de 2.)

2.2 Potenciidlna energia

Z principu minima potencialnej energie vyplyva, Ze v rovnovaznej polohe u je po-

tencialna energia najmensia a teda
U(v) = U(u),

musi platit pre Tubovolny vychyleny tvar v. Celkovi pracu uz podla (2.7) pozname
i platit pre Tubovolny vychyleny t Celkovu pra 7 podla (2.7) poznéame,

vyjadrime teda potencidlnu energiu vo vychylenej polohe

Uw)=U(u)+W =U(u) + %/Q“ (||Vol]? = [|Vul]?) + 2f (u — v) dz. (2.8)

2.3 Nutna podmienka minima
Lubovolna vychylena polohu v vieme vyjadrit ako
v =u+tw, (2.9)

kde t je TubovoIné realne ¢islo a w je Tubovolnd vychylend poloha, pre ktori plati

nulova Dirichletova okrajova podmienka
w(z) =0, x € 0N. (2.10)
Rovnica (2.8) za pouzitia (2.9) nadobudne tvar

Uu + tw) = U(u) —|—%/9u(||V(u+tw)||2 —|Vul]?) + 2f (u — (u+ tw)) dz.

Po tprave a za pouzitia
IV (u+tw)|| = || Vu+tVw|| = (Vu+tVw, Vu+tVw) = ||Vul[*+2tVu-Vw+2||Vw]| %,

ziskame

1
U(v) = U(u+tw) :U(u)—t/fwdx+t/uVu~dex+§t2/,uHVszdx. (2.11)
Q Q Q
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Kedze U(u) je potencidlna energia rovnovazneho stavu vyraz U(u + tw) nadobuda

minimum pre t = 0 a preto musi platit

dU (u + tw)

=0.
dt

t=0

Po derivovani (2.11) podla premennej ¢ v bode t = 0 dostavame

(—/fwdx—i—/,uVu-dex—l—t/uHVwHde)
Q Q Q t=0

—/fwd:v%—/,uVu‘dex:O
Q Q

a z toho integralny tvar zdkonu zachovania energie

/uVu-dex:/fwdx, (2.12)
Q Q

v ktorom je nutné, aby existovali prvé derivacie funkcii u a w. Rovnica (2.12) sa zvykne
nazyvat aj slaba formulacia problému na celej vypoctovej oblasti €2. Pre ziskanie

diferencialnej rovnice dalej rovnicu upravime
pVu -V =V - (p(Vuw) — V- (uVu)w

a dosadenim do (2.12) ziskame

/QV- (n(Vu)w) dx — /QV (uVu)wdr = /wa dx.

V prvom integrali pouzijeme Greenovu vetu (pozri [1]), pomocou ktorej prepiSeme

plosny integral na integral po hranici,

/V-Fda@—/ F -nds, (2.13)
Q Gl)

ked za F vezmeme vyraz (u(Vu)w) dostdvame

/QV (n(Vu)w) dz = /(99 (1(Vu)w) -nds = 0.

Tento integrél je nulovy, pretoze pre funkciu w plati (2.10) a teda po tprave dostavame

/Q(—V-(uVu)—f)wdx:O.

Kedze, ako uz bolo spomenuté, w méze byt Tubovolna funkcia (nie nutne nulova), musi
platit
—V - (uVu) — f =0.

Z toho uz priamo dostavame diferencidlnu rovnicu pre prichyb membrany
=V (uVu) = f, (2.14)

ktora je zaroven aj silnou formulaciou, v ktorej je na rozdiel od slabej formulacie

potrebna existencia druhej derivacie funkcie u.



Kapitola 3

MKP pre 2D tlohy s kvadratickymi

elementami

V tejto kapitole podrobne popiSeme algoritmus metdédy konecénych prvkov. Jed-
notlivé kroky prispésobime konkrétne pripadu kvadratickych elementov, ktoré budeme

pouzivat na rieSenie rovnice priehybu membrany (2.14).

3.1 Diskretizacia vypoctovej oblasti na elementy

Sledovani vypoc¢tovi oblast €2 aproximujeme
mnozinou N kone¢nych prvkov, tzv. elementov ().,
kdee=1,..., N.

Vo vSeobecnosti zjednotenim tychto €2, dochadza
k diskretiza¢nej chybe zvyraznenej na obr. 3.1

Obr. 3.1: Diskretiza¢né chyba (vyzna-

oranzovou farbou. Diskretiza¢ni chybu vSak vieme 5 ) _
Cend oranzovou), ktora vznikla apro-

minimalizovat napriklad spravnym zvolenim tvaru imacion oblasti Q.
jednotlivych elementov ako st elementy s krivocia-
rymi hranami a najmé zjemhovanim siete.

Pri tvorbe siete je tiez vhodné dodrziavat zasady ako je postupny prechod hustoty
elementov, tvorba hranice elementov na hranici nespojitosti materialovych vlastnosti,
¢ vyhybanie sa elementom s velmi ostrymi uhlami. Elementy sa tieZ nesmu prekryvat,
mozu mat spolo¢ny len jeden vrchol ¢i jednu hranu.

Kedze uvazujeme 2D trojuholnikové kvadratické elementy s rovnymi hranami, tvor-
ba uzlovych bodov siete a ich ocislovanie potrebné v naslednej implementacii metody
moze vyzerat ako na obr. 3.2, kde st globélne ¢isla napisané Cervenou, lokdlne ¢isla

zelenou a ¢isla elementov modrou farbou.

15
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Obr. 3.2: Globalne ¢islovanie uzlovych bodov (¢ervenou), lokalne &slovanie uzlovych

bodov (zelenou) a ¢islovanie elementov siete (modrou).

Néasledne tvorime tzv. conectivity matrix B, kde prvok B; je globalne ¢islo i-teho
uzlového bodu na e-tom elemente. Pre ilustraciu conectivity matrix pre oblast z obr. 3.2

nadobudne tvar

1 23 8 9 10]
2 4 3 11 12 9
B=1|4 5 3 13 14 12
4 75 15 16 13
4 6 7 17 18 15

3.2 Zostrojenie stistavy rovnic na elemente

3.2.1 Zostrojenie slabej formulacie diferencialnej rovnice

Zvolime si jeden konkrétny element .. Diferencidlnu rovnicu (2.14), ktorej rie-
Senie hladame, prendsobime vahovou funkciou w = w(zy,23) = w(z), ktora bude v

nasledujtiicom texte predstavovat jednu z lokdlnych aproximaénych funkcif
(V- (—pVu))w = fuw.

Rovnicu zintegrujeme cez element €2,

/ﬂe (V- (—pVu))wdz = /Q fuwdz.

Pouzitim vztahu
(V-Gw=V-(Gw) - G- Vuw,

kde G = —pVu dostavame

/ V- ((—uVu)w )dx—l—/ﬂe(,uVu) dea:—/ fwdx. (3.1)
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V prvom ¢lene pouzijeme Greenovu vetu (2.13) pre element €2, kde za F dosadime
((—uVu)w), takze (2.13) prejde na tvar

/Q V- (= p(Vu)w) de = /69 (— pu(Vuw) - nds. (3.2)

Po dosadeni (3.2) do (3.1) a tprave ziskame slabt formulaciu

/uVu~dex:/ fwda:—i—/ ((Vu) -n)wds,
. . 09,

ktorda ma tvar podobny (2.12), teraz v8ak v rovnici vystupuje hraniény ¢len, ktory
sa v (2.12) nevyskytuje kvoli Dirichletovej okrajovej podmienke (2.10). V pripade

2D ulohy plati Vu = (0,,u, 0,,u) a n = (ny,ny) a podintegralne vyrazy maju tvar

VU - Vw = (0, U0y, W + (10, U0, w
((Vu) - n)w = pdyuniw + pdy,unow.

Dostavame teda slabti formulaciu v tvare

/ O, UOp, W 4 40, U0z, W dT = fwdz + / Oz uniw + pog, ungswds, (3.3)
Q. 09,

e

v ktorej staci, ak existuji iba prvé derivacie funkcii v a w, na rozdiel od silnej formulacie,

v ktorej je potrebné druhé derivacia funkcie u.

3.2.2 Zostrojenie aproximacnych funkcii

Priblizné rieSenie U¢(z) na elemente €2, pri pouziti kvadratickych trojuholnikovych

elementov, hTadame v tvare uplnej polynomickej funkcie
U(x) = ag + a1m1 + axry + a3 29 + as23 + asxs. (3.4)

Obsahuje teda nulové koeficienty a; iba pri mocninach premennych z; a x5 vyssich ako
dva a to prave kvoli pouzitiu kvadratickych elementov. Pocet koeficientov a; musi za-
roven byt rovny poc¢tu uzlovych bodov elementu. Funkcie U¢(x) tiez musia mat vo vSe-
obecnosti nenulové derivacie stupia potrebného v slabej formulécii (3.3) a teda nenu-
lové prvé derivacie. Tiato podmienku U¢(x) v tvare (3.4) splia.

Poziadavkami pri hladani koeficientov a; su interpola¢né podmienky
U(x]) = uy, U(a}) = ug, U(x5) = ug, U(a]) = ug, US(a5) = us, U(x5) = ug,

¢ize hodnota celkového priblizného riesenia U¢(z§) v i-tom uzlovom bode elementu €,

je rovna hodnote priblizného rieSenia na elemente v -tom uzlovom bode 5.
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Po dosadeni jednotlivych uzlovych bodov z§ do funkcie priblizného riesenia U¢(z)
a vyuziti interpola¢nych podmienok ziskame ststavu Siestich rovnic so Siestimi nezné-

mymi koeficientmi a;

US(x§) = ag + a125, + agx§y + aza§ 25, + as(x9,)* + as(25,)* = uf,
US(x5) = ag + a125, + asxs, + azxs 15, + as(wy,)* + as(25,)* = us,
Ue(75) = ag + a124, + aaxs, + azxs 15, + as(v5,)* + as(25,)? = us,
U(x]) = ao + a2, + azxf, + azzf z, + a4(le)2 + a5(x22)2 = uj,
US(2f) = ag + a12§, + agxl, + azag 2§, + as(wg,)* + as(2f,)* = ug,
US(x§) = ap + a1x§, + asxly, + azal w6, + as(x§))* + as(xs,)* = uf,

kde (x§,,x¢,) st siradnice uzlového bodu z{. Z tejto stustavy rovnic vieme koeficienty
a; vyjadrit a po ich dosadeni do (3.4) a iprave ziskame Galerkinov rozklad. Ten je li-
nedrnou kombinéciou aproximaénych funkeif ¢5(x) s koeficientami rovnymi neznamym

hodnotam riesenia v uzlovych bodoch elementu U?
U(x) = uitf(z) + usi(z) + ug§(e) + ufi(e) + usvf(e) +ugf(z).  (3.9)

Funkcie ¥$(r) maji podla [2] tvar

¢ (223(y — y3) — Y3 (@ — x3)) (w46 (Y — Yo) — yas (2 — 5))
(] (357 3/> o ($23yl3 - y231313)(1146y16 - y46$16) 7
Ve (z,y) = (231(y —y1) — ys1(x — 1)) (@54(y — ya) — ysa(x — 24))

’ (731921 — Y31021) (T54Y24 — Y54T24) 7
v(z,y) = (x21(y — y1) — yan (@ — 1)) (w56 (Y — Ys) — Ys6(x — 25))
’ ($21y31 - y21$31)($56y36 - 9569536) 7
V() = (z31(y — y1) = ys1(x — 7)) (223(y — ys) — yas(2 — 73))
’ (217313/41 - y31x41)(:623y43 - y23x43) ’
e (,y) — (x31(y — y1) — ysi(@ — 1)) (@21 (y — y1) — yor(z — 1))
7 (x31y51 - y31$51)($21y51 — Y21%51) 7
Ve, y) = (w21(y — 1) — Y21 (2 — 21)) (223(y — y3) — yas(w — x3))
’ (21961 — Y21761) (T23Y63 — Y23763) ’

kde pouzivame zjednodusené oznacenie premennych xy = x, o = y, uzlovych bodov
¢
2
ta aproximacnd funkcia je vo vSetkych uzlovych bodoch elementu okrem i-teho rovné

. B . : B B 1 L
x; = a5, y; = x5, a ich rozdielu xy = (rx — x1) a Yy = (yp — y1). Vidime, ze i-

nule. Tuto vlastnost je dobre vidiet aj na obrazkoch 3.3 az 3.8.
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Obr. 3.7: Aproximacéna funkcia 5. Obr. 3.8: Aproximac¢na funkcia .
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3.2.3 Zostrojenie stistavy rovnic na elemente

Zostrojenie ststavy rovnic spociva v dosadeni Galerkinovho rozkladu U¢(x), teda
vztahu (3.5) za u(z) do slabej formulécie (3.3) a postupnom dosadzani aproximac¢nych
funkcif 95 () za vihovi funkciu w(z).

Po dosadeni Galerkinovho rozkladu vznikne rovnica

St [ G S ho— [ e [ (v
Po naslednom postupnom dosadeni aproximacnych funkeif 96, j = 1,...,6 za w(z)
dostaneme

S [ (52084 S0 - [ piiavan
S [ (52084 S0E) - [ pusarvan
S [ (G008 Y oo [ pigans s
S [ (GO0 I o [ pugans @
S [ (G008 Y o [ pusans s
Soui [ (QE0E QRN oo [ g+

@
Il
.

kde sme zaviedli oznacenie
Q5 = / pVu -y ds.
0%

Kvoli zjednoduSeniu zépisu a vypoctov oznacme

. Oe Y5 e IS
Kij N /Qe’u <8x1 8x1 +

8[E2 8@
a zavedme maticovy zapis sustavy rovnic. Systém rovnic pre element ), potom bude

/ FUE da (3.6)

Kijui + Kipuy + Kigus + Kijug + Kizus + Kigug = f1 + QF,
K3ui + Kyyug + Kogus + Koyug + Kozus + Kigug = f3 + @3,
K5 u] + K5us + Kssus + Kgyuy + Kssus + Ksgug = fs + Q5, (3.7)
Kiui + Kipuy + Kigus + Kiyug + Kizus + Kigug = fi + Qf,
Kgyui + Kgyuy + Kigus + Kgyug + Kgyus + Kigug = f5 + Qs,
K uy + Kgyuy + Kggus + Kgyug + Kegus + Kggug = fg + O
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Stustava rovnic zapisand maticovo, nadobudne tvar

K, Ki, Ki; Ki, Ki; Kjg ug 1 1
K5 K35, Ky K5 K5 K ug 3 5
Kg K3 Kg Kgy Kgo K |us _ 3 i 5
K§ K Kiy Kiy K Kig ug h 4
Kg5 Ki, Ksy Kgy Kgy K ug 5 5
_K661 Kg, Kg Kg Kgs Kgﬁ_ _Ug_ L 66_ i g_

a zjednodusene

K u® = f°+ Q°.
Na kazdom elemente takto ziskame lokalnu ststavu 6 rovnic s 12 neznamymi, ktoré
predstavuji stlpcové vektory u¢ a Q°. Pri po¢te N elementov by sme takito ststavu
rovnic ziskali pre kazdy z elementov a teda celkovo by sme mali 6 N rovnic s 12 N nezné-
mymi. KedZe tato ststavu eSte nevieme riesit, pristipime k d'alsim krokom, aby sme

znizili celkovy pocet neznamych.

3.3 Spojenie elementovych ststav rovnic do global-

neho systému

Pri tvorbe globalneho systému rovnic vyuzivame dva principy a to spojitost riesenia

na styku elementov a bilanciu sil.

3.3.1 Spojitost rieSenia na styku elementov

Princip spojitosti rieSenia znamena,
ze rieSenie na hrane patriacej dvom ele-
mentom musi byt spojité. Pouzitim glo-
béalneho ¢islovania uzlovych bodov a rov-
nosti rieSenia v nich zabezpecime aj rov- 1
nost rieSenia na hranach elementov. Spo-
e ) .
jitost rieSenia v pripade ilustrovanom

na obr. 3.9 zaistime rovnicami

2

1 1 ‘
2

1 2 1

Us =u;=u Ui=u . .

3 3 3 v Obr. 3.9: Cislovanie uzlovych bodov a hran
12 _ 1 ) )

Us = us = ug,  Us = ug, dvoch elementov (lokalne — zelenou, globalne —

U; = u%, Us = ui, Cervenou, elementy — modrou, hrany — ¢ier-
2 nou).

Ug — U5,
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3.3.2 Bilancia sil

Integraly oznacené () vieme rozdelit na stcet integralov po jednotlivych hranach.

Integral po hrane I'§ oznacime

= /r ((uVu) - n)as ds.

Vieme, 7e tieto integraly st pre niektoré ¢ a j rovné nule, a to kvoli vlastnostiam
nulovosti aproximac¢nych funkcii 1 vo vSetkych lokadlnych uzlovych bodoch réznych
od 7 a teda aj na niektorych hranach, pozri obr. 3.3 az 3.8.

Bilancia sil v pripade 2D tlohy priehybu membrany predstavuje vzajomne posobe-
nie sil medzi dvoma susednymi elementami. V naSom pripade ju vyjadrime pomocou

sil v uzlovych bodoch, ktoré st spolo¢né pre oba elementy

Q%2 + Q%S =0,
Q:l’,z + Q?zs =0, (3.8)
Qss + Q33 = 0.

Nésledne prepiSeme elementové rovnice (3.7) pre pripad z ilustra¢ného obrazku 3.9

na tvar s globalnym ¢islovanim a silami medzi jednotlivymi hranami elementu. Rovnice

vyzeraji pre prvy element nasledovne

K111U1 + K112U2 + K113U3 + K114U4 + K115U5 + K116U6 = f11 + Qh + Q%:},u
K211U1 + K212U2 + K213U3 + K214U4 + K215U5 + K216U6 = f21 + Q%l + Q%z;
K3\ Uy + KUy + K33Us + K3,Us + Kg5Us + K3aUs = f3 + Q0 + Qs
thUl + Ki2U2 + Ki?,Ui% + Ki4U4 + Ki5U5 + KiGUﬁ = f41 + Qzlua
K3 Uy + KiyUs + K33Us + K3, Us + K3Us + KigUs = f2 + Q1
Kg Uy + KgUs + KgyUs + KgyUs + Kg5Us + KgoUs = f5 + Qg

a pre druhy element podobne

K}\Us + K7,Ur + KigUs + KqyUs + KU + KiUs = fi + Q1 + Qi
K§1U2 + K222U7 + K223U3 + K224U8 + K§5U9 + K226U5 = f22 + Q§1 + ng
K3,Us + K3,Ur + K33Us + K5,Us + K3sUg + K3Us = f5 + Q3 + Q33
K421U2 + K22U7 + KZ3U3 + KZ4U8 + K425U9 + K26U5 = ff + Qilu
K3,Us + K3,Ur + K3Us + K3,Us + K35Ug + K5Us = f3 + @3,
K621U2 + K622U7 + K623U3 + K624U8 + K625U9 + K626U5 = f62 + Q%s-

Pre zniZenie po¢tu neznamych premennych s¢itame rovnice prisliachajice rovnakym

globalnym uzlovym bodom. Pre na§ ilustracny pripad sc¢itame
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e 2. rovnicu na elemente ; s 1. rovnicou na elemente €2y (obe prislichaji global-

nemu uzlu ¢islo 2),

e 3. rovnicu na elemente ; s 3. rovnicou na elemente €2y (obe prislichaji global-

nemu uzlu ¢islo 3),

e 5. rovnicu na elemente €2 so 6. rovnicou na elemente {2y (obe prislichaju global-

nemu uzlu ¢islo 5)

a vyuzijeme princip bilancie sil (3.8). Ziskame tak jeden systém rovnic (zoradeny podla

globélneho ¢islovania uzlovych bodov)
1) K1Ui + KppUs + Ki3Us + Ky Us + Ki5Us + KigUs = fi + Q11 + Qs
2) Ky Uy + (Kyy + Kiy)Us + (Kys + Ki3)Us + Ky Us+
(K215 + K126)U5 + K216U6 + K122U7 + K124U8 + K125U9 = f21 + f12 + Q%l + Q%lv
3) K3,Ui+ (Kzy + K3))Us + (K3s + K33)Us + K3,Us+
(K35 + K35)Us + K3oUs + K3,Ur + K3,Us + K35Us = f3 + f5 + Qg + Q3
4) KLUl + Ki2U2 + KigU?) + Ki4U4 + Ki5U5 + KiGUG = f41 + Qzlna
5) Kq Uy + (K3 + K§)Us + (K33 + Ki3)Us + K3, Us+
(K5 + Kio)Us + KgoUs + KeyUz + KguUs + KgsUs = f5 + [,
6) Kg,Ur + KgoUs + Kg3Us + KgyUs + K5 Us + KgoUs = f5 + Qg3
7) K5 Uz + KU + KisUs + K3, Ur + Ky, Us + KoUs = f3 + Q3 + Qs
8) Ki\Uz + Ki3Us + KigUs + KipUr + KiyUs + KisUs = fi + Qi1
9) K2Uy + K&Us + K2Us + KUz + K4Us + K2Ug = f2 4+ Q3.

Systém vieme zapisat maticovo
K-U=F,

kde K je globalna matica tuhosti,

Ki, Kiy Ki; Ki, Kis Kl 0 0 0]
Ky (Kyp+ K7 (Kp+Kf) Ky (Ky+ Kig) Ky Ki, Kiy Ki
Ky (K + K3)) (Kgy+ K3) Ky (K3 + K3) Ky K3 K3 Ki

Ky Ki Ki Ki Kis Kig 0 0 0
K= K5 (Kj+Kg) (Kj+Kg) Ky (Kg+Kg) K Kg K§y Kgs|
Kg K, Kgs Kg, Kg; Kgg 0 0 0
0 K3 K3, 0 K3 0 K3 K3 K
0 K Ki 0 Kis 0 K Ki Kis

L 0 K3, K3 0 K5 0 K3 K3 K
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U vektor globalnych neznamych,

T

U= U17U27U37U47U57U67U77U8aU9 )
a F' globalna prava strana,

fl+Qh + Qi
fr+ [ +Qy + Q%
f3+ 5+ Qa3+ Q3
fi+Qy
F= fs + 1§
fo + Qés
f5 4 Q3 + Q3
fi+ Q5
[+ Q3

V tomto systéme 9 rovnic mame 9 primarnych neznamych U;, kde ¢ = 1,...,9
a 12 sekundarnych neznamych Qf;, nevieme ho teda este stale vyriesit a preto pristii-
pime k dalsich krokom na zniZenie poc¢tu neznamych pridanim rovnic z okrajovych

podmienok tlohy.

3.3.3 Zahrnutie okrajovych podmienok

Kedze uvazujeme Dirichletové okrajové podmienky definované v (2.1), vieme pridat
rovnice U; = g(z;) = g;, kde i je globéalne ¢&islo uzlového bodu leziaceho na hranici
diskretizovanej oblasti 2.

V nasom pripade mame okrajové podmienky

Ui=gi, Uy=g2, Us=yg3, Us=9s, Us=9gs, Ur=g7, Us=gs, Uy= 9.
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Po dosadeni za rovnice prislichajice i-tym uzlovym bodom do systému ziskame
[ 1 0 0 0 0 0 0 0 0]
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
K= |Kg (Kn+K§) (Ks3+Kg) Ksy (Ko +Kg) Kig Kg Kg K|
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
| 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ]
g
92
g3
94
F=|f+1
9o
gr
gs
L 99
Dostali sme kone¢ny systém 9 rovnic o 9 nezndmych U;, kde s = 1,...,9, ktory uz vieme

riesit pomocou vhodnej metddy na riesenie systémov linearnych rovnic. Vo v8eobecnosti

by sme rovnakym postupom dostali systém n rovnic s n neznidmymi, kde n je pocet

uzlovych bodov.



Kapitola 4

Numerické riesenie

V tejto kapitole najskor v ¢asti 4.1 popiSeme modelovy priklad, na ktorom budeme

analyzovat rad presnosti metody konecnych prvkov a sledovat zatazenie vonkajSou si-

lou, ¢i podopretie stipmi. Nasledne v ¢asti 4.2.1 namodelujeme realny priklad membra-

novej Struktary stanu, na ktory aplikujeme aj zatazenie vlastnou tiazou a dalej v ¢asti

4.2.2 navrhneme membranovi Strukttru na prekrytie podia, taktiez zatazent vlastnou

tiazou.

4.1 Modelova tloha

Za modelovy priklad volime membranu nad plo- .
chou Q v tvare obdlznika so sirkou h; = 2m a vys-
kou hy = 1,5m as vrcholmi v bodoch A = (ay, by),

B = (as,b1),C = (a1,b2) a D = (ag, by), kde a;=0,
as = ay + hy, by =0 a by = by + ho.

KedZe v tomto pripade ide o modelovy priklad,
zvolme tuhost membrény pu(zi,25) = 1Nm™,

vplyv vonkajsich sil zatial neuvazujeme, takze ich "

B

intenzita bude nulova f(z;,z,) = 0N m~2. Na hra- Obr. 4.1: Vypoctova oblast modelo-

niciach mame zadané okrajové podmienky v tvare

g(x1,by) = 0.45in (M) |

a9 — A
—by)
g(ag, x2) = 0.2sin < bx;— bll ) ,
g(x1,b9) = sin <7T ki ) ,
a9 — a1
—by)
g(ay,x2) = 0.4sin 7T(1’2 V
by — by

26

vého prikadu.

T € [ala a2]a

To € [bl, bz],

x1 € |ay, asl,

Ty € [bl, bg]
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Vieme, 7e pre takto zadani tlohu existuje presné analytické rieSenie! wa(zy, o)
v tvare
sinh ( Z2=z2) g(x1,b1)  sinh m@i—a1) (ag, x2)
as—aq 1, V1 N bo—b1 glag, I
sinh (—W(bz_bl)) sinh (—W(‘”_‘“))

ag—al b2—b1
sinh (—”(“4’1)) g(x1,by)  sinh (—”(aQﬂI)) (a1, )
as—a1 1,02 ba—b1 g 1,42
+
sinh <—W(b2_b1)> sinh (—ﬂ<a2_a1)>

ag—al b2—b1

ua(zy, ) = +

a je zobrazené na obr. 4.2.

Obr. 4.2: Presné rieSenie modelového prikladu.

Pristapme ku krokom metddy kone¢nych prvkov, popisanym v kapitole 3. Oblast €2
najprv diskretizujeme pomocou kvadratickych trojuholnikovych elementov tak, ze ju
rozdelime na nx, X nas zhodnych obdiznikov, nasledne kazdy z nich rozdelime diago-
nélne na dva trojuholniky a doplnime uzlové body do stredov stran. Tymito krokmi zis-
kame hotovi siet tvorent 2 (nz; X nxy) trojuholnikovymi elementami. V nagom pripade
volime nz; = nxy = 2¢, kde i = 0,...,5. Vetky siete, ktoré uvazujeme, st zobrazené
na obr. 4.3 az 4.8.

Diskretizovat vSak musime aj okrajové podmienky, a tak pre kazdy z uzlovych
bodov leziacich na hranici oblasti €2 zadefinujeme okrajovii podmienku, ktori neskor
zahrnieme do vypoctu. Tvorba lokalnej matice tuhosti a vektora pravej strany prebieha
jednoducho. Vektor pravej strany je v tomto pripade nulovy, a teda pre kazdy z elemen-
tov vypocitame iba hodnotu integralu Kf; definovani v (3.6). Nasledne presne podla
krokov z ¢asti 3.3 definujeme globalnu maticu tuhosti a zahrnieme okrajové podmienky.

VyrieSime systém a dostaneme rieSenie modelovej tilohy zobrazené na obr. 4.9 az 4.20.

!Toto presné riesenie sa dé ziskat Fourierovou metédou separacie premennych [8].
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Obr. 4.3: Siet modelového prikladu tvo- Obr. 4.4: Siet modelového prikladu tvo-

rend 2 elementami. rend 8 elementami.

Obr. 4.5: Siet modelového prikladu tvo- Obr. 4.6: Siet modelového prikladu tvo-

rend 32 elementami. rend 128 elementami.

Obr. 4.7: Siet modelového prikladu tvo- Obr. 4.8: Siet modelového prikladu tvo-

rend 512 elementami. rend 2048 elementami.
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Obr. 4.9: RieSenie modelovej tlohy so sie-

tou tvorenou 2 elementami.

Obr. 4.11: Riegenie modelovej ulohy

so sietou tvorenou 8 elementami.

20

Obr. 4.13: Riefenie modelovej tlohy

so sietou tvorenou 32 elementami.

29
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Obr. 4.10: Graf s vrstevnicami rieSenia
modelove]j tlohy so sietou tvorenou 2 ele-

mentami.
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Obr. 4.12: Graf s vrstevnicami riegenia

modelovej tilohy so sietou tvorenou 8 ele-

mentami.
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Obr. 4.14: Graf s vrstevnicami rieSenia

modelovej tlohy so sietou tvorenou 32

elementami.
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Obr. 4.16: Graf s vrstevnicami rieSenia

Obr. 4.15: Riefenie modelovej tlohy modelovej tlohy so sietou tvorenou 128

so sietou tvorenou 128 elementami. elementami.

X2

X1
Obr. 4.18: Graf s vrstevnicami rieSenia

Obr. 4.17: Riefenie modelovej tlohy modelovej tlohy so sietou tvorenou 512

so sietou tvorenou 512 elementami. elementami.

X2

X1
Obr. 4.20: Graf s vrstevnicami rieSenia

Obr. 4.19: Riesenie modelovej tulohy modelovej tulohy so siefou tvorenou 2048

so sietou tvorenou 2048 elementami. elementami.
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4.1.1 Skutmanie chyb metédy a experimentalneho radu konver-

gencie

V metode koneénych prvkov sa moze rieSenie tilohy od presného rieSenia lisit v za-
vislosti od réznych druhov chyb. Jednou z nich je diskretiza¢na chyba, ktort sme uz
komentovali v kapitole 3.1, v nasom modelovom pripade k nej vSsak nedochadza z do-
vodu presnej aproximaéacie oblasti €2, pozri obr. 4.3 az 4.8 a preto sa jej v tejto Casti
nebudeme blizsie venovat.

Druhym typom chyb st numerické chyby a to napriklad chyby sposobené vypoctami
v pocitaci, kde dochadza k zaokrihlovacim chybam, ktoré sa prenasaju do dalsich
vypoctov. Dalsimi z numerickych chyb si chyby spdsobené numerickym pocitanim
integralov.

Treti typ, ktorému sa budeme venovat, je chyba spdsobend aproximéciou rieSenia.
Celkové riesenie u(z) totiz aproximujeme pomocou funkcie uy(z), ktora vyjadruje dis-
kretizované rieSenie, a teda

N 6

u(e) = unle) = 33 usw(a),

e=1 i=1
kde N je pocet elementov siete. Touto aproximaciu sa dopustame chyby, ktort budeme

sledovat a pocitame ju ako rozdiel presného a diskrétneho riesenia

e(z) = u(z) — up(x). (4.1)
Experimentélny rad konvergencie metédy skiimame dvomi sposobmi a to prostrednic-
tvom chyby v energetickej norme a chyby v Ly norme. Oznaéime ho EOC' ( Experimental
Order of Convergence) a po¢itame ho pomocou

EOC = log, ( ch, ) ,

chiqt

kde ch; oznacuju uz vypocitané chyby v jednej z pouzitych noriem pre ¢ =1,...,5.

Chyba v energetickej norme

Energeticky skalarny sucin dvoch funkcii v(x) a w(z), ozna¢enym (v, w)4 vypodi-

tame pomocou
(v,w)a = / uNVv - Vwdz.
Q

Energeticka norma funkcie v je norma indukovana tymto skaldrnym stc¢inom

v0)a= [ u(Voldo = ol
Q

a teda

lolla = ( / u<w>2dac)é
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Energetickd normu teraz vieme aplikovat na (4.1) a dostavame

el = \//Qu(Vu(x) — Vuy(2))* da.

Chyba v L, norme

Definiciu priestoru Lo ¢erpame z knihy [1|. Priestorom Ly(G) nazyvame priestor
funkcii v(z) takych, 7Ze st v priestore G integrovatelné s druhou mocninou a teda

takych funkcii v(x), pre ktoré existuju a st konecné integraly

/G'U(x) dx, /Gfu(yc)2 dx.

Skalarny stucin funkcii v a w v priestore Lo(G) je definovany integralom

(v,w)p, = / vwdz
G

0]l = /(0 0) 1, = 4| /G o2 di.

Po aplikécii na (4.1) ziskame

lellz, = \//Q(u(:c) — up(x))? da.

Vypocet a vyhodnotenie vysledkov

a z toho norma

Ocakavame, ze MKP bude mat pre kvadratické elementy v Ly norme presnost radu 3
a v energetickej norme presnost radu 2, tieto idaje mozme najst napriklad v [4]. Po tes-
tovani pomocou volby stéle vyssieho po¢tu elementov v smeroch osi x1 aj x5 sme ziskali
rieSenia modelového prikladu, zobrazené na obr. 4.9 az 4.20. Vysledky vypoctov chyb
aj radu presnosti v oboch normach st uvedené v tabulke ¢. 4.1. MéZme v nej vidiet, 7e
so zjemnovanim siete sa aj chyba rieSenia naozaj zmensuje. Pri Ly norme sa chyba pri
zjemneni siete zmenguje priblizne tretim radom, teda 23 = 8-nasobne. Experimentalny
rad presnosti, oznaceny v tabulke ako Ly EOC sa teda blizi k o¢akévanej hodnote.

Podobne moézme sledovat vysledky v energetickej norme, kde sa so zjemfiovanim
siete chyba zmenguje priblizne druhym radom a teda 22 = 4-n4sobne, ¢o mozme dobre
vidiet v stipci oznaenom Energ. EOC, v ktorom je vypoéitany experimentalny rad

konvergencie, ktory sa taktiez blizi k ocakavanej hodnote.
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Tabulka 4.1: Tabulka zobrazuje vysledky vypoctov Lo a energetickej normy chyby
a experimentdlny rad konvergencie metdédy v Lo a energetickej norme pre rézny po-

¢et uzlovych bodov n a podcet elementov N.

nx; | nXs n N Ly chyba | Ly EOC | Energ. chyba | Energ. EOC
1 1 9 2| 0.2577 0.9596
25 8 | 0.03531 2.8676 | 0.2940 1.7064
81 32 | 0.004413 3.0003 | 0.07816 1.9113
289 | 128 | 0.0005473 3.0111 0.01989 1.9742
16 | 16 | 1089 | 512 | 0.00006821 | 3.0042 0.004997 1.9930
32 | 32| 4225 | 2048 | 0.000008520 | 3.0011 0.001250 1.9982

4.1.2 Pridanie zataZenia vonkajSou silou

V modelovom priklade teraz uvazujme posobenie vonkajsej sily. Zvolime teda in-
tenzitu vonkajsich sil f(xy,19) = —1Nm~2. Algoritmus MKP v tomto pripade samoz-
rejme prebieha rovnako, len s tym rozdielom, ze vektor lokilnej pravej strany teraz
nie je rovny nule a tak okrem matice Kj; musime v tomto pripade pocitat aj integraly
f£ taktiez definované v (3.6). Po tychto vypo¢toch pokra¢ujeme dalej, az vyrieSime
systém a ziskame vysledné rieSenie zobrazené na obr. 4.21 a 4.22, na nich mo6zme sle-
dovat vplyv vonkajSich sil, a teda Ze membrana je v porovnani s rieSenim modelového

prikladu bez zatazenia teraz preliacena.
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Obr. 4.21: Riegenie modelového prikladu Obr. 4.22: Graf s vrstevnicami rieSenia
zatazeného Vonkajéou silou. modelového prikladu zatazeného VOI’lkaj—

Sou silou.
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4.1.3 Pridanie stipa

Ako dalsiu ukdzku na modelovom priklade zvolime membranu podopreti v jednom
mieste stipom. Posobenie vonkajsich sil neuvazujeme, a teda f(xy,25) = 0N m~2. Ukot-
venie stlpa bude v strede membrany, a teda v bode so saradnicami S = (a1 + }‘2—1, by + };—2)
vo vyske 1 m. Rozdielom vo vypoctoch bude zahrnutie Dirichletovej podmienky v mieste
upevnenia stipu. V globalnom systéme rovnic sa teda objavi zmena v rovnici prislicha-
jucej uzlovému bodu S. Prava strana bude rovna vyske 1 m a na lavej strane, v matici
tuhosti, budu v prislichajicom riadku vSade nuly okrem jednotky na diagonale. Po
vyrieSeni systému rovnic ziskame rieSenie zobrazujice priehyb membriny podoprete;j

jednym stlpom, pozri obr. 4.23 a 4.24.
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Obr. 4.23: RieSenie modelového prikladu Obr. 4.24: Graf s vrstevnicami riede-
podopretého stlpom v strede membrany nia modelového prikladu podopretého
do vysky 1m. stipom v strede membrany do vysky 1 m.

4.2 Modelovanie redlnych konstrukcii

V tejto Casti sa budeme venovat modelovaniu redlnych konstrukcii. V casti 4.2.1
popiSeme a namodelujeme redlnu konstrukciu stanu, nazvaného Kayam, konsStruova-
ného firmou Kayam [5] a nasledne v Casti 4.2.2 navrhneme membranovi konstrukciu

pouzitd na prekrytie podia.

4.2.1 Stan podoprety stipmi

Realna konstrukcia v tomto pripade predstavuje stan Kayam, ktory sa kazdoro¢ne
objavuje aj na festivale Pohoda, zobrazeny je na obrazkoch z festivalu 4.25 a 4.26.
Technické tdaje stanu sme Cerpali z [6] a [7].

Podorys stanu ma tvar Stvorca so stranou dlhou a = 40 m. Membrana je vytvorena
z materialu Valmex FR700 Universal, ktorého plosna hustota je pg = 0.69 kgm~—2. Tu-

host membrany uvazujeme pu(z1,z2) = 2000 N m~!. Gravitacné zrychlenie sa v oblasti
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Obr. 4.25: Prva ukidzka Kayam stanu Obr. 4.26: Druha ukazka Kayam stanu
od firmy Kayam z festivalu Pohoda [15]. od firmy Kayam z festivalu Pohoda [16].

Slovenskej republiky udéva na g = 9.81ms~2. Intenzitu vonkajsich sil vieme vypodi-
tat ako f(xy, 1) = —psg = —6.7689 Nm~2. V tomto pripade prestavuje vlastnt tiaz
membrany.

Okrajové podmienky st definované ako
vyska ukotvenia na okrajoch konstrukcie

membrany v metroch a teda

g(x1,0) =45, z, €10,a],
gla,x9) = 4.5, x9 €[0,a],
g(x1,a) =4.5, x1 €]0,qa,
9(0,29) = 4.5, x5 €0, al.

Realnu konstrukeiu modelujeme vytvore- Obr. 4.27: Siet tvorena 512 elementami

nim 256 rovnako velkych stvorcov (v kazdom P™ model Kayam stanu
smere tvorime 16 Stvorcov) so stranou dlhou 2.5 m, kazdy z nich nésledne rozdelime
diagonalne na dva trojuholniky a pridame uzlové body do stredov stran jednotlivych
trojuholnikov. Vznikne nam tak siet tvorena 512 elementami zobrazena na obr. 4.27.
Po vytvoreni siete pridame Dirichletove okrajové podmienky do 4 miest, v ktorych
sa nachadzaju stlpy realnej konstrukcie, teda do bodov so stiradnicami (12.5,12.5),
(27.5,12.5), (12.5,27.5), (27.5,27.5), na obr. 4.27 st zobrazené Gervenou farbou. Ako
vysku upevnenia na stlpy zadame 15m. Vyriesime tlohu a ziskame rieSenie zobrazené
na obr. 4.32, 4.33, 4.36, 4.37 a 4.39. Pre porovnanie vysledkov si vS§imnime miesta upev-
nenia hlavnych stipov v realnom stane na obr. 4.28 a 4.29 a v nami vytvorenom modeli
na obr. 4.32. Sposob a miesta uchopenia boénych stipikov realneho stanu mozme vidiet
na obr. 4.30 a 4.31, uchopenie v modeli zobrazuje obr. 4.33. Podla obrazkov 4.34 az
4.39 vidime, ze namodelovany stan méa tvar velmi blizky realnej konstrukcii, v okoli
stlpov viak nie je dplne presny. Aj napriek tomu ale mozme skonstatovat, ze model
dava uspokojivé vysledky. PresnejSie rieSenie by sme v8ak mohli ziskat zahrnutim Di-
richletovej podmienky na kruznici okolo bodu upevnenia stlpa. Firma Kayam napriklad

vyuziva upeviiovacie obruce, na ktoré je membréana prichytené, pozri obr. 4.31.



KAPITOLA 4. NUMERICKE RIESENIE 36

Obr. 4.28: llustracny obrazok umiest- Obr. 4.29: Ilustratny obrazok umiest-
nenia hlavnych stlpov v Kayam stane, nenia hlavnych stipov v Kayam stane,
ktory je vSak vacsi ako nag vzor, pohlad ktory je v8ak vicsi ako nas vzor, pohlad
¢.1[5]. ¢.2 [5].

AT VATRTLFTN,

Obr. 4.30: Umiestnenie boc-
nych stlpikov v Kayam stane,
pohlad ¢.1.

Obr. 4.31: Rozmery a umiestnenie bo¢nych stipi-

kov v Kayam stane, pohlad ¢.2.
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Obr. 4.33: Umiestnenie bo¢nych stipikov

Obr. 4.32: Umiestnenie hlavnych stipov

v modeli Kayam stanu.
v modeli Kayam stanu.
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Obr. 4.34: Reélna konstrukcia Kayam Obr. 4.35: Redlna konstrukcia Kayam
stanu, vrchny pohl'ad [13]. stanu, bo¢ny pohlad [14].
X2 "

0

Obr. 4.37: RieSenie tlohy modelovania

Obr. 4.36: RieSenie tlohy modelovania Kayam stant, boéng pohlad.

Kayam stanu, vrchny pohlad.
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Obr. 4.38: Vyskové udaje Kayam stanu
[6]-

X1
Obr. 4.39: Graf s vrstevnicami rieSenia

tlohy Kayam stanu.
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4.2.2 Strecha pédia s pdédorysom s krivoc¢iarou hranicou

V tejto ¢asti navrhneme membranové zastresenie podia, ktoré nema hranicu tvorent

rovnymi ¢iarami. InSpirdciou nam boli konstrukcie zobrazené na obr. 4.40 a 4.41.

Obr. 4.40: Jeden z navrhov amfiteatru Obr. 4.41: Divadlo v parku Zuiderpark
v Uruguaji [18]. v meste Haag [19].

Volime rozmery podobné rozmerom pouzitym v konsStrukcii vonkajSieho divadla
v parku Zuiderpark v Holandskom meste Haag od firmy Poly-Ned [9]. Vzdialenosti
rohovych bodov zastreSenia st nasledovné, Sirka hy = 25 m a vyska hy = 15 m. Hrani¢né

krivky pddorysu vieme vyjadrit parametricky

) = t,—o.5\/<%)2—(t—%)2 , te0,m)
o= (m-os)(2) () ). e
eslt) = t,15+o.5\/(%)2—(t—%)2 , e 0],

Volime membranu vytvorent z materidlu Valmex FR700 Universal, ktora bola po-

uzita aj na tvorbu Kayam stanu v ¢asti 4.2.1 a teda jej charakteristiky ¢erpame z [7].
Gravita¢né zrychlenie uvazujeme g = 9.81ms~2, plo$ni hustotu membrany nasta-
vime na pg = 0.69 kg m =2, Dalsimi vstupnymi tdajmi st konStantna tuhost membriny
p(z1,ro) = 2000Nm~! a intenzita sil f(x1,22) = —psg = —6.7689 Nm~2, v ktorej
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zahfhame vlastni tiaz membrany. f)a]ej definujeme okrajové podmienky

2 2
hl) — (1‘1 — %) s xr € [0, hl],

B
stz =03y (2) (s )" e ions

(

(

h\? hi\?
71> - (371_71) ) xle[oahl]a

ha\ 2 ha\ 2
;) — <ZL’2—32> , SL’QE[O,hg].

Vytvorime siet 256 obdlznikov, ktoré diagonalne rozdelime na 512 elementov a vy-

tvorime siet zobrazeni na obr. 4.42, jej maximalna $irka je 25 m a maximalna vyska
je 27.5 m.

Obr. 4.42: Siet 512 elementov pre navrhnuty model prekrytia podia.

Po vyrieSeni tlohy dostavame rieSenia zobrazené na obr. 4.43 az 4.48. Z tychto
rieSeni vidime, Ze nasa implementacia MKP funguje aj na siefach s krivociarymi hra-
nicami a nepravidelnou sietou. V tomto pripade je vSak vicSia diskretizac¢né chyba, ¢o
mozme vidiet na obr.4.42, ta by sa vSak v tomto pripade dala zmensit volbou viacerych

elementov, ¢i elementov s krivo¢iarymi hranami.
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X1

X2

Obr. 4.43: Prekrytie poédia zatazené

vlastnou tiazou, pohlad ¢.1.

X1 X2

Obr. 4.45: Prekrytie podia zatazené

vlastnou tiazou, pohlad ¢.3.

X2

Obr. 4.47: Prekrytie podia zatazené

vlastnou tiazou, pohlad ¢.5.

40

X2

Obr. 4.44: Prekrytie podia zatazené

vlastnou tiazou, pohlad ¢.2.
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Obr. 4.46: Prekrytie poédia zatazené

vlastnou tiazou, pohlad &.4.
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Obr. 4.48: Prekrytie podia zatazené

vlastnou tiazou, graf s vrstevnicami.



Kapitola 5
Zaver

Cielom préce, bolo popisat algoritmus MKP a pouzit ho v programoch naprogra-
movanych v softvéri Wolfram Mathematica. Najskor bolo cielom pouzit program na
rieSenie modelového prikladu membrany a ukazat na fiom vplyv zatazenia a podopretia
stlpom v jednom bode. Dalsou tlohou bolo pouzit program na modelovanie realnych
konstrukeii. V prvom pripade to bol stan podoprety stlpmi a v druhom pripade névrh
zastreSenia pddia s podorysom s krivociarymi hranami.

V préci sme najprv v kapitole 2 vytvorili matematicky model dlohy priehybu mem-
brany a odvodili teda diferencialnu rovnicu (2.14).

Néasledne sme v kapitole 3 podrobne popisali algoritmus MKP s pouzitim kvadra-
tickych trojuholnikovych elementov, ktory sme potom v kapitole 4 pouzili pri rieSeni
modelového prikladu a redlnych konstrukeii.

V pripade modelového prikladu sme ukézali spreshovanie vysledku pouzitim vys-
Sieho poctu elementov, ¢o sa ukézalo aj na analyze chyb met6édy. V nej sme oc¢akavali,
7ze MKP bude mat v Ly norme rad konvergencie rovny 2 a v energetickej norme rad
konvergencie rovny 3. Tieto oc¢akavania sa nam vypoc¢tami aj potvrdili (pozri tabulku
4.1).

Dalej v Casti 4.2.1 sme namodelovali konstrukciu velkoplosného stanu. Po porovnani
s fotografiami realnych konstrukcii bolo vidiet, Ze vysledné rieSenie modelu sa vizuélne
blizilo k obrazkom realnych stanov. Malé rozdiely boli viditeIné iba v okoli upevnenia
stipov. Tieto odchylky mohli byt sposobené zvolenim Dirichletovej podmienky a teda
presnej vysky membrany iba v jednotlivych bodoch. V readlnych konstrukciach je totiz
membréna upeviiovana v kruznicovom okoli bodu ukotvenia (firma Kayam [5] napriklad
membranu upeviiuje na obruce umiestnené v okoli bodov ukotvenia stlpov), ¢o ma vplyv
na tvar membrany medzi tymito §tyrmi stipmi. V tejto praci sme tieZ neuvazovali rézne
zatazenia, ako napriklad vplyv snehu na priehyb membrany. To by ale bolo mozné
iba pri zvoleni nekonstantnej tuhosti membrany u(xy,zs), ktora by bola zéavisla aj

od rieSenia u. V okoli stipov, kde rieSenie rychlo rastie je totiz napnutie membrany
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vacsie a teda aj jej tuhost tam musi byt vyssia.
V poslednej casti 4.2.2 sme navrhli zastresenie podia, ktorého pédorys ma krivo-
¢iare hrany. InSpiraciou boli uz existujice redlne konstrukcie. Nami vytvoreny model
, J v , . . . , . , N ,
sa spraval podla ocakdvani a teda membrana vizudlne pripominala tvar s minimaél-
nou plochou. Riesenie ukazalo, ze nasa implementacia MKP funguje aj na oblastiach s

krivo¢iarymi hranami aj na nepravidelnych sietach.
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