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Abstrakt

Membránové kon²trukcie sú stavby zastre²ení pokryté membránou. Membrána je

materiál, ktorého hrúbka je oproti ostatným rozmerom zanedbate©ne malá. V práci sa

zaoberáme rie²ením viacerých úloh pomocou metódy kone£ných prvkov s kvadratic-

kými elementami. Najprv je skon²truovaný matematický model priehybu membrány,

na ktorý sa potom aplikuje algoritmus metódy kone£ných prvkov. Ten je následne

implementovaný v softvéri Wolfram Mathematica a pouºitý na rie²enie modelového

príkladu a dvoch modelov reálnych kon²trukcií.

K©ú£ové slová: membránové kon²trukcie, priehyb membrány, metóda kone£ných

prvkov, MKP

Abstract

Membrane structures are roo�ngs covered with membrane, which is a material with

thickness negligibly small in comparison with other dimensions. In this thesis we deal

with solving multiple problems by �nite element method with quadratic elements. First,

we construct mathematical model of membrane de�ection and next we apply algorithm

of the �nite element method. Then it is implemented in WolframMathematica software,

and used for solving a model example and two examples of real constructions.

Keywords: membrane structures, membrane de�ection, �nite element method, FEM



Predhovor

Táto práca sa zaoberá pouºitím metódy kone£ných prvkov (¤alej len MKP) s kvad-

ratickými trojuholníkovými elementami na rie²enie 2D úlohy o priehybe membrány.

Cie©om je v softvéri Wolfram Mathematica naprogramova´ MKP a rie²i´ pomocou nej

nieko©ko príkladov. Jedným z nich je modelový príklad priehybu membrány, pre ktorý

existuje presné analytické rie²enie a na ¬om bude na²ou úlohou skúma´ chyby a experi-

mentálny rád konvergencie metódy. �al²ím cie©om je namodelova´ reálne kon²trukcie,

ktoré sú za´aºené vonkaj²ou silou, £i podopreté st¨pmi.

V úvode (kapitola 1) popisujeme membránové kon²trukcie, typy membrán a ich

vyuºitie v architektúre a stavebníctve. V kapitole 2 kon²truujeme matematický model

diferenciálnej rovnice priehybu membrány. �alej v kapitole 3 popisujeme algoritmus

MKP s kvadratickými trojuholníkovými elementami a v poslednej kapitole 4, ku ktorej

boli vytvorené aj programy v softvéri Wolfram Mathematica, najskôr na modelovom

príklade ukazujeme pouºitie MKP, vplyv za´aºenia a podopretia membrány st¨pom

v jednom bode. Následne v £asti 4.2.1 vytvárame model reálnej kon²trukcie stanu

podopretého st¨pmi a v poslednej £asti 4.2.2 navrhujeme membránovú kon²trukciu s

pôdorysom s krivo£iarou hranicou slúºiacu na prekrytie pódia.
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Kapitola 1

Úvod � Membránové kon²trukcie

Obr. 1.1: Membránové zastre²enie Slovnaft

pumpy v Bratislave [17].

Membrána v stavebnom priemysle

predstavuje súbor materiálov, ktorých

hrúbka je vo£i ostatným rozmerom zaned-

bate©ná (£astokrát sa pohybuje v rozme-

dzí 50µm � 500µm). Sú to teda aj kvôli

tejto vlastnosti ve©mi ©ahké materiály

(v porovnaní so sklom sú náklady na ich

in²taláciu práve preto £astokrát aº o 70%

niº²ie [10]). Vyuºívajú sa najmä na stavby

rôznych prekrytí ako sú pumpy £i pódiá

alebo napríklad na obzvlá²tnenie ²tadió-

nov £i iných budov, pozri obrázky 1.1 a

1.2.

Obr. 1.2: Allianz Arena v Mníchove ukazuje po-

uºitie fóliových vankú²ov plnených vzduchom

[11].

Do skupiny membránových materiá-

lov patria textílie (nazývané membrány),

na povrchu potiahnuté materiálom, ktorý

ich má chráni´ pred vplyvmi po£asia,

najmä pred daº¤om, £i slnkom, ktoré

môºe napríklad ovplyvni´ farebnos´ po-

uºitej textílie. V kapitole 4 spomenieme

membránovú textíliu nazývanú Valmex

FR700 Universal, pouºívanú napríklad

�rmou Kayam [5] na stavbu ve©koplo²-

ných stanov. �al²ími zo skupiny mem-

brán sú fólie, ktorými sa síce v práci nebudeme zaobera´, spome¬me v²ak aspo¬ na

ilustráciu materiál nazývaný ETFE (ethylen-tetra�uorethylen [10]), pouºívaný najmä

v prieh©adnej verzii, pozri obr. 1.3. Fólie sa vä£²inou kvôli zlep²eniu tepelno-izola£ných

8



KAPITOLA 1. ÚVOD � MEMBRÁNOVÉ KON�TRUKCIE 9

vlastností pouºívajú vo viacerých vrstvách, z ktorých následne vznikne tzv. vankú²,

ktorý sa v kon²trukcii neustále dop¨¬a vzduchom tak, aby v ¬om bol stály tlak (tieto

vankú²e môºme vidie´ aj na obrázkoch 1.2 a 1.3).

Obr. 1.3: Eden Project v meste Cornwall v Anglicku. Na zastre²enia bola pouºitá pries-

vitná ETFE fólia [12].

Kon²trukcia membránových zastre²ení je v²ak komplikovaná a to najmä preto,

ºe membrány sa prispôsobujú tomu, ako sú na okrajoch, £i niekde vnútri plochy, upev-

nené. Tvar membrány sa prirodzene ustáli v stave, v ktorom má minimálnu plochu

a práve tento stav budeme v práci ¤alej viackrát skúma´ a popisova´. Nebudeme v²ak

rie²i´ problém minimálnej plochy presne, pretoºe v kapitole 2, v ktorej vytvoríme ma-

tematický model pouºijeme linearizáciu, v¤aka ktorej získame lineárnu diferenciálnu

rovnicu a budeme úlohu vedie´ ©ah²ie rie²i´.



Kapitola 2

Tvorba matematického modelu

Tvar membrány budeme na oblasti Ω ⊂ R2 modelova´ v rovnováºnom stave opísa-

nom funkciou dvoch premenných u(x1, x2), pozri obr. 2.1. Pre jednoduchos´ zave¤me

ozna£enie x = (x1, x2) ∈ Ω.

Obr. 2.1: Ná£rt membrány nad oblas´ou

Ω ⊂ R2.

Obr. 2.2: Ná£rt vychýlenia membrány

z rovnováºneho stavu u(x) do vychýle-

ného stavu v(x).

Hodnota u(x) vyjadruje posunutia membrány v zvislom smere (smer osi x3) v bode x.

V tom istom smere uvaºujeme pôsobenie vonkaj²ích síl, ktoré vyjadríme ich výslednicou

f(x), pozri obr. 2.2.

Ke¤ºe uvaºujeme upevnenú membránu, na jej hranici ∂Ω zadáme Dirichletovu okra-

jovú podmienku a to

u(x) = g(x), x ∈ ∂Ω, (2.1)

kde g(x) je funkcia popisujúca posunutie membrány na hranici ∂Ω.

�alej v kapitole £erpáme z [3] a pomocou zákona zachovania energie, ktorý hovorí o

tom, ºe celková práca je rovná rozdielu potenciálnej energie vo vychýlenej polohe U(v)

a v rovnováºnej polohe U(u)

W = U(v)− U(u),

10



KAPITOLA 2. TVORBA MATEMATICKÉHO MODELU 11

zostrojíme matematický model. Najprv nájdeme integrálny tvar zákona zachovanie

energie a z neho potom odvodíme diferenciálnu rovnicu pre priehyby membrány.

2.1 Celková práca

Vyjadrime najskôr celkovú prácu W potrebnú na zmenu tvaru membrány z rov-

nováºnej polohy u(x) do nového stavu v(x), kde v(x) má okrajovú podmienku rovnú

podmienke (2.1) de�novanej pre u(x).

Celková práca W je sú£tom dvoch prác,

W = W1 +W2,

kde W1 je práca proti sile f pôsobiacej na membránu zvonku a W2 je práca vynaloºená

na zmenu celkovej plochy membrány, £iºe práca proti vnútorným silám.

2.1.1 Práca proti vonkaj²ej sile

Práca je fyzikálnou veli£inou, ktorá vyjadruje pôsobenie sily na teleso po ur£itej

dráhe. Prácu, ktorú vykoná sila f , pri zmene tvaru membrány z rovnováºnej polohy u

do novej polohy v (pozri obr. 2.2) vieme vyjadri´ pomocou integrálu∫
Ω

(∫ v

u

f dx3

)
dx.

Nami vykonaná práca je s opa£ným znamienkom a teda

W1 = −
∫

Ω

(∫ v

u

f dx3

)
dx,

kde dx = dx1dx2. Po integrácii a úprave dostaneme kone£nú prácu W1 v tvare

W1 =

∫
Ω

f (u− v) dx. (2.2)

2.1.2 Práca vynaloºená na zmenu plochy membrány

Ke¤ºe potrebujeme vypo£íta´ celkovú plochu membrány, najprv si vezmeme len

malú £as´ dA, zobrazenú na obr. 2.3. Plochu dA získame z ve©kosti vektora, ktorý je

výsledkom vektorového sú£inu vektorov a a b,

a = (dx1, 0, u(x1 + dx1, x2)− u(x1, x2)) = (1, 0, ∂x1u) dx1,

b = (0, 1, ∂x2u) dx2.

Ozna£enie ∂xi = ∂
∂xi

budeme pouºíva´ pre parciálnu deriváciu pod©a xi.
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Obr. 2.3: Ná£rt malej £asti dA.

Vektorový sú£in týchto dvoch vektorov potom bude

a× b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1) = (−∂x1u,−∂x2u, 1) dx1dx2

a ve©kos´ plochy dA

dA = |a× b| =
√

(∂x1u)2 + (∂x2u)2 + (1)2dx1dx2 =
√

1 + ||∇u||2dx.

Ke¤ºe potrebujeme zisti´ celkovú plochu A nad oblas´ou Ω, musíme uº vypo£ítanú

plochu dA zintegrova´ cez celú oblas´ Ω. Celková plocha A bude

A =

∫
Ω

√
1 + ||∇u||2 dx. (2.3)

Práca potrebná na zmenu plochy membrány následne bude rozdiel plochy membrány

vo vychýlenom stave opísanom funkciou v a jej plochy v rovnováºnom stave prenáso-

bený kon²tantou tuhosti membrány µ

W2 =

∫
Ω

µ
(√

1 + ||∇v||2 −
√

1 + ||∇u||2
)
dx. (2.4)

Linearizácia

V tejto práci budeme pouºíva´ linearizovanú verziu vz´ahu (2.3), v¤aka £omu nako-

niec dostaneme lineárnu diferenciálnu rovnicu. Budeme teda predpoklada´, ºe priehyby

u, v a ich gradienty ∇u, ∇v sú len ve©mi malé. Môºme teda pristúpi´ k aproximácii

funkcie h(ε) =
√

1 + ε, kde ε = ||∇u||2, resp. ε = ||∇v||2 pomocou Taylorovho rozvoja

h(ε) =
√

1 + ε ≈ h(0) + h′(0)ε = 1 +
1

2

1√
1 + ε

∣∣∣∣
ε=0

ε = 1 +
1

2
ε. (2.5)

Po vyuºití (2.5) v (2.4) dostaneme

W2 ≈
∫

Ω

µ

[(
1 +

1

2
||∇v||2

)
−
(

1 +
1

2
||∇u||2

)]
dx =

1

2

∫
Ω

µ
(
||∇v||2 − ||∇u||2

)
dx.

(2.6)
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Celková práca

Po pouºití v²etkých predpokladov a odvodených prác potrebných na zmenu tvaru

membrány dostávame celkovú prácu

W = W1 +W2 =

∫
Ω

f (u− v) dx+
1

2

∫
Ω

µ
(
||∇v||2 − ||∇u||2

)
dx

a po úprave

W =
1

2

∫
Ω

µ
(
||∇v||2 − ||∇u||2

)
+ 2f(u− v) dx. (2.7)

2.2 Potenciálna energia

Z princípu minima potenciálnej energie vyplýva, ºe v rovnováºnej polohe u je po-

tenciálna energia najmen²ia a teda

U(v) ≥ U(u),

musí plati´ pre ©ubovo©ný vychýlený tvar v. Celkovú prácu uº pod©a (2.7) poznáme,

vyjadríme teda potenciálnu energiu vo vychýlenej polohe

U(v) = U(u) +W = U(u) +
1

2

∫
Ω

µ
(
||∇v||2 − ||∇u||2

)
+ 2f(u− v) dx. (2.8)

2.3 Nutná podmienka minima

�ubovo©nú vychýlenú polohu v vieme vyjadri´ ako

v = u+ tw, (2.9)

kde t je ©ubovo©né reálne £íslo a w je ©ubovo©ná vychýlená poloha, pre ktorú platí

nulová Dirichletova okrajová podmienka

w(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (2.10)

Rovnica (2.8) za pouºitia (2.9) nadobudne tvar

U(u+ tw) = U(u) +
1

2

∫
Ω

µ
(
||∇(u+ tw)||2 − ||∇u||2

)
+ 2f

(
u− (u+ tw)

)
dx.

Po úprave a za pouºitia

||∇(u+tw)|| = ||∇u+t∇w|| = (∇u+t∇w,∇u+t∇w) = ||∇u||2+2t∇u·∇w+t2||∇w||2,

získame

U(v) = U(u+tw) = U(u)−t
∫

Ω

fw dx+t

∫
Ω

µ∇u ·∇w dx+
1

2
t2
∫

Ω

µ||∇w||2 dx. (2.11)
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Ke¤ºe U(u) je potenciálna energia rovnováºneho stavu výraz U(u + tw) nadobúda

minimum pre t = 0 a preto musí plati´

dU(u+ tw)

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Po derivovaní (2.11) pod©a premennej t v bode t = 0 dostávame(
−
∫

Ω

fw dx+

∫
Ω

µ∇u · ∇w dx+ t

∫
Ω

µ||∇w||2 dx
)∣∣∣∣

t=0

=

−
∫

Ω

fw dx+

∫
Ω

µ∇u · ∇w dx = 0

a z toho integrálny tvar zákonu zachovania energie∫
Ω

µ∇u · ∇w dx =

∫
Ω

fw dx, (2.12)

v ktorom je nutné, aby existovali prvé derivácie funkcií u a w. Rovnica (2.12) sa zvykne

nazýva´ aj slabá formulácia problému na celej výpo£tovej oblasti Ω. Pre získanie

diferenciálnej rovnice ¤alej rovnicu upravíme

µ∇u · ∇w = ∇ ·
(
µ(∇u)w

)
−∇ · (µ∇u)w

a dosadením do (2.12) získame∫
Ω

∇ ·
(
µ(∇u)w

)
dx−

∫
Ω

∇ · (µ∇u)w dx =

∫
Ω

fw dx.

V prvom integráli pouºijeme Greenovu vetu (pozri [1]), pomocou ktorej prepí²eme

plo²ný integrál na integrál po hranici,∫
Ω

∇ · F dx =

∫
∂Ω

F · n ds, (2.13)

ke¤ za F vezmeme výraz
(
µ(∇u)w

)
dostávame∫

Ω

∇ ·
(
µ(∇u)w

)
dx =

∫
∂Ω

(
µ(∇u)w

)
· n ds = 0.

Tento integrál je nulový, pretoºe pre funkciu w platí (2.10) a teda po úprave dostávame∫
Ω

(
−∇ · (µ∇u)− f

)
w dx = 0.

Ke¤ºe, ako uº bolo spomenuté, w môºe by´ ©ubovo©ná funkcia (nie nutne nulová), musí

plati´

−∇ · (µ∇u)− f = 0.

Z toho uº priamo dostávame diferenciálnu rovnicu pre priehyb membrány

−∇ · (µ∇u) = f, (2.14)

ktorá je zárove¬ aj silnou formuláciou, v ktorej je na rozdiel od slabej formulácie

potrebná existencia druhej derivácie funkcie u.



Kapitola 3

MKP pre 2D úlohy s kvadratickými

elementami

V tejto kapitole podrobne popí²eme algoritmus metódy kone£ných prvkov. Jed-

notlivé kroky prispôsobíme konkrétne prípadu kvadratických elementov, ktoré budeme

pouºíva´ na rie²enie rovnice priehybu membrány (2.14).

3.1 Diskretizácia výpo£tovej oblasti na elementy

Obr. 3.1: Diskretiza£ná chyba (vyzna-

£ená oranºovou), ktorá vznikla apro-

ximáciou oblasti Ω.

Sledovanú výpo£tovú oblas´ Ω aproximujeme

mnoºinouN kone£ných prvkov, tzv. elementov Ωe,

kde e = 1, . . . , N .

Ω ≈
N⋃
e=1

Ωe

Vo v²eobecnosti zjednotením týchto Ωe dochádza

k diskretiza£nej chybe zvýraznenej na obr. 3.1

oranºovou farbou. Diskretiza£nú chybu v²ak vieme

minimalizova´ napríklad správnym zvolením tvaru

jednotlivých elementov ako sú elementy s krivo£ia-

rymi hranami a najmä zjem¬ovaním siete.

Pri tvorbe siete je tieº vhodné dodrºiava´ zásady ako je postupný prechod hustoty

elementov, tvorba hranice elementov na hranici nespojitosti materiálových vlastností,

£i vyhýbanie sa elementom s ve©mi ostrými uhlami. Elementy sa tieº nesmú prekrýva´,

môºu ma´ spolo£ný len jeden vrchol £i jednu hranu.

Ke¤ºe uvaºujeme 2D trojuholníkové kvadratické elementy s rovnými hranami, tvor-

ba uzlových bodov siete a ich o£íslovanie potrebné v následnej implementácii metódy

môºe vyzera´ ako na obr. 3.2, kde sú globálne £ísla napísané £ervenou, lokálne £ísla

zelenou a £ísla elementov modrou farbou.

15
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Obr. 3.2: Globálne £íslovanie uzlových bodov (£ervenou), lokálne £íslovanie uzlových

bodov (zelenou) a £íslovanie elementov siete (modrou).

Následne tvoríme tzv. conectivity matrix B, kde prvok Bei je globálne £íslo i-teho

uzlového bodu na e-tom elemente. Pre ilustráciu conectivity matrix pre oblas´ z obr. 3.2

nadobudne tvar

B =


1 2 3 8 9 10

2 4 3 11 12 9

4 5 3 13 14 12

4 7 5 15 16 13

4 6 7 17 18 15


3.2 Zostrojenie sústavy rovníc na elemente

3.2.1 Zostrojenie slabej formulácie diferenciálnej rovnice

Zvolíme si jeden konkrétny element Ωe. Diferenciálnu rovnicu (2.14), ktorej rie-

²enie h©adáme, prenásobíme váhovou funkciou w = w(x1, x2) = w(x), ktorá bude v

nasledujúcom texte predstavova´ jednu z lokálnych aproxima£ných funkcií(
∇ · (−µ∇u)

)
w = fw.

Rovnicu zintegrujeme cez element Ωe∫
Ωe

(
∇ · (−µ∇u)

)
w dx =

∫
Ωe

fw dx.

Pouºitím vz´ahu

(∇ ·G)w = ∇ · (Gw)−G · ∇w,

kde G = −µ∇u dostávame∫
Ωe

∇ ·
(
(−µ∇u)w

)
dx+

∫
Ωe

(µ∇u) · ∇w dx =

∫
Ωe

fw dx. (3.1)
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V prvom £lene pouºijeme Greenovu vetu (2.13) pre element Ωe, kde za F dosadíme(
(−µ∇u)w

)
, takºe (2.13) prejde na tvar∫

Ωe

∇ ·
(
− µ(∇u)w

)
dx =

∫
∂Ωe

(
− µ(∇u)w

)
· n ds. (3.2)

Po dosadení (3.2) do (3.1) a úprave získame slabú formuláciu∫
Ωe

µ∇u · ∇w dx =

∫
Ωe

fw dx+

∫
∂Ωe

(
(µ∇u) · n

)
w ds,

ktorá má tvar podobný (2.12), teraz v²ak v rovnici vystupuje hrani£ný £len, ktorý

sa v (2.12) nevyskytuje kvôli Dirichletovej okrajovej podmienke (2.10). V prípade

2D úlohy platí ∇u = (∂x1u, ∂x2u) a n = (n1, n2) a podintegrálne výrazy majú tvar

µ∇u · ∇w = µ∂x1u∂x1w + µ∂x2u∂x2w(
(µ∇u) · n

)
w = µ∂x1un1w + µ∂x2un2w.

Dostávame teda slabú formuláciu v tvare∫
Ωe

µ∂x1u∂x1w + µ∂x2u∂x2w dx =

∫
Ωe

fw dx+

∫
∂Ωe

µ∂x1un1w + µ∂x2un2w ds, (3.3)

v ktorej sta£í, ak existujú iba prvé derivácie funkcií u a w, na rozdiel od silnej formulácie,

v ktorej je potrebná druhá derivácia funkcie u.

3.2.2 Zostrojenie aproxima£ných funkcií

Pribliºné rie²enie U e(x) na elemente Ωe, pri pouºití kvadratických trojuholníkových

elementov, h©adáme v tvare úplnej polynomickej funkcie

U e(x) = a0 + a1x1 + a2x2 + a3x1x2 + a4x
2
1 + a5x

2
2. (3.4)

Obsahuje teda nulové koe�cienty ai iba pri mocninách premenných x1 a x2 vy²²ích ako

dva a to práve kvôli pouºitiu kvadratických elementov. Po£et koe�cientov ai musí zá-

rove¬ by´ rovný po£tu uzlových bodov elementu. Funkcie U e(x) tieº musia ma´ vo v²e-

obecnosti nenulové derivácie stup¬a potrebného v slabej formulácii (3.3) a teda nenu-

lové prvé derivácie. Túto podmienku U e(x) v tvare (3.4) sp¨¬a.

Poºiadavkami pri h©adaní koe�cientov ai sú interpola£né podmienky

U e(xe1) = ue1, U
e(xe2) = ue2, U

e(xe3) = ue3, U
e(xe4) = ue4, U

e(xe5) = ue5, U
e(xe6) = ue6,

£iºe hodnota celkového pribliºného rie²enia U e(xei ) v i-tom uzlovom bode elementu Ωe

je rovná hodnote pribliºného rie²enia na elemente v i-tom uzlovom bode uei .
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Po dosadení jednotlivých uzlových bodov xei do funkcie pribliºného rie²enia U e(x)

a vyuºití interpola£ných podmienok získame sústavu ²iestich rovníc so ²iestimi nezná-

mymi koe�cientmi ai

U e(xe1) = a0 + a1x
e
11 + a2x

e
12 + a3x

e
11x

e
12 + a4(xe11)2 + a5(xe12)2 = ue1,

U e(xe2) = a0 + a1x
e
21 + a2x

e
22 + a3x

e
21x

e
22 + a4(xe21)2 + a5(xe22)2 = ue2,

U e(xe3) = a0 + a1x
e
31 + a2x

e
32 + a3x

e
31x

e
32 + a4(xe31)2 + a5(xe32)2 = ue3,

U e(xe4) = a0 + a1x
e
41 + a2x

e
42 + a3x

e
41x

e
42 + a4(xe41)2 + a5(xe42)2 = ue4,

U e(xe5) = a0 + a1x
e
51 + a2x

e
52 + a3x

e
51x

e
52 + a4(xe51)2 + a5(xe52)2 = ue5,

U e(xe6) = a0 + a1x
e
61 + a2x

e
62 + a3x

e
61x

e
62 + a4(xe61)2 + a5(xe62)2 = ue6,

kde (xei 1, x
e
i 2) sú súradnice uzlového bodu xei . Z tejto sústavy rovníc vieme koe�cienty

ai vyjadri´ a po ich dosadení do (3.4) a úprave získameGalerkinov rozklad. Ten je li-

neárnou kombináciou aproxima£ných funkcií ψej (x) s koe�cientami rovnými neznámym

hodnotám rie²enia v uzlových bodoch elementu U e
j

U e(x) = ue1ψ
e
1(x) + ue2ψ

e
2(x) + ue3ψ

e
3(x) + ue4ψ

e
4(x) + ue5ψ

e
5(x) + ue6ψ

e
6(x). (3.5)

Funkcie ψej (x) majú pod©a [2] tvar

ψe1(x, y) =
(x23(y − y3)− y23(x− x3))(x46(y − y6)− y46(x− x6))

(x23y13 − y23x13)(x46y16 − y46x16)
,

ψe2(x, y) =
(x31(y − y1)− y31(x− x1))(x54(y − y4)− y54(x− x4))

(x31y21 − y31x21)(x54y24 − y54x24)
,

ψe3(x, y) =
(x21(y − y1)− y21(x− x1))(x56(y − y6)− y56(x− x6))

(x21y31 − y21x31)(x56y36 − y56x36)
,

ψe4(x, y) =
(x31(y − y1)− y31(x− x1))(x23(y − y3)− y23(x− x3))

(x31y41 − y31x41)(x23y43 − y23x43)
,

ψe5(x, y) =
(x31(y − y1)− y31(x− x1))(x21(y − y1)− y21(x− x1))

(x31y51 − y31x51)(x21y51 − y21x51)
,

ψe6(x, y) =
(x21(y − y1)− y21(x− x1))(x23(y − y3)− y23(x− x3))

(x21y61 − y21x61)(x23y63 − y23x63)
,

kde pouºívame zjednodu²ené ozna£enie premenných x1 = x, x2 = y, uzlových bodov

xj = xej1
, yj = xej2

a ich rozdielu xkl = (xk − xl) a ykl = (yk − yl). Vidíme, ºe i-

ta aproxima£ná funkcia je vo v²etkých uzlových bodoch elementu okrem i-teho rovná

nule. Túto vlastnos´ je dobre vidie´ aj na obrázkoch 3.3 aº 3.8.
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Obr. 3.3: Aproxima£ná funkcia ψ1. Obr. 3.4: Aproxima£ná funkcia ψ2.

Obr. 3.5: Aproxima£ná funkcia ψ3. Obr. 3.6: Aproxima£ná funkcia ψ4.

Obr. 3.7: Aproxima£ná funkcia ψ5. Obr. 3.8: Aproxima£ná funkcia ψ6.
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3.2.3 Zostrojenie sústavy rovníc na elemente

Zostrojenie sústavy rovníc spo£íva v dosadení Galerkinovho rozkladu U e(x), teda

vz´ahu (3.5) za u(x) do slabej formulácie (3.3) a postupnom dosádzaní aproxima£ných

funkcií ψej (x) za váhovú funkciu w(x).

Po dosadení Galerkinovho rozkladu vznikne rovnica
6∑
i=1

uei

∫
Ωe

µ
(∂ψei
∂x1

∂w

∂x1

+
∂ψei
∂x2

∂w

∂x2

)
dx =

∫
Ωe

fw dx+

∫
∂Ωe

(
(µ∇u) · n

)
w ds.

Po následnom postupnom dosadení aproxima£ných funkcií ψej , j = 1, . . . , 6 za w(x)

dostaneme
6∑
i=1

uei

∫
Ωe

µ

(
∂ψei
∂x1

∂ψe1
∂x1

+
∂ψei
∂x2

∂ψe1
∂x2

)
dx =

∫
Ωe

fψe1 dx+Qe
1,

6∑
i=1

uei

∫
Ωe

µ

(
∂ψei
∂x1

∂ψe2
∂x1

+
∂ψei
∂x2

∂ψe2
∂x2

)
dx =

∫
Ωe

fψe2 dx+Qe
2,

6∑
i=1

uei

∫
Ωe

µ

(
∂ψei
∂x1

∂ψe3
∂x1

+
∂ψei
∂x2

∂ψe3
∂x2

)
dx =

∫
Ωe

fψe3 dx+Qe
3,

6∑
i=1

uei

∫
Ωe

µ

(
∂ψei
∂x1

∂ψe4
∂x1

+
∂ψei
∂x2

∂ψe4
∂x2

)
dx =

∫
Ωe

fψe4 dx+Qe
4,

6∑
i=1

uei

∫
Ωe

µ

(
∂ψei
∂x1

∂ψe5
∂x1

+
∂ψei
∂x2

∂ψe5
∂x2

)
dx =

∫
Ωe

fψe5 dx+Qe
5,

6∑
i=1

uei

∫
Ωe

µ

(
∂ψei
∂x1

∂ψe6
∂x1

+
∂ψei
∂x2

∂ψe6
∂x2

)
dx =

∫
Ωe

fψe6 dx+Qe
6,

kde sme zaviedli ozna£enie

Qe
j =

∫
∂Ωe

µ∇u · nψej ds.

Kvôli zjednodu²eniu zápisu a výpo£tov ozna£me

Ke
ij =

∫
Ωe

µ

(
∂ψei
∂x1

∂ψej
∂x1

+
∂ψei
∂x2

∂ψej
∂x2

)
dx, f ei =

∫
Ωe

fψei dx (3.6)

a zave¤me maticový zápis sústavy rovníc. Systém rovníc pre element Ωe potom bude

Ke
11u

e
1 +Ke

12u
e
2 +Ke

13u
e
3 +Ke

14u
e
4 +Ke

15u
e
5 +Ke

16u
e
6 = f e1 +Qe

1,

Ke
21u

e
1 +Ke

22u
e
2 +Ke

23u
e
3 +Ke

24u
e
4 +Ke

25u
e
5 +Ke

26u
e
6 = f e2 +Qe

2,

Ke
31u

e
1 +Ke

32u
e
2 +Ke

33u
e
3 +Ke

34u
e
4 +Ke

35u
e
5 +Ke

36u
e
6 = f e3 +Qe

3,

Ke
41u

e
1 +Ke

42u
e
2 +Ke

43u
e
3 +Ke

44u
e
4 +Ke

45u
e
5 +Ke

46u
e
6 = f e4 +Qe

4,

Ke
51u

e
1 +Ke

52u
e
2 +Ke

53u
e
3 +Ke

54u
e
4 +Ke

55u
e
5 +Ke

56u
e
6 = f e5 +Qe

5,

Ke
61u

e
1 +Ke

62u
e
2 +Ke

63u
e
3 +Ke

64u
e
4 +Ke

65u
e
5 +Ke

66u
e
6 = f e6 +Qe

6.

(3.7)
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Sústava rovníc zapísaná maticovo, nadobudne tvar

Ke
11 Ke

12 Ke
13 Ke

14 Ke
15 Ke

16

Ke
21 Ke

22 Ke
23 Ke

24 Ke
25 Ke

26

Ke
31 Ke

32 Ke
33 Ke

34 Ke
35 Ke

36

Ke
41 Ke

42 Ke
43 Ke

44 Ke
45 Ke

46

Ke
51 Ke

52 Ke
53 Ke

54 Ke
55 Ke

56

Ke
61 Ke

62 Ke
63 Ke

64 Ke
65 Ke

66


·



ue1

ue2

ue3

ue4

ue5

ue6


=



f e1

f e2

f e3

f e4

f e5

f e6


+



Qe
1

Qe
2

Qe
3

Qe
4

Qe
5

Qe
6


a zjednodu²ene

Ke · ue = f e +Qe.

Na kaºdom elemente takto získame lokálnu sústavu 6 rovníc s 12 neznámymi, ktoré

predstavujú st¨pcové vektory ue a Qe. Pri po£te N elementov by sme takúto sústavu

rovníc získali pre kaºdý z elementov a teda celkovo by sme mali 6N rovníc s 12N nezná-

mymi. Ke¤ºe túto sústavu e²te nevieme rie²i´, pristúpime k ¤al²ím krokom, aby sme

zníºili celkový po£et neznámych.

3.3 Spojenie elementových sústav rovníc do globál-

neho systému

Pri tvorbe globálneho systému rovníc vyuºívame dva princípy a to spojitos´ rie²enia

na styku elementov a bilanciu síl.

3.3.1 Spojitos´ rie²enia na styku elementov

Obr. 3.9: �íslovanie uzlových bodov a hrán

dvoch elementov (lokálne � zelenou, globálne �

£ervenou, elementy � modrou, hrany � £ier-

nou).

Princíp spojitosti rie²enia znamená,

ºe rie²enie na hrane patriacej dvom ele-

mentom musí by´ spojité. Pouºitím glo-

bálneho £íslovania uzlových bodov a rov-

nosti rie²enia v nich zabezpe£íme aj rov-

nos´ rie²enia na hranách elementov. Spo-

jitos´ rie²enia v prípade ilustrovanom

na obr. 3.9 zaistíme rovnicami

U1 = u1
1, U2 = u1

2 = u2
1,

U3 = u1
3 = u2

3, U4 = u1
4,

U5 = u1
5 = u2

6, U6 = u1
6,

U7 = u2
2, U8 = u2

4,

U9 = u2
5,
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3.3.2 Bilancia síl

Integrály ozna£ené Qe
i vieme rozdeli´ na sú£et integrálov po jednotlivých hranách.

Integrál po hrane Γej ozna£íme

Qe
ij ≡

∫
Γe
j

(
(µ∇u) · n

)
ψei ds.

Vieme, ºe tieto integrály sú pre niektoré i a j rovné nule, a to kvôli vlastnostiam

nulovosti aproxima£ných funkcií ψei vo v²etkých lokálnych uzlových bodoch rôznych

od i a teda aj na niektorých hranách, pozri obr. 3.3 aº 3.8.

Bilancia síl v prípade 2D úlohy priehybu membrány predstavuje vzájomne pôsobe-

nie síl medzi dvoma susednými elementami. V na²om prípade ju vyjadríme pomocou

síl v uzlových bodoch, ktoré sú spolo£né pre oba elementy

Q1
22 +Q2

13 = 0,

Q1
32 +Q2

33 = 0,

Q1
52 +Q2

63 = 0.

(3.8)

Následne prepí²eme elementové rovnice (3.7) pre prípad z ilustra£ného obrázku 3.9

na tvar s globálnym £íslovaním a silami medzi jednotlivými hranami elementu. Rovnice

vyzerajú pre prvý element nasledovne

K1
11U1 +K1

12U2 +K1
13U3 +K1

14U4 +K1
15U5 +K1

16U6 = f 1
1 +Q1

11 +Q1
13,

K1
21U1 +K1

22U2 +K1
23U3 +K1

24U4 +K1
25U5 +K1

26U6 = f 1
2 +Q1

21 +Q1
22,

K1
31U1 +K1

32U2 +K1
33U3 +K1

34U4 +K1
35U5 +K1

36U6 = f 1
3 +Q1

32 +Q1
33,

K1
41U1 +K1

42U2 +K1
43U3 +K1

44U4 +K1
45U5 +K1

46U6 = f 1
4 +Q1

41,

K1
51U1 +K1

52U2 +K1
53U3 +K1

54U4 +K1
55U5 +K1

56U6 = f 1
5 +Q1

52,

K1
61U1 +K1

62U2 +K1
63U3 +K1

64U4 +K1
65U5 +K1

66U6 = f 1
6 +Q1

63

a pre druhý element podobne

K2
11U2 +K2

12U7 +K2
13U3 +K2

14U8 +K2
15U9 +K2

16U5 = f 2
1 +Q2

11 +Q2
13,

K2
21U2 +K2

22U7 +K2
23U3 +K2

24U8 +K2
25U9 +K2

26U5 = f 2
2 +Q2

21 +Q2
22,

K2
31U2 +K2

32U7 +K2
33U3 +K2

34U8 +K2
35U9 +K2

36U5 = f 2
3 +Q2

32 +Q2
33,

K2
41U2 +K2

42U7 +K2
43U3 +K2

44U8 +K2
45U9 +K2

46U5 = f 2
4 +Q2

41,

K2
51U2 +K2

52U7 +K2
53U3 +K2

54U8 +K2
55U9 +K2

56U5 = f 2
5 +Q2

52,

K2
61U2 +K2

62U7 +K2
63U3 +K2

64U8 +K2
65U9 +K2

66U5 = f 2
6 +Q2

63.

Pre zníºenie po£tu neznámych premenných s£ítame rovnice prislúchajúce rovnakým

globálnym uzlovým bodom. Pre ná² ilustra£ný prípad s£ítame
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• 2. rovnicu na elemente Ω1 s 1. rovnicou na elemente Ω2 (obe prislúchajú globál-

nemu uzlu £íslo 2),

• 3. rovnicu na elemente Ω1 s 3. rovnicou na elemente Ω2 (obe prislúchajú globál-

nemu uzlu £íslo 3),

• 5. rovnicu na elemente Ω1 so 6. rovnicou na elemente Ω2 (obe prislúchajú globál-

nemu uzlu £íslo 5)

a vyuºijeme princíp bilancie síl (3.8). Získame tak jeden systém rovníc (zoradený pod©a

globálneho £íslovania uzlových bodov)

1) K1
11U1 +K1

12U2 +K1
13U3 +K1

14U4 +K1
15U5 +K1

16U6 = f 1
1 +Q1

11 +Q1
13,

2) K1
21U1 + (K1

22 +K2
11)U2 + (K1

23 +K2
13)U3 +K1

24U4+

(K1
25 +K2

16)U5 +K1
26U6 +K2

12U7 +K2
14U8 +K2

15U9 = f 1
2 + f 2

1 +Q1
21 +Q2

11,

3) K1
31U1 + (K1

32 +K2
31)U2 + (K1

33 +K2
33)U3 +K1

34U4+

(K1
35 +K2

36)U5 +K1
36U6 +K2

32U7 +K2
34U8 +K2

35U9 = f 1
3 + f 2

3 +Q1
33 +Q2

32,

4) K1
41U1 +K1

42U2 +K1
43U3 +K1

44U4 +K1
45U5 +K1

46U6 = f 1
4 +Q1

41,

5) K1
51U1 + (K1

52 +K2
61)U2 + (K1

53 +K2
63)U3 +K1

54U4+

(K1
55 +K2

66)U5 +K1
56U6 +K2

62U7 +K2
64U8 +K2

65U9 = f 1
5 + f 2

6 ,

6) K1
61U1 +K1

62U2 +K1
63U3 +K1

64U4 +K1
65U5 +K1

66U6 = f 1
6 +Q1

63,

7) K2
21U2 +K2

23U3 +K2
26U5 +K2

22U7 +K2
24U8 +K2

25U9 = f 2
2 +Q2

21 +Q2
22,

8) K2
41U2 +K2

43U3 +K2
46U5 +K2

42U7 +K2
44U8 +K2

45U9 = f 2
4 +Q2

41,

9) K2
51U2 +K2

53U3 +K2
56U5 +K2

52U7 +K2
54U8 +K2

55U9 = f 2
5 +Q2

52.

Systém vieme zapísa´ maticovo

K · U = F,

kde K je globálna matica tuhosti,

K =



K1
11 K1

12 K1
13 K1

14 K1
15 K1

16 0 0 0

K1
21 (K1

22 +K2
11) (K1

23 +K2
13) K1

24 (K1
25 +K2

16) K1
26 K2

12 K2
14 K2

15

K1
31 (K1

32 +K2
31) (K1

33 +K2
33) K1

34 (K1
35 +K2

36) K1
36 K2

32 K2
34 K2

35

K1
41 K1

42 K1
43 K1

44 K1
45 K1

46 0 0 0

K1
51 (K1

52 +K2
61) (K1

53 +K2
63) K1

54 (K1
55 +K2

66) K1
56 K2

62 K2
64 K2

65

K1
61 K1

62 K1
63 K1

64 K1
65 K1

66 0 0 0

0 K2
21 K2

23 0 K2
26 0 K2

22 K2
24 K2

25

0 K2
41 K2

43 0 K2
46 0 K2

42 K2
44 K2

45

0 K2
51 K2

53 0 K2
56 0 K2

52 K2
54 K2

55


,
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U vektor globálnych neznámych,

U =
[
U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7, U8, U9

]T
,

a F globálna pravá strana,

F =



f 1
1 +Q1

11 +Q1
13

f 1
2 + f 2

1 +Q1
21 +Q2

11

f 1
3 + f 2

3 +Q1
33 +Q2

32

f 1
4 +Q1

41

f 1
5 + f 2

6

f 1
6 +Q1

63

f 2
2 +Q2

21 +Q2
22

f 2
4 +Q2

41

f 2
5 +Q2

52


.

V tomto systéme 9 rovníc máme 9 primárnych neznámych Ui, kde i = 1, . . . , 9

a 12 sekundárnych neznámych Qe
ij, nevieme ho teda e²te stále vyrie²i´ a preto pristú-

pime k ¤al²ích krokom na zníºenie po£tu neznámych pridaním rovníc z okrajových

podmienok úlohy.

3.3.3 Zahrnutie okrajových podmienok

Ke¤ºe uvaºujeme Dirichletové okrajové podmienky de�nované v (2.1), vieme prida´

rovnice Ui = g(xi) = gi, kde i je globálne £íslo uzlového bodu leºiaceho na hranici

diskretizovanej oblasti Ω.

V na²om prípade máme okrajové podmienky

U1 = g1, U2 = g2, U3 = g3, U4 = g4, U6 = g6, U7 = g7, U8 = g8, U9 = g9.
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Po dosadení za rovnice prislúchajúce i-tym uzlovým bodom do systému získame

K =



1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

K1
51 (K1

52 +K2
61) (K1

53 +K2
63) K1

54 (K1
55 +K2

66) K1
56 K2

62 K2
64 K2

65

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1


,

F =



g1

g2

g3

g4

f 1
5 + f 2

6

g6

g7

g8

g9


.

Dostali sme kone£ný systém 9 rovníc o 9 neznámych Ui, kde i = 1, . . . , 9, ktorý uº vieme

rie²i´ pomocou vhodnej metódy na rie²enie systémov lineárnych rovníc. Vo v²eobecnosti

by sme rovnakým postupom dostali systém n rovníc s n neznámymi, kde n je po£et

uzlových bodov.



Kapitola 4

Numerické rie²enie

V tejto kapitole najskôr v £asti 4.1 popí²eme modelový príklad, na ktorom budeme

analyzova´ rád presnosti metódy kone£ných prvkov a sledova´ za´aºenie vonkaj²ou si-

lou, £i podopretie st¨pmi. Následne v £asti 4.2.1 namodelujeme reálny príklad membrá-

novej ²truktúry stanu, na ktorý aplikujeme aj za´aºenie vlastnou tiaºou a ¤alej v £asti

4.2.2 navrhneme membránovú ²truktúru na prekrytie pódia, taktieº za´aºenú vlastnou

tiaºou.

4.1 Modelová úloha

A B

C D

Obr. 4.1: Výpo£tová oblas´ modelo-

vého príkadu.

Za modelový príklad volíme membránu nad plo-

chou Ω v tvare obd¨ºnika so ²írkou h1 = 2m a vý²-

kou h2 = 1, 5m a s vrcholmi v bodoch A = (a1, b1),

B = (a2, b1), C = (a1, b2) aD = (a2, b2), kde a1=0,

a2 = a1 + h1, b1 = 0 a b2 = b1 + h2.

Ke¤ºe v tomto prípade ide o modelový príklad,

zvo©me tuhos´ membrány µ(x1, x2) = 1Nm−1,

vplyv vonkaj²ích síl zatia© neuvaºujeme, takºe ich

intenzita bude nulová f(x1, x2) = 0Nm−2. Na hra-

niciach máme zadané okrajové podmienky v tvare

g(x1, b1) = 0.4 sin

(
π(x1 − a1)

a2 − a1

)
, x1 ∈ [a1, a2],

g(a2, x2) = 0.2 sin

(
π(x2 − b1)

b2 − b1

)
, x2 ∈ [b1, b2],

g(x1, b2) = sin

(
π(x1 − a1)

a2 − a1

)
, x1 ∈ [a1, a2],

g(a1, x2) = 0.4 sin

(
π(x2 − b1)

b2 − b1

)
, x2 ∈ [b1, b2].

26
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Vieme, ºe pre takto zadanú úlohu existuje presné analytické rie²enie1 uA(x1, x2)

v tvare

uA(x1, x2) =
sinh

(
π(b2−x2)
a2−a1

)
g(x1, b1)

sinh
(
π(b2−b1)
a2−a1

) +
sinh

(
π(x1−a1)
b2−b1

)
g(a2, x2)

sinh
(
π(a2−a1)
b2−b1

) +

sinh
(
π(x2−b1)
a2−a1

)
g(x1, b2)

sinh
(
π(b2−b1)
a2−a1

) +
sinh

(
π(a2−x1)
b2−b1

)
g(a1, x2)

sinh
(
π(a2−a1)
b2−b1

)
a je zobrazené na obr. 4.2.

Obr. 4.2: Presné rie²enie modelového príkladu.

Pristúpme ku krokom metódy kone£ných prvkov, popísaným v kapitole 3. Oblas´ Ω

najprv diskretizujeme pomocou kvadratických trojuholníkových elementov tak, ºe ju

rozdelíme na nx1 × nx2 zhodných obd¨ºnikov, následne kaºdý z nich rozdelíme diago-

nálne na dva trojuholníky a doplníme uzlové body do stredov strán. Týmito krokmi zís-

kame hotovú sie´ tvorenú 2 (nx1×nx2) trojuholníkovými elementami. V na²om prípade

volíme nx1 = nx2 = 2i, kde i = 0, . . . , 5. V²etky siete, ktoré uvaºujeme, sú zobrazené

na obr. 4.3 aº 4.8.

Diskretizova´ v²ak musíme aj okrajové podmienky, a tak pre kaºdý z uzlových

bodov leºiacich na hranici oblasti Ω zade�nujeme okrajovú podmienku, ktorú neskôr

zahrnieme do výpo£tu. Tvorba lokálnej matice tuhosti a vektora pravej strany prebieha

jednoducho. Vektor pravej strany je v tomto prípade nulový, a teda pre kaºdý z elemen-

tov vypo£ítame iba hodnotu integrálu Ke
ij de�novanú v (3.6). Následne presne pod©a

krokov z £asti 3.3 de�nujeme globálnu maticu tuhosti a zahrnieme okrajové podmienky.

Vyrie²ime systém a dostaneme rie²enie modelovej úlohy zobrazené na obr. 4.9 aº 4.20.
1Toto presné rie²enie sa dá získa´ Fourierovou metódou separácie premenných [8].
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Obr. 4.3: Sie´ modelového príkladu tvo-

rená 2 elementami.

Obr. 4.4: Sie´ modelového príkladu tvo-

rená 8 elementami.

Obr. 4.5: Sie´ modelového príkladu tvo-

rená 32 elementami.

Obr. 4.6: Sie´ modelového príkladu tvo-

rená 128 elementami.

Obr. 4.7: Sie´ modelového príkladu tvo-

rená 512 elementami.

Obr. 4.8: Sie´ modelového príkladu tvo-

rená 2048 elementami.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obr. 4.9: Rie²enie modelovej úlohy so sie-

´ou tvorenou 2 elementami.

Obr. 4.10: Graf s vrstevnicami rie²enia

modelovej úlohy so sie´ou tvorenou 2 ele-

mentami.

Obr. 4.11: Rie²enie modelovej úlohy

so sie´ou tvorenou 8 elementami.

Obr. 4.12: Graf s vrstevnicami rie²enia

modelovej úlohy so sie´ou tvorenou 8 ele-

mentami.

Obr. 4.13: Rie²enie modelovej úlohy

so sie´ou tvorenou 32 elementami.

Obr. 4.14: Graf s vrstevnicami rie²enia

modelovej úlohy so sie´ou tvorenou 32

elementami.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obr. 4.15: Rie²enie modelovej úlohy

so sie´ou tvorenou 128 elementami.

Obr. 4.16: Graf s vrstevnicami rie²enia

modelovej úlohy so sie´ou tvorenou 128

elementami.

Obr. 4.17: Rie²enie modelovej úlohy

so sie´ou tvorenou 512 elementami.

Obr. 4.18: Graf s vrstevnicami rie²enia

modelovej úlohy so sie´ou tvorenou 512

elementami.

Obr. 4.19: Rie²enie modelovej úlohy

so sie´ou tvorenou 2048 elementami.

Obr. 4.20: Graf s vrstevnicami rie²enia

modelovej úlohy so sie´ou tvorenou 2048

elementami.



KAPITOLA 4. NUMERICKÉ RIE�ENIE 31

4.1.1 Skúmanie chýb metódy a experimentálneho rádu konver-

gencie

V metóde kone£ných prvkov sa môºe rie²enie úlohy od presného rie²enia lí²i´ v zá-

vislosti od rôznych druhov chýb. Jednou z nich je diskretiza£ná chyba, ktorú sme uº

komentovali v kapitole 3.1, v na²om modelovom prípade k nej v²ak nedochádza z dô-

vodu presnej aproximácie oblasti Ω, pozri obr. 4.3 aº 4.8 a preto sa jej v tejto £asti

nebudeme bliº²ie venova´.

Druhým typom chýb sú numerické chyby a to napríklad chyby spôsobené výpo£tami

v po£íta£i, kde dochádza k zaokrúh©ovacím chybám, ktoré sa prená²ajú do ¤al²ích

výpo£tov. �al²ími z numerických chýb sú chyby spôsobené numerickým po£ítaním

integrálov.

Tretí typ, ktorému sa budeme venova´, je chyba spôsobená aproximáciou rie²enia.

Celkové rie²enie u(x) totiº aproximujeme pomocou funkcie uh(x), ktorá vyjadruje dis-

kretizované rie²enie, a teda

u(x) ≈ uh(x) =
N∑
e=1

6∑
i=1

ueiψ
e
i (x),

kde N je po£et elementov siete. Touto aproximáciu sa dopú²´ame chyby, ktorú budeme

sledova´ a po£ítame ju ako rozdiel presného a diskrétneho rie²enia

ε(x) = u(x)− uh(x). (4.1)

Experimentálny rád konvergencie metódy skúmame dvomi spôsobmi a to prostredníc-

tvom chyby v energetickej norme a chyby v L2 norme. Ozna£íme ho EOC (Experimental

Order of Convergence) a po£ítame ho pomocou

EOC = log2

(
chi
chi+1

)
,

kde chi ozna£ujú uº vypo£ítané chyby v jednej z pouºitých noriem pre i = 1, . . . , 5.

Chyba v energetickej norme

Energetický skalárny sú£in dvoch funkcií v(x) a w(x), ozna£eným (v, w)A vypo£í-

tame pomocou

(v, w)A =

∫
Ω

µ∇v · ∇w dx.

Energetická norma funkcie v je norma indukovaná týmto skalárnym sú£inom

(v, v)A =

∫
Ω

µ(∇v)2 dx = ||v||2A,

a teda

||v||A =

(∫
Ω

µ(∇v)2 dx

) 1
2

.
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Energetickú normu teraz vieme aplikova´ na (4.1) a dostávame

||ε||A =

√∫
Ω

µ
(
∇u(x)−∇uh(x)

)2
dx.

Chyba v L2 norme

De�níciu priestoru L2 £erpáme z knihy [1]. Priestorom L2(G) nazývame priestor

funkcií v(x) takých, ºe sú v priestore G integrovate©né s druhou mocninou a teda

takých funkcií v(x), pre ktoré existujú a sú kone£né integrály∫
G

v(x) dx,

∫
G

v(x)2 dx.

Skalárny sú£in funkcií v a w v priestore L2(G) je de�novaný integrálom

(v, w)L2 =

∫
G

v w dx

a z toho norma

||v||L2 =
√

(v, v)L2 =

√∫
G

v2 dx.

Po aplikácii na (4.1) získame

||ε||L2 =

√∫
Ω

(u(x)− uh(x))2 dx.

Výpo£et a vyhodnotenie výsledkov

O£akávame, ºe MKP bude ma´ pre kvadratické elementy v L2 norme presnos´ rádu 3

a v energetickej norme presnos´ rádu 2, tieto údaje môºme nájs´ napríklad v [4]. Po tes-

tovaní pomocou vo©by stále vy²²ieho po£tu elementov v smeroch osi x1 aj x2 sme získali

rie²enia modelového príkladu, zobrazené na obr. 4.9 aº 4.20. Výsledky výpo£tov chýb

aj rádu presnosti v oboch normách sú uvedené v tabu©ke £. 4.1. Môºme v nej vidie´, ºe

so zjem¬ovaním siete sa aj chyba rie²enia naozaj zmen²uje. Pri L2 norme sa chyba pri

zjemnení siete zmen²uje pribliºne tretím rádom, teda 23 = 8-násobne. Experimentálny

rád presnosti, ozna£ený v tabu©ke ako L2 EOC sa teda blíºi k o£akávanej hodnote.

Podobne môºme sledova´ výsledky v energetickej norme, kde sa so zjem¬ovaním

siete chyba zmen²uje pribliºne druhým rádom a teda 22 = 4-násobne, £o môºme dobre

vidie´ v st¨pci ozna£enom Energ. EOC, v ktorom je vypo£ítaný experimentálny rád

konvergencie, ktorý sa taktieº blíºi k o£akávanej hodnote.



KAPITOLA 4. NUMERICKÉ RIE�ENIE 33

Tabu©ka 4.1: Tabu©ka zobrazuje výsledky výpo£tov L2 a energetickej normy chyby

a experimentálny rád konvergencie metódy v L2 a energetickej norme pre rôzny po-

£et uzlových bodov n a po£et elementov N.

nx1 nx2 n N L2 chyba L2 EOC Energ. chyba Energ. EOC

1 1 9 2 0.2577 0.9596

2 2 25 8 0.03531 2.8676 0.2940 1.7064

4 4 81 32 0.004413 3.0003 0.07816 1.9113

8 8 289 128 0.0005473 3.0111 0.01989 1.9742

16 16 1089 512 0.00006821 3.0042 0.004997 1.9930

32 32 4225 2048 0.000008520 3.0011 0.001250 1.9982

4.1.2 Pridanie za´aºenia vonkaj²ou silou

V modelovom príklade teraz uvaºujme pôsobenie vonkaj²ej sily. Zvolíme teda in-

tenzitu vonkaj²ích síl f(x1, x2) = −1Nm−2. Algoritmus MKP v tomto prípade samoz-

rejme prebieha rovnako, len s tým rozdielom, ºe vektor lokálnej pravej strany teraz

nie je rovný nule a tak okrem matice Ke
ij musíme v tomto prípade po£íta´ aj integrály

f ei taktieº de�nované v (3.6). Po týchto výpo£toch pokra£ujeme ¤alej, aº vyrie²ime

systém a získame výsledné rie²enie zobrazené na obr. 4.21 a 4.22, na nich môºme sle-

dova´ vplyv vonkaj²ích síl, a teda ºe membrána je v porovnaní s rie²ením modelového

príkladu bez za´aºenia teraz prelia£ená.

Obr. 4.21: Rie²enie modelového príkladu

za´aºeného vonkaj²ou silou.

Obr. 4.22: Graf s vrstevnicami rie²enia

modelového príkladu za´aºeného vonkaj-

²ou silou.



KAPITOLA 4. NUMERICKÉ RIE�ENIE 34

4.1.3 Pridanie st¨pa

Ako ¤al²iu ukáºku na modelovom príklade zvolíme membránu podopretú v jednom

mieste st¨pom. Pôsobenie vonkaj²ích síl neuvaºujeme, a teda f(x1, x2) = 0Nm−2. Ukot-

venie st¨pa bude v strede membrány, a teda v bode so súradnicami S =
(
a1 + h1

2
, b1 + h2

2

)
vo vý²ke 1m. Rozdielom vo výpo£toch bude zahrnutie Dirichletovej podmienky v mieste

upevnenia st¨pu. V globálnom systéme rovníc sa teda objaví zmena v rovnici prislúcha-

júcej uzlovému bodu S. Pravá strana bude rovná vý²ke 1m a na ©avej strane, v matici

tuhosti, budú v prislúchajúcom riadku v²ade nuly okrem jednotky na diagonále. Po

vyrie²ení systému rovníc získame rie²enie zobrazujúce priehyb membrány podopretej

jedným st¨pom, pozri obr. 4.23 a 4.24.

Obr. 4.23: Rie²enie modelového príkladu

podopretého st¨pom v strede membrány

do vý²ky 1m.

Obr. 4.24: Graf s vrstevnicami rie²e-

nia modelového príkladu podopretého

st¨pom v strede membrány do vý²ky 1m.

4.2 Modelovanie reálnych kon²trukcií

V tejto £asti sa budeme venova´ modelovaniu reálnych kon²trukcií. V £asti 4.2.1

popí²eme a namodelujeme reálnu kon²trukciu stanu, nazvaného Kayam, kon²truova-

ného �rmou Kayam [5] a následne v £asti 4.2.2 navrhneme membránovú kon²trukciu

pouºitú na prekrytie pódia.

4.2.1 Stan podopretý st¨pmi

Reálna kon²trukcia v tomto prípade predstavuje stan Kayam, ktorý sa kaºdoro£ne

objavuje aj na festivale Pohoda, zobrazený je na obrázkoch z festivalu 4.25 a 4.26.

Technické údaje stanu sme £erpali z [6] a [7].

Pôdorys stanu má tvar ²tvorca so stranou dlhou a = 40m. Membrána je vytvorená

z materiálu Valmex FR700 Universal, ktorého plo²ná hustota je ρS = 0.69 kgm−2. Tu-

hos´ membrány uvaºujeme µ(x1, x2) = 2000Nm−1. Gravita£né zrýchlenie sa v oblasti
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Obr. 4.25: Prvá ukáºka Kayam stanu

od �rmy Kayam z festivalu Pohoda [15].

Obr. 4.26: Druhá ukáºka Kayam stanu

od �rmy Kayam z festivalu Pohoda [16].

Slovenskej republiky udáva na g = 9.81ms−2. Intenzitu vonkaj²ích síl vieme vypo£í-

ta´ ako f(x1, x2) = −ρS g = −6.7689Nm−2. V tomto prípade prestavuje vlastnú tiaº

membrány.

Obr. 4.27: Sie´ tvorená 512 elementami

pre model Kayam stanu

Okrajové podmienky sú de�nované ako

vý²ka ukotvenia na okrajoch kon²trukcie

membrány v metroch a teda

g(x1, 0) = 4.5, x1 ∈ [0, a],

g(a, x2) = 4.5, x2 ∈ [0, a],

g(x1, a) = 4.5, x1 ∈ [0, a],

g(0, x2) = 4.5, x2 ∈ [0, a].

Reálnu kon²trukciu modelujeme vytvore-

ním 256 rovnako ve©kých ²tvorcov (v kaºdom

smere tvoríme 16 ²tvorcov) so stranou dlhou 2.5m, kaºdý z nich následne rozdelíme

diagonálne na dva trojuholníky a pridáme uzlové body do stredov strán jednotlivých

trojuholníkov. Vznikne nám tak sie´ tvorená 512 elementami zobrazená na obr. 4.27.

Po vytvorení siete pridáme Dirichletove okrajové podmienky do 4 miest, v ktorých

sa nachádzajú st¨py reálnej kon²trukcie, teda do bodov so súradnicami (12.5, 12.5),

(27.5, 12.5), (12.5, 27.5), (27.5, 27.5), na obr. 4.27 sú zobrazené £ervenou farbou. Ako

vý²ku upevnenia na st¨py zadáme 15m. Vyrie²ime úlohu a získame rie²enie zobrazené

na obr. 4.32, 4.33, 4.36, 4.37 a 4.39. Pre porovnanie výsledkov si v²imnime miesta upev-

nenia hlavných st¨pov v reálnom stane na obr. 4.28 a 4.29 a v nami vytvorenom modeli

na obr. 4.32. Spôsob a miesta uchopenia bo£ných st¨pikov reálneho stanu môºme vidie´

na obr. 4.30 a 4.31, uchopenie v modeli zobrazuje obr. 4.33. Pod©a obrázkov 4.34 aº

4.39 vidíme, ºe namodelovaný stan má tvar ve©mi blízky reálnej kon²trukcii, v okolí

st¨pov v²ak nie je úplne presný. Aj napriek tomu ale môºme skon²tatova´, ºe model

dáva uspokojivé výsledky. Presnej²ie rie²enie by sme v²ak mohli získa´ zahrnutím Di-

richletovej podmienky na kruºnici okolo bodu upevnenia st¨pa. Firma Kayam napríklad

vyuºíva upev¬ovacie obru£e, na ktoré je membrána prichytená, pozri obr. 4.31.
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Obr. 4.28: Ilustra£ný obrázok umiest-

nenia hlavných st¨pov v Kayam stane,

ktorý je v²ak vä£²í ako ná² vzor, poh©ad

£.1 [5].

Obr. 4.29: Ilustra£ný obrázok umiest-

nenia hlavných st¨pov v Kayam stane,

ktorý je v²ak vä£²í ako ná² vzor, poh©ad

£.2 [5].

Obr. 4.30: Umiestnenie bo£-

ných st¨pikov v Kayam stane,

poh©ad £.1.

Obr. 4.31: Rozmery a umiestnenie bo£ných st¨pi-

kov v Kayam stane, poh©ad £.2.

Obr. 4.32: Umiestnenie hlavných st¨pov

v modeli Kayam stanu.

Obr. 4.33: Umiestnenie bo£ných st¨pikov

v modeli Kayam stanu.
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Obr. 4.34: Reálna kon²trukcia Kayam

stanu, vrchný poh©ad [13].

Obr. 4.35: Reálna kon²trukcia Kayam

stanu, bo£ný poh©ad [14].

Obr. 4.36: Rie²enie úlohy modelovania

Kayam stanu, vrchný poh©ad.

Obr. 4.37: Rie²enie úlohy modelovania

Kayam stanu, bo£ný poh©ad.

Obr. 4.38: Vý²kové údaje Kayam stanu

[6].

Obr. 4.39: Graf s vrstevnicami rie²enia

úlohy Kayam stanu.
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4.2.2 Strecha pódia s pôdorysom s krivo£iarou hranicou

V tejto £asti navrhneme membránové zastre²enie pódia, ktoré nemá hranicu tvorenú

rovnými £iarami. In²piráciou nám boli kon²trukcie zobrazené na obr. 4.40 a 4.41.

Obr. 4.40: Jeden z návrhov am�teátru

v Uruguaji [18].

Obr. 4.41: Divadlo v parku Zuiderpark

v meste Haag [19].

Volíme rozmery podobné rozmerom pouºitým v kon²trukcii vonkaj²ieho divadla

v parku Zuiderpark v Holandskom meste Haag od �rmy Poly-Ned [9]. Vzdialenosti

rohových bodov zastre²enia sú nasledovné, ²írka h1 = 25m a vý²ka h2 = 15m. Hrani£né

krivky pôdorysu vieme vyjadri´ parametricky

c1(t) =

t,−0.5

√(
h1

2

)2

−
(
t− h1

2

)2
 , t ∈ [0, h1],

c2(t) =

25− 0.3

√(
h2

2

)2

−
(
t− h2

2

)2

, t

 , t ∈ [0, h2],

c3(t) =

t, 15 + 0.5

√(
h1

2

)2

−
(
t− h1

2

)2
 , t ∈ [0, h1],

c4(t) =

0.3

√(
h2

2

)2

−
(
t− h2

2

)2

, t

 , t ∈ [0, h2].

Volíme membránu vytvorenú z materiálu Valmex FR700 Universal, ktorá bola po-

uºitá aj na tvorbu Kayam stanu v £asti 4.2.1 a teda jej charakteristiky £erpáme z [7].

Gravita£né zrýchlenie uvaºujeme g = 9.81ms−2, plo²nú hustotu membrány nasta-

víme na ρS = 0.69 kgm−2. �al²ími vstupnými údajmi sú kon²tantná tuhos´ membrány

µ(x1, x2) = 2000Nm−1 a intenzita síl f(x1, x2) = −ρS g = −6.7689Nm−2, v ktorej
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zah¯¬ame vlastnú tiaº membrány. �alej de�nujeme okrajové podmienky

g(x1, 0) = 0.4

√(
h1

2

)2

−
(
x1 −

h1

2

)2

, x1 ∈ [0, h1],

g(h1, x2) = 0.3

√(
h2

2

)2

−
(
x2 −

h2

2

)2

, x2 ∈ [0, h2],

g(x1, h2) =

√(
h1

2

)2

−
(
x1 −

h1

2

)2

, x1 ∈ [0, h1],

g(0, x2) = 0.3

√(
h2

2

)2

−
(
x2 −

h2

2

)2

, x2 ∈ [0, h2].

Vytvoríme sie´ 256 obd¨ºnikov, ktoré diagonálne rozdelíme na 512 elementov a vy-

tvoríme sie´ zobrazenú na obr. 4.42, jej maximálna ²írka je 25 m a maximálna vý²ka

je 27.5 m.

Obr. 4.42: Sie´ 512 elementov pre navrhnutý model prekrytia pódia.

Po vyrie²ení úlohy dostávame rie²enia zobrazené na obr. 4.43 aº 4.48. Z týchto

rie²ení vidíme, ºe na²a implementácia MKP funguje aj na sie´ach s krivo£iarymi hra-

nicami a nepravidelnou sie´ou. V tomto prípade je v²ak vä£²ia diskretiza£ná chyba, £o

môºme vidie´ na obr.4.42, tá by sa v²ak v tomto prípade dala zmen²i´ vo©bou viacerých

elementov, £i elementov s krivo£iarymi hranami.
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Obr. 4.43: Prekrytie pódia za´aºené

vlastnou tiaºou, poh©ad £.1.

Obr. 4.44: Prekrytie pódia za´aºené

vlastnou tiaºou, poh©ad £.2.

Obr. 4.45: Prekrytie pódia za´aºené

vlastnou tiaºou, poh©ad £.3.
Obr. 4.46: Prekrytie pódia za´aºené

vlastnou tiaºou, poh©ad £.4.

Obr. 4.47: Prekrytie pódia za´aºené

vlastnou tiaºou, poh©ad £.5.

Obr. 4.48: Prekrytie pódia za´aºené

vlastnou tiaºou, graf s vrstevnicami.
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Záver

Cie©om práce, bolo popísa´ algoritmus MKP a pouºi´ ho v programoch naprogra-

movaných v softvéri Wolfram Mathematica. Najskôr bolo cie©om pouºi´ program na

rie²enie modelového príkladu membrány a ukáza´ na ¬om vplyv za´aºenia a podopretia

st¨pom v jednom bode. �al²ou úlohou bolo pouºi´ program na modelovanie reálnych

kon²trukcií. V prvom prípade to bol stan podopretý st¨pmi a v druhom prípade návrh

zastre²enia pódia s pôdorysom s krivo£iarymi hranami.

V práci sme najprv v kapitole 2 vytvorili matematický model úlohy priehybu mem-

brány a odvodili teda diferenciálnu rovnicu (2.14).

Následne sme v kapitole 3 podrobne popísali algoritmus MKP s pouºitím kvadra-

tických trojuholníkových elementov, ktorý sme potom v kapitole 4 pouºili pri rie²ení

modelového príkladu a reálnych kon²trukcií.

V prípade modelového príkladu sme ukázali spres¬ovanie výsledku pouºitím vy²-

²ieho po£tu elementov, £o sa ukázalo aj na analýze chýb metódy. V nej sme o£akávali,

ºe MKP bude ma´ v L2 norme rád konvergencie rovný 2 a v energetickej norme rád

konvergencie rovný 3. Tieto o£akávania sa nám výpo£tami aj potvrdili (pozri tabu©ku

4.1).

�alej v £asti 4.2.1 sme namodelovali kon²trukciu ve©koplo²ného stanu. Po porovnaní

s fotogra�ami reálnych kon²trukcií bolo vidie´, ºe výsledné rie²enie modelu sa vizuálne

blíºilo k obrázkom reálnych stanov. Malé rozdiely boli vidite©né iba v okolí upevnenia

st¨pov. Tieto odchýlky mohli by´ spôsobené zvolením Dirichletovej podmienky a teda

presnej vý²ky membrány iba v jednotlivých bodoch. V reálnych kon²trukciách je totiº

membrána upev¬ovaná v kruºnicovom okolí bodu ukotvenia (�rma Kayam [5] napríklad

membránu upev¬uje na obru£e umiestnené v okolí bodov ukotvenia st¨pov), £o má vplyv

na tvar membrány medzi týmito ²tyrmi st¨pmi. V tejto práci sme tieº neuvaºovali rôzne

za´aºenia, ako napríklad vplyv snehu na priehyb membrány. To by ale bolo moºné

iba pri zvolení nekon²tantnej tuhosti membrány µ(x1, x2), ktorá by bola závislá aj

od rie²enia u. V okolí st¨pov, kde rie²enie rýchlo rastie je totiº napnutie membrány

41
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vä£²ie a teda aj jej tuhos´ tam musí by´ vy²²ia.

V poslednej £asti 4.2.2 sme navrhli zastre²enie pódia, ktorého pôdorys má krivo-

£iare hrany. In²piráciou boli uº existujúce reálne kon²trukcie. Nami vytvorený model

sa správal pod©a o£akávaní a teda membrána vizuálne pripomínala tvar s minimál-

nou plochou. Rie²enie ukázalo, ºe na²a implementácia MKP funguje aj na oblastiach s

krivo£iarymi hranami aj na nepravidelných sie´ach.
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