VLASTNE CISLA A JORDANOV KANONICKY TVAR
MICHAL ZAJAC

VLASTNE CISLA A VLASTNE VEKTORY

Pripomenme najprv, ze linedrny operator T: L — L je vzhladom na bazu B = {by,ba,...,b,} linedrneho
priestoru L urceny maticou A = [Tg, ktorej stfpce si: Ay = [Thi]p, A = [Thalg, - ,Awn = [Thyls
(stiradnice prvku Tb,, vzhladom na bdzu B). Nasledujici priklad ukazuje, ze vhodnou volbou bazy sa da
matica linedrneho operdtora zjednodusit’.

Priklad. Nech linedrny operdtor 7: R?> — R? mé vzhladom na Standardnd bazu maticu A = [T]s =

(_1 1). N4jdime jeho maticu vzhladom na bdzu B = {b; = (1.4) ", by = (1,-1) " }:
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Matica [T]g je ,,jednoduchsia” ako [T]g b1, b si vlastné vektory operdtora T

Definicia. Nech (L, +,-) je linedrny priestor, T': L — L linedrny operédtor. Nenulovy vektor v € L sa nazyva
vlastny vektor operatora T patriaci k vlastnému éislu A € C, ak Tu = Au.

Ak I:'L - L, Ix =z preVa € L, tak Tu = \u < (T — M)u = 0, t.j. A je vlastné ¢islo operdtora
T, ak existuje nenulovy prvok z ker(7"— AI). V koneénorozmernom priestore L je T' urené maticou A a
mozeme to napisat’ v maticovom zépise, det(A — AI) = 0. Teda n&jst’ vlastné ¢isla znamend néjst’ korene
polynému det(A— AI). Potom prislusné vlastné vektory sa hladaji ako nenulové riesenie homogénnej sistavy
linedrnych rovnic (A — A\)u = 0.

Oznacenie. Mnozina v8etkych vlastnych ¢isiel matice A € C™*™ sa nazyva spektrum matice A a oznacuje

a(A).
Priklad. N&jdite vlastné ¢isla a vlastné vektory matice A
20 —14 12 1 0 1 2 1 -2
a)d= (1 2) b) A= (—20 17) c) A= <6 —1> A= (4 —1) e) A= (5 —1)
Definicia. Nech matica A € C™*™.
1. pa(A) = det(A — AI) sa nazyva charakteristicky polyném matice A.
2. Nenulovy polyném m4(\) sa nazyva minimalny polyném matice A, ak

a. ma(A) = 0pxn.
b. Ak p je polyném, pre ktory p(A) = 0y, xn, tak ma(A) je delitelom p(N).

Teda m4(A) je polyném najmensieho stupiia, ktorého hodnota v A je nulovd matica.

Veta. Nech A € C"*"™. Potom

1. A € C je vlastné cislo matice A, vtedy a len viedy, ked’ je koreriom jej charkateristického polynému.
2. X € C je vlastné é&islo matice A, vtedy a len vtedy, ked’ je koreriom jej minimdlneho polynému.

3. (Cayley-Hamiltonova veta) Ak p(\) je charakteristicky polyndm matice A, tak p(A) = Opxn-

4. Minimdlny polyném matice A € C™*" je delitelom jej charakteristického polynému.

Doékaz. Tvrdenie 1 sme uz dokazali.
2. Ak m(A) = (A= A1) (A —A2)*2 - (A =\, )%™ je kanonicky rozklad minimalneho polynému matice A,
tak
Onsxcn = m(A) = (A= MM (A= XD - (A= A I)Pm
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Pre kazdé i = 1,2,...,m je polyném f(A) = m(\)/(A — \;) mensieho stupiia ako m(\), preto B = f(A) #
Onxn- Teda ak by bola matica (A — A;I) reguldrna, tak by

Onxn = (A—=XNI)B = (A—=X\I) '0,xn=B=0.

Matica B je ale nenulovd, preto neexistuje (A — \; 1)~ !, teda \; je vlastné éislo matice A. Ukazali sme, ze
kazdy koren minimélneho polynému je vlastné ¢islo matice A.

Naopak, ak by vlastné ¢islo p matice A nebolo koreriom minimdlneho polynému m(\) matice A, tak
m(A) = (A= pu)g(A) +r, kde r = m(u)r # 0. Potom by pre vlastny vektor a patriaci k vlastnému éislu p
platilo

m(A)b = [(A — uD)g(A) + r1]b = g(A)(A — uD)b + b = b # Oy

To je v spore s tym, ze m(A) = 0, xn.
Zvysné dve tvrdenia vety sd zrejmym dosledkom 2. tvrdenia.

Poznamenajme este, ze z predchadzajicej vety vyplyva, ze korene miniméalneho polynému a charakteris-
tického polynému matice A su tie isté, v minimédlnom polynéme mozu mat’ mensiu nasobnost’.

Podobnost’ matic, Jordanov tvar matice.

Teraz sa budeme zaoberat’ podmienkami, za ktorych matice A, B € C™*"™ si maticami toho istého
linedrneho operdtora T (pri roznych bézach). Presnejsie kedy existujd bazy B = {b1,bs,...,b,}, D =
{d1,da,...,d,} také, ze A = [T|g, B = [T]p. Pripomenme, stipce matice A sd potom A, = [Tb] s,
k=1,2,...,n.

Hlavnd otdzka bude pri akej bdze bude matica [T]s ,najjednoduchsia’.

Definicia. Matice A, B € C"*" sa nazyvaji podobné, ak 3 reguldrna matica P, pre ktori B = P~1AP.

1 —4-4

Priklad. Dana je matica A = 8 —11 —8 |. Povazujme A za maticu linedrneho operatora T: C® — C?
-8 8 5

vzhladom na standardnd bdzu S. Matica A mé vlastné ¢isla A\; = 1, Ay 3 = —3. Pre tito maticu vieme

najst’ bazu C3*! pozostavajicu z jej vlastnych vektorov: D = {d;,ds,d3}, d; = (1,2,-2)" (Ad; = dy),
dy = (1,1,0)7, d3 = (1,0,1) T (Ady = —3da, Ad3 = —3d3).

1 1 1
Zoberme P = (d; do ds3) = 2 1 0] (P«a =di, Pio=ds, Pig=d3), teda P = [I]ps, preto
-2 0 1

P~! = [I]sp. A Tahko sa presvedéime, ze

1-1-1 1-1-1 11 1 1 00
[T)p = [I]sp[T)s[llps =P 'AP=| -2 3 2 |AP=| 6-9-6 21 0]=10-3 0
2-2-1 -6 6 3 -20 1 0 0-3

Teda matica operatora T' vzhladom na bazu pozostivajucu z vlastnych ¢isel operatora T' je diagondlna.

Veta. Matice A, B € C™*"™ si podobné prdve vtedy, ked’ si maticami toho istého operdtora T: C" — C™,
t.j. ked existujii bazy B, D také, ze A= [T|g, B = [T|p.

Ako urobit’ dékaz vidiet' z predchddzajiceho prikladu: Ak st matice podobné A = PBP~! tak ma-
tica A je vzhladom na Standardni bdzu maticou toho istého operdtora ako matica B vzhladom na bazu
{P.1, Psa, ..., Pu,}. Naopak, ak A = [T|g, B = [T]|p, tak pre P = [I|pp plati A = P"1BP.

Vidiet), ze na najdenie bazy, pri ktorej je matica daného operdtora jednoduchd je potrebné poznat’ struktiru
jeho vlastnych vektorov. V predchadzajicom priklade sme nasli bazu posoztavajicu z vlastnych vektorov.

. (1
Pre maticu A = (1 1

podpriestor je len jednorozmerny.

> sa ndm to nepodari. Ma len jedno vlastné ¢islo a k nemu prislusny vlastny

Definicia. Matica A € C™"*™ sa nazyva diagonalizovatelnd, ak je podobné diagondlnej matici.
Zrejme plati nasledujice tvrdenie:

Veta. Matica A € C™ " je diagonalizovatelnd prdve vtedy, ked’ existuje bdza priestoru C™*! pozostdvajiica
z vlastngch vektorov matice A.
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Definicia. Nech A € C"*™. Polyném p () = det(A — AI,,)sa nazyva charakteristicky polyném matice A.

Pripometime, ze A € C je vlastné ¢islo matice A € C™*" vtedy a len vtedy, ked’ A je korefiom jej
charakteristického polynému p4(A). Vieme, ze degpa(A) = n, mé teda najviac n réznych koreniov (ak ich
ma n, v tom pripade maji vSetky ndsobnost’ 1 a matica je diagonalizovatelnd. Vyplyva to z nasledujicej
vety:

Veta. Viastné vektory ey, es,...e, prislichajice k po dvoch réznym vlastnym céislam A1, Ao, ..., A\, operdtora
T: L — L su linedrne nezdvislé.

Dokaz. Vetu dokdzeme matematickou indukciou.

1. Ak n = 1 tak je veta pravdivd, lebo vlastny vektor e; je nenulovy a teda mnozina {e;} linedrne nezavisls.

2. Predpokladajme, ze veta plati pre n vektorov a nech e, es, ..., e,,e,41 st vlastné vektory prislichajuice k
po dvoch réznym vlastnym &islam Aj, g, ..., A, Apy1. Potom vieme, Ze mnozina {ey, e, ... e, } je linedrne
nezavisla. Ak o, = 0, tak

0=aje; +agea + -+ apey +appi1ni1 = arer g+ Fape, = 0=a1=ay=---=aq,
Ak a1 # 0, tak

arer + agey + -+ apey + appi1ny1 =0 = enq1 = frer + Peea + ... Bnen,

kde By = —=2t— k =1,2,...,n. Teraz

any1’

T6n+1 = ﬂlTel + /BQTSQ + e ﬂnTen = 51)\161 + ﬂg)\zeg + e + ﬁn)\nen
Tent1 = Anti1€nt1 = Ang1(Bre1 + Baea + - - + Breyn) = Bidng1€1 + fornriea + ...+ Budntien

Z linedrnej nezdvislosti mnoziny {e1, e, ..., e,} dostaneme (odéitanim predchddzajicich rovnosti):

0=/01 (A —dpg)er+ 02 (Ao —Apg1)ea+ -+ Bn (A — At en
—_—— —_—— ~———

#0 #0 #0
= 0=051(A1 — Any1) = B2(A2 — Any1) = -+ = Ba(An — Aug1)
Pretoze vlastné ¢isla A; sd po dvoch rozne, dostdvame 0 =01 = o= =0, = O=a1=azs =--- =

«,. Potom ale méme
aje; +agex + -+ apep +Fopyient1 =0 = apqient1 =0 = apy1 =0.

To je vSak spor s nasim predpokladom, ze a,+1 # 0 a veta je dokazan4.

V pripade, Ze matica nie je diagonalizovatelnd, ,najjednoduchsia” k nej podobnd matica je tzv. Jordanova
forma matice.

Definicia. Matica Ji(\) = (a;5) € C**F sa nazyva Jordanov blok, ak a;; = ApreVi=1,2,...k, @iy1,; =1
preVi=12...,k—1.

Priklad. Nech B = {b1,b3,b3} je béza linedrneho priestoru L. Nech linedrny operdtor N: L — L je urceny
vztahmi

Nby = by, Nby = bz, Nby = 0.

Lahko sa ukéze, ze N2 # 0, N3 = 0 a jeho matica je

Teda matica operatora N vzhladom k béze B je Jordanov blok a bdzové prvky majui vlastnost: N¥b = 0 pre
nejaké k € N.
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Definicia. Nech A € C™*", X\ € C. Nenulovy vektor e € C™*! sa nazjva zovieobecneny vlastny vektor
matice (operdtora) A patriaci k vlastnému ¢islu A, ak existuje m € N, pre ktoré (A — A\I)™e = 0.

Mnozinu E = {fi1, fa,..., fr} C C™*™ nazyvame retazec zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A,
ak

1. f1 ¢ ran A (ran A znamend obor hodndt operdtora A, t.j. ran A = span{A.i, Asa,..., Aun})

2. (A=A fp = fpr1,Vp=1,2,... k- L

3. Afk = Afis fx #0.

Nasledujica veta sa déd jednoducho dokéazat’ matematickopu indukciou pomocou vztahu:

(A=X)(oafi +aofo+--+orfr) =arfotasfs+ -+ ap_1fi.

Veta. Nech A € C™*™. Kazdy retazec zovieobecnengch vlastniyjch vektorov matice A je linedrne nezdvislda
mmnozina.

Jordanov tvar nilpotentnej matice.
Nech 0,x4 0znacuje nulovi maticu z CP*9,

Definicia. Matica A € C™*" sa nazyva nilpotentnd radu k € N, ak A* = 0,,5p,. A* 71 #£ 0.

D4 sa ukézat, ze pre nilpotentnid maticu A € C™*" rddu k, pre ktort dimker A = p existuje p retazcov
E4, Es, ..., E, zovieobecnenych vlastnych vektorov matice A patricich k (jedinému) vlastnému ¢islu matice
A, A=0.

Ey ={fi1, fizs-- s fie s B2 = {fo1, foo, .-y fora} oo oy Ep = {fo1, foo,- s Jor, s

tak, ze k = k1 > ko > - > ky. k1 +ko+---+k, =na Ey UEy,U---UE, je bdza priestoru C". Hlavni
myslienku dokazu ukdzeme na priklade troch retazcov. Nech

E ={ei,ez,e3}, F={f1, f2, f3}, G={g1,92} -

Ukazeme, ze mnozina EU F'UG je linedrne nezavisla vtedy a len vtedy, ked' je mnozina vlastnych vektorov
{es, f3, g2} linedrne nezdvisla: Ak je {es, f3, g2} linedrne zavisla, tak je linedrne zavisld aj mnozina FUFUG D
{es, f3, 92}, predpokladajme teda, ze {es, f3,92} je linedrne nezavisld a existujd ¢isla aq, ag, as; B, B2, O,
Y1, Y2, pre ktoré

aje; + agey + ages + B fi + Bafa + B3 fs + 7191 + 7292 = 0.

Potom

A?(crer + agen + ages + Bifi + Bafo + Bafs + 7101 +7202) = arez + Bifs =0 = a1 =1 =0
= agzez +azes + Pofo + B3fs + 7191 + 7292 =0,
= A(azez +ages + fafa + B3fs + 7191 +7292) = ez + fafs + 7192 =0 = a2 =2 =71 =0.
= aze3+03f3+71202=0 = az=0F3=72=0.

Tym sme nase tvrdenie dokazali.

Veta. Nech A je nilpotentnd matica rddu k o dimker A = p. Potom existuji kq,ka,...,ky, € N, pre ktoré
plati k =k > ko> - >k,, k1 +ka+---+k, =n a matica A je podobnd blokovo diagondinej matici

Jk?l (0) Okl><k2 cee Oklxkp
Opyxky  Jro(0) ... Oy xk,
Okpxkl Okpku . Jkp (0)

Dékaz. Ak A je matica linedrneho operdtora T vzhladom na Standardni bézu, tak matica J je matica
linedrneho operatora T' vzhladom na bézu tvorent vyssie popisanymi p retazcami zovseobecnenych vlastnych
vektorov matice A
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2 -1 0
Priklad. N§jdite Jordanov tvar nilpotentnej matice A= |4 -2 0
4 -2 0
2—A -1 0
Charakteristicky polyném matice A je pa(\) =| 4 —2-X 0 |=-A2=N(=2-))+4] = -\
4 -2 A

Teda o(A) = {0} a matica A je nilpotentna (presvedéte sa, ze A% = 03yx3.
Najprv hladdme vlastné vektory:

2 -1 0 2 -1 0 1 0
4 =2 0] ~10 0 0| = e=s|2]|+t|{0], V(st)ecC?(st)#(0,0).
4 -2 0 0 0 0 0 1

Existuji teda dve linedrne nezavislé vlastné vektory, biza vzhladom ku ktorej bude mat’ matica Jordanov
tvar pozostdva z dvoch retazcov zovSeobecnenych vlastnych vektorov. Najprv hladdme vlastny vektor es,
ku ktorému existuje e; # 03x1 také, ze Ae; = ey (sticasne hladdme aj e, teda rieSime ststavu rovnfc, ktorej
roz§irend matica je

2 -1 0] s 2 -1 0 s 1 0
4 -2 0] 2s|~|0 O O 0 pre (s,t) = (1,2) dostaneme e; = [ 2 |, e = [ —1
4 =2 0] ¢ 0 0 O0]t—2s 2 0

Na volbu zovseobecneného vlastného vektora e; bolo nekoneéne vela moznosti. Za ez zvolime taky vlastny
vektor, ktory nie je nidsobkom es, napr. pre (s,t) = (0, 1) dostaneme e3 = (0,0,1) ". Ak teraz zvolime maticu
P tak, ze jej stlpce st P,y = ey, Puo = €2, P.3 = e3, tak dostaneme

00 0
A=PJP', kde J=[1 0 0 —(JQ(O) 02“).
00 0 012 J1(0)

Bez dokazu teraz uvedieme vetu o Jordanovom tvare vSeobecnej matice A € C"*™.

Veta. Nech A € C™*" | ktorej charakteristicky polyndm md kanonickd faktorizdciu
pa(A) = (=1)"A=2)"™ (A =X)™ ... (A=A

Potom je A podobnd blokovo diagondlnej matici

Jl 0m1Xm2 Omlxmp
Omgxm1 J2 Omzxmp
J =
0mp><m1 Omp><m2 Jp

Kde J; — M\ je Jordanov tvar nilpotentnej matice (linedrneho operdtora (A — N I)|ker(A — ;)™ ).

Poznamenajme, ze J; je Jordanov tvar matice, ktord mé jediné vlastné ¢islo \; a je tvaru

Jkil ()‘1) Okil Xkiz v OkiIinm
Oki2><ki1 Jkiz (/\Z) s OkiZinm
Oki'm ><k7i1 Okhn X ki2 ttt thn (A'L)

kde k; = ki1 > kio > -+ > ki, kix +kio+- - -+ ki = m;. Teda Jordanov tvar matice A je blokovo diagonédlna
matica, ktord ma na diagondle Jordanove bloky patriace k vlastnym ¢islam matice A. Pocet blokov patriacich
k vlastnému ¢&islu A; je dimker(A — \;I), teda poctu linedrne nezdvislych vlastnych vektorov patriacich k A;.
Toto ¢islo sa nazyva geometrickd ndsobnost’vlastného ¢isla \; a je vzdy mensie alebo rovné m; (algebraickej
ndsobnosti \; ako korefnia charakteristického polynému matice A).

Pripomenme uz dokdzanu vetu:
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Cayley-Hamiltonova veta.
Nech p(\) je charakteristicky polyném matice A € C™*™. Potom p(A) = Opxn.-

Veta. Nech p(A) = (—1)"(A—= A1) (A= X2)™ ... (A= Xp)™ je charakteristicky polyndm matice A € C™*™
a nech k; (i =1,2...,p) je rozmer najvicésieho Jordanovho bloku matice A patriaceho ku vlastnému cislu
Ai. Potom minimdlny polyném matice A je

Caley-Hamiltonovu aj predchadzajicu vetu staci dokdzat’ pre Jordanov tvar matice, lebo minimélny aj
charakteristicky polyném sa podobnostou zachovéva, staéf si uvedomit, ze det(P~1AP) = det A a 7e

Priklad. Urcte Jordanov tvar J a minimdalny polyném matice A. Najdite reguldrnu maticu P, pre ktord

A=PJjP L.
1 2 1
a. A= 1 1-11, [J3(2)]
-2 3 4
6 -7 4
c.A=|1-2 -1, [J2(-1) ® J1(10)]
6 —6 —4
6 -5 —3
e. A= |3 -2 =2, )& /(2)
2-2 0
1 0 2-1
g A= g 7} é ? , [J3(1) @ J1(1)]
2-1-1 2
15 28 —7
i A= —6 —11 3), [J1(0) & J1(0) & J1(2)]
2 4 0
1 -1 -1 1
k. A= _} _51) 1} :13 , [J2(8) @ J1(12) @ J1(12)]
-1 3 -1 9
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mA) = (A= A1) (A= Ag)k2 (A= )k

A=PBP' = A*>=PB(P'P)BP ™! =PB*P!
— f(A) = Pf(B)P™! preV polynémy f,

-2 -1 -1
b. A= 3 2 3|, [fe(-1)® Ji(-1)]
-2 -2 -3
2 -1 2
d. A= 5 -3 3|, [Js(-1)]
-1 0 -2
4 -5 2
f.A=|5 -7 3|, [J2000® Ji1(1)]
6 -9 4
1-10 0
h. A= (é (1) g 7g , [J2(0) & J2(0)]
4 -1 3 -3
1 0 2-1
jboA= (2)_1 3 ? » [J3(1) @ J1(1)]
2 -1 -1 2
2 —2 — 3
. A= 8 :1)’ é i), [J1(3) ® J3(2)
0-1-2-1



