TESTOVANIE HYPOTEZ




Uvod do testovania hypot éz

Hypotéza je vyrok, alebo tvrdenie o stave sveta (o skuto¢nej hodnote
neznameho parametra populacie - zakladného suboru), napr:

v Obvineny je nevinny

v u =100

Kazda hypotéza implikuje svoj protiklad alebo alternativu, napr:
v Obvineny je vinny
v u #100

Hypotéza je pravdiva alebo nepravdivA a mdzeme ju zamietnut alebo
nezamietnut, alebo ju m6zeme zamietnut na zaklade urcitych informacii,
napr. :

> svedectva alebo d6kazy na sudnom pojednavani

> vyberové data




Rozhodovanie

Jednu z hypotéz povazujeme za pravdivu, pokial sa nerozhodneme
zamietnut' ju ako nespravnu, napr.:

v Vina je dokazana “mimo vSetkych rozumnych pochybnosti”

v' Alternativa je vysoko nepravdepodobna

Rozhodnutie nezamietnut’ alebo zamietnut hypotézu méze byt

Spravne
» Pravdiva hypoteza moze byt nezamietnuta

» Nevinny obzalovany moze byt oslobodeny
» Nespravna hypotéza méze byt zamietnuta

» Vinny obzalovany mo6ze byt odsudeny

Nespravne
* Pravdiva hypotéza moéze byt zamietnuta
» Nevinny obzalovany méze byt odsudeny
* Nespravna hypotéza nemusi byt zamietnuta
» Vinny obzalovany moze byt oslobodeny




Statistické testovanie hypotéz

(oznacujeme ju H,) je tvrdenie o jednom alebo o viacerych
parametroch populacie. Je to tvrdenie, ktoré povazujeme za pravdiveé, pokial
nemame dostatocCné Statistické dovody pre opacny zaver, napr.

Hy: p = 100

(oznacujeme ju H,) je tvrdenie o vSetkych situaciach
nepokrytych nulovou hypotézou, napr.:
H,: p #100
H, a H, su:
> Vzajomne disjunktné (vylucuju sa)
— Iba jedna moze byt pravdiva.
> VyCerpavajuce

— Spolu pokryvaju vsetky moznosti tak, ze jedna alebo druha musr
byt’ pravdiva.




Nulova hypotéza H,

Nulova hypotéza:

Casto predstavuje situdciu status quo alebo existujlice
presvedcenie.

Nezamietne sa alebo sa povazuje za pravdivl, pokial
nevedie k jej zamietnutiu v prospech alternativne;j
hypotézy.

Nezamietne sa ako pravdiva alebo sa zamietne ako
nepravdiva na zaklade uUvah o rozdeleni

v pripade platnosti H, a porovnani jej nasledne
vypocitanej hodnoty s kritickymi hodnotami tohto
rozdelenia.




Zakladné pojmy testovania hypotéz

d je (vopred) vhodne stanovena funkcia
vyberovych dat. Nasledne vypocitana hodnota tejto Statistiky sa pouziva
na rozhodnutie, Ci mame zamietnut’ alebo nezamietnut’ nulovd hypotézu.

d testu Statistickej hypotézy je pravidlo, ktoré
Specifikuje podmienky, pri splneni ktorych mozno nulovi hypotézu
zamietnut'.

4 :

Su dva mozné stavy:

v H,je pravdiva

v' H, je nepravdiva

Existuju dve mozné rozhodnutia:

v' Nezamietnut’ H,

v Zamietnut’ H,




Prijatie rozhodnutia

Rozhodnutie moze byt spravne dvomi sposobmi:
»  Nezamietnutie pravdivej nulovej hypotézy H,

»  Zamietnutie nepravdivej nulovej hypotezy H,

Rozhodnutie moze byt’ nespravne tiez dvomi sposobmi:

d Chyba typu I: Zamietnutie pravdivej hypotézy H,
Pravdepodobnost’ chyby typu I oznacime a.

O Chyba typu II: Nezamietnutie nepravdivej hypotézy H,
Pravdepodobnost’ chyby typu II oznacime .



Chyby pri testovani hypotéz

Rozhodnutie moze byt chybné dvomi sposobmi:
Q Chyba typu I: Zamietnutie pravdivej hypotézy H,
e Vopred zvolenu (nizku) horna hranicu pre akceptovatelnd hodnotu
pravdepodobnosti chyby typu I oznacime a.
e o nazyvame hladina vyznamnosti testu
Chyba typu II: Nezamietnutie nepravdivej hypotézy H,
e Pravdepodobnost’ chyby typu II oznacime B.
e 1 —B sa nazyva sila testu.

o a B su podmienené pravdepodobnosti:
a = P(zamietnutie H, | H, je pravdiva)
B = P(nezamietnutie H, | H, je nepravdiva)




Chyby typu I a 11

Nasledovna tabulka ilustruje mozné vysledky testovania
Statistickej hypotezy

Skutocny stav

Rozhodnutie H, pravdiva H, nepravdiva

Nezamietnutie H, | Spravne Chyba typu II (B)

Zamietnutie H, Chyba typu I (a) | Spravne




p-hodnota (p-value)

p-value je pravdepodobnost’ (apriorna pred realizaciou pokusu, z
ktorého ziskame data), ze ziskame hodnotu testovacej Statistiky, ktora je

nulovu hypotézu.

Ked' je p-value je mensie alebo rovne ako o, zamietneme H, na hladine
vyznamnosti o




Sila testu

Sila testu Statistickej hypotézy je pravdepodobnost’ zamietnutia nulovej
hypotézy, ked' je tato hypotéza nepravdiva:

silatestu=1-f
Faktory ovplyvnujuce funkciu sily testu:

Q Sila testu zavisi od vzdialenosti medzi hodnotou parametra pri

platnosti nulovej hypotézy a skutocnou hodnotou tohto parametra:

Sila testu zavisi od pouzitého vyberu: cim vdacsi je vyber, tym
vacsia je sila testu.

Sila testu zavisi od hladiny vyznamnosti testu: ¢im nizsia je hladina
vyznamnosti o, tym nizsia je sfla testu.




Jednostranny a dvojstranny test

Ak je treba prijat’ rozhodnutie, ¢i hodnota parametra je vacsia ako
nejaka hodnota &, potom alternativna hypotéza je, ze parameter je

Ho: B < 50 Hy: p > 50

Ak je treba prijat’ rozhodnutie, Ci hodnota parametra je mensSia ako
nejaka hodnota &, potom alternativna hypotéza je, ze parameter je
mensi ako g, ide o /avostranny test

Ho: 1 2 50 Hy:p <50
Ak je treba prijat’ rozhodnutie, i hodnota parametra je mensia alebo

parameter nie je rovny @ a ide o dvojstranny (two — tailed) test

Hy: 1 =50 Hy: p#50




1 Oblast’ zamietnutia

Oblast’ zamietnutia testu statistickej hypotézy je rozsah moznych hodnot
testovacej Statistiky, ktory nas privedie k zamietnutiu nulovej hypotézy H, v
pripade, ak nasledne vypocitana hodnota testovacej statistiky padne do tejto
oblasti. Oblast’ zamietnutia sa tiez nazyva kritickou oblastou, a je definovana
kritickymi bodmi. Oblast’ zamietnutia je definovana tak, aby predtym, nez
uskutocnime vyber, nasa testovacia Statistika s pravdepodobnostou a padla do
oblasti zamietnutia, ak je nulova hypotéza pravdiva.

[ Oblast’ nezamietnutia

Oblast’ nezamietnutia je rozsah hodnot (tiez urCeny kritickymi bodmi), ktory vedie
k nezamietnutiu nulovej hypotézy, ak testovacia Statistika padne do tejto oblasti.
Oblast’ nezamietnutia je navrhnuta tak, aby (predtym, ako sa uskutoCni vyber)
bola pravdepodobnost, ze hodnota testovacej Statistiky padne do oblasti
nezamietnutia rovna 1 - a (pri platnosti nulovej hypotézy H,).

V obojstrannom teste pozostava oblast’ zamietnutia z hodnét na obidvoch
okrajoch vyberového rozdelenia.
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p-value a testovanie hypotéz

Tzv. hodnota p-value sa pocita pomocou povodnej distribucnej funkcie
F(x) testovacej statistiky (za platnosti H,), do ktorej dosadime hodnotu
testovacej statistiky (TS).

Toto Cislo udava pravdepodobnost’, s akou sa mohli hodnoty testovacej
Statistiky ocitnit’ v intervale, ktory je sprava ohraniCeny nasledne
zistenou hodnotou testovacej sStatistiky a je rovné tzv. p-hodnote v
pripade l'avostranného testu (p-value = F(TS) = P(X < TS)).

V pripade pravostranného testu je p-hodnota rovna rozdielu 1 a vyssie

uvedenej hodnoty povodnej distribucnej funkcie testovacej statistiky v
jej nasledne zistenej hodnote. Je to pravdepodobnost, s akou sa mohli
hodnoty testovacej Statistiky ocitndt’ v intervale, ktory je zlava
ohraniCeny jej nasledne zistenou hodnotou (p-value = 1 - F(TS) = P(X
> TS)).

Pri obojstrannom teste je p-hodnota 2-nasobkom minima p-hodnot pre
l'avostranny a pravostranny test (p-value = 2*min(F(TS), 1 - F(TS)) ).

Pri danej hladine vyznamnosti a:

zamietame nulovu hypotézu vtedy a len vtedy, ak a = p-value




Zobrazenie testovania hypotéz

Spolocnost/, ktora dorucuje baliky v oblasti velkého mesta tvrdi, ze balik od
vasich dveri doruci na miesto urCenia priemerne za 28 minut. Overte, Ci toto
tvrdenie m6zeme povazovat' za pravdive.

Nulova a alternativna hypotéza:
Ho: 1= 28 Hi: g # 28
Vyberové statistiky:
n =100
x =31.5
s=5
95% -ny konfidencny interval pre priemerny cas dorucenia:
[30.52, 32.48]




95% ny konfidenény
Parameter L1 interval okolo
pri platnosti vyberoveho priemeru

=28

Zda sa rozumné zamietnut’ Hy: p = 28, pretoze hodnota 28 lezi mimo
95%-ného konfidencného intervalu. Ak sme si na 95% isti, ze stredna
hodnota doruCenia je medzi 30.52 a 32.58 minutami, je velmi
nepravdepodobné, zZe stredna hodnota dorucenia balika je 28 mindut.

Stredna hodnota dorucenia balika mdze byt 28 (nulova hypotéza moze
byt pravdiva), ale potom pozorovany vyberovy priemer 31.5 by bol
velmi nepravdepodobnym javom. Existuje len mala sanca (a = 0.05), ze
by sme mohli zamietnut’ pravdivl nulovu hypotézu.

a predstavuje hladinu vyznamnosti (level of significance) testu.




Oblast’ nezamietnutia

Ak pozorovany vyberovy priemer padne do oblasti nezamietnutia, potom
nezamietneme H,, pretoze je pravdiva. Okolo predpokladanej populacnej
strednej hodnoty konstruujeme 95%-ny tolerancny interval a porovname ho s
95%-nym konfidencnym intervalom okolo pozorovaného vyberového priemeru:

5 5 e 5
£ — =2821090— 3 Jl.}"_']...nﬂ'l—.__
' 100 M -/ 100

=28+ 08 = [ET,IZEE,EE.EI'E] =315+ 08= [EEI_EE :.32.43]

Oblast’ nezamietnutia a konfidencny interval maju tu istu Sirku, ale ich stredy su
v odlisnych bodoch. V tomto pripade oblast nezamietnutia nezahrnuje
pozorovany vyberovy priemer a konfidencny interval neobsahuje populacnu
strednu hodnotu.




Zobrazenie oblasti nezamietnutia

Ak by bola nulova hypotéza pravdiva, potom:

Najdeme oblast’ 95%-ného vyskytu hodnot testovacej statistiky medzi ritickymi
bodmi 27.02 a 28.98. Ostavajucu oblast’ rozdelime na 2.5% pod 27.02 a
2.5% nad 28.98 (dvojstranny test). 95%-ny interval okolo predpokladanej

strednej hodnoty definuje oblast’ nezamietnutia (so zvysSnymi 5%-ami v dvoch
oblastiach).

The Hypothesized Sampling Distribution of the Mean




Rozhodovacie pravidlo

Konstruujeme (1-a) oblast nezamietnutia okolo hypotetizovanej strednej
hodnoty populacie:

O H, nezamietneme, ak vyberovy priemer padne do oblasti nezamietnutia
(medzi kritické body).

O H, zamietneme, ak vyberovy priemer padne mimo oblast’ nezamietnutia.

The Hypothesized Sampling Distribution of the Mean

Oblast’ Oblast’ Oblast’
zamietnutia nezamietnutia zamietnutia




a) Testovanie strednej hodnoty populacie

Pripady, ked' testovacou statistikou je Z:
v' 0 je zname a rozdelenie populacie je normalne;

v 0 je zname a velkost' vyberu je aspon 30 (populacia nemusi mat
normalne rozdelenie).
i_
7 = M

(&)

Pripady, ked’ testovacou Statistikou je £

o je nezname, ale vyberova standardna odchylka je znama a populacia je
normalne rozdelena.

X
t=




b) Testovanie rozptylu populacie

Pri testovani hypotézy o rozptyle populacie je testovacia Statistika:

~1)s2
X2=(n IE

o0

kde 0(2) je zadany populacny rozptyl pri nulovej hypotéze. Pocet stupnov

vol'nosti pre chi-kvadrat rozdelenie je n - 1.

Poznamka: Pretoze chi-kvadrat tabulky poskytuju iba kritické hodnoty,
nemozno ich pouzit’ na vypocet presnych p-hodnot. Ako v pripade t-tabuliek,
mozno usudzovat’ iba o rozsahu moznych hodnét. Statistické programy véak
umoznuju aj vypocet tychto p-hodnot.




Priklad 1

Letecka spolocnost’ chce stanovit' batozinovd kapacitu v lietadle. Analytik
predpoklada, ze priemerna vaha batoziny na osobu je p,= 12 libier. Aby overil svoj
predpoklad, u 144 nahodne vybranych cestujucich presne zmeral vahu ich batoziny
a zistil, ze priemerna vaha bola 14.6 libier a standardna odchylka 7.8. Na zaklade
vysledkov tohto prieskumu otestujte na hladine vyznamnosti a = 0.05, Ci je
predpoklad analytika spravny.

Hy: W=12 oproti Hi: p#12
Pre a = 0.05 su kritické hodnoty: + 1.96

H, nezamietame, ak -1.96 < z < 1.96

H, zamietame, ak z < -1.96 alebo z > 1.96.

Standardizované normalne rozdelenie

Oblast’ Oblast’ Oblast’
zamietnutia | nezamietnutia | zamietnutia V44




Riesenie prikladu 1

Standardizované normalne rozdelenie

_146-12 _ 2.6

T3

Oblast’ Oblast’ Oblast’
zamietnutia nezamietnutia zamietnutia

Pretoze testovacia statistika padla do hornej oblasti zamietnutia, H, sa
zamieta a uzatvarame, ze priemerna vaha batoziny je viac ako 12 libier.




Priklad 2

Poistovacia spolocnost’ tvrdi, ze za poslednych niekol'ko rokov bola priemerna
hodnota poistenia 2 000 dolarov. U 100 nahodne vybranych klientov zistili, ze
priemerné poistenie bolo 2 700 a Standardna odchylka 947. Otestujte na hladine
vyznamnosti o = 0.01, Ci je tvrdenie poistovacej spolocnosti pravdive.

Hy,: p=2000 oproti H;: p# 2000
Pre a = 0.01 su kritické hodnoty: + 2.58

H, nezamietame, ak -2.58 < z < 2.58

H, zamietame, ak z < -2.58 alebo z > 2.58.

Standardizované normalne rozdelenie

_ X-u _ 2700-2000 _ 700

Z= =7.39

( o j ( 947 j - 94.7
Jn V100
Pretoze testovacia statistika padla do

hornej oblasti zamietnutia, H, zamietame a
mozeme uzavriet, ze priemerna hodnota

3 3 vv. 7 Oblast’ Oblast’ Oblast’
poistenia bola vyssia ako 2000 dolarov. 24




Priklad 3

Priemerny Cas, za ktory pocitaCc vykona urcitu pracu je 3.24 sekund. Testuje sa
Statisticka hypotéza, ze priemerny Cas vykonania prace pomocou nového algoritmu
je rovnaky, proti alternative, ze priemerny cas nie je rovnaky. Pri 200 opakovaniach
sa zistil priemerny Cas 3.48 a standardna odchylka 2.8. Test sa vykonava na
hladine vyznamnosti a = 0.05.

Hy: B = 3.24 oproti Hy: p# 3.24
Pre a = 0.05 su kritické hodnoty: £ 1.96

H, nezamietame, ak -1.96 < z < 1.96

Standardizované normalne rozdelenie

H, zamietame, ak z < -1.96 alebo z > 1.96.

-p _3.48-324 _0.24

o (&)

Pretoze testovacia statistika padla do
hornej oblasti nezamietnutia, H, nezamie-
tame a mobzeme uzavriet, ze priemerny

cas na vykonanie prace sa nezmenil — Oblast Oblast Oblast
ZOStaI 3 24 Sekl:md zamietnutia nezamietnutia zamietnutia P4s)

=1.21




Priklad 4

Podl'a Japonskej narodnej agentury pody, priemerna cena pody v centre Tokia
prudko stupla o 49% za prvych 6 mesiacov 1995. SpoloCnost’ pre medzinarodné
investicie do nehnutelnosti chce testovat’ toto tvrdenie proti alternative, ze
priemerna cena nestupla o 49%, na hladine vyznamnosti 0.01. U 18 nahodne
vybranych pozemkov sa zistilo zvysenie ceny v priemere o 38% a Standardna
odchylka 14%.

Hy: B =49 oproti Hi: M %49
Pre a = 0.01 a (18 — 1) = 17 df su kritické t- rozdelenie
hodnoty t-rozdelenia: £+ 2.898

(= X-W _38-49_-11_ ..

) ()
Jn) (418

Pretoze testovacia statistika je v dolnej
oblasti zamietnutia, H, zamietame a

mozeme uzavriet, ze priemerna cena
stupla o menej ako 0 49%.

Oblast’ Oblast’ Oblast’
zamietnutia | nezamietnutia | zamietnutia Pd&)




Priklad 5

Vyrobca tvrdi, ze osvetl'ovacie teleso vydrzi v priemere 65 hodin. Konkurencia
predpoklada, ze priemerna Zivotnost’' osvetl'ovacieho telesa je nizSia ako stanovuje
vyrobca a chce dokazat/, ze tvrdenie vyrobcu je nespravne. Uskutocnil sa nahodny
vyber 21 osvetlovacich telies. Vypocitany vyberovy priemer je 62.5 hodin a
vyberova standardna odchylka je 3. Nech a = 0.01. Existuju dovody pre zaver, ze
tvrdenie vyrobcu je nespravne?

HOZ M = 65 oproti Hll M < 65 Kriticky bod I'avostranného testu

Pre a = 0.01 a (21 — 1) = 20 df je kriticka
hodnota t-rozdelenia t; ,: - 2.528

_ X-| _625-65 _
&) (&

Pretoze testovacia statistika padla do

oblasti zamietnutia, H, zamietame a

mozeme !:)I‘I]at zaver, ze tvrdevr_ne vyro’bc_u
je nespravne, a priemerna zivotnost je zamietnutia

mensia ako 65 hodin. 21

t -3.82




Priklad 6

Vyrobca golfovych palic tvrdi, ze vahy palic su starostlivo kontrolovane, takze

vyberovy rozptyl 1.62 mg2. Je to dostatony dovod na zamietnutie tvrdenia
vyrobcu pri a = 0.05 (5%)?

Nech o2 je rozptyl populacie. Potom

Hp: 0> <1 oproti Hi: 0°2>1

, _(31-1)11.62

=48.6

Pre o = 0.05 a (31 — 1) = 30 df je kriticka hodnota x? — rozdelenia x?, 45(30)
=43.773

kriticka hodnota), H, zamietame a mozeme prijat' zaver, ze tvrdenie vyrobcu
je nespravne.
28




