Kapitola 7.A

Kapitola 7. A

Testy hypotéz o parametroch normalneho rozdelenia.

o

fMh

Predstavme si, ze vySetrujeme predpoklady o parametroch normalneho rozdelenia vyberového
suboru, pricom o normalite suboru nemame pochybnosti (napr. otestovali sme sibor na normalitu). Na
zéklade pozorovania sme dospeli k uvahe, Ze stredna hodnota |1 sa rovna . Toto tvrdenie sa nazyva
hypotéza a nasou ulohou bude overit' tato hypotézu. V matematickej Statistike sa tato hypotéza
oznacuje ako Hy a nazyva sa nulovou hypotézou. Tato formulacia nie je Gplna, lebo je treba uviest’ s
akou inou mozZnostou pocitame, ak nulova hypotéza neplati ( L # Uy, U > Uy, <M, ). Tato druhu
moznost’ nazveme alternativna hypotéza (jednoducha alternativa, zlozena alternativa) a ozna¢ime H,.
Overovanie hypotéz podlieha nahodnym chybam, pricom mé6zu nastat’ Styri pripady:

—_

nulova hypotéza plati a test ju nezamietne — nedopustili sme sa ziadnej chyby

2. nulova hypotéza plati a test ju zamietne — dopustili sme sa chyby prvého druhu, ktora byva
oznacovana ako a

3. nulova hypotéza neplati a test ju zamietne — nedopustili sme sa ziadnej chyby

4. nulova hypotéza neplati a test ju nezamietne — dopustili sme sa chyby druhého druhu, ktora

byva oznaCovana ako 8

Nasou prirodzenou poziadavkou je poziadavka minimalizovat’ tieto chyby. Svoje rozhodnutie o za-
mietnuti alebo nezamietnuti nulovej hypotézy urobime na zaklade nahodného vyberu (nameranych
udajov) z uvazovaného normdlneho rozdelenia. Ked’ze vSak rozsah vyberu je vopred stanoveny (uz
bol vykonany, neda sa v iom pokracovat’), neda sa sucasne minimalizovat’ obidve chyby naraz. Preto
sa pevne voli & D( 0,1) - zvycCajne vSak a = 0,1 alebo a =0,05 alebo a=0,01. Iné hodnoty sa skoro ne-
pouzivaji. Tomuto cCislu sa potom hovori kladina vyznamnosti. Pri pevne danej hladine vyznamnosti
test potom konstruujeme tak, aby sa minimalizovala chyba druhého druhu. V podstate konStruujeme
prislusny (1-a).100 % - interval spolahlivosti a dodrziavame tento postup:

1. Stanovime nulovu a alternativnu hypotézu. Vyberieme vhodny druh testu.

2. Vypiseme vSetky zname(dané) potrebné hodnoty, ostatné odhadneme (pocet merani, hladina vy-
znamnosti, odhad strednej hodnoty, disperzie)

3. Rozhodneme o testovacej Statistike a jej rozdeleni

4. Vyhodnotime test , urobime zaver t.j. nezamietneme Hy alebo zamietneme H, a prijmeme alter-
nativnu hypotézu.

Nasou ulohou teraz bude testovat’ hypotézy o strednej hodnote normalne rozdelené¢ho vyberového
suboru v pripade

1. ak disperzia 0” je zndma, alebo pocet merani je velky n>120

2. ak disperzia 0 nie je zndma a musime ju nahradit’ bodovym odhadom

Test hypotézy o strednej hodnote pri znaimom g”

Vzorovy priklad 1
Pri kontrole spravnosti nastavenia meracieho pristroja bolo urobenych 10 merani skaSobného etalonu

so spravnou hodnotou o= 15,2 priC¢om systematicka odchylka tohto pristroja je 0=0,03. Boli namera-
né tieto udaje :

[1523 [1521 [1519 [15.16 [1526 [1522 [1523 [1526 [1523 [1529 |
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Kapitola 7.A

RieSenie
Pretoze je rovnako ziaduce odhalit’ kladn aj zdpornu chybu budeme testovat’ nulova hypotézu oproti
jednoduche;j alternative:

Ho: u=152 Hy: p#152

pricom hladina vyznamnosti a=0,05.
Spocitame bodovy odhad X =15,228, a=0,05, n=10, 0=0,03. Ked'Ze je disperzia zndma testovacia
Statistika bude v tvare:

T:()_C_.uo)\/;
g

T ma N(0; 1) rozdelenie a nulovll hypotézu nezamietame ak (pozri obrazok 7.1):

—u(0,975) = X H0 [ < u(0,975)
g

kde u(0,975) je prislusny kvantil normalneho rozdelenia. T=2,951 a u(0,975)=1,96, ked’ze T>1,96 za-
mietame nulovll hypotézu na prislusnej hladine vyznamnosti a prijmeme alternativnu hypotézu. Mera-
ci pristroj nie je dobre nastaveny.

Vo v§eobecnosti nulovi hypotézu nezamietame na hladine vyznamnosti o , ak plati:

a
5)

—u=Ty < 2TH < -
2 (o)

—a (0. 275 all. 375y
Obr. 7.1

Stanovime teraz zlozenu alternativu v dvoch pripadoch:
a) Ho: p=15,2 H;: ©>15,2 pre hladinu vyznamnosti a=0,1,
b) Ho: 4=15,2 Hi: p<15,2 pre hladinu vyznamnosti a=0,1.

a) 'V neprospech nulovej hypotézy svedcia vel'mi velké hodnoty, hypotézu Hy zamietame, ak

YW fi > u09)
g
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Kapitola 7.A

kde u(0,9)=1,29 je kvantil N(0, 1) rozdelenia. Ked’ze T> u(0,9) zamietam nulova hypotézu na hladine
vyznamnosti @, prijimam alternativu, meraci pristroj vysledky nadhodnocuje (pozri obrazok 7.2).

ui.9)
Obr. 7.2

Vo vSeobecnosti zamietame nulovil hypotézu v tomto pripade, ak

Y s ui-a)
o

b) V neprospech nulovej hypotézy svedcia vel'mi malé hodnoty, hypotézu H, zamietame, ak

%JZ <u(01)=-u(09)

kde u(0,9)=1,29 je kvantil N(0, 1) rozdelenia. KedZze T> -u(0,9) nezamietam nulovii hypotézu na
hladine vyznamnosti @, meraci pristroj nepodhodnocuje (pozri obrazok 7.3).

Vo vSeobecnosti zamietame nulovil hypotézu v tomto pripade, ak

X_J“‘) Jn <u@) =-u(l-a)

upd. Ls—urn. )
Obr. 7.3

Test hypotézy o strednej hodnote pri neznaimom o’

Vzorovy priklad 2
Pri kontrole spravnosti nastavenia meracieho pristroja bolo urobenych 10 merani skasobného etalonu

so spravnou hodnotou o= 15,2.

[1523 [1521 [1519 [15.16 [1526 [1522 [1523 [1526 [1523 [1529 |

Testujte nulova hypotézu Ho oproti jednoduchej alternative, ak sigma nie je zname:
Ho:u=15,2 Hi: ﬂ¢15,2
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pri¢om hladina vyznamnosti a=0,05.

RieSenie
Spoc¢itame bodovy odhad x =15,228, a=0,05, n=10. Ak O nie je zname, treba ho odhadnit’ z namera-
nych tdajov. Odhadom g=+/Var(X) je vyberova smerodajna odchylka v tvare:

5, =\/ﬁ( > ()

Pri teste preto pouzijeme Statistiku

T:x_/vlo\/; = ¢

S

X

Tato Statistika ma Studentovo t-rozdelenie s n-1 stupniami vol'nosti. Je to symetrické rozdelenie, ktoré-
ho hodnoty st pre prislusné stupne vol'nosti a hladiny vyznamnosti @ tabelované. Nulovi hypotézu
nezamietame na hladine vyznamnosti a=0,05 ak

—t,,(0975) <X Ho Ji < 1 0975)
S

X

Kedze 5,=0,037, T=2,39 a £,(0,975) = 2,262 na tejto hladine vyznamnosti @ zamietame nulov hypo-

tézu. Vo vSeobecnosti nulovl hypotézu nezamietame na hladine vyznamnosti a, ak plati:

~t,1-2) < XTF i<t -2
2 S 2

X

kde ¢, (1- % ) je kvantil t-rozdelenia.

—£(n-1,0_975) £(n-1,0.975]

Obr. 7.4.

Meraci pristroj teda nie je dobre nastaveny. Stanovime teraz zlozent alternativu v dvoch pripadoch
a) Ho: u=15,2 Hy: u> 15,2 pre hladinu vyznamnosti a=0,1,

b) Ho: g=152 Hi: u<15,2 pre hladinu vyznamnosti a=0,1.

a) 'V neprospech nulovej hypotézy sved¢ia vel'mi vel'ké hodnoty, hypotézu Hy zamietame, ak

X fis e 09)
S

X
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kde 7,(0,9)=1,38 je kvantil t-rozdelenia rozdelenia. Ked’ze T>1,(0,9) zamietame nulovu hypotézu na

hladine vyznamnosti @, prijimame alternativau hypotézu, Ze meraci pristroj nadhodnocuje (pozri ob-
razok 7.5).
Vo vieobecnosti nulovi hypotézu zamietame na hladine vyznamnosti o ak

TR s (1-a)
S

X

tin-1,0_93

Obr. 7.5

¢) V neprospech nulovej hypotézy sved¢ia ve'mi malé hodnoty, hypotézu Hy zamietame, ak

YT <o (0.)=—t,,(0.9)
S

X

kde -7,(0,9) = -1,38 je kvantil t-rozdelenia rozdelenia. Ked’ze T> -#,(0,9) nezamietame nulova hypo-
tézu na hladine vyznamnosti @, zda sa, ze meraci pristroj nepodhodnocuje.

Vo vieobecnosti nulova hypotézu zamietame na hladine vyznamnosti o ak

x —
Bo fns b, (@)==1,,(0-a)
SX
10# F0%
—t(n-1,0.97

Obr. 7.6

Testy hypotéz pre nezname g alebo [0k

Vzorovy priklad 3
Zo zékladného stiboru s rozdelenim N(4 ;0°) sa urobil ndhodny vyber s nasledujucimi vysledkami
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[ 513 | 62,8 | 51,9 | 57 | 55,3 | 52,1 | 58,4 |
a) Testujte na hladine vyznamnosti 0=0,05 hypotézu

Hp: O 3 =16 oproti jednoduchej alternative H;: O g Z16

RieSenie
. . e n—L »_ .2 .. , . .
Pri teste pouzijeme Statistiku T = P Sy = Xu-1 , ktord ma chi- kvadradt rozdelenie s (n-1) stupiiami
0

vol'nosti. Hypotézu Hy nezamietame na hladine vyznamnosti @, ak plati:

2 a n—1 2 2 a
Xn—l(l_E)S 52 5 - XH(E)

0

chiin-1,0.975) chifn-1,0.085)

Obr. 7.7
a a .. .
kde )(,f_l( 1 _E )a )(,f_1 ( By ) s kritické hodnoty chi kvadrat rozdelenia. Ked'ze si =17,68, 0§=16,

xé(0,0ZS) =14,45a )(62 (0,925)=1,24 a T=6,63 nezamietame nulovl hypotézu na hladine vyznamnosti

0 a prijimame alternativu (pozri obrazok 7.7).

b) Na hladine vyznamnosti 0=0,1 testujte hypotézu

Ho: O § =16 oproti zloZenej alternative H;: O 3 >16

V neprospech hypotézy Hy svedCia vel'mi velké hodnoty a tak Hy zamietame, ak

=1
? 2 Si 2 X;—l(a)
0

Kedze X, (0,1)=10,64 a T=6,63 zamietame nulovi hypotézu na hladine vyznamnosti a=0,1 (pozri
obrazok 7.8).

chifn-1,0.1]
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Obr. 7.8

Ho: O 3 =16 oproti zloZenej alternative H;: O 02 <16

V neprospech hypotézy H, sved¢ia vel'mi malé hodnoty a tak Hy zamietame, ak

2 Sx = Xj—l(l_a)

KedZe x7(09)=2,2 a T=6,63 nezamietame nulovii hypotézu na hladine vyznamnosti a=0,1 (pozri
obrazok 7. 9).

chiin-1,0.9]

Obr. 7.9

Poznamka
Matematické vyjadrenie krivky hustot X a Studentovho t-rozdelenia a tvary kriviek tychto rozdeleni
mozno najst’ v kapitole 4. B.

@ Nové pojmy a definicie kapitoly 7. A

* nulovad a alternativna hypotéza

* zloZena a jednoducha alternativa
*  hladina vyznamnosti

*  chyba prvého a druhého druhu

* testy hypotéz

@ Cvicenia

Priklad 1
Pri merani koeficientu tepelnej vodivosti tehlovej steny sme namerali tieto hodnoty:
[ 0,62 | 0,64 0,57 | 0,61 [ 0,59 10,57 | 0,62 [ 0,59

Na hladine vyznamnosti 00=0,05 testujte nulova hypotézu p=0,6 oproti alternative p#0,6. Vysledky
interpretujte.

Priklad 2
Zistoval sa percentualny obsah Zeleza vo vzorkach Zeleznej rudy. Vysledky su zaznamenané v tabul’ke
pocetnosti

[ x |9 | 11 | 12 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 20 | 21 |
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n; | 1 | 2 | 3 | 4 | 7 | 5 | 4 | 3 | 2 | 1 |

a) Na hladine vyznamnosti 0=0,01 testujte nulova hypotézu =15 oproti alternative | #15.
b) Zistite, ¢i m& zmysel tazit rudu na danom mieste, ak tazit’ sa oplati vtedy, ked’ obsah zeleza vo
vzorkach je v priemere aspon 13 %? Testujte na hladine vyznamnosti a=0,05

Priklad 3
Denny prietok vody ma normalne rozdelenie. Vysledky dlhodobého pozorovania st zaznacené v ta-
bul’ke triedneho rozdelenia pocetnosti

Xi 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

n 4 6 8 15 25 20 8 7 5 2

Na hladine vyznamnosti a=0,05 testujte nulovi hypotézu p=50 oproti alternative u#50. Vysledky in-
terpretujte.

Priklad 4

Firma, ktora sa zaoberala vyrobou vyliskov z plastickych hmét, chce poznat’ uc¢inok technologického
procesu na kmitanie podlahy vo vyrobnej hale. Ohrozenie podlahy sa hodnoti pomocou vibracii,
ktorymi sa podlaha rozkmita v désledku narazov pri lisovani. Pomocou snimacov na podlahe sme uro-
bili 50 merani maximalnych vychyliek a vypocitali aritmeticky priemer (2,25mm) a odhad rozptylu
(0,73). Testom sme zistili, ze ide o vyber z normalneho rozdelenia. Testujte na hladine vyznamnosti O
=0,05:

a) Ci maximalna vychylka sa rovna 2,75 ( &o je povolena norma).

b) Ci technologicky proces nespdsobuje vychylky vyssie ako povoluje norma.

¢) Cirozptyl sarovna 0,81.

Priklad 5.
Merala sa vlhkost’ $trku v percentach s nasledovnymi vysledkami
[ 14,9 | 13,9 | 12,1 14 | 14,1 | 14,1 | 15 | 14,2 | 13,8 |

Vyrobca garantuje 14 % vlhkost” $trku. Testujte na hladine vyznamnosti 00=0,05, ¢i sa tvrdenie vyrob-
cu zhoduje so skutocnost'ou.

RieSenia

Priklad 1
-2,364=t7(0,025)<T=0,139< ,(0,975)=2,364 , nezamietam H,

Priklad 2
a) T=0,715,t:1(0,995)=2,744, [T[% 2,744, nezamietam H,
b) T=4,875, t:1(0,05)=1,695, T>1,695, nezamietam H,, tazit’ na tomto mieste sa oplati.

Priklad 3
T=1,0874, t55(0,975)=1,984, [T[X 1,984, nezamietam H,, da sa potvrdit, Zze denné prietoky vody su na
urovni 50m°.

Priklad 4

a) T=-4,138, t4(0,975)=2,009 , [T 2,009, zamietam Ho, zda sa, Ze vychylky budu nizsie.

b) T=-4,138, t4(0,95)=1,676 , T<1,676 hypotézu Honezamietam, vychylky nebudu vyssie ako je
stanovena norma.

c) T=44,16, )(fg (0,975)=31,554, )(29(0,025) =70,222, 31,554<44,16<70,222, nezamietam hypotézu
H,

Priklad 5
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T=0,04, , t5(0,975)=2,306, [T[£2,306, hypotézu Hynezamietam, tvrdenie vyrobcu sa zhoduje so
skuto¢nost’ou.
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