18. Priestor wk(G)

Uvazujme opfioblas’ G s Lipschitzovskou hranicdu Ozname C*(G) linearny
priestor spojitych funkcii so spojitymi derivaciamsietkych radov v uizavretej oblasti
G . dalej ozngme C (G) LP v3etkych funkcii Z*(G) s kompaktnym nogom

v G.

PriestorL,(G) sme uz podrobne popidsali a pracovali s nim vghrédizajlcich
castiach.

Definicia 18.1.:
Nech k je celé nezaporgéslo. Symbolom
@81 (UV)yer WV 0C”(G)

budeme rozumigs&et skalarnych siinov (v L,(G) ) funkcii u a v a ich derivacii
pod’a tych istych premennych az do radu k vratane.

Priklad 18.1.:
N=1:
b b
= (UV) L @y UV ) =Juvdx+Ju'v'dx

a

@8.2) (u,v)

W; (ab)

183 (u, V)sz @h) (UV)L, @py T+ (u'1V')L2(a,b) + (u"1v")L2(a,b) =

b b b
Juvdx+ J u'v'dx + J' u"v"dx
a a a

N=2: vynechdme ozrt@nie oblasti G

ou ov ou ov
184 U,V 1 = ulv + ~ 1~ + — =
A84) (), = @V), *(Gg )+ (G g o,
Juvdx+J' du an J'ﬂa_vd
20X, 0X,

Priklad 18.2.:

VSeobecny N- rozmerny pripad.

Ozname i vektor tzv. multindex t =(i,, i,,....iy, ,)kde zlozky su celé nezaporné
¢isla (teda niektoré m6zu tgj nulové).

Ozn&ime:
_ girtiztHin
D'u=———— alebo ak ozndme
OX{...0X}\

oy

| =i, +i, +..+iy, potomD'u=———.
OX ... OX



V tomto pripade definujeme
@185) (UV), = ZID‘uDivdx, u,vOC*(G)
2 kG
Sumécia ceﬁ| < kznamena4, Ze treba &grpa’ vSetky navzajom rézne vektory
i =(iy,i,,...0y), pre ktoré platfi| =i, +i, +...+i, <k.
Tvrdenie 18.1.:Ukéazte, Ze wahom (18.5) je na LEE"(G) definovany skalarny
SEin.
Obvyklym spdsobom potom definujeme normu a metoé&avdena od tohto
skalarneho stinu.

Definicia 18.2.:
Vztah

(18.6) ||u||Wzk = Uu),., udC”(G) definuje normu a

A87) p(u,v),, = lu=v|, uvOC*(G) definuje metriku.

wk?

Takze LPC”(G) sa stava metrickym priestorom, ozme hoS;(G), struine S5.

Tento priestor je unitarny so skalarnyngisédm (18.5), normou (18.6) a metrikou
(18.7).

Poznamka 18.1Druha mocnina normy funkcie u@”(G) v priestoreS; (G )je teda
siet druhych mocnin noriem funkcie u a vSetkych geicgalnych derivacii do k-
teho radu vitane v priestoreL ,(G) . Odtid’ ihned’ dostavame

pz(u,v)wzk =||u—v||2k => p*(D'u,D'V), .

Wy |i[<k

Konvergencia v priestorg;(G) teda znamena:
88) lim|u, - u||\2Nk = lim ZHDiun - DiuHi = 0, odkial’ plynie :
n-e L TP 2
Tvrdenie 18.2.:
Postupnos {un} konverguije v priestor&s(G) k prvku u prave vtedy, ki

konverguje postupnﬁs{un} a postupnosti prislusnych derivé{tﬁiun}, ||| <k

k funkcii u a k jej derivaciam D v priestoreL, (G )

Tvrdenie 18.3.:
Postupnot {u,} je cauchyovska v priesto&$ (G pyave vtedy, ké postupnos {u, }

a postupnosti prislusnych derivé{ﬂ‘un}, ||| < k su cauchyovské v priestore

L,(G).



Poznamka 18.2.Pre k=0 dostdvame skalarnysy normu a metriku priestoru
L,(G).
Poznamka 18.3.Nech u je zS§(G) a nech¢ je funkcia s kompaktnym nostom
v G. Poda Greenovej vety pre kazdéljs j < N plati
(18.9) jﬂq)dx = —ju@dx

5 0X; 50X,
VSeobecne dostavame

(1810) [D'updx=(-1)'[uD'¢dx, $0C;(G), udSi(G).

Preberme teraz otazku Gplnosti priest8fG) . Podobne ako pri zuplneni priestoru
L,(G) hnet vidiet, Ze tento priestor nie je Upliny.

Pre pripad k=0 Gplnym priestorom, ktory obsalslj¢G) je prave priestot,(G).

V #iom navy3e je LRC*(G) husty. V tomto pripade sa skalarnyis(18.5) rozsiri
prirodzenym spdsobom z priesto@f (G) na priestorlL,(G), ktory je tplny.

V pripade k>0 sa ale skalarnysu(18.5) neda prirodzenym sposobom roZsia
vSetky funkcie zL,(G), pretoze nie vSetky funkcie z tohto priestoru méaspa

v nejakom rozumnom zmysle) poZzadované derivacidakwaj v tomto pripade sa da
vytvorit’ aplny priestor.

UvaZujmelubovd’nu postupnas{un} cauchyovski \85 (G .)Su mozné tieto dva
pripady:

a) postupnds{un} je v priestoreSs(G) konvergentnd, teda konverguje aj spolu
S postupna&@ami jej prislusnych derivacii v priestote, (G).

b) postupnots{un} nie je v priestoress(G) konvergentna. Ale kize je

cauchyovska , je aj kazda z postupn{:@fun}, ||| < k cauchyovska \L,(G). Toto je

ale gplny priestor a teda kazda z tychto postupme&tviom ugitd limitu, ozn&me
juv?:

1811 limD'u, =v® v L,(G).

n- o

Preli| =0, ozn&ime prislund limitu u:

@812 limu,=u v L,(G).

O funkciachv®, |i| = 1nemo6zeme teraz tviijize st derivaciami limitnej funkcie

u lebo o nej vieme zatiden to, ze patri dd,(G).
Tieto funkcie nazvemeovseobecnenymi derivaciami funkcie ukedze {u,} je v
S5(G), z Greenovej vety pre kazdd ki < k, a pre kazdé O C; (G) plati



(1813 [D'udx=(-1)"|u,D'¢dx.
G G
Ak teraz v tomto vZahu prejdeme k limite, dostadvame:
(1814) [v@¢dx=(-1)"[uD'¢dx, 1<fi<k, ¢OC(G).
G G

Takto teda definujeme zovSeobecnené derivacie fankcZostava vySettiotazku gi
moZe nastapripad, kedy dve cauchyovské postupnfist} a{t, }, ktoré maju td
isty limitu (18.12) maja rézne limity (18.11)? by totoZz znamenalo, Ze ta ista
funkcia by mala r6zne zovSeobecnené derivacie.

UkaZzeme sporom:

Nech mame cauchyovsku postupih{s, } v priestoreSt(G ) pre ktord plati (18.11)
a(18.12) a postupnﬁ{sﬁn} v priestoreS; (G ) pre ktor( plati (18.12) a pre derivacie
plati

@815 ImD'l, =V v L,(G), 1<|i<k

n- o

Podobne ako v predchadzajucej Gvahe aj pre tigtoddee mame:

(1816) [V¢dx=(-1)"[uD'¢dx, 1<fi<k, ¢ OC;(G).

G G
Teraz pre pevné IL< i < k, odtitame (18.16) od (18.14) a mame:
18.17) j(vm ~v)pdx =0, ¢ OCZ(G).

G

Tento vZ'ah ale plati pre kazdu funkciud C; (G) a LP C; (G ) je husty v priestore
L,(G), z toho okamzite dostavame:

@818 V" =v", pre kazdé il<|i|< k.

ZovSeobecnené derivacie su tedéene jednoznane. Budeme pre ne pouzivien
isty symbol ako pri klasickych derivaciach to jB&t. Z definicie ihné vyplyva, ze
D'ulL,(G).
Vel'mi jednoduchou Gvahou sa da presiédze ak funkcia u je dostatoe hladka ,
pojem zivSeobecnenej a klasickej derivacie splyvaju
Ak pridame k prvkom priestorg(G) vsetky limitné funkcie z (18.12), dostaneme
urcity linearny priestor, ktory ozrtéme E a nainiom definujeme
1819 (U,v),, = Zj D'uD'vdx, u,vOE, skalarny s@in.

2 kG
Tento je rozSirenim skalarnehasiu definovaného wahom (18.5). Tento prislusny

unitarny priestor je Uplny, teda Hilbertov priesteonstrukcia je podobna ako
v kapitole pri konStrukcii priestoru ).

Definicia 18.3.:Hilbertov priestor , ktorého prvky tvoria prvky LR E
a v ktorom je skalarny gin definovany viahom (18.19), nazveme priestorom

W} (G), striene WY Z jeho konstrukcie plynie, Ze
« LP C(G) je v W}(G) husty



* norma a metrika sa definujet@hmi (18.6), (18.7)

» plati vzZ’ah (18.8)

+ da sa ukaza Ze priestoiW) (G) je separabilny. Prikladom spditate’nej
hustej mnoziny WV} (G) je mnozina vSetkych polynémov v N premennych
s racionalnymi koeficientami

Poznamka 18.4Konstrukciu Hilbertovho preistorivy (G) moZno uroli aj inak.

Najskor sa definuju zovSeobecnené derivacie a pstravedie skalarny &4, na
zaklade ktorého sa konstruuje uinitarny priestok@ze sa, Ze je to priestor uplny. Pre
oblasti s Lipschitzovskou hranicou sa ukaze, Zetighe konStrukcie vedu k tomu
istému funkcionalnemu priestoru.

Poznamka 185. Pre k=0 platiwV, (G) = L,(G )Pre k>0 tvoria prvky priestoru
W) (G) tie prvky z L, (G ), ktoré maju zovieobecnené derivacie v zmysle
predchadzajucej definicie, do k-teho raditane.

Tvrdenie 184.: Ak prvok u0 W, (G), potom plati
1. uOW;(G), 0<sn<k;

2. ich zovSeobecnené derivadiu, i| <k patria do priestoruNz"_M(G)
a plati D(D'u)=D"™u, kde i+j je stet tychto vektorov.

Poznamka 18.6.: Ak sme v jednorozmernom pripade N=1, potom funkcia

udW, (a,b) je funkcia absolltne spojita . Skoro viade v (exi$tujeu’ (x) ktora je
skoro vSade rovna zovSeobecnenej derivacii. Funktdiad méa v nejakom bode skok
teda nemoze hiyz priestoruW, (a,b)

19. Stopy funkcii z priestoruwk(G)
Priestor wX(G)
ZovSeobecnena Friedrichsova a Poincaréova msnog’

Pre kazdu funkciu spojitii G a tym skér pre funkcie £”(G) st jednoznéne dané
hodnoty tejto funkcie na hranici oblasti G. Funka{$) ,SOI budeme nazyva
stopa funkcieu z C*(G) nal’. Tato je na hranidi spojita a teda integrovatea

s druhou mocninou a preto plati

19.1) u(x)OC”(G)= u©)dL,(I)

Roz&irenie pojmu stopy funkcie aj na funkcie, ki st z LPC” (G) umoziuje

nasledujuca veta:
Veta 19.1.:Nech G je oblas Lipschitzovskou hranicou. Potom existuje a tvpr

jeden ohrariieny linearny operator T, ktory zobrazuje priestéf(G) do priestoru
L,(I") tak, ze pre u(x) £7(G) je Tu(x) = u(S).



Na zaklade tejto vety je kazdej funkciV, (G p)iradena utita funkcia zL,(I" )

stopana hranici.
Toto zobrazenie ma rozumné vlastnosti:

+ funkciam zC”(G) prirad’uje ich stopu na.

« T je spojity a teda dvom ,blizkym* funkciam v&V,(G) priradi dve ,blizke*
funkcie vL,(I).

+ z hustoty LPC”(G) vo W;(G)vyplyva, Ze stopu funkcie nepatriacej do
C”(G) mozno pokladéza limitu v priestore.,(I") postupnosti stop(S)
funkcii u(x) z C*(G) a konvergujlcich voN; (G) k uvazovanej funkcii u z
W;(G).

« akje u spojita VG stopa je dana jej hodnotami na hranici.

Poznamka 19.1.Ak je funkcia u z W7 (G), potom aj tato funkcia aj v3etky je
parcialne derivacie patria d&,(G). Z vety 19.1 potom dostavame, Ze nielen
samotna funkcia u ale aj vSetky jej parcidlne degi@ maju stopy na hraniti
Veobecne: ak je funkcial W, (G), potom vsetky jej derivécieiﬂ)pre|i| <k-1

st zW,(G) V tomto zmysle kazdej tejto derivaciiux) odpoveda stopa funkcie
D'u(S) zL, (). Tato funkciu potom nazyvanstopou funkcie Du(x).

Poznamka 19.2.PPretoZe hranich je lipschitzovska, normala k nej existuje skoro
vSade a definicia stép funkcie untioie definova pojem derivacie

funkcieu D W) (G) prek =2 poda normaly:

ou

19.2) :i(;)Tu(S)vj(S), udW(G), k=2.

j=1 j

Poznamka 19.3.D4 sa veta 19.1. obré® Je kazda funkcia(S) O L, (I )
stopou nejakej funkcie W, (G ?) Toto tvrdenie neplati.
Plati ale, Ze stopy funkcii, ktoré patria do poestW,(G) st v L, (I ) husté.

Veta 19.2.:(Friedrichsova nerovn@sNech G je oblass Lipschitzovskou hranicou.
Potom exisuje konStanta>0 zavisla len na danej oblasti a takd, Ze pre ké&zakciu

uOW;(G) plati:

2
2 s ou 2
P kl{;£(aka dx+1.[u (s)ds}

V prvom integraly su zobecnené derivacie a v drulstopa funkcie u.
Téato veta mbze ntieaj vSeobecnejsi tvar:

193 |u

Veta 19.3: Nech G je oblass Lipschitzovskou hranicaDal’; je jej¢ad’ majuca
kladna Lebesgueovu mieru,Iii>0. Potom exisuje konStanta0 zavisla len na

danej oblasti a nB; a taka, ze pre kazdd funkcild W} (G plati:

(194) ”u”i/zl(e) < kZ{iJ‘[ ou j dx+ J. UZ(S)dS}

0 X,



Veta 19.4.: Nech G je oblass Lipschitzovskou hranicou. Potom exisuje kongtant
ks>0 zavisla len na danej oblasti a taka, Ze pre kéiadkciu u 0 W/ (G) plati:

S ——
’ 2 .

Veta 19.5.: (Poincaréova nerovnf)s Nech G je oblass Lipschitzovskou hranicou.
Potom exisuje konStanta0 zavisla len na danej oblasti a taka, Ze prek#&iakciu

uOWS(G) plati:

(19.6) ||u||\2Nk(G) < k4{ZJ'(Du)2dx+Z(J' DiudXJ }
’ | |

i=kG il<k\ G

195) |u

Specialne pre k=1 mame

. ou i i
197) [ulpse < k“{JZlG(O_X,} dx+( i udx] }
Poznamka 19.3.V predchadzajucej kapitole sme definovali priesSh{G) , ktorého
prvky st funkcie z LRC”(G) s prislusnym skalarnym &aiom (u, V), @ nim
indukovanou normou a metrikou.
Teraz ozname priestorD%(G) priestor s tym istym skalarnymd&taom, ale
s prvkami z LPC; (G ) teda s prvkami s kompaktnym nésin v G. Zuplnenim
priestoruSs (G )sme vytvorili Hilbertov priestoiV) (G .)Ak analogicky prevedieme
zUplnenie priestoruD% (G ,)dostaneme opéHilbertov priestor, ktory bude

podpriestorom priestorMV} (G .)Tento priestor ozrgme WX (G ).Funkcie tohto

priestoru sa vyzralju vlastnogou, Ze sa ,rovnaju nule na hranicvratane derivacii
az do radu k-1*:

198) D'u® =0 na T, fijsk-1 uOW;(G).

Tieto vz’ahy chapeme v zmysle stép funkcie. Plati aj tvreleristom zmysle
obratené, ktore je sformulované v nasledujlcej:vete

Veta 19.6.:Nech G je oblass Lipschitzovskou hranicat. Potom
(19.9) {v;vDWzl(G),v =0 na I (v zmysle stop} =W, (G)

(19.10) {v;vDWf(G),D‘vzo na I (v zmysle stop pre |i|s1}=W22(G)

Poznamka 19.4.Pre udW} (G) prejde tvrdenie (19.3) Friedrichsovej vety do
tvaru:

2
0 (9
0911 |uf}o <k Y[ [ “] dx

s 00X
a analogicky pre vah (19.5) mame:




(1912) [ufis e ks> [(D'u)*dx
i1=2¢G

20. Eliptickeé diferencialne operatory radu 2k.
Slabé rieSenie eliptickych rovnic

V zmysle symboliky z predchadzajucich kapitol dajeme operitor 2k-teho radu.
Nech su dané funkcieg @), definované v oblasti G a N-rozmerné vektory
(multiindexy) s cel®iselnymi, nezapornymi prvkami a plati:

[ =i, +i,+..+iy, [|=i+],+..+ ]y Potom symbolom

201 A=Y (-1)"D' (D)
il i<k
je definovany operator radu 2k.
Ak su v oblasti G funkciejgako aj u dostatme hladké, mézeme aplikavaperator
A na funkciu u v klasickom zmysle a dostadvame:

L gl ally
202) Au= > (-1)"'D'@D'uy= > ()@ i, )
iék J iék OXg..0xy N gk ox

)

Pre k=1 dostdvame operator druhého radu

(203) Au=- > D'(,D'uy- Y D'(u)+ > a,D'u+ayu

li[=1]jl=1 lil=1j=0 lij=0]jj=1
Priklad 20.1.: Pre N=2, a k=1 ak plati
& =1 prei = (10),j= (10) a i=(01),j= (01)

&; =0 v ostatnych pripadoch, dostavame - LaplaceevaiprA .
D4 sa dostaaj inym spésobom.

Priklad 20.2.: Pre N=2, a k=2 ak plati
& =1 prei=(20),j=(20) a i=(02),j=(02)

aj =2 prei = (10),j= (10)
a; =0 v ostatnych pripadoch dostavame biharmoniclerapr
4 4 4
0X, 0X,°0x,”  0X,

Da sa dostaaj inym spdsobom

Au

Definicia 20.1.:Hovorime, Ze operator (20.1) je elipticky v bode
P(X)=P(x%,X2,..., Xu) ak pre kazdy nenulovy vekt@r= (§,,&,,....&, plati:



(20.4) Zaij (P)EE; %0, kde g, =&, g =gk, Ev,

lil. =k
Hovorime, Ze tento operatf@ rovnomerne elipticky v oblasti G ak existuje
takecislo c>0, zavislé len na danej oblasti a koefitieh daného operatorg @e
pre skoro kazdy bod P{xa,..., %) z G a kazdy nenulovy vektdr=(§,,¢,,....&y)

plati:

(205) Y a, (P)EE, > g™, kde|f’ =g +..+ &2,

lil.|il=k

Priklad 20.3.: Operator— A z prikladu 20.1 je rovnomerne elipticky v kazdejasti
G a pre vSetky dimenzie N

Priklad 20.4.: Biharmonicky operator¥’ z prikladu 20.1 je rovnhomerne elipticky
v kazdej oblasti G a pre vSetky dimenzie N.

Priklad 20.5.: Operator
2
©| fext)l-a 2
ax1 0X, 0x,
nie je elipticky v Ziadnom bode oblasti G.

Teraz budeme definovgojem slabého rieSenia eliptickej rovnice.
Zacneme prikladom Poissonovej rovnice.
Klasickym rieSenim rovnice

(206) -Au=f

rozumieme funkciw 0 C?(G) pref OC(G), takl ktora sfiia Poissonovu rovnicu

(20.6) v kazdom bode oblasti G.
Teraz prenasobime rovnicu (20I6povd’nou hladkou funkciow s kompaktnym
noscom v G a po preintegrovani cez oll&s dostadvame:

(207) - [dAudx= [fodx

PouZijeme Greenovu vetu ako v predchadzajucichtélagh ,ale pre funckie z inych
priestorov:

(20.8) jb dx jb o, dS- j—cdx b,cOWX(G)

Platnosg tohto v2’ahu sd’ahko overi limitnym prechodom so zékladnymi znédosi
konstrukcie priestorowW,(G) . V tomto pripade sa teda parcialne derivacie
vystupujuce vo wahu (20.8) chapu ako zovSeobecnené derivacie rohotunkcii

b a ¢ na hranici su prislusné stopy tychto funkcii.
VyuiijL'Jc vztah (20.8) pre vSetky parcialne derivacie véalu (20.7), dostaneme

(209) Zj 9% a“ M gy = jq)fdx 06 0C(G)
i=1 G |
Hovorime, Ze pre funkmu u(x) plnend integralna identita (20.9).



Ak ale prava strana rovnice f nie je z priest@({G) , nema rovnica klasické rieSenie.
Preto sa budeme zaobé&rdazkou, ako zovSeobecmrieSenie aj pre tieto pripady,
napriklad pre pravu strarfu L, (G). Ak pre pravu stranu plati tato podmienka,
prava strana integralnej rovnice (20.9) ma zmysaVa strana tejto identiny ma
zmysel napriklad pre funkcie 0W,(G), kde prislu$né derivacie st definované
v zovSeobecnenom zmysle.

Definicia 20.2.:NechuOW;(G), f OL,(G). Ak pre funkciu u je spinena
podmienka (20.9), hovorime, Ze tato funkcialgbym rieSenim rovnice (20.6).
Tento pojem je definovany rozumne, pretoZe naviatf, e aku JC*(G) a

f OC(G), potom jednoducho obratenym postupom z integradiggjtity (20.9)
dostaneme

(2010) [(bu+f)pdx=0, O¢ C5(G)

Pretoze ;Ie priestdC; (G) je husty v priestoraV,(G) dostavame odtia

(2011) Au+f=0 v L,(G).

Ak ale je uC*(G) af OC(G), potom funkciaAu +f je spojita v G a teda plati
-Au=f v G.

Ak vyuzijeme priklad 20.1, m6Zeme Poissonovu rourzapisé v tvare:

(2012) Y (-1)"D' (a,D'u) =t

lil i1

a integrélna identita (20.9) bude

(2013 Y [a,D'¢D'udx= [ ¢fdx, 06 OC3(G)
lillilste G
Ak naviac pouZzijeme na pravej strane zapis v teaearneho stinu, mame:

(2014) " [a,D'¢D'udx=(f,4) 0$ 0C;(G)

lillilst

Cvicenie 20.1 Definujte podobnym spdsobom slabé rieSenie preica
s biharmonickym operatorom.

Podobne mézeme definavaj slabér ieSenie vSeobecného operatora 2k-teho ra

Definicia 20.3.:Nechf 0L, (G) a funkcie g su vSetky ohragené meratne funkcie
v G. Funkciuu OW}(G) nazyvameslabym rieenim rovnice

(2015 Au=f,
kde operator A je definovany tahom (20.1), ak plati
(2016) Y [a,D'¢D’udx=(f,¢) 06 OC5(G).

lililsk o



Poznamka 20.1.Podobne ako pri Poissonovej rovnici plati, Ze abfiatenty
rovnice a rieSenie §mju predpoklady hladkosti, je dané slabé rieSgnkéaaickym
rieSenim.

21. Formulacia problému s okrajovymi podmienkami.

Stabilné a nestabilné okrajové podmienky

Na formuléciu tohto problému pouZijeme tedriu vybuani v kapitole o stopach
funkcie. Z tejtocasti vieme, Ze ak funkcia OW} (G méa nal” stopu u(S), potom tato

gunkcia sfiia nal” okrajovii podmienku u=u(S) v zmysle stép. Tentprpppodobne
ako v predchadzajucej kapitole umozni formutbriaSenie okrajového problému
d’aleko obecnejSie ako v klasickom zmysle.

Priklad 21.1.. Ak A je operator druhého radu a treba riesdirajovy problém
Au=fv G a u=g(S) n&,kdegL,(I")

potom rieSenie nech je taka funkcied W (G), ktora je slabym rieSenim danej
rovnice v zmysle definicie (20.3) a ktora malhstopu g(S).

Ak naviacuOW?(G ), ma nal” stopu nie len tato funkcia ale aj jej zovieobeénen

parcialne derivacie. Okrem toho, ak hranica oblagg Lipschitzovska, existuje
skoro vSade vektor vonkajSej normaly , takZze moéZbowerit’ aj o derivacii poth
vonkajSej normaly a o Neumanovej okrajovej podméflvazovanej opdy zmysle
stép).

Poznamka 21.1.Z predchadzajuceijasti vieme, Ze ak jeperator A 2k-teho radu je

rieSenie u0 W/ (G). Specialne pre operator druhého radu je rieSerieW. (G).
Zobrazenie, ktoré prittuje takejto funkcii stopu na hranici je spojitédt@’ hnet’
dostavame, Ze ak konverguje postuprfaskcii u, 0W;(G) v tomto priestore
k funkcii u, potom aj postupnosch stopu, (S)JL, (I konverguje v priestore
L,(I") k stope limitnej funkcieu@S) O L,(I").
Teda ak v3etky funkcie postupnostiisgji okrajovi podmienku

u,© =9 na I (vzmysle stop),
potom aj ich limitna funckia dpa okrajovi podmienku

(211D uS) =9 na T (vzmysle stop).

Podmienku (21.1) volame prestabilnd okrajova podmienka.

Poznamka 21.2.Analogicky pre operator Stvrtého radu, bude rieseri W2 (G)
a stabilné okrajové podmienky budu v tomto pripgpe:

Jdu
u=go(S), a_V:gl(S)’ na I



Definicia 21.1.:Pre operéator 2k-teho radu budeme pod pojrstabilné okrajové
podmienky rozumie’ okrajové podmienky obsahujuce danu funkciu agejv@cie do
k-1 radu vratane.

podmineky, ktoré obsahuju derivacie vysSich radex k1 nazvemaestabilnymi
okrajovymi podmienkami.

Priklad 21.2.Nestabilnou opkrajovou podmienkou pre Poissonovuiou je
Neumanova podmienka.

Cvic¢enie 20.2.Uvazujme jednorozmerny pripad teda mafakcie jednej
premennej. Nech je dané funkcia:

u(x) =1-x?%, xO<-11>.

Uvazujme postupndgparnych funkcii na intervale <-1,1>, ktoré su inzivale
<0,1> tvaru:

1-x2, x0< 0,1—£>
n

u,(x) = 1 1
ﬁ+ (n-1)(1-x)?, xO< 1—5,1>

Ukéazte, Ze vSetky tieto funkcie s na intervale ¥>1spojité aj so svojimi
derivaciami prvého radidalje ukazte, Ze v prieston/; (-11) postupnos funkcii t,
konverguje k funkcii u. Ukazte konvergenciu hodpéstupnosti funkcii na hranici
a tiez fakt, Ze derivacie tychto postupnosti nanicranekonverguju k hodnotdm
derivacii funkcie u na hranici.

Priklady slabych rieSeni pre okrajové ulohy.

Priklad 21.3: Uvazujme Poissonovu rovnicu s Dirichletovou okrajov
podmienkou:

L) -Au=f, u=g@® na

Klasické rieSenietohto problému predpokladé, Ze funkcie v problémizajd
podmienky:f 0C(G), gC(I"). Rie3enie je funkciaiC?*(G).

Pod’a vySSie uvedenej tedrie budeme formutosiabé rieSenie tohto problému.
Ozna&me priestor V priestor s metrikou priestong , ktory sgia v zmysle stop

homogénnu Dirichletovu okrajova podmienku=0 na I .

Ako uZ bolo povedané, v tomto pripadeMe= W, z minulej kapitoly.
LCubovd’nou funkciouv OV teraz prenasobme rovnicu votahu (21.1)
a preintegrujeme cez obta&. Dostaneme:

(12) - _[ vAudx = _[vfdx,
G G



Pouzijuc teraz Greenovu vetu, mame(V , teda ma parcialne derivacie
Vv zovSeobecnenom zmysle):

(213 Zjﬂa—vdx ffvdx alebo zjednoduSeny zapis:
G

.0
JDu.Dvdx = vadx
G G

Vztah (21.3) ma zmysel ak pre funkcie platid W, (G) af OL,(G).
Pojem slabého rieSenia teraz mézeme defitioealedujucim spbésobom:
Definicia 21.2.:Nech funkcia g(S) je stopa niektorej funkeied W, (G) a nech

f OL,(G). Ozn&me V = {v;v OW;(G),v=0 na I v zmysle stop}.

Funkciu u W} (G) nazvemeslabym rieSenim problému (21.1ak plati:
(214) u-wQOv

(215) zjﬂa—vd _jfvdx OvOV

-y G

Takto definované slabé rieSenie je v sulade s gy$&denou vSeobecnou definiciou
slabého rieSenia, pretokgbovd’na funkciap [ C; (G) je funkcia z V a teda plati
identita (21.5) aj pre takéto funkcie.

Ak je u slabé rieSenie a samotné u a funkcidifagp isté podmienky hladkosti,
potom sa spatnym postupom da ukaza je to aj klasické rieSenie.

Splnenie okrajovej podmienky zauje vz'ah (21.4). Priama definicia funkcie u, aby
spinala hodnotu funkcie g na hranici, nie je moznasike sa zmienili v kapitole

o stopach funkcie v poznamke 19.3.

Priklad 21.4: Uvazujme Poissonovu rovnicu s Neumannovou okrajovou
podmienkou:
(216) —-Au=f, ou_ hS na I

ov
V tomto pripade je okrajova podmienka nestabilmétgpriestor V , kde by sme
kladli podmienky na splnenie stabilnej okrajovegipoenky bude rovnyWw, .
Klasické rieSenietohto problému predpokladé, Ze funkcie v problémizajd

podmienky:f 0C(G), hOC(I"). RieSenie je funkciai1C*(G).

Pod’a vySSie uvedenej tedrie budeme formutosiabé rieSenie tohto problému.
Lubovd’nou funkciouv 0V teraz prenasobme rovnicu votahu (21.6)
preintegrujeme cez obka&. Dostaneme:

1L7) - _[ vAudx = _[vfdx,
G G



Pouzijuc teraz Greenovu vetu, mame(V , teda ma parcialne derivacie
v zovéeobecnenom zmysle):

L) Y J& ﬂa—"d - j fudx + [ vh (9S alebo ziednoduseny zapis:
r

=y
[ DuDvdx = [ fvdx + [ v(S)h(SKS
G G r

Vztah (21.8) ma zmysel ak pre funkcie platid W} (G), f OL,(G) a h(S)OL,(I).
Pojem slabého rieSenia teraz mézeme defitioealedujucim spbésobom:

Definicia 21.3:Nechf OL,(G) a h(S OL,(I").
Funkciu udW}(G) nazvemeslabym rieSenim problému (21.63k plati:

(219) ij o a" dx jfvdx+jvh (SdS OvOWX(G)

'1G

Zasadny rozdiel v definicii slabého rieSenia v tomtiklade a v priklade
predchadzajacom je v zahrnuti okrajovej podmietkled’ze Dirichletova podmienka
je podmienka pre tuto rovnicu stabilna a Neumarmmamienka je pre Poissonovu
rovnicu podmienkou nestabilnou.

Priklad 21.5: UvaZujme teraz rovnicu s biharmonickym operatorooki@jovou
podmienkou:

(21100 Au=f, u=9g@© na , Mu=h(S) na T,

2u

Mu =cAu+ (1- 0) , O0so<l1
Klasické rlesenletohto problému predpoklada, Ze funkcie v problépigaju
podmienky:f 0C(G), gOC(IN). Rie3enie je funkciai(0C*(G).

Pod’a vySSie uvedenej tedrie budeme formutosiabé rieSenie tohto problému.
Ozna&me priestor V priestor s metrikou priestony , ktory spiia v zmysle stop

homogénnu Dirichletovu okrajova podmienku=0 na I .

Lubovd’nou funkciouv OV teraz prenasobme rovnicu votahu (21.10)
a preintegrujeme cez obta&. Dostaneme:

(2111 JvAzudx = Jvfdx,
G G

Vyuzijeme biharmonicky rozklad operéatora v dvojdmmnalnej oblasti:



d*u 0'u | 0'u _
+ =
ox;  OxZox5 0x;

0% (0%u 0% 9° 0%u 0% (0%u 0%
o2 7 TO0_— |t 2 (1_ 0) t 7 T0_—
X1 | OX1 0x; 0X,0X, 0X,0X, | 0x5 | 0%; 0Xy

Pouzijuc teraz Greenovu vetu, mame(V , teda ma parcialne derivacie
v zovSeobecnenom zmysle):

Nu=

(21.12) j vAZudx =
G

0°u( 0°v . 0% 0°u  0°v  0%u(d*v _0d%v
.[ 5 >+0— |+2(1-0) +— > +0— [ dx—
ox; | 0x; 0x; 0X,0X, 0X,0X, OX;(0X;  OX;

G

j vNudS- j g—z MudS
r r

0 d | 0°u 0°u [, L\ 0%
kd Nu=—-——(Au)+(1-0)—| —V,v, —— V5 =¥ ] ——— V.V, |.
e Nu=-5 (Bu+( )as[axf V2 axlaxz(1 ) V2

Vyuzijac teraz okrajové podmienky, dostaneme

2 2 2 2 2 2 2 2
(21.13) [ |2 g[a Yio? ‘2’}2(1—0) u v L0 g(a Y io? \ZIJ dx=
G 6x1 6x1 ax2 axlax2 axlax2 ax2 ax2 6x1

fvdx + [ 2V h(s)ds vOv
G Fav

Pojem slabého rieSenia teraz mézeme defithoealedujucim spésobom:
Definicia 21.2.:Nech funkcia g(S) je stopa niektorej funkeied W. (G) a nech
hSOL,(I) af OL,(G). Ozn&me

V= {v;v OW/(G),v=0 na I v zmysle stop} :
Funkciu udOW2(G) nazvemeslabym rieSenim problému (21.10%k plati:
(214) u-wQOv

a pre kazdélv OV je splnena podmienka (21.13).

Slabé rieSenie okrajovych uloh-vSeobecny pripad



Budeme uvazovavseobecny operator 2k-teho radu, ako bol defingwanvz’ahu
20.1 v predch&dzajucepsti. VysSie sme si popisali okrajové podmienkgzdelili
sme ich do dvoch typov. Nech teda plati, Ze mamajoky problém s
operatorm 2k-teho radu a nech je Uloha taka, dangch

K okrajovych podmienok stabilnych a

k-u nestabilnych okrajovych podmienok.

Ozna&me stabilné okrajové podmienky nasledovne:

*u a%u o*u

(215) a\)_sl = gsl, a\)_sz = gsz,...av—Sp = gsul

Ostatné podmienky oz&we:

otu _ o%u _ % ru
m - 9111 a\)_tz - gtz1"'— - gtk,u'

216
(@16) Ayt

Priklad 21.6:V priklade 21.3 teda mame k3iz1, §=0, k-p=0. V priklade 21.4
mame k=1u=0, =0, k-p=1. V priklade 21.5 mame k=gz1, §=0, k- p=1,4=1.

MézZeme vSak maaj vSeobecenjSie okrajové podmienky ako Dirichleta preto
budeme uvazovaza predpokladu natitu hladkos hranice, stabilné okrajové
podmienky tvaru

0%u
(21.7) Bu= av_si +Ru=09,),

kde operatory H1=1,2,...) su linearne operatory radu nanajvys (k-1), ktbileny
obsahuju v lokalnom vyjadreni derivacie padonkajSej normaly len tych radov,
ktoré odpovedaju niektorémwisel ,... ..

Priklad 21.7.: Pre operator Stvrtého radu predpiSeme podmienky:
% +u=g(©S, Au = h(S) na r.
v

Prvéa z tychto podmienok je pre dany operator stakiruha nie.
Méame:p=1, =1, k-p=1, 4=0. Naviac poth ozn&enia vo vZahu (21.7) mame

B,u= g_u +FRu, FRu=u, ¢o je derivacia pokth vonkajSej normaly odpovedajuca
v

t1:0.

Definicia 21.3.:Podpriestor vietkych funkciv OW) (G spiajucich homogénne

okrajové podmienky (21.7) teda podmienky tvaru

(218) B, =0,B, = 0,..B,=0 na I ozn&ime V.



Pre vhodnejsi zapis slabého rieSenia v obecnomgeipavedieme eSte nasledujuce
oznaenie:

(219) Au,v)= Y [aD'vD'udx,
liliskl 6
Pre tento vyraz zrejme plati, Ze je linearny v dbpeemennych:
A(v,Cu;+Cyu,) = CA(V, Up) + CA(V, U,)
A(c,v,+C,V,,u) =CA(V,,u)+C,A(V,,U).
Preto ju nazvembilinearnou formou operatora A.

Priklad 21.8.: Pre Laplaceov operator s koeficientami ako v pdkl21.3. ma
v dvojdimenzionalnom priestore prislusna bilineafoama tvar:

A(u,v)=J ov du N ov ou dx
s\0X, 0X, 00X, 0X,
a prislusna integralna identita (21.3) sa teda hlafieapisd v tvare:

(2110) (Au,v)=(f,v), vOV

Definicia 21.4.: (prva predbeZzna definicia slabéhpeSenia okrajového
problému).
Nech je dané:
» Obkag G s Lipschitzovskou hranicou ( popripade aj s toigkni
podmienkami hladkosti)

« operatorA = Z(—l)“‘ D' (3,D’) s ohranéenymi lebesgueovsaky

il]il=k
merat&nymi koeficientami g

« prislusna bilinearna forma(u,v) = >’ jaijD‘ijudx
lil]iskl G

» funkciaf OL,(G)

+ operatoryB,,..B,, u<k

* podpriestorV = {v;v OW}(G),B,v = 0,..B,v=0 na F}
* glmLz(r)v--:ngLz(r)
+ funkcia w OW/(G), pre ktoru plati:B,w = g,...B,w=g, na I'vzmysle

stép
* funkcie h, OL,(I),....,h,_, OL,(I")
Funkciu udW; (G )nazvemeslabym rieSenim problému s okrajovymi
podmienkami daného vySSie popisanymi datami ak plati:

e u-wpnVv

k—p t
e A(VU)=(v,f) +ngv—}|’ h,ds plati pre kazd& OV .

1=1r



Interpretacia zmieSanych podmienok

Priklad 21.9.: UvaZzujme op#i Poissonovou rovnicu, ale tentokrat so zmieSanymi
okrajovymi podmienkami: N&asti hranicd; je predpisana Dirichletova podmienka
a nacasti hranicd; je predpisana Neumannova podmienka.

V tomto pripade mame (v,u) =(v,f) + J'vhdS Ov OV a priestor V vyberame ako:

|—2
V= {v;v OW;,(G),v=0, na Fl} Dirichletovu podmienku potom
charakterizujeme funkciow OW,(G), pre ktort v zmysle stp plati = g(S) nal'y,

Poznamka 21.3:Analogicky sa zmeni priestor V a definicia slabékéenia aj pre
vSeobecny pripad.

Priklad 21.10.: UvaZujme op#é Poissonovou rovnicu teraz s newtonovou okrajovou
podmienkou n&':

ou +ou=h na T. Tato podmienka je nestabilna. Prato= W, (G . Sjandartnym

ov

postupom dostaneme:

A(v,u) + [ ovudS=(f,v) + [vhdS OvOW;(G).
r r

Narlavej strane tejto integralnej identity je integual hranici chapany v zmysle stop
funkcii u a v. Toto zobrazenie je ale ohrgmé preto plati:

L,(M) s C”V L,(M) = C"U

funkcia nal’ |0(S)| < m, zo Schwartzovej nerovnosti htiename:

jovud%s clu

T

v

W) u W%(G).Ak teraz je funkciao ohrantena meratina

v

€= mc*.

wz @) M llwg (e

Poznamka 21.4.:
Z toho vyplyva, Ze pre zachytenie takéhoto typuafkrych podmienok musime
v integrélnej identite dopltdidalSi¢len definovany na hranii, ozn&ime ho a(v,u).

Definicia 21. 5.:
Nech je a(u,v) vyraz definovany na hradicipre ktory plati:
e a(v,u) je bilinearny vyraz premennych u a v.
« existuje konstantaycktora je nezavisla na funkciaafv DWX (G  tak, ze

plati: |a(V,U)| < Cl||u||w;(e)"\’”w§(e)'

Vyraz a(v,u) nazyvamerani¢na bilinearna forma.

Zavedieme eSte ozéenie:((v,u)) = A(v,u) + a(v,u).



Tento vyraz je bilinearna forma v premennych u & vySSie uvedenych
predpokladov vyplyva:

|((v,u))| < K|u v,udW}(G)

v

wi(e) I lIwk(e)

Vo v8eobecnom pripade nech plati:

Definicia 21.6.: ( definicia slabého rieSenia okrayého problému).
Nech je dané:
* Obkas G s Lipschitzovskou hranicou ( popripade aj s toigkni
podmienkami hladkosti)
« operatorA = Z(—l)“‘ D' (3,D’) s ohranéenymi lebesgueovsaky
i<k
meraténymi koeficientami g
* bilinearna forma(v.u)) = A(u,v) + a(v,u)pre ktoru plati:

((v,w)| < Ku . VuOW;(G), K>0,

A (G)”V

* funkciaf OL,(G)

W5 (G)

* operatoryB,;,..B,, ,....

BB, najednotlivychtastiach hranide I,

FZ’.... Fr

podpriestorV = {v;v OW;(G),B,v=0,..B,v=0 na F}

g U Lz(rp),...,gpup OL,(F), p=L...r

+ funkcia w OW/(G), pre ktort na&astiach hranic&,, p=1,...r plati:
BaW =0y ....By, W=0,, Vv zmysle stép

. funkciehplDLz(Fp), p=12,..r, I:J,...k—pp

Funkciu u 0 W} (G) nazvemeslabym rieSenim problému s okrajovymi
podmienkami daného vySSie popisanymi datami ak plati:
e u-wilVv
r k_up atpl

% ] . 1k
e ((v,u)) =(v,f)+ Z -[W h,ds plati pre kazd& OV .
p=1 I=1 Mo

22. Existencia slabého rieSenia.
Lax-Milgramova veta.



Veta 22.1.: Lax- Milgramova veta. Nech je H Hilbertov priestor so skalarnym
s&inom (v,u). Nech B(v,u) je bilinearna forma defimaov pre u,v z H a takd, Ze
existuju konstanty K>0 a>0 nezavislé na u a v tak, Ze pre kagdéH, u0H
plati:

(22.1) B(v,u) < K|v|u]

(222) B(v,v) 2 a||v||2.
Potom sa da kazdy linearny funkcional F, ohtany na H vyjadti v tvare
(22.3) Fv=B(v,z), vOH, kde z je prvok priestoru H, jednozime@ uteny

funkcionalom F. Pritom plati:

(22.4) |7 = H kde|F| je norma funkcionalu F.
o

RieSme teraz otadzku existencie slabého rieSenamlaj Ulohy. Z predchadzajlcej
Casti vieme, Ze pre operator a okrajové podmienkykaki definované vysSie, slabé
rieSenie je funkcian OW, (Qpka, Ze plati

e u—-wilVv
r k-up a oy

* ((vu) =(v, fHZZj h, ds pre vietkyv 0 V.

p=1 =1 [ i
» Posledny veah mézeme ZJednoduéene zapisdvare
rok-ug d ty V

(22.5) ((v,u))=(v,f) +«(v,h), OvOV kde «(v,h)= ZZJ nd

p=1 I=1 r,
Definicia 22.1.:Nech su dané bilinearne forma ((v,u)) a pnestm %
predchadzajucejasti. Forma ((v,u)) sa nazyva V-elipticka, ak exstkonstanta
a>0 taka, Ze pre kazdéV plati:

(226) ((v,v)) 2 a|v|..
Veta 22.2.:Nech je dany problém s okrajovymi podmienkami tq bol
definovany v predchadzajuaggsti. Ak je forma ((v,u)) V —elipticka, ma dany

problém prave jedno slabé rieSenigl W) (G) a existuje kladna konstanta ¢
nezavisla na funkciach f,w g htak, ze plati:

roK-up
NPT TS 55 L W

(22.7) |u




