Kapitola 9.A

V kapitole 8. A sme analyzovali dvojrozmerny Statisticky subor a pocitali korelacny koeficient ako
kvantitativnu mieru vzajomnej zavislosti. Ak bol korelaény koeficient p (vyberovy korela¢ny koefi-
cient ryy,) blizky jednej alebo minus jednej bola medzi premennymi linearna zavislost. Nasou snahou je
popisat’ tito zavislost’ nejakou funkciou, najcastejSie polyndmom prvého alebo druhého stupna t. j. pre
dvojrozmernu nahodnt premennt (X, Y) najst’ funkénua zavislost’

Y=f(xay..a;)

a odhadnit’ nezndme parametre ay, ..., ax. Metoda, ktort popiSeme sa nazyva metoda najmensich
§tvorcov. Odhady d, ..., 4, nezniamych parametrov ay, ..., a; volime tak, aby sa minimalizovali chyby,
ktoré predstavujui rozdiely medzi teoretickymi a skutoénymi (nameranymi) hodnotami premennej Y.
KedZe rozdiely m6zu nadobudat’ ako kladné, tak aj zaporné hodnoty, umociiuju sa druhu a pocitaji sa
ich sucéty. Minimalizujeme vlastne T-sucet kvadratickych odchylok (Stvorcov) teoretickych a skutoc-
nych hodnot premennej Y.

T(ay, - a;) = Z(y,- = f(x:5 8y, s 6,))°

Funkcia f sa nazyva regresnd funkcia. Ak ma konecné prvé parcidlne derivacie podl'a vsetkych para-
metrov ay, ..., &, potom odhady d, ..., 4, ziskame rieSenim (k +1) rovnic o (k +1) nezndmych:

a—TZO pre i=0,..,k
da,

Niektoré regresné krivky sa v praxi velmi Casto pouzivaju a preto najdeme presny tvar odhadov
ag, ..., A, ( resp. zostavime systém rovnic z ktorého ich mozno najst’).

e Linearna regresia

Regresna funkcia ma tvar

Yy, =a, ta, *x, i=1,..,n

Riesenim prislusnej sustavy dvoch rovnic o dvoch neznamych su odhady v tvare

=
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* Kvadraticka regresia
Regresna funkcia ma tvar

— 2 .
v, =a, tax, +a,x; i=l..,n

Odhady prislu$nych parametrov ziskame rieSenim troch rovnic o troch neznamych, ktoré su v tvare
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Vzorovy priklad 1

Merala sa rychlost’ zvuku y; pri réznych teplotach vzduchu x;, vysledky s zaznamenané v tabulke.

teplota (°C) -20 0 20 50 100

rychlost (m/s) 323 327 340 364 386

Vypocitajte korelacny koeficient, prelozte regresnt priamku.

RieSenie

Postupne vypocitame a dosadime do vzorcov pre odhad parametrov regresnej priamky. Vyberovy
korelaény koeficient sa rovna r,, = 0,989 aodhady parametrov regresnej priamky postupne d,
=331,159, a,=0,561. Graf regresnej priamky pozri na obrazku 9.1 ( vystup z Excelu).

grafregresnej priamky
y=0,5614x + 331,16
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Obr. 9.1
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Vzorovy priklad 2

V desiatich roznych vzdialenostiach x; sa merala velkost’ priechybu zatazenia dosky y; . Vysledky su
uvedené v tabulke.

x (dm) |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

yi (mm) | 2,1299 | 2,1532 | 2,1611 | 2,1516 | 2,1282 | 2,0807 | 2,0266 | 1,9594 | 1,8759 | 1,7723

Prelozte regresnt krivku druhého stupnia (kvadraticka regresia).

RieSenie
Vypocitame prislusné sumy a zostavime systém rovnic
20,4389 =385a, +55a; + 10a,
109,1187 = 3025a, + 385a;+55a,
746,6113 = 25333a, + 3025a, + 385a,

RieSenim tejto ststavy rovnic st odhady parametrov d,=2,09530, d,=0,04420, a,=-0,00765. Hl'ada-
nou zavislostou velkosti priechybu od vzdialenosti je parabola v tvare

y = 2,09530+0,04420x-0,00765x*

Graf regresnej krivky pozri na obrazku 9.2 (vystup z Excelu).
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Obr. 9.2

Transformacie na linedrnu regresiu

Mnohé funkcie, ktoré nie su linearne, mozno jednoduchou transformaciou na linearne previest’ a tak
pouzit metdodu najmensich Stvorcov. Priklady niektorych transformacii st uvedené v nasledujucich
riadkoch

. v=a | transformicia In(y) =In(ae™) = z=A+Bu,kde z=Iny ¥=X, A=Ina,

B =b, povodné parametre si g = e, B=b

. v=a' | transformacia In(y) =In(ax") = z=A+Bu kde z=Iny, u=Inx, A=Ina,

B =5, povodné parametre su g = el, B=b

. y=ab*.b>0.6#1 | transformacia In(y) =In(ab*), = z=A+Bu kde z=Iny, u=x,

A=Ina, B =Inb,povodné parameter st ¢ = ¢”, b = e”

b . 1 _ 1 _
. y=a+—. |transformacia X = —, = z=A+Bu kde 2= V> u=—, A=a, B=b
u X
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1 L
= . |transformacia ¥ =—,=> z=A+Bu kde z=—, U=X, A=a, B=b
a+bx z

Vzorovy priklad 3

Barometricky tlak p (merany v Pa) zavisi exponencialne od nadmorskej vysky h (meranej v m) t.j.

p =ae”
namerali sme 6 hodndt barometrického tlaku v ré6znych nadmorskych vyskach. Vysledky st uvedené
v tabulke:

H 0 270 840 1452 2116 3203

P 100000 96974 90263 83553 76842 66842

Vhodnou transformaciou linearizujte, metdédou najmensich stvorcov odhadnite parametre a, b.
RieSenie

Pozijeme vzorce pre transformaciu | »=e" | tj. In(y)=In(ae™) = z=A+Bu kde z=Iny

u=x, A=Ina, B =0, povodné parametre st g =e?, B =b, dosadime prislusné hodnoty do
vzorcov pre linearnu regresna priamku, A = 11,515, B =-0,000126 = a =¢'*"*=100243,51 ,B=b =
-0,000126. Vztah zavislosti tlaku od nadmorskej vysky udéva funkcia

p =100243,51¢~%07012¢"
Graf regresnej krivky pozri na obrazku 9.3 (vystup z Excelu).

graf regresnej krivky
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Obr. 9.3

Poznamka 1
Pre regresntl priamku y =ay +a;x sa zvyknt pocitat’ a vykresl'ovat’ dva pasy, ktoré sa nazyvaja in-

terval spol’ahlivost pre regresnu priamku a interval spol’ahlivosti okolo regresnej priamky. (1-0)
100% interval spolahlivosti pre regresnu priamku je interval spolahlivosti v tvare:

— ¥)2 -%)°
0+a1x—tn_2(l—g)s l+%;ao+a1x+tn_2(l—g)s l+ (xz )C)—zE
27 \In in - nx 27 \n Zx,. —nx’ |
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> (i =(ag +ayx;))’

. a. . F 1w, . . ,
pricom ¢,,(1— 5) je prislusny kvantil t rozdelenia a 2o . Ak postupne ratame

n—2
hodnoty l'avého a pravého koncového bodu intervalu v meniacich sa hodnotach x, pospajame zvlast
lavé a pravé koncové body, dostaneme pas spol'ahlivosti pre regresnu priamku. Interval spolahlivosti
okolo regresnej priamky vznikne tak, ze pre konkrétnu hodnotu x vypocitame prislusny interval
spolahlivosti tvare:

) )
0+a1x—tn_2(l—€)s 1+l+(xz—x)_2;ao+a1x'|'tn—2(l_g)s 1+l+%E
2 2 n in - nx E

n X, —nx

i (yi - (ao tax, ))2

n—2
ze ratame interval spolahlivosti pre jediné x, zvyknl sa opat pospajat’ I'avé a pravé koncové body
tychto intervalov pre meniace sa hodnoty x a tak vznikne pas, kory volame pasom spolahlivosti okolo
regresnej priamky. Na zaver uvedieme graf regresnej priamky y=331,159+0,561x (vzorovy priklad 1)
spolu s prislusSnymi pasmi spolahlivosti pre regresnu priamku (Sedd bodkociarkovand ciara) a okolo
regresnej priamky (biela plna Ciara).

. Napriek tomu,

a
kde opat’ t,,(1 —E) je prislusny kvantil t rozdelenia a
s
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Obr. 94

@ Nové pojmy a definicie kapitoly 8. A

e regresnd funkcia

*  metoda najmensich Stvorcov

*  normdalne rovnice

*  parametre linearnej regresie, odhady parametrov
* linedarna a kvadratickd regresia
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*  transformdcia na linedrnu regresiu
* interval spolahlivosti pre regresnu priamku
* interval spolahlivosti okolo regresnej priamky

@ Cvicenia

Priklad 1
Pri hodnoteni skisok na inavu materialu mozno popisat’ zavislost' po¢tu kmitov do lomu y na napéti x
vhodnou regresnou priamkou. Tabul'ka uddva hodnoty napétia x (v MPa) a y (pocet kmitov).

X 560 580 600 630 650 700

Y 2845 2597 1227 1200 728 600

Vypocitajte korelacny koeficient. Najdite odhady parametrov regresnej priamky.

Priklad 2
Firma vyrabajuca stavebné naradie vybrala 6 dealerov za i€elom zistenia ro¢nych zasob. Objem zasob
v minulom roku ozna¢me x a v tomto roku y. Vysledky st zaznamenané v tabul’ke

X 70 260 150 100 20 60

Y 6 320 230 120 50 60

Vypocitajte korelatny koeficient, prelozte vhodnl regresnti priamku, odhadnite stav tohtoro¢nych
zasob v podniku, kde v predchadzajicom roku bol objem zasob x = 200.

Priklad 3
Merala sa hustota vody y (v kg/dm®) v zavislosti na teplote x (v °C). Vysledky merani st uvedené v ta-
bul’ke

X 10 20 30 40 50 60

Y 1 0,997 0,996 0,993 987 0,983

Vypocitajte korelacny koeficient, prelozte vhodnu regresnu krivku (parabola). Ak hustotu ma voda
pri bode varu a bode mrazu?

Priklad 4
Sledujeme priehyb y (mm*107?) plastickej hmoty v zavislosti na tlaku x (kp/cm?®). Ziskané daje sa
uvedené v tabulke

X 4 6 8 10 12 14 16

Y 18 35 48 61 80 93 94

Vypocitajte korelacny koeficient, prelozte vhodn regresnu krivku, uréite pri akom tlaku sa plast
zlomi, ak hrani¢na hodnota bodu zlomu je prichyb 100.

Priklad 5
Merala sa zavislost’ koeficientu viskozity y pri pradeni kvapaliny potrubim na Reynoldsovom ¢isle Re.
Ziskané vysledky st uvedené v tabulke

Re 10000 20000 50000 100000 150000 200000

Y 0,032 0,026 0,021 0,018 0,016 0,015

Zo skusenosti vieme, Ze funkéna zavislost' y od Re je dana vztahom y=a*Re". N4jdite odhady a, b. Vy-
pocitajte korelacny koeficient.

RieSenie

Priklad 1
y—=-0,89, y=a +bx, kde a=11895,42 a b=-16,713
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Priklad 2
1y=0,937, y=a+bx, kde a=-14,84 a b=1,325 y(200)=250,324

Priklad 3
ry=-0,974, y=ax*+bx-+c, kde a=-0,000004 a b=-0,00002, ¢=1,003, y(0)=1,003, y(100)=0,9979

Priklad 4
1,=0,988, y=ax’+bx+c, kde a=-0,202 a b=10,762, c=22,857, 100=-0,202x°+10,762x+22,857

Priklad 5
r,=-0,891, y=ax’, x=Re, a=0,3108, b=-24,85
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