Nahodn é premenn é a ich parametre




Rekapitulacia - Pravdepodobnost’

Uvazujme o r6znych moznych poradiach narodeni chlapco v (B) a
diev €at (G) pri Styroch pérodoch. Existuje 2 4 =16 moznosti, teda
vyberovy priestor je

Ak je narodenie chlapca a diev €at’a rovnako pravdepodobné (P(G)
= P(B) = 0.5) a pohlavie kazdeho die tata je nezavislé od
predchadzajucich, potom pravdepodobnos t kazde] z tychto 16
moznosti je 1/16.




Nahodné premenné

Spocitajme pocet dievéat v kazdej mnozine moznych poradi Styroch
narodeni:

BBBB (0) BGBB (1) GBBB (1) GGBB (2)

BBBG (1) BGBG (2) GBBG (2) GGBG (3)
BBGB (1) BGGB (2) GBGB (2) GGGB (3)
BBGG (2) BGGG (3) GBGG (3) GGGG (4)

* kazdému moznému vysledku je priradena numericka hodnota,
* hodnoty priradené jednotlivym vysledkom sa menia.

Pocet dievéat v kazdom vysledku je nahodna premenna:

Nahodna premenna X je funkcia, ktora prirad'uje kazdému prvku
vyberového priestoru jednu numerickd hodnotu, ktora sa meni.




Nahodné premenné - pokracovanie

Bodv na

_ . recdinej osi
berovy :

priestor




Nahodné premenné - pokracovanie

Rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej je tabulka ktora obsahuje
mozne hodnoty nahodnej premennej a im priradené pravdepodobnosti.
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Priklad 1

Uvazujme o experimente, ktory spoc¢iva v hode dvoch kociek. Moznych
vysledkov je 36. Nech nahodna premenna X predstavuje stucet cisel, ktoré
padnu pri hode dvomi kockami:

ﬂ X P(x)
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Priklad 2

Experiment spo €iva v 5 hodoch mincou. Nech nahodna
premenna X predstavuje po ¢et padnuti znaku. Predpokladame,
Zze minca nie je falosna, t.j. pravdepodobnos {t, ze pri jednom

hode padne znak je 0.5.

P(x)

0.03125

0.15625

0.31250

0.31250

0.15625

0.03125
1

X
0
1
2
3
4
5
>

Rozdelenie pravdepodobnost

Pravdepodobnos t’, ze znak padne viac ako 2x:
PX>2)=PX=3)+P(X=4)+P(X=5)=0.5

Pravdepodobnos t, ze padne aspo i jeden znak:
PX21)=1-P(X=0)= 0.96875




Diskrétne a spojité nahodné premenné

Diskrétna nahodna premenna:
» ma kone €ny alebo spo ¢€itate Fny po €éet moznych hodn6t;

» ma nespojité skoky (alebo medzery) medzi po sebe nasl  edujuci-
mi hodnotami.

Spojita nahodna premenna:

> poéet jej moznych hodndt je ve Pmi velky, ¢asto zavisly od
presnosti merania (vaha, d Izka, €as, rychlos t, cena);

> od hodnoty k hodnote sa meni spojito;

» pravdepodobnosti jednotlivych hodnot su ve Pmi malé a klesaju
S rastucou presnos tou ich ur éovania.




Pravidla pre diskrétne rozdelenie
ravdepodobnosti

Rozdelenie diskretnych nahodnych premennych X musi
vyhovovat nasledujucim podmienkam:




Kumulativna distribuc¢na funkcia

Kumulativha distribu éna funkcia F(x) diskrétnej nahodnej
premennej X je definovana nasledovne:

F(x)=P(X <x)=>"P(X =i)

i<X

P(X) F(X) Rozdelenie pravdepodobnosti a

distribu €na funkcia
0.03125 0.03125
0.15625 0.18750
0.31250 0.5
0.31250 0.8125
0.15625 0.96875
0.03125 1




Pravdepodobnos t’, ze padne viac ako jeden znak:

P(X>1) =1 - F(1)

P(x) FO)
0.03125 0.03125
0.15625 0.18750
0.31250 0.5

0.31250 0.8125
0.15625 0. 96875
0.03125 1




Stredna hodnota diskrétnej nahodne; premenne;

Je miera centrality rozdelenia pravdepodobnosti. Je to vazeny priemer,
kde hodnoty nahodnej premennej st ,vazene" ich pravdepodobnostami.

Strednu hodnotu niekedy nazyvame aj) o¢akivanou hodnotou nahodne)
premennej. pretoze je to hodnota. ktorej nastatie v priemere o¢akavame.

T —— ; P(x) X P(x)
Stredna hodnota E(X) diskrétne) nahodne)

premenne] X, sa rovna suctu sucinov 0.03125 0
hodnot tejto premennej a ich 0.15625  0.15625

pravdepodobnosti: 0.31250  0.625
0.31250  0.9375

p=E(X)= E; P(x;) 0.15625 0. 625
0.03125 0.15625
2.5




Stredna hodnota funkcie diskrétnej nahodnej
premennej

Stredna hodnota funkcie diskrétne) ndhodne| premennej X je:
E[A(X)]= > h(x)P(x;)

Priklad: Mesacné predaje urcitého vyrobku maju rozdelenie pravdepodobnosti
uvedené v tabul'ke. Predpokladajme, ze firma ma fixné mesacné vyrobné naklady
rovné 8000 a zisk z kazdého kusa vyrobku je 2. Vypocitajte stredni hodnotu z
mesacného zisku z predaja.

h(X) = 2X — 8000, kde X je po €et predanych vyrobkov

Poéet

virebkev, x P(x) hix) hix)P(x)
2000 0.2 2000 400
6000 0.3 4000 1200
7000 0.2 6000 1200
8000 0.2 S000 1600
9000 0.1 10000 1000

1.0 5400




Stredna hodnota linearnej funkcie nahodnej premennej

S000 y 1000
6000 : 1800
7000 2 1400
S000 1600
2000 . 900

V nasom pripade: E(2X-8000)=2E(X)-8000=(2)(6700)-8000=5400




Rozptyl a standardna odchylka diskrétnej
nahodnej premennej

Rozptyl nahodnej premennej V(X) je stredna
hodnota stvorca odchylky od strednej hodnoty:

o =V(X)=E[(X-)"]1=3 (x—u)y P(x)

=ECr) ~{Be0F = 2P0 ;—[z xch}J

Standardna odchylka nahodnej premennej je druha
odmocnina jej rozptylu: et




Rozptyl linearnej funkcie nahodnej
remennej
Rozptyl linearnej funkcie nahodne) premenne; je:

NaX+b)=aNX)=d'c

Priklad 3: o* = V(X

. = E(X*)-[E(X)T
Pocet

poloziek x P(x) xP(x) x’P(x) :[;E I:P{I]]_[EIHI)}
5000 0.2 1000 5000000
6000 0.3 1800 10800000
7000 0.2 1400 92500000 o= SD(X) = /1610000 = 126886
5000 0.2 1600 12800000 = St T
9000 0.1 900 8100000
1.0 6700 46500000

= 46500000 - (6700%) = 1610000

Vi{2X — am}

2x — 8000)
= (2)(1268386) = 2537.72




Binomické rozdelenie pravdepodobnosti

—

Binomickeé rozdelenie pravdepodobnosti:

H\i | Pocet
P(r) = { p”q"”‘*“} — prq‘“"‘} ispechovy  Pravdepodobnost P(x
i x/ x!(n—x)! ) at
kde:

p je pravdepodobnost’ uspechu v jednom pokuse. 1
=1,

1 je pocet pokusov,

X je pocet uspechov.

V(X)=np(1l-p)




Priklad 1. Urcte rozdelenie pravdepodobnosti a distribucnt funkciu nahodnej
premennej, reprezentujucej pocet padnutia 6 pri pokuse, pozostavajucom z 10
hodov: kocky (ak predpokladame, ze kocka nie je falosna)

Rozdelenie Distribuéna

et pravdepodobnosti funkcia 0,30000

O
o
¢

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

—
o

0,06491
0,19472
0,27260
0,23626
0,14175
0,06237
0,02079
0,00535
0,00107
0,00017
0,00002

0,064905
0,259622
0,532225
0,768481
0,910234
0,972606
0,993396
0,998743
0,999812
0,999978
0,999998

0,25000
0,20000
0,15000
0,10000
0,05000
0,00000

1,500000
1,000000
0,500000
0,000000

Kumulativna p(k)




Spojité nahodné premenné

Spojita nahodna premenna mozZe nadobudnut’ akukol'vek hodnotu v ¢iselnom intervale.

Pravdepodobnosti priradené spojitej nahodnej premennej X st determinovane funkcion
hustoty pravdepodobnosti nahodnej premennej. Tato funkcia. ktori budeme oznacovat
ffx). ma nasledujice vlastnosti:

1. ftx) = 0 pre vietky x.

2. Pravdepodobnost. ze X bude medzi dvoma hodnotami a a b sa rovna ploche
pod ffx) medzi a a D.
Celkova plocha pod krivkou ffx) sarovna 1.00.

Kumulativna distribucna funkcia spojitej nahodnej premennej:

F(x) = P(X <x) = plocha pod ffx) medzi najmensou moznou hodnotou X (¢asto -«) a
bodom x.




Funkcia hustoty pravdepodobnosti
a Kumulativna distribucna funkcia

F=x)

1

E(h) /

} Pfa <X <b)=F(b) - F(a)

=

Pfa =X <b)=plocha pod
fix) medzi aa b

\ =F(b) - F(a)

S

M




Stredna hodnota a rozptyl spojitej nahodnej
premennej

Stredna hodnota: M =E(X) = ij(X) dx

Stredna hodnota linearnej funkcie nahodnej premennej X:
E(@X + b) =a E(X) + b

Rozptyl: 0’ =V(X) = T(X = E(X))2 f(x)dx

Rozptyl linearnej funkcie nahodnej premennej X:
V(aX + b) = a2 V(X) = a2 o2




Nezavislost’ nahodnych premennych, kovariancia

Nahodné premenné X, Y su nezavislé, ak Ox, y O O:
PCX=x) 2 (Y=Y))=PX=x).P(Y=Y)

Kovariancia nahodnych premennych X, Y je:
cov(X, Y) = E[ (X = E(X)) (Y = E(Y)) ]

Pre sucet nahodnych premennych X, Y mozno odvodit’ vztah:
V(X + Y) = V(X)) + V(Y) + 2 cov (X, Y)

Da sa ukazat, ze plati:

cov(X, Y) = E(X . Y) = E(X) . E(Y)

Navyse pre nezavislé nahodné premenné X, Y plati:
E(X.Y) = E(X) . E(Y), Cize cov(X, Y) = 0.




Niektoré vlastnosti strednych hodnot a
rozptylov nahodnych premennych

Stredna hodnota suctu nahodnych premennych je sucet ich
strednych hodnot:
Mo =BXAY) =E(X) +H(Y) = 14 +14
Napriklad: E(X) =350 and E(Y) =200

—  E(X+Y) =350+ 200 =550

Rozptyl suctu nezavislych nahodnych premennych je sucet
ich rozptylov:

viedv a len vtedy, ak X a ¥ s nezavisié

Napriklad: V(X) =84 and V(Y) =60 == V(X+Y)= 144




S rastom n sa binomicke rozdelenie blizi k ...
n==~o n=10 n=14

i @ istiutionn=8 p=5 Binomial Distribution: n=10, p=5 Binamial Distributicn: n=14, p=_§

0%3 3285 BT BFH01I2T1I3H
X

Funkcia hustoty normalneho

rozdelema: (x—u 7.

f(x):ﬁﬁ' 202 pre —o<x<w
2ro

kde e=2.7182818...a 7=3.14159265...




Normalne rozdelenie

Funkcia hustoty:

_ I
f(x) =

kde e=2.7182818...a 7=3.14159265...

Momal Distibution: p =0, o= 1

T T
a &
X




Viastnosti normalneho rozdelenia pravdepodobnosti
Norméine rozdelenie je tiedarozdelenf,

Normalne rozdelenie je trieda rozdelen i,

v ktoré maju tvar zvona a su symetrick &, t.j. polovica hodnoét nahodnej
premennej (50%) lezi na kazdej strane od strednej ho  dnoty;

v' kazdé rozdelenie z tejto triedy je charakterizované d  vojicou strednej
hodnoty [ arozptylu o2 Teda X = N(u, 02);

v hustota kazdého normalneho rozdelenia sa asymptotick y blizi k osi x
(pre X — %00);

v" plocha pod funkciou hustoty pravdepodobnosti v inte rvale (u-k o, u+ko)
je rovnaka pre kazdé norm alne rozdelenie bez ohladu na strednu
hodnotu a rozptyl.




Viastnosti normalneho rozdelenia
ravdepodobnosti — pokracovanie

Ak X, X,, ..., X, sU nezavislé nahodne premenné s normalnym
rozdelenim, potom aj ich su ¢€et S bude nahodna premenna s
normalnym rozdelenim, pri ¢om:

E(S) = E(X) + E(X,) + ... + E(X,)

V(S) = V(X)) + V(X)) + ... + V(X,)

Poznamka : Spo €itat’ treba rozptyly, nie Standardné odchylky.




Standardné normalne rozdelenie

Standardna normalna nahodna premenna Z, je normalna nahodna premen-

na so strednou hodnotou p = 0 a standardnou odchylkou ¢ = 1, Co zapi-
sujeme takto: Z~N(0.12).

Standardné normalne rozdelenie

ﬂ=ll




Transformacia normalnych nahodnych
premennych

Transformacia Y na 7 Inverzna transformacia Z na .X;

X -y X=n +Zc
x x

ay

Transformacia X na Z kdea a b su cisla:
P(X ::J):P(Z-:: H_’u)
o

P(X >b)= P[Z >

b— ,u
P{ac:}[c:b):P(aﬂ_‘“ﬁ:Zdb;u)




Normalne pravdepodobnosti (empirické
pravidlo)

Pravdepodobnost/, ze nahodna premenna
s rozdelenim N(u, o2) bude mat’ hodnotu
vo vnutri intervalu:

(M - o, 4 + 0) je priblizne 0,68;

(M - 20, U + 20) je priblizne 0,95;

(M - 30, Y + 30) je priblizne 0,9974.




