
1 Numerické metódy riešenia počiatočných úloh

Z teórie obyčajných diferenciálnych rovńıc, ktorá sa na technických univerzitách preberá
v bakalárskom stupni štúdia, už máme predstavu, že je len vel’mi málo diferenciálnych
rovńıc, ktorých exaktné riešenie vieme nájst’. Preto pri hl’adańı riešenia počiatočných úloh
je často jedinou možnost’ou nájst’ numerické riešenie. V našich úvahách sa obmedźıme
na hl’adanie približného riešenia počiatočnej úlohy pre diferenciálnu rovnicu prvého rádu.
Túto úlohu môžeme vo všeobecnosti zaṕısat’ v tvare

y′ = f(x, y), y(x0) = y0. (1)

Všetky úvahy a výsledky sa však dajú rozš́ırit’ aj pre systémy diferenciálnych rovńıc.
Základom, z ktorého vychádza väčšina numerických metód riešenia počiatočných úloh je
diskretizácia premenných.
Znamená to, že približné riešenie sa nekonštruuje ako spojitá funkcia, ale postupne sa

pre množinu navzájom rôznych bodov x0, (bod, v ktorom je daná počiatočná podmienka),
x1, x2, . . . hl’adajú č́ısla y0 (hodnota počiatočnej podmienky), y1, y2, . . ., ktoré aproximujú
hodnoty y(x0), y(x1), . . . presného riešenia v bodoch siete x0, x1, . . .. Body siete -uzly
nemusia byt’ ekvidistantné, to jest vzdiale- nost’ medzi nimi, tzv. krok diskretizácie
hn = xn+1 − xn môže závisiet’ od n. Pritom aproximácia yn presného riešenia y(xn)
v bode xn sa poč́ıta z hodnôt približného riešenia v už vypoč́ıtaných uzloch. Týmto
metódam hovoŕıme metódy diskrétnej premennej alebo diferenčné metódy.
Metóda, ktorá k tomuto riešeniu použ́ıva rekurentný vzt’ah, v ktorom je yn+1 vyja-
drená pomocou k hodnôt yn, yn−1, . . . , yn+1−k sa nazýva k-kroková metóda. Ak je k = 1,
hovoŕıme o jednokrokovej metóde. Vzhl’adom na ciel’ a rozsah týchto skŕıpt sa v d’aľsom
obmedźıme len na stručný výklad dvoch najbežneǰśıch typov jednokrokových metód.

Eulerova metóda

Je najjednoduchšou metódou na hl’adanie približného riešenia Cauchyho úlohy typu
(1).
Postupne od danej počiatočnej dvojice hodnôt x0, y0, ktoré určujú počia- točnú pod-

mienku úlohy, budeme určovat’ hodnoty x1, y1, . . . , xn, yn takto: Zvoĺıme počiatočný krok
h0 a hodnota x1 bude potom x1 = x0 + h0. Teraz stač́ı vypoč́ıtat’ hodnotu y1. Najskôr
nájdeme pre hl’adanú funkciu y(x) Taylorov polynóm prvého stupňa v bode x0 Ked’̌ze
predpokladáme, že nami zvolený krok h0 je malý, máme

y(x1) ≈ y(x0) + h0y
′(x0).

V tejto aproximácii teraz nahrad́ıme hodnotu y′(x0) hodnotou f(x0, y0) z pôvodnej rovnice
(1). Dostávame:

y(x1) ≈ y(x0) + h0f(x0, y0).

Na základe tejto úvahy vypoč́ıme teraz y1 takto:

y1 = y0 + h0f(x0, y0).
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Z vyššie uvedeného vyplýva, že hodnota y1 bude aproximovat’ presnú hodnotu y(x1).
Tento postup teraz možeme zopakovat’ pre x2, y2 atd’. Rekurentne dostávame: Ak máme
vypoč́ıtané hodnoty xn, yn pre nejaké n, zvoĺıme hn a potom

xn+1 = xn + hn, yn+1 = yn + hnf(xn, yn). (2)

Pre ekvidistantný krok h to jest h = h0 = h1, . . . ,= hn, . . . dostávame schému

xn+1 = xn + h, yn+1 = yn + hf(xn, yn). (3)

Teraz nás bude zauj́ımat’, s akou presnost’ou sme vypoč́ıtali hodnoty neznámej funkcie
y(x) v bodoch x1, . . . , xn, teda aký je rozdiel y(xn) − yn? Označme teraz dn lokálnu
diskretizačnú chybu to jest chybu, ktorej sa dopust́ıme v jednom kroku výpočtu Eulerovej
metódy, to jest chybu s akou hodnoty presného riešenia sṕlňajú rekurentný vzt’ah:

y(xn+1) = y(xn) + hnf(xn, y(xn)) + dn.

Meradlom, ako presne aproximuje postupnost’ hodnôt y1, y2, . . . , yn presné riešenie danej
počiatočnej úlohy, je globálna diskretizačná chyba. Označ́ıme ju en = y(xn)− yn.
V stručnosti povieme, že rád metódy je najväčšie prirodzené č́ıslo p také, že pre danú
metódu aplikovanú na l’ubovol’nú počiatočnú úlohu s dostatočne hladkým riešeńım (riešenie
je spojitá funkcia, ktorá má aj spojité derivácie prvého a pŕıpadne vyšš́ıch rádov) plat́ı
pre l’ubovol’né n a hn → 0 odhad

dn = O(h
p+1
n ).

(Označenie a = O(h) znamená, že existuje také č́ıslo C > 0 : a ≤ Ch.) Rád Eulerovej
metódy odvod́ıme vel’mi l’ahko opät’ použit́ım Taylorovho radu a jeho zvyšku. Máme

dn = y(xn+1)− y(xn)− hny
′(xn),

y(xn+1) = y(xn)− hny
′(xn) +

1
2
h2ny

′′(ψ), pre ψ ∈ (xn, xn+1).

Preto

dn =
1
2
h2ny

′′(ψ).

Ak je y′′ ohraničená, potom
dn = O(h

2
n)

a teda Eulerova metóda je prvého rádu. Riešenie muśı byt’ ale dostatočne hladká funkcia,
inak sa rád metódy zńıži. Odvod́ıme teraz globálnu chybu Eulerovej metódy pre pŕıpad
ekvidistantného kroku, to jest h := h0 = h1 = . . . = hn . . . ako napŕıklad [10] strana 132
- 140, alebo [1] strana 92 - 94. Odč́ıtame rovnice algoritmu Eulerovej metódy a lokálnej
chyby:

yn+1 = yn + hf(xn, yn),

y(xn+1) = y(xn) + hnf(xn, y(xn)) + dn.

Máme

en+1 = en + h(f(xn, y(xn))− f(xn, yn)) + dn.
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Ku globálnej chybe sa tak v každom kroku pripoč́ıta lokálna diskretizačná chyba, a
preto sa v globálnej chybe en+1 prejavia nepresnosti minulých diskretizačných krokov. V
pŕıpade, že funkcia f je len funkciou premennej x, a teda nezáviśı od y(x), hned’ dostávame

eN =
∑N−1

n=0 dn.

(Podobný odhad dostaneme aj pre všeobecneǰśı pŕıpad, za predpokladu že funkcia f je
napŕıklad Lipschitzovsky spojitá v druhej premennej, tieto úvahy tu ale nebudeme robit’.)
Ked’̌ze už z vyššie uvedeného vieme, že lokálna chyba je typu O(h2) a xN −x0 = Nh, teda
N = xN−x0

h
, hned’ dostávame, že eN = O(h), čiže globálna diskretizačná chyba je menšia

ako Ch pre nejaké reálne č́ıslo C > 0.
Nakoniec si ešte stručne povieme niečo o vplyve zaokrúȟlovaćıch chýb (podrobneǰsie pozri
1.diel kapitola 1.3, 1.4).
Nech ε je maximálna zaokrúhl’ovacia chyba v jednom kroku Eulerovej metódy. Označili
sme yn skutočné približné riešenie, a teraz označme ȳn približné riešenie, ktoré skutočne
vypoč́ıtame, a ktoré sa od riešenia yn ĺı̌si vplyvom zaokrúhl’ovaćıch chýb. Takéto riešenie
potom sṕlňa pre ekvidistantný krok rovnicu
ȳn+1 = ȳn + hf(xn, ȳn) + ε, n = 0, 1, . . . .
Celková chyba vzniknutá zaokrúhl’ovańım bude teda Nε, kde N je posledný krok, ktorý
sme vypoč́ıtali. Z vel’kosti N , ktorú sme odvodili vyššie, vid́ıme, že celková zaokrúhl’ovacia
chyba bude ε(xN−x0)

h
. Preto celková chyba výpočtu v bode xN bude súčtom globálnej

diskretizačnej chyby (chyby metódy) a globálnej zaokrúhl’ovacej chyby:
|y(xN)− ȳN | ≈ Ch+ ε(xN−x0)

h
:= g(h).

Funkcia g bude minimálna pre h =
(

ε(xN−x0)
C

) 1
2 . Teda chyba bude minimálna pre

isté hopt. Ďaľśım zmenšovańım h nám budú narastat’ zaokrúhl’ovacie chyby (kroky budú
menšie, a preto ich bude viac). Ak zvoĺıme h väčšie ako je hopt bude zasa prevládat’ chyba
diskretizačná. Tento jav je typický aj pre iné diferenčné metódy.
Poznámka Na prinćıpe aproximácie funkcie Taylorovým polynómom sú založené aj

iné metódy. Voláme ich metódy Taylorovho typu. Tieto môžu byt’ aj vyšš́ıch rádov ako
je Eulerova metóda, na druhej strane zasa treba poč́ıtat’ aj derivácie danej funkcie. Tieto
metódy sú preto presneǰsie, ako je Eulerova, ale sú aj omnoho prácneǰsie.

Metódy typu Runge-Kutta

Tieto metódy sú vel’mi univerzálne a v technickej praxi užitočné. Tiež sú v podstate
založené na Taylorovom rozvoji funkcie, ale nepriamo tak, aby sme nemuseli určovat’
hodnoty derivácíı funkcie, tieto sa aproximujú výpočtom samotnej funkcie vo vhodne
zvolených strategických bodoch. Ich všeobecná schéma je tvaru

yn+1 = yn +
r∑

i=1

αiki, n = 0, 1, . . . ,

kde
k1 = f(xn, yn), ki = f(xn + λihn, yn + µihnki−1), i = 1, . . . , r

a αi, λi, µi sú vhodne vybraté konštanty. V stručnosti si uvedieme len najznámeǰsie
metódy. Rád konvergencie ani vel’kost’ chyby odvádzat’ nebudeme.
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Metódy 2. rádu

• r = 2, α1 = 0, α2 = 1, λ2 = µ2 = 1
2

Dostávame k1 = f(xn, yn), k2 = f(xn + hn/2, yn + hn/2k1)
yn+1 = yn + hnk2 Modifikovaná Eulerova metóda.

• r = 2, α1 = α2 = 1
2 , λ2 = µ2 = 1

Dostávame k1 = f(xn, yn), k2 = f(xn+1, yn + hnk1)
yn+1 = yn + hn(k1 + k2)/2 Heunova metóda

Metódy 4. rádu

Uvedieme aspoň najpouž́ıvaneǰsiu z nich:
r = 4, k1 = f(xn, yn), k2 = f(xn + hn/2, yn + hn/2k1)
k3 = f(xn + hn/2, yn + hn/2k2), k4 = f(xn+1, yn + hnk3)
yn+1 = yn + hn(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6

2 Okrajové úlohy pre obyčajné diferenciálne rovnice

Výraz
F (x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)) = g(x) (4)

nazývame obyčajnou diferenciálnou rovnicou (ODR) n-tého rádu. Pritom F je funkcia
n+ 2 premenných a g(x) je reálna funkcia jednej reálnej premennej.
Neznámou v rovnici je reálna funkcia y(x) jednej reálnej premennej x, ktorá reprezentuje
väčšinou bod priestoru alebo čas.
Z hl’adiska aplikácíı jednou z najdôležiteǰśıch je tzv. lineárna ODR 2. rádu

a2(x)y
′′(x) + a1(x)y

′(x) + a0(x)y(x) = g(x), (5)

kde koeficienty a2, a1, a0 a pravá strana g sú spojité funkcie a neznáma funkcia y je dvakrát
diferencovatel’nou funkciou.
Predtým, ako budeme definovat’ okrajovú úlohu pre ODR zavedieme ešte niekol’ko užitočných
pojmov.
Pomocou Ck(a, b) budeme označovat’ množinu všetkých funkcíı
f : (a, b) → R (to jest funkciu definovanú na intervale (a, b) s oborom hodnôt v R),
ktoré sú k-krát spojite diferencovatel’né (to jest majú derivácie až do k-teho rádu a tieto
derivácie sú spojité funkcie). V tejto defińıcii môže byt’ aj a = −∞ a b =∞.
Majme teraz opät’ lineárnu ODR 2. rádu (5), pre x ∈ (a, b), kde a, b sú dané kladné reálne
č́ısla a < b. Úlohou je nájst’ funkciu y ∈ C2(a, b), ktorá pre x ∈ (a, b) sṕlňa lineárnu ODR
(5) a pre ktorú v koncových bodoch intervalu 〈a, b〉 platia podmienky

αy(a) + βy′(a) = ya (6)

γy(b) + δy′(b) = yb,

kde α, β, γ, δ, ya, yb sú dané reálne č́ısla vyhovujúce podmienke:

|α|+ |β| 6= 0, |γ|+ |δ| 6= 0.
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Takúto úlohu nazývame okrajovou úlohou a podmienky (6) nazývame okrajovými pod-
mienkami.
Typy okrajových podmienok:

1. Dirichletove okrajové podmienky (podmienky 1. druhu).

y(a) = ya, y(b) = yb

2. Neumannove okrajové podmienky (podmienky 2. druhu).

y′(a) = ya, y′(b) = yb

3. Newtonove okrajové podmienky (podmienky 3. druhu). Sú to vlastne pôvodné okra-
jové podmienky (6) pre α, β, γ, δ 6= 0.

4. Zmiešané okrajové podmienky- v každom z oboch koncových bodov je typovo iná
okrajová podmienka, napŕıklad:

y(a) = ya, y′(b) = yb.

3 Numerické riešenie okrajových úloh

Existuje niekol’ko spôsobov numerického riešenia okrajových úloh. Jednou z nich je
metóda siet́ı alebo tiež diferenčná metóda. Okrajová úloha pre ODR je úloha spoč́ıvajúca
v hl’adańı riešenia, to jest neznámej funkcie, na určitom intervale. Označme tento interval
napŕıklad < a, b >. Diferenčná metóda numerického riešenia okrajovej úlohy je založená
na myšlienke, že riešenie budeme hl’adat’ nie na celom intervale < a, b >, ale len v jed-
notlivých jeho bodoch. Tieto body budeme nazývat’ uzly. Źıskame ich deleńım intervalu
< a, b > na n čast́ı, ktoré možu byt’ bud’ ekvidistantné - rovnomerné, kde:

h =
b− a

n

bude označovat’ krok delenia, to jest vel’kost’ deliacich intervalov a počet uzlov bude n+1:

xi = a+ i · h, i = 0, 1, . . . , n

alebo máme neekvidistantné - nerovnomerné delenie, a v tom pŕıpade plat́ı:

xi = a+ i · hi,

kde
n−1∑
i=1

hi = b− a.

Uzly x0 = a a xn = b sú hraničné uzly siete ostatné uzly xi, i = 1, . . . , n − 1 nazývame
vnútorné uzly siete. V týchto uzloch budeme teraz hl’adat’ numerické hodnoty riešenia
daného okrajového problému.
Ked’̌ze riešenie má sṕlňat’ diferenciálnu rovnicu vo vnútri oblasti, budeme postupovat’
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tak, že jednotlivé derivácie neznámej funkcie v rovnici nahrad́ıme tzv. diferenciami.
Tieto diferenčné vzt’ahy si vel’mi l’ahko odvod́ıme použijúc Taylorov rozvoj funkcie. Pre
jednoduchost’ ich odvod́ıme pre rovnomerné delenie intervalu s vel’kost’ou h.
Predpokladajme, že riešenie okrajovej úlohy - funkcia y(x), x ∈< a, b > je dostatočne
hladká funkcia. Nech h je reálne č́ıslo. Potom plat́ı:

y(x+ h) = y(x) + y′(x)h+ y′′(x)
h2

2
+ y′′′(η)

h3

3!
, (7)

y(x− h) = y(x)− y′(x)h+ y′′(x)
h2

2
− y′′′(µ)

h3

3!
, (8)

pre nejaké vhodné body η a µ. Odč́ıtańım týchto dvoch rovńıc a ich úpravou, dostaneme:

y′(x) =
y(x+ h)− y(x− h)

2h
+
(y′′′(η) + y′′′(µ))h2

3!

Nech teraz x = xi, x + h = xi+1, x − h = xi−1 Ak uvážime, že delenie intervalu je
dostatočne husté, teda hodnota h je dostatočne malá a ak navyše má riešenie ohraničené
tretie derivácie, členy pri h2 môžeme zanedbat’, a potom pre nahradenie prvej derivácie
dostaneme z vyššie uvedeného vzt’ahu nasledujúcu, tzv. centrálnu diferenciu, ktorá aprox-
imuje prvu deriváciu s chybou O(h2):

y′i ≈
yi+1 − yi−1

2h
, (9)

kde yi znamená približnú hodnotu riešenia v bode xi a y′i znamená približnú hodnotu
derivácie riešenia v bode xi.
V numerickej matematike sa využ́ıvajú aj iné diferencie, ktoré nahrádzajú prvú deriváciu
napŕıklad z rovnice (7) dostávame hned’ tzv. doprednú diferenciu:

y′i ≈
yi+1 − yi

h
,

táto ale aproximuje prvú deriváciu len s chybou O(h).
Ked’̌ze sa budeme zaoberat’ rovnicami druhého rádu, treba ešte odvodit’ diferenciu pre
druhú deriváciu. To môžeme urobit’ opät’ z Taylorovho rozvoja, ktorý urob́ıme až do 4.
derivácie, podobne ako vo vzt’ahoch (7) a (8), ktoré teraz sč́ıtame. Takto dostávame:

y′′(x) =
y(x+ h)− 2y(x) + y(x− h)

h2
+

(
y(4)(η) + y(4)(µ)

)
h2

4!
.

Z tohto vzt’ahu vidno, že 2. deriváciu v bode xi môžeme nahradit’ diferenciou takto:

y′′i ≈
yi+1 − 2yi + yi+1

h2
. (10)

Chyba, ktorej sa pri tom dopust́ıme je, opät’ rádu O(h2).
Okrajový problém s ODR 2. rádu s konštantnými koeficientami a Dirichletovými pod-
mienkami by sme už vedeli riešit’, čo si môžeme demonštrovat’ na pŕıklade:

Pŕıklad 3.1.
y′′ + 2y′ + y = x3 + 6x2 + 1, x ∈ (0, 2)
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y(0) = 1, y(2) = 5.

Riešenie: Interval (0, 2) rozdeĺıme na n + 1, pre jednoduchost’ ekvidistantných dielov,
vel’kosti h = 2

n+1 . Riešenie budeme hl’adat’ v bodoch x1 = h, x2 = 2h, . . . , xn = 2 − h,
pričom pre hraničné body bude platit’: x0 = 0, xn+1 = 2 a z Dirichletových podmienok
úlohy hned’ vieme, že: y0 = 1 a yn+1 = 5. Pre ostatné, vnútorné body použijeme
diferenčné rovnice, ktoré dostaneme nahradeńım derivácíı v ODR diferenciami. Takto
pre i-ty uzol máme:

yi−1 − 2yi + yi+1

h2
+ 2

yi+1 − yi−1

2h
+ yi = x

3
i + 6x

2
i + 1.

Po úprave môžeme naṕısat’ :( 1
h2

− 1
h

)
yi−1 +

(
1− 2

h2

)
yi +

( 1
h2
+
1
h

)
yi+1 = x

3
i + 6x

2
i + 1

Ako vidiet’ v i-tej rovnici sú vzájomne zviazané hodnoty len v troch uzloch, teda neznáme
hodnoty yi−1, yi, yi+1 a táto väzba je lineárna. Preto pre vektor neznámychY = [y1, y2, . . . , yn]
máme n lineárnych rovńıc, ktoré môžeme stručne zaṕısat’ v maticovom tvare:

A ·Y = F, (11)

kde F = [F1, F2, . . . , Fn] je vektor pravej strany, pre ktorý plat́ı:

Fi = x
3
i + 6x

2
i + 1, i = 2, 3, . . . , n− 1

Do prvej a poslednej zložky vektora pravej strany zahrnieme aj hodnoty z Dirichletových
okrajových podmienok, ktoré sú známe:

F1 = x
3
1 + 6x

2
1 + 1−

y0
h2
+
2y0
2h
= x31 + 6x

2
1 + 1−

1
h2
+
1
h

Fn = x
3
n + 6x

2
n + 1−

yn+1

h2
− 2yn+1

2h
= x3n + 6x

2
n + 1−

5
h2

− 5
h

Matica A bude trojdiagonálna matica tvaru:

A =


1− 2

h2
1
h2
+ 1

h
0 . . . 0 . . . 0

1
h2
− 1

h
1− 2

h2
1
h2
+ 1

h
. . . 0 . . . 0

...
...

...
...
...

...
0 0 . . . 0 . . . 1

h2
− 1

h
1− 2

h2

 ;

Vyriešeńım tohto lineárneho systému dostávame numerické riešenie danej úlohy.

Ak chceme riešit’ problém priehybu pružného nosńıka, muśıme si ešte odvodit’ aproximáciu
štvrtej derivácie pomocou diferencíı. Logický postup je ten istý ako pri deriváciách nižš́ıch
rádov, avšak je nutné použit’ viacbodovú schému a Taylorov rozvoj urobit’ do vyššieho
stupňa. Predpokladajme opät’ dostatočne hladké riešenie y(x) a urob́ıme jeho rozvoj v
bode xi, najskôr pre bod xi+1, a potom pre bod xi−1 až piateho stupňa. Máme

y(xi+1) = y(xi) + y
′(xi)h+ y

′′(xi)
h2

2
+ y′′′(xi)

h3

3!
+ y(IV )(xi)

h4

4!
(12)

+y(V )(xi)
h5

5!
+ y(V I)(η)

h6

6!
pre η ∈ 〈xi, xi+1〉.
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y(xi−1) = y(xi)− y′(xi)h+ y
′′(xi)

h2

2
− y′′′(xi)

h3

3!
+ y(IV )(xi)

h4

4!
(13)

−y(V )(xi)
h5

5!
+ y(V I)(µ)

h6

6!
preµ ∈ 〈xi−1, xi〉.

A analogicky pre body xi+2 a xi−2:

y(xi+2) = y(xi) + y
′(xi)2h+ y

′′(xi)
(2h)2

2
+ y′′′(xi)

(2h)3

3!
+ (14)

y(IV )(xi)
(2h)4

4!
+ y(V )(xi)

(2h)5

5!
+ y(V I)(η)

(2h)6

6!
pre η ∈ 〈xi, xi+2〉.

y(xi−2) = y(xi)− y′(xi)2h+ y
′′(xi)

(2h)2

2
− y′′′(xi)

(2h)3

3!
+ (15)

y(IV )(xi)
(2h)4

4!
− y(V )(xi)

(2h)5

5!
+ y(V I)(µ)

(2h)6

6!
pre µ ∈ 〈xi−2, xi〉.

Ak sč́ıtame postupne prvé dve rovnice a druhé dve rovnice, dostaneme:

y(xi+1) + y(xi−1) = 2y(xi) + y
′′(xi)h

2 + y(IV )(xi)
2h4

4!
+ (y(V I)(η) + y(V I)(µ))

h6

6!

y(xi+2) + y(xi−2) = 2y(xi) + 4y
′′(xi)h

2 + 2y(IV )(xi)
(2h)4

4!

+(y(V I)(η) + y(V I)(µ))
(2h)6

6!
Prvú rovnicu teraz vynásob́ıme štyrmi a odč́ıtame od druhej. Ak potom z takto

vzniknutého vzt’ahu vyjadŕıme štvrtú deriváciu, pri označeńı ako u predchádzajúcich
diferencíı máme:

y(IV )(xi) =
yi+2 − 4yi+1 + 6yi − 4yi−1 + yi−2

h4
+O(h2)

Takúto aproximáciu môžeme využit’ pri hl’adańı numerického riešenia diferenciálnej rovnice
štvrtého rádu, napr. pri jednorozmerných rovniciach z lineárnej teórie pružnosti.
Treba ešte vyšetrit’ aproximáciu okrajových podmienok. Dané hodnoty riešenia na okraji,
sa realizujú ako Dirichletova podmienka pre rovnice druhé- ho rádu. Ak ale ide o rovnicu
štvrtého rádu, môžu byt’ predṕısané hodnoty derivácíı, analogicky, ako Neumannove pod-
mienky pre rovnicu druhého rádu. Ukážeme si teraz, ako ich aproximovat’ čo najlepšie.
Odvodili sme dve aproximácie pre prvú deriváciu. Ak ale použijeme aproximáciu dopred-
nou či analogicky spätnou diferenciou, táto je len presnosti O(h), a preto celková chyba
diskretizácie bude opät’ len O(h), aj ked’ by sme aproximácie derivácíı v rovnici urobili
rádu vyššieho. Ak chceme zachovat’ pre úlohu celkovú chybu O(h2), ako je aj v rovnici,
muśıme aj pri okrajových podmienkach použit’ pre aproximáciu prvej derivácie centrálnu
diferenciu.
Metodický opis je nasledovný (oṕı̌seme pre l’avý okraj): Označme l’avý koncový bod x0.

Vo vzdialenosti h nal’avo zvoĺıme nový bod x−1. V bode x0 urob́ıme najskôr aproximáciu
rovnice v tomto bode a potom centrálnou diferenciou aproximujeme okrajovú podmienku
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využijúc bod x−1. Hodnotu v tomto bode z aproximácie OP eliminujeme a dosad́ıme
do rovnice, ktorá aproximuje diferenciálnu rovnicu v krajnom bode. Postup ukážeme pre
rovnicu priehybu votknutého nosńıka. Pre ODR s Neumannovými podmienkami je postup
analogický.

Teraz sa budeme zaoberat’ úlohami s nekonštantnými koeficientami. V takomto pŕıpade
je vhodné upravit’ ODR do samoadjungovaného tvaru a hl’adat’ numerické riešenie takto
preformulovanej úlohy.
Označme teraz:

pi = p(xi), qi = q(xi), fi = f(xi), i = 1, · · · , n,

to jest pre hodnoty vnútorných uzlov. Pre túto úlohu budeme potrebovat’ pomocné body
v polovici každého deliaceho intervalu a tieto označ́ıme

xi+ 12
= xi +

h

2
a xi− 12

= xi −
h

2
.

Podobne označ́ıme
pi+ 12

= p(xi+ 12
), pi− 12

= p(xi− 12
).

Teraz pomocou vzt’ahu (9) môžeme aproximovat’ prvý člen, resp. jeho deriváciu v bode
xi nasledujúcim spôsobom:

(p(xi)y
′(xi))

′ ≈
pi+ 12

y′
i+ 12

− pi− 12
y′

i− 12
h

.

Ked’ teraz v tomto vzt’ahu opät’ použijeme na derivácie funkcie y diferenčnú formulu (9),
dostaneme:

1
h

(
pi+ 12

yi+1 − yi

h
− pi− 12

yi − yi−1

h

)
.

Takýmto spôsobom môžeme teda aproximovat’ 1. člen rovnice. Ostatné aproximujeme
hodnotou v pŕıslušnom bode. V i-tom vnútornom bode po malých úpravách budeme mat’
rovnicu:

− 1
h2

(
pi+ 12
(yi+1 − yi)− pi− 12

(yi − yi−1)
)
+ qiyi = fi,

alebo po d’aľsej úprave:

−pi− 12
yi−1 + (pi− 12

+ pi+ 12
+ h2qi)yi − pi+ 12

yi+1 = h
2fi.

Z uvedenej rovnice vyplýva, že aj v tomto pŕıpade numerické riešenie je riešeńım
lineárneho systému rovńıc s trojdiagonálnou maticou, ktorá je navyše symetrická, čo je z
numerického hl’adiska vel’mi výhodná vlastnost’. Nech sú k takejto diferenciálnej rovnici
dané Dirichletove okrajové podmienky v tvare:

y(a) = α, y(b) = β.

Uvedený systém rovńıc bude v tomto pŕıpade tvaru:

A ·Y = F,
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kde F = [F1, F2, . . . , Fn] je vektor pravej strany, pre ktorý plat́ı:

Fi = h
2fi, i = 2, 3, . . . , n− 1

Do prvej a poslednej zložky vektora pravej strany zahrnieme aj hodnoty z Dirichletových
okrajových podmienok, ktoré sú známe:

F1 = h
2f1 + p 1

2
α a Fn = h

2fn + pn+ 12
β.

Matica A bude trojdiagonálna matica tvaru:

A =


p1/2 + p3/2 + h2q1 −p3/2 . . . 0

−p3/2 p3/2 + p5/2 + h2q2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 −pn−1/2 pn−1/2 + pn+1/2 + h2qn

 ;

Vyriešeńım tohto lineárneho systému dostávame numerické riešenie danej úlohy.
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