1 Numerické metédy riesenia pociatoénych iloh

Z teorie obycajnych diferencidlnych rovnic, ktora sa na technickych univerzitach prebera
v bakaldrskom stupni Studia, uz mame predstavu, ze je len vel'mi mélo diferencialnych
rovnic, ktorych exaktné rieSenie vieme najst’. Preto pri hl'adani rieSenia poc¢iato¢nych tiloh
je casto jedinou moznost'ou najst’ numerické riesenie. V nasich ivahach sa obmedzime
na hl'adanie priblizného riesenia pociatoc¢nej ulohy pre diferencialnu rovnicu prvého radu.
Tuto tlohu mozeme vo vseobecnosti zapisat’ v tvare

y' = f(z,y), y(xo) = yo. (1)

Vsetky uvahy a vysledky sa vSak daju rozsirit’ aj pre systémy diferencidlnych rovnic.
Zakladom, z ktorého vychadza vacsina numerickych metéd rieSenia pociatocnych tloh je
diskretizdacia premenngjch.

Znamena to, ze priblizné rieSenie sa nekonstruuje ako spojita funkcia, ale postupne sa
pre mnozinu navzajom réznych bodov zy, (bod, v ktorom je dand pociatotna podmienka),

x1,Ta, ... hl'adaji ¢isla yo (hodnota pociatoénej podmienky), y1, 2, . . ., ktoré aproximuji
hodnoty y(xo),y(z1),... presného riesenia v bodoch siete g, x1,.... Body siete -uzly
nemusia byt ekvidistantné, to jest vzdiale- nost’ medzi nimi, tzv. £krok diskretizdcie
hn = Xyy1 — x, moZe zavisiet’ od n. Pritom aproximécia y, presného rieSenia y(x,,)

v bode x, sa pocita z hodnot priblizného riesenia v uz vypocitanych uzloch. Tymto
metodam hovorime metody diskrétnej premennej alebo diferenéné metddy.

Metoda, ktora k tomuto rieSeniu pouziva rekurentny vzt'ah, v ktorom je y,.1 vyja-
drend pomocou k£ hodnot v,, Yn_1, .-, Ynit1_k sa nazyva k-krokovd metoda. Ak je k =1,
hovorime o jednokrokovej metode. Vzhl'adom na ciel’ a rozsah tychto skript sa v d’alSom
obmedzime len na struény vyklad dvoch najbeznejsich typov jednokrokovych metod.

Eulerova metoda

Je najjednoduchsou metédou na hl'adanie priblizného riesenia Cauchyho ulohy typu

(1).

Postupne od danej pociato¢nej dvojice hodnot xg, 1o, ktoré urcuju pocia- tocnia pod-
mienku tlohy, budeme urcovat’ hodnoty =1, w1, ..., x,, y, takto: Zvolime pociato¢ny krok
ho a hodnota x; bude potom z; = xg + hg. Teraz staci vypocitat’ hodnotu y;. Najskor
nijdeme pre hladand funkciu y(x) Taylorov polyném prvého stupnia v bode z, Kedze
predpokladéame, ze nami zvoleny krok hq je maly, mame

y(z1) = y(xo) + hoy'(20).

V tejto aproximadcii teraz nahradime hodnotu y/(zo) hodnotou f(zo, yo) z povodnej rovnice
(1). Dostavame:

y(r1) = y(zo) + hof (w0, Yo)-

Na zéklade tejto ivahy vypocime teraz y; takto:

y1 = Yo + hof(zo, Yo)-
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Z vyssie uvedeného vyplyva, ze hodnota y; bude aproximovat’ presni hodnotu y(xq).
Tento postup teraz mozeme zopakovat’ pre s,y atd. Rekurentne dostavame: Ak mame
vypocitané hodnoty x,,,y, pre nejaké n, zvolime h, a potom

Tp4+1 = Tp + hn7 Yn+1 = Yn + hnf(xny yn) (2)
Pre ekvidistantny krok A to jest h = hg = hy,...,= h,,, ... dostavame schému
Tpi1 = Tn+ 1y Ynir = Yn + A (20, Yn). (3)

Teraz nas bude zaujimat’, s akou presnost’ou sme vypocitali hodnoty neznamej funkcie
y(x) v bodoch zy,...,x,, teda aky je rozdiel y(z,) — y,? Oznaéme teraz d,, lokdlnu
diskretizacnu chybu to jest chybu, ktorej sa dopustime v jednom kroku vypoctu Eulerovej
metody, to jest chybu s akou hodnoty presného riesenia spiflajli rekurentny vzt'ah:

y(xn+1) = y(l'n) + hnf(xna y(xn)) +dy,.

Meradlom, ako presne aproximuje postupnost’ hodnot yq, o, ..., ¥, presné rieSenie danej
pociatocénej dlohy, je globdlna diskretizacnd chyba. Oznacéime ju e, = y(x,) — yy.

V strucnosti povieme, ze rad metddy je najvacsie prirodzené cislo p také, ze pre danu
metddu aplikovani na 'ubovolni pociatoéni ilohu s dostatoéne hladkym rieSenim (rieSenie
je spojita funkcia, ktord ma aj spojité derivécie prvého a pripadne vyssich radov) plati
pre 'ubovolné n a h, — 0 odhad

d, = O(h?™).

(Oznacenie a = O(h) znamend, ze existuje také ¢islo C' > 0: a < Ch.) Rad Eulerovej
metody odvodime vel'mi 'ahko opat’ pouzitim Taylorovho radu a jeho zvysku. Mame

dn = y($n+1) - y(fl?n) - hny,(xn)v

1
y(wn—i-l) = y<xn) - hny,(xn) + ihiy”(w)a pre ¢ € (xna xn+1>'

Preto

1
Ak je 3" ohranicend, potom
dp = O(hi)

a teda Eulerova metéda je prvého radu. RieSenie musi byt’ ale dostato¢ne hladké funkcia,
inak sa rdd metdédy znizi. Odvodime teraz globalnu chybu Eulerovej metédy pre pripad
ekvidistantného kroku, to jest h := hg = hy = ... = h,, ... ako napriklad [10] strana 132
- 140, alebo [1] strana 92 - 94. Od¢itame rovnice algoritmu Eulerovej metédy a lokélne;
chyby:

Yn+1 = Y + hf(Tn, Yn),

y(xn—&-l) = y(I"> + hnf(xna y(xn)) +dy,.

Méame
eni1 = €n + h(f(zn, y(xn)) — f(@n, yn)) + dp.
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Ku globalnej chybe sa tak v kazdom kroku pripocita lokalna diskretiza¢na chyba, a
preto sa v globdlnej chybe e, prejavia nepresnosti minulych diskretizacnych krokov. V
pripade, Ze funkcia f je len funkciou premennej z, a teda nezavisi od y(z), hned’ dostdvame

N-—1

(Podobny odhad dostaneme aj pre vSeobecnejsi pripad, za predpokladu ze funkcia f je
napriklad Lipschitzovsky spojita v druhej premennej, tieto ivahy tu ale nebudeme robit’.)
KedZe uz z vyssie uvedeného vieme, 7e lokdlna chyba je typu O(h?) a zy — 9 = Nh, teda
N = -2 hned’ dostdvame, Ze ey = O(h), Cize globalna diskretizacna chyba je mensia
ako C'h pre nejaké redlne ¢islo C' > 0.

Nakoniec si este struéne povieme nieco o vplyve zaokrihlovacich chyb (podrobnejsie pozri
1.diel kapitola 1.3, 1.4).

Nech ¢ je maximélna zaokrihlovacia chyba v jednom kroku Eulerovej metédy. Oznacili
sme ¥, skutocné priblizné rieSenie, a teraz oznacme ¥, priblizné rieSenie, ktoré skutocne
vypocitame, a ktoré sa od riesenia y,, 1iSi vplyvom zaokrihl'ovacich chyb. Takéto riesenie
potom spiﬁa pre ekvidistantny krok rovnicu

Unt1 = Un + hf(xn,Un) +e, n=0,1,....

Celkova chyba vzniknutéd zaokrihlovanim bude teda Ne, kde N je posledny krok, ktory
sme vypocitali. Z velkosti NV, ktori sme odvodili vyssie, vidime, Ze celkova zaokruhl'ovacia
chyba bude w Preto celkova chyba vypoctu v bode xy bude suctom globalnej
diskretizacnej chyby (chyby metédy) a globalnej zaokrihl'ovacej chyby:

[y(an) = gl & Ch+ #2220 = g(h).

Funkcia g bude minimélna pre h = (M

c
isté Ropt. Dalsim zmenSovanim A nidm budd narastat’ zaokrihlovacie chyby (kroky budui
mensie, a preto ich bude viac). Ak zvolime h vécsie ako je h,p: bude zasa prevlddat’ chyba
diskretizacna. Tento jav je typicky aj pre iné diferenéné metdody.

Poznamka Na principe aproximacie funkcie Taylorovym polynémom su zalozené aj
iné metédy. Volame ich metody Taylorovho typu. Tieto mézu byt aj vyssich radov ako
je Eulerova metdda, na druhej strane zasa treba pocitat’ aj derivacie danej funkcie. Tieto
metddy su preto presnejsie, ako je Eulerova, ale si aj omnoho pracnejsie.

)5. Teda chyba bude miniméalna pre

Metédy typu Runge-Kutta

Tieto metddy su vel'mi univerzalne a v technickej praxi uzitocné. Tiez su v podstate
zalozené na Taylorovom rozvoji funkcie, ale nepriamo tak, aby sme nemuseli urcovat’
hodnoty derivacii funkcie, tieto sa aproximuju vypoc¢tom samotnej funkcie vo vhodne
zvolenych strategickych bodoch. Ich vSeobecna schéma je tvaru

Yn+1 :yn+zaikia n:0717"‘7
i=1
kde
1{31 = f(.Tn,’yn), kl = f(l’n -+ )\zhny Yn + ,ulhnk:l_l),z = 1, N
a oy, A\, [t su vhodne vybraté konstanty. V strucénosti si uvedieme len najznidmejsie
metody. Rad konvergencie ani velkost’ chyby odvadzat’ nebudeme.



Metody 2. radu

i T:27a1:O7 OZQZ]-;)\Q:MQ:%
Dostédvame ky = f(Tn,Yn), ko = f(Tn + hn/2,Yn + hn/2k1)
Ynt1 = Yn + hnks  Modifikovana Eulerova metdda.

er=2m=a=3X =p=1
Dostavame kl = f(xna yn)a k2 = f(l'nJrla Yn + hnkl)
Ynt+1 = Yn + hn(k1 + ko) /2 Heunova metéda

Metody 4. radu

Uvedieme aspon najpouzivanejsiu z nich:

r=4, ki = f(n,Yn), ko= f(Tn+ hn/2,yn + hn/2k1)
ks = f(xn + hn/2,yn + hn/2k2)7 ks = f(Tni1,Yn + hnks)
Ynt1 = Yn + hn(ky + 2ka + 2k3 + ky) /6

2 Okrajové ulohy pre obycajné diferencialne rovnice

Vyraz
F(z,y(x),y (), ...,y (x)) = g(z) (4)

nazyvame obycajnou diferencidlnou rovnicou (ODR) n-tého rddu. Pritom F' je funkcia
n + 2 premennych a g(x) je redlna funkcia jednej redlnej premenne;j.

Nezndmou v rovnici je redlna funkcia y(x) jednej redlnej premennej x, ktora reprezentuje
vacsinou bod priestoru alebo cas.

7 hl'adiska aplikacii jednou z najdolezitejsich je tzv. linedrna ODR 2. rddu

az(z)y" (z) + a1 (2)y (x) + ao(w)y(x) = g(x), ()

kde koeficienty as, a1, ag a prava strana g su spojité funkcie a neznama funkcia y je dvakrat

diferencovatelnou funkciou.

Predtym, ako budeme definovat’ okrajovi tilohu pre ODR zavedieme este niekol’ko uzito¢nych

pojmov.

Pomocou C*(a,b) budeme oznacovat’ mnozinu vietkych funkcif

f : (a,b) — R (to jest funkciu definovani na intervale (a,b) s oborom hodndt v R),

ktoré su k-krat spojite diferencovatelné (to jest maju derivacie az do k-teho radu a tieto

derivacie su spojité funkcie). V tejto definicii moze byt' aj a = —oo a b = oc.

Majme teraz opat’ linedrnu ODR 2. rddu (5), pre x € (a,b), kde a, b si dané kladné redlne

¢isla a < b. Ulohou je néjst’ funkciu y € C %(a, b), ktora pre x € (a,b) splita linedrnu ODR

(5) a pre ktord v koncovych bodoch intervalu (a, b) platia podmienky
ay(a) + By/(a) = ya (6)
vy(b) + 0y!(b) = s,

kde o, 3, 7, 9, Ya, yp s dané redlne ¢isla vyhovujice podmienke:

ol + 6] #0,  |y[+ 6] # 0.



Takuto ulohu nazyvame okrajovou tlohou a podmienky (6) nazyvame okrajovymi pod-
maienkami.
Typy okrajovych podmienok:

1. Dirichletove okrajové podmienky (podmienky 1. druhu).
y(a) = ya, y(b) =u
2. Neumannove okrajové podmienky (podmienky 2. druhu).
y' (@) =va, ¥'(0) =1
3. Newtonove okrajové podmienky (podmienky 3. druhu). Su to vlastne povodné okra-
jové podmienky (6) pre «, 3,7,d # 0.

4. ZmieSané okrajové podmienky v kazdom z oboch koncovych bodov je typovo ina
okrajova podmienka, napriklad:

y(a) =Ya, Y'(b) = .

3 Numerické rieSenie okrajovych uloh

Existuje niekol’ko sposobov numerického rieSenia okrajovych tloh. Jednou z nich je
metoda sieti alebo tiez diferencénd metoda. Okrajova uloha pre ODR je iloha spocivajica
v hl'adani rieSenia, to jest neznamej funkcie, na urcitom intervale. Oznac¢me tento interval
napriklad < a,b >. Diferencnd metéda numerického riesenia okrajovej tlohy je zalozena
na myslienke, Ze rieSenie budeme hl'adat’ nie na celom intervale < a,b >, ale len v jed-
notlivych jeho bodoch. Tieto body budeme nazyvat’ uzly. Ziskame ich delenim intervalu
< a,b > na n casti, ktoré mozu byt bud’ ekvidistantné - rovnomerné, kde:

b—a
n

h =
bude oznacovat’ krok delenia, to jest vel’kost’ deliacich intervalov a pocet uzlov bude n+ 1:
ri=a-+i-h, i=01,....,n

alebo mame neekvidistantné - nerovnomerné delenie, a v tom pripade plati:

Ty = a + 7 - hz‘,
kde

n—1

Z hl =b—a.

i=1

Uzly g = a a x, = b su hranicné uzly siete ostatné uzly x;,¢ = 1,...,n — 1 nagyvame
vnutorné uzly siete. V tychto uzloch budeme teraz hl'adat’ numerické hodnoty riesenia
daného okrajového problému.

Kedze riesenie ma spfflat’ diferencialnu rovnicu vo vnutri oblasti, budeme postupovat’



tak, ze jednotlivé derivacie neznamej funkcie v rovnici nahradime tzv. diferenciama.
Tieto diferencné vzt'ahy si vel'mi 'ahko odvodime pouzijic Taylorov rozvoj funkcie. Pre
jednoduchost’ ich odvodime pre rovnomerné delenie intervalu s vel'’kost’'ou h.
Predpokladajme, Ze rieSenie okrajovej tlohy - funkcia y(z), = €< a,b > je dostatotne
hladkd funkcia. Nech A je redlne ¢islo. Potom plati:

o+ B) = o) -y @b+ ) ) )
e~ h) = yla) — @+ '@ ) ®

pre nejaké vhodné body n a p. Odéitanim tychto dvoch rovnic a ich dpravou, dostaneme:

. r+h) —ylz —h " +/// h2
() = y( )2hy( ) W) 31!/ (1))

Nech teraz v = x;, * + h = z;31, = —h = z;_1 Ak uvazime, Ze delenie intervalu je
dostatocne husté, teda hodnota h je dostatocne mala a ak navyse ma rieSenie ohranicené
tretie derivécie, ¢leny pri h? mozeme zanedbat’, a potom pre nahradenie prvej derivécie
dostaneme z vyssie uvedeného vzt'ahu nasledujicu, tzv. centrdlnu diferenciu, ktora aprox-
imuje prvu derivdciu s chybou O(h?):

’ Yi+1 — Yi—1
A -CRAEA — 9
yl 2h Y ( )

kde y; znamend priblizni hodnotu rieSenia v bode z; a y; znamend pribliznd hodnotu
derivacie riesenia v bode ;.

V numerickej matematike sa vyuzivaju aj iné diferencie, ktoré nahradzaja prva derivaciu
napriklad z rovnice (7) dostdvame hned’ tzv. dopredni diferenciu:

Y~ Yit1 — Yi
(2 h )

L

tato ale aproximuje prvi derivaciu len s chybou O(h).

Ked’Zze sa budeme zaoberat’ rovnicami druhého radu, treba este odvodit’ diferenciu pre
druhi derivaciu. To mozeme urobit’ opat’ z Taylorovho rozvoja, ktory urobime az do 4.
derivacie, podobne ako vo vzt'ahoch (7) a (8), ktoré teraz s¢itame. Takto dostavame:

- — ol r— (4) (4) h2
() = V) =20 n (v AN, (1) 0

Z tohto vzt’ahu vidno, ze 2. derivaciu v bode x; mozeme nahradit’ diferenciou takto:

v Yir1 — 2Yi + Yipa
yi ~ h2 :

(10)

Chyba, ktorej sa pri tom dopustime je, opiat’ rddu O(h?).
Okrajovy problém s ODR 2. radu s konstantnymi koeficientami a Dirichletovymi pod-
mienkami by sme uz vedeli riesit’, ¢o si mozeme demonstrovat’ na priklade:

Priklad 3.1.
' 42y +y=a*+62"+1, z¢€(0,2)
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y(0) =1, y(2)=5.
Riesenie: Interval (0,2) rozdelime na n + 1, pre jednoduchost’ ekvidistantnych dielov,
vel'kosti h = n%rl Riesenie budeme hl'adat’ v bodoch 1 = h,xy = 2h,...,x, = 2 — h,
pricom pre hrani¢né body bude platit: x¢o = 0, z,,1 = 2 a z Dirichletovych podmienok
ulohy hned’ vieme, ze: yo = 1 a y,4+1 = 5. Pre ostatné, vnitorné body pouzijeme
diferen¢né rovnice, ktoré dostaneme nahradenim derivacii v ODR diferenciami. Takto
pre i-ty uzol mame:

Yie1 — 2Yyi + Yir1 Yir1 — Yi-1
2
2 T

Po dprave mozeme napisat’ :

+y; = ) + 627 + 1.

1 1 2 11 s
(o= a) v+ (L= g ) w (o =t w0 1

Ako vidiet’ v i-tej rovnici su vzajomne zviazané hodnoty len v troch uzloch, teda nezname
hodnoty y;_1, ¥i, yi+1 a tato vizba je linedrna. Preto pre vektor neznamych Y = [y1, ya, . . ., Un)
mame n linedrnych rovnic, ktoré moézeme struc¢ne zapisat’ v maticovom tvare:

A-Y=F, (11)
kde F = [Fy, F3, ..., F,] je vektor pravej strany, pre ktory plati:
Fi=a}+6x7+1,i=23,...,n—1

Do prvej a poslednej zlozky vektora pravej strany zahrnieme aj hodnoty z Dirichletovych
okrajovych podmienok, ktoré si zname:

Yo . 2Yo 1 1
Fi=ai+6ai+1— 540 =ai+62i+1— -5+
Yn+1 2yn+1 3 2 5 5
Fn: 3 62 1-— — = 6 1— — — =
x, + bz, + 12 5% x, + bz, + w2
Matica A bude trojdiagonalna matica tvaru:
1-5% H+3 0 .0 0
Ao | B TE p 0 |
. 11 2
0 0 0 woh e

VyrieSenim tohto linedrneho systému dostdvame numerické riesenie danej ulohy.

Ak chceme riesit’ problém priehybu pruzného nosnika, musime si eSte odvodit’ aproximaciu
stvrtej derivacie pomocou diferencii. Logicky postup je ten isty ako pri derivaciach nizsich
radov, avsak je nutné pouzit’ viacbodovi schému a Taylorov rozvoj urobit’ do vyssieho
stupnia. Predpokladajme opét’ dostatocne hladké riesenie y(z) a urobime jeho rozvoj v
bode z;, najskor pre bod z;.1, a potom pre bod x;_; az piateho stupna. Mame

! " h2 " h3 (Iv) h4

Y(@ip1) = y(z:) +y'(w)h +y (l’z‘)? +y (l‘z‘)g Ty (731‘)? (12)
L5 B '
+yV) (xl)g + V1) (n)a pre n € (T, Tiv1)-



/ " h? " h? Iv) ht
y(zio1) = y(x) —y'(z)h +y (xz)? -y (l‘z)g +y z)ﬁ (13)
h® ho
y(v)(%)a + y(w)(ﬂ)a prep € (i1, ;).

A analogicky pre body x;12 a ;_s:

W) = vl + o/ (@2h + o () B gy B
y ) B ) By B e € (o)
o) =y — o/ (@)2h +y () B8 @) B )

M) (2;) @h)_ yV () COIN yVl) (u)@

AT TH 6l pre j € (T; o, ;).

Y

Ak sc¢itame postupne prvé dve rovnice a druhé dve rovnice, dostaneme:

2hnt ho
Y(winn) +y(ria) = 2y(ai) +y" (@) + 9" (@)= + 7 () + M (1) g7
" 2 vy, (2h)*
Y(ive) +y(@io2) = 2y(2i) + 4y (z)h" + 257 (2i) >,

2h)"
)+ ) 2

Prvi rovnicu teraz vynasobime Styrmi a odéitame od druhej. Ak potom z takto
vzniknutého vzt'ahu vyjadrime Stvrtu derivaciu, pri oznaceni ako u predchddzajicich
diferencii mame:

IV (27) = Yirz — i1 + (Z{f —4Yi1 + Yio +OR?)

Takuto aproximaciu mozeme vyuzit’ pri hl'adani numerického riesenia diferencidlnej rovnice
stvrtého radu, napr. pri jednorozmernych rovniciach z linearnej tedrie pruznosti.
Treba este vysSetrit’ aproximaciu okrajovych podmienok. Dané hodnoty rieSenia na okraji,
sa realizuju ako Dirichletova podmienka pre rovnice druhé- ho rddu. Ak ale ide o rovnicu
stvrtého radu, mozu byt’ predpisané hodnoty derivacii, analogicky, ako Neumannove pod-
mienky pre rovnicu druhého rddu. Ukazeme si teraz, ako ich aproximovat’ ¢o najlepsie.
Odvodili sme dve aproximacie pre prvi deriviaciu. Ak ale pouzijeme aproximaciu dopred-
nou ¢i analogicky spétnou diferenciou, tato je len presnosti O(h), a preto celkova chyba
diskretizacie bude opét’ len O(h), aj ked’ by sme aproximdcie derivéacii v rovnici urobili
rddu vyssieho. Ak chceme zachovat’ pre tilohu celkovii chybu O(h?), ako je aj v rovnici,
musime aj pri okrajovych podmienkach pouzit’ pre aproximéciu prvej derivacie centralnu
diferenciu.

Metodicky opis je nasledovny (opiSeme pre l'avy okraj): Oznac¢me l'avy koncovy bod .
Vo vzdialenosti h nal'avo zvolime novy bod x_;. V bode xy urobime najskor aproximaciu
rovnice v tomto bode a potom centralnou diferenciou aproximujeme okrajovi podmienku
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vyuzijuc bod z_;. Hodnotu v tomto bode z aproximacie OP eliminujeme a dosadime
do rovnice, ktora aproximuje diferencidlnu rovnicu v krajnom bode. Postup ukazeme pre
rovnicu priehybu votknutého nosnika. Pre ODR s Neumannovymi podmienkami je postup
analogicky.

Teraz sa budeme zaoberat’ ilohami s nekonstantnymi koeficientami. V takomto pripade
je vhodné upravit’ ODR do samoadjungovaného tvaru a hl'adat’ numerické riesenie takto
preformulovanej ulohy.

Oznacme teraz:

bi :p(%‘), q; = Q(xi)v fi= f(l"i)ji =1--,n,

to jest pre hodnoty vnitornych uzlov. Pre tuto ilohu budeme potrebovat’ pomocné body
v polovici kazdého deliaceho intervalu a tieto oznacime

Podobne oznacime
Diyl :p(xi—i-%)? Pbi-1 :p(xi—%)‘

Teraz pomocou vzt'ahu (9) moézeme aproximovat’ prvy ¢len, resp. jeho derivaciu v bode
x; nasledujicim sposobom:

pi+ly£+l - piflyzl‘_l
(p(ae)y (7)) = =

Ked’ teraz v tomto vzt'ahu opét’ pouzijeme na derivécie funkcie y diferenéni formulu (9),
dostaneme:

1 Yir1 — Yi Yi — Yi—1

B\ Pz A
Takymto sposobom mozeme teda aproximovat’ 1. ¢len rovnice. Ostatné aproximujeme
hodnotou v prislusnom bode. V i-tom vnitornom bode po malych upravach budeme mat’

rovnicu:

1
T2 (pi+%(yi+1 — i) —pi_1(yi — yi—l)) +qiyi = fis

2

alebo po d’alsej uprave:

D11 + Py + Py + RP@)Y — Py = i

7 uvedenej rovnice vyplyva, ze aj v tomto pripade numerické rieSenie je rieSenim
linedrneho systému rovnic s trojdiagonalnou maticou, ktora je navyse symetricka, co je z
numerického hl'adiska vel'mi vyhodna vlastnost’. Nech su k takejto diferencidlnej rovnici
dané Dirichletove okrajové podmienky v tvare:

Uvedeny systém rovnic bude v tomto pripade tvaru:

A Y=F,



kde F = [Fy, F5, ..., F,] je vektor pravej strany, pre ktory plati:
F,=h%*f, i=2,3,....n—1

Do prvej a poslednej zlozky vektora pravej strany zahrnieme aj hodnoty z Dirichletovych
okrajovych podmienok, ktoré si zname:

Fr=hf +piova by, = h fr + Py 10

Matica A bude trojdiagonédlna matica tvaru:

DP1/2 T P32+ h’q —P3/2 . 0
A —D3/2 p3j2 + P52+ 0% 0 .
0 0 —Pn—1/2 Pn-1/2 + Pnt1/2 + h2qn

VyrieSenim tohto linedrneho systému dostdvame numerické riesenie danej ilohy.
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