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1 LINEARNE PROGRAMOVANIE

Definicie

Uloha linedrneho programovania je optimaliza¢ny problém, ktory mé nasle-
dujice vlastnosti:

(1) Optimalizuje (a to bud maximalizuje, alebo minimalizuje) linedrnu uce-
lovi funkciu viacerych premennych.

(2) Premenné, ktoré sa vyskytuji v Géelovej funkeii, musia spifiat dané linegr-
ne ohranicenia. Pritom kazdé ohranicenie je bud rovnicou, alebo neostrou
nerovnicou, ¢ize v ohranic¢eniach nemozu byt ostré nerovnice.

(3) Premenné mézu nadobidat redlne hodnoty, av§ak na niektoré z nich méoze
byt kladend podmienka, ze musia byt nezaporné.

Podla predchddzajiceho, uloha linedrneho programovania ma tvar

opt z = c1x1 + o2 + - - - + cpy
ak plati a11T1+ G12T2+ ...+ a1,y Oy by

a21T1+ G22T2+ ...+ a2,y Oy ba

A 1Z1F A 2T2+ . .+ Gy T Uy, by

pricom z; > 0 prei € I, kde I C {1,...,n}

Tu ,,opt® je ,max", alebo ,min“; kazdy symbol ,[];* je bud ,=*, alebo ,<*, alebo
5> X1, ..., Ty SU premenné; ci,...Cp, A1.1,---,0m.p & b1, ..., by, sl redlne éisla.

Pripustné rieSenie ulohy linedrneho programovania je takd n-tica premennych,
ktor spliia vietky ohranicenia. Pre maximalizaény (minimaliza¢ny) problém je op-
timalne rieSenie také, ktoré je pripustné, a naviac spomedzi v§etkych pripustnych
rieSeni prave v tomto nadobuda icelova funkcia najvéacsiu (najmensiu) hodnotu.

Uvodné priklady

Uvedieme tri priklady dlohy linedrneho programovania. Tieto priklady uvddzame
vo vSeobecnej forme, pretoze v konkrétnom tvare ich budeme rozoberat v kapitole 3.
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PRIiKLAD 1.1. Predpokladajme, Ze podnik vyraba tovary Ty, T, ... T, zo suro-
vin S, 89, ..., Sm, pricom kazdy tyzden je k dispozicii b; jednotiek suroviny S;. Pri
vyrobe jednej jednotky tovaru Tj sa spotrebuje a; ; jednotiek suroviny S;, pricom
1 <i1<mal<j<n. Zostrojte matematicky model, ktory maximalizuje zisk
podniku, ak zisk z vyroby jednej jednotky tovaru Tj je c;.

RIESENIE. Ak ozna¢ime symbolom z; pocet jednotiek tovaru T}, ktoré m4 pod-
nik vyrabat, tak matematickym modelom je

maxz = C1&1 + CaZ2 + *++ + CphTp

ak 0,1,1£E1+ a1,2$2-|—. .+ a1.nTn < bl

a21Z1+ a22T2+ ...+ a2,Ty, < by

Am, 11+ Om 2Z2F - o Ay Ty < bm

kde T1,%9...2Ln >0 O

PRIKLAD 1.2. Polnohospodarsky podnik chce zostavit kfmnu zmes pre kravy.
Vie sa, 7e krava ma denne skonzumovat latky Lq, Lo,..., L,,, pricom minimalna
spotreba i-tej latky na kravu je b;-jednotiek. K dispozicii si krmiva K1, Ko, ..., K,,
pricom v jednom kilograme krmiva K, je a; ; jednotiek litky L; (1 < i < m a
1 < j < n). Zostrojte matematicky model, ktory minimalizuje nédklady podniku, ak
cena jedného kilogramu krmiva K je c;.

RIESENIE. Ak ozna¢ime symbolom z; pocet kilogramov krmiva K, ktoré ma
podnik nakupovat, tak matematickym modelom je

minz = c1x1 + Lo+ -+ cpTn

ak  a11Z1+ a1222+ .. 4 G1pTn > b

a2,1$1+ 02,2$2+. .+ a2,nTn Z bz

am,lml'i' am,2x2+ .t Om,nTn Z bm

kde Ti X9 ...Ly >0 O

PRIKLAD 1.3 (DOPRAVNA ULOHA). Pre isty tovar mame k dispozicii m dodé-
vatelskych miest D1, Dy, ..., D,, a n odberatelskych stanic Si,Ss,...,S,. Doda-
vatelia maju dany tovar v mnozstvach di,ds,...,d, a spotrebitelia ho Zziadaju
v mnozstvach sy, sg,...,S,. Vieme, Ze cena za prepravu jednej jednotky tovaru od
dodavatela D; k spotrebitelovi S; je c; ;. Zostavte matematicky model minimali-
zujuci naklady a zabezpecujici poziadavky vSetkych odberatelov.

RIESENIE. Ozna¢me symbolom z;; pocet jednotiek tovaru prepraveného od
dodavatela D; k spotrebitelovi S;. Potom matematickym modelom je
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minz = (c1121,1 + ** + C1,n%1n) + (21021 + -+ C2n%2n) +

+...4+ (Cm,lxm,l +---+ Cm,nxm,n)

ak 11+ i+ A+ T, < dy

xm,l"‘ xm,2+ .t Tm,n S dm

.’171,1—|— .’172’1—|— - Tm,1 = S1

Tint Tont ...+ Tmn = Sp

kde vsetky zi; >0 4

Grafické rieSenie

Ak mame v ilohe linedrneho programovania len dve premenné, povedzme z; a
29, potom mozno tito lohu riesit graficky v rovine s osami x; a .

Postup vysvetlime na nasledujicom priklade.

PRIKLAD 1.4. Vyrieste tilohu linedrneho programovania

maxz = 2x1 + 3x9

ak 1+ 229 <10
r1+ T2 S 6
I S 4

Z1,T2 Z 0

RIESENIE. Kedze si vSetky ohraniGenia linedrne, je jednoduché najst mnozinu
pripustnych rieSeni, pozri vySrafovani cast na Obrazku 1.

1+ T2 =6

2:(?1 +3.’172 =0

Obrazok 1

4



Utelové funkcia je z = 2z + 3x,. Teda nasu ulohu vyrieSime, ked zostrojime
priamku rovnobeznu s 2x1 4 3x2 = 0, ktord sa ,zhora® dotyka vysrafovanej oblasti.
Bod dotyku je potom optimalnym rieSenim.

Vsimnime si, ze takto zostrojend rovnobezka musi prechadzat aspon jednym
vrcholom vysrafovanej oblasti (bodom, v ktorom sa pretinaji dve , hraniéné“ priam-
ky). Teda rieSenie mdzeme najst aj tak, ze urCime siradnice vsetkych vrcholov
vySrafovanej oblasti a nasledne zistime, v ktorom z nich je hodnota tcelovej funkcie
najvacsia.

V nasom priklade m4 vysrafovand oblast len pat vrcholov, ktorymisi A = (0, 0),
B =(4,0),C=(4,2), D=(2,4) a E = (0,5). Kedze

2:0+3-0=0
2:4+3-0=28
2-443-2=14
2-243-4=16
2:0+3-5=15

tak optiméalne rieSenie sa nadobida pre x; = 2 a x5 = 4, pricom optiméalna hodnota
ucelovej funkcie je z = 16. O

Typy rieSeni tdlohy linearneho programovania

Uloha line4rneho programovania méze mat Styri zdsadne rbézne typy rieSeni.
V nasledujiucom uvadzame priklad pre kazdy z tychto typov. Kedze tieto priklady
maju len dve premenné, tak pre kazdy priklad zobrazime mnozinu pripustnych
rieSen{ (Srafovand oblast) a optimdlne rieSenia (tu¢né body).

(1) Uloha nem4 pripustné rieSenie.

maxz = I + To z
2

ak 16123
x <2 0

1,22 > 0 T T,

(2) Uloha m4a pripustné rieSenie, avSak nemd optimdlne rieSenie.

I

maxz = xj + To
ak T+ 229 > 2

T1,T2 > 0




(3) Uloha m4 jediné optimaélne riesenie.
maxz = I1+ To Ty
ak r <3

T2 S 2

1,22 > 0 T z1

(4) Uloha m4 nekoneéne vela optiméalnych riesend.

maxz = i+ xo

ak T <3
9 §2
T1+ 29 <4

Z1,T2 > 0 ' z1

Vsimnime si, ze hoci su koeficienty ulohy linedrneho programovania zvacsa celo-
Ciselné, rieSenia moézu obsahovat raciondlne ¢isla. To znamend, Ze linedrne progra-
movanie sa pouziva vtedy, ked ocakdvame velké hodnoty premennych, alebo ked
oCakdvame (a vieme interpretovat) raciondlne rieSenie. Ak rieSenim musia byt celé
¢isla, tak musime pouzit metédy celociselného programovania (pozri kapitolu 6),
no aj tieto metédy vyuzivaji (raciondlne) rieSenie zodpovedajicej tlohy linedrneho
programovania.

Transformacia dlohy linearneho programovania

V nasledujicej kapitole opiSeme algoritmus rieSiaci tlohu linedrneho progra-
movania. Tento algoritmus riesi tlohu, ktord je v kanonickom tvare. Preto potre-
bujeme tento tvar zaviest. Kanonicky tvar ilohy linedrneho programovania je
maximaliza¢ny problém

maxz = cCc1x1 + CoZg + - -+ Cphxy

ak  a11Z1+ a12T2+ ...+ Q1% = by

a2,1$1+ 0,2’2$2+ oot A2, nTn = b2

Am 1T1+F Gm 2T2+ . . .+ QG Ty = by,
L1,y ..., Tn 2 0
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v ktorom b4, by, ..., b, > 0.

Kazdé tloha linedrneho programovania sa dé transformovat na s nou ekviva-
lentni ulohu v kanonickom tvare, pricom sta¢i pouzit Styri pravidla:

(1) Zmena problému na maximalizaény.
Ak ma tcelova funkcia tvar minz = c127 + cox9 + - - - + ¢, x,, tak ekvivalentnd
formulécia je

max(—z) = (—c1)x1 + (—c2)x2 + - - - + (—¢p) Tn.

(2) Zmena nerovnic na rovnice.
Do kazdej nerovnice priddme jednu novi (pre kazdd nerovnicu ini) premennd.
Nerovnicu
a; 171 + Q; 2T2 + -+ -+ A nTp > b; nahradime rovnicou

a; 171 + @i 22 + - -+ Qi Ty — U = by, v >0,

zatial ¢o nerovnicu
a; 171 + ;22 + -+ A Ty < by nahradime rovnicou

a; 171 + ;22 + - -+ Qi 0Ty +V = by, v >0.

(3) Zmena koeficientov na pravej strane na nezaporné.
Ak je niektory z tychto koeficientov zaporny, tak prendsobime prislusni rovnicu
konstantou —1.

(4) Zmena premennych na nezdporné.
Ak premend x; moze nadobudat aj zaporné hodnoty, tak kazdy jej vyskyt v tlohe
nahradime vyrazom (z;” — z; ) a priddme ohrani¢enia =7 > 0 a z; > 0.

Ked prevedieme vSetky uvedené transformacie, dostaneme novi ilohu linearneho
programovania, pricom tato uloha je ekvivalentnd s pévodnou. To znamend, Ze z op-
timalneho rieSenia Tubovolnej z tychto tloh vieme (v podstate okamZite) zostrojit
optimdlne rieSenie druhe;j.

PRIKLAD 1.5. Transformujte nasledujicu ilohu linedrneho programovania na
tlohu v kanonickom tvare.

minz = 2x1 — 3x9 + 3
ak o1+ x9—2x3> 4
1+ o =-2
T1— 29+ 3 < 6

1,22 > 0

RIESENIE. Aplikdciou pravidiel (1), (2), (3) a (4) okamzite dostdvame tlohu
linedrneho programovania v tvare:



max(—z) = —2x1 + 3T2 — T3 + 3

ak T+ :c2—2a:3++2$3_—1)1 =4
—Tr1— I9 =2
T1— 2x9+ x;— Tg + vy =6

+ -
$1,.’172,.’173,CL'3,’01,’0220 0

Cvicenia

CVICENIE 1.1. Graficky vyrieste tlohy linedrneho programovania

a) maxz = x1 + T b) max z = 4x1 + oo
ak z1+29 <3 ak bxi+ 29 <9
T1— 22 >4 r1+ 229 <5
xlaxZZO $1’x220
c) maxz = —xj + 29 d) maxz = 3x1 + T
ak Tr1— I9 §2 ak 3.7)1+ 2.732 Sg
T1t+ T2 > 2 221+ 322 <9
1,22 >0 z1,T2 >0
e) minz = —z1 + 379 f) min z = 3z1 + 5x9
ak —x1+22, <1 ak 3z1+4x9 >39
T1—3x9 <3 3r1+ dxy > 45
r1,22 20 1,22 > 0
g) max z = 2z — 89 h) minz = x; — T
ak —4zi1+ 329 <12 ak 1+ 22 <6
.731—4372 S 4 I1— T2 ZO
21+ 39 <12 —T1+1x9 >3
1,72 >0 z1,72 >0



CVICENIE 1.2. Graficky vyrieste ilohu linedrneho programovania

maxz = 2x1 + 3x9

ak 1+ 29> 6 201+ 9 >9
3.’131+ I 211 r1+ 2.’172 28
T1+3x2 > 9 1, T2 >0

CVICENIE 1.3. Nadnirodna korporéacia vyraba limuziny a terénne autd. Je znd-
me, zZe jej typicki zakaznici si muzi a Zeny s vysokym prijmom. Vedenie spolo¢nosti
sa rozhodlo, Ze spusti masivnu reklamni kampan v televizii, aby zvysilo predaj
svojich vozidiel. Ich reklamné 1-minitové spoty sa budu pustat v komédiach a
v S§portovych prenosoch. Kazdui reklamu v komédii bude vidiet 70 tisic Zien s vyso-
kym prijmom a 20 tisic muzov s vysokym prijmom. Kazdu reklamu pocas Spor-
tového prenosu bude vidiet 20 tisic Zien s vysokym prijmom a 120 tisic muZov
s vysokym prijmom. Mintitovy spot pocas komédie stoji 10 000 doldrov a minttovy
spot pocas Sportového prenosu stoji 20 000 dolarov. Spolo¢nost chce mat istotu, ze
jej reklamné spoty bude vidiet aspon 280 tisic zien s vysokym prijmom a aspon 240
tisic muzov s vysokym prijmom (ked potencidlny zdkaznik vidi dva spoty, pocita
sa za dvoch). Sformulujte dlohu linedrneho programovania, ktord riesi naroky firmy
a na vystupe da rozpis rekldm minimalizujici ich cenu. Nésledne graficky vyrieSte
tuto ulohu.

CVICENIE 1.4. Transformujte nasledujicu ilohu linedrneho programovania na
tlohu v kanonickom tvare

minz = 1 + 225 — 33 + 24 — T5
ak x4+ 22+ z3+ T4+ T5> D
2x1— 3x9 + 624 -8
3x1+ 3x9+ 23— 224+ 625 < 60
61+ Tx9 — I4 < 45
21, + x4+5x5 > 7

T1,%2,%4 Z 0 T3,Ts € R



2 SIMPLEXOVY ALGORITMUS

Simplexovy algoritmus je postup, ktorym sa d& vyriesit Tubovolné tiloha line-
arneho programovania. Vysvetlime si tento algoritmus na priklade.
PRIKLAD 2.1. Vyrieste tilohu linedrneho programovania

max z = 2x1 + 329

ak x14+2x9 <10
r1+ T2 S 6
1 S 4

T1,T2 Z 0

RIESENIE. Najprv transformujeme problém na ilohu linedrneho programovania
v kanonickom tvare, ¢ize priddme nové premenné vy, vg, v3 > 0.

max z = 2x1 + 3z

ak T1+ 229+ v =10
Tr1+ T2 + V2 =6
Z1 +v3= 4

x1,T2,v1,v2,v3 > 0

Teraz zapiSeme ivodnu simplexovi tabulku. V prvom riadku tejto tabulky
budi zoradené vsetky premenné. Do riadkov v strednej Casti tabulky zapiSeme
koeficienty rovnic, a to tak, ze kazdy koeficient bude v stipci tej premennej, pri
ktorej stoji. Na pravej strane za cCiarou budu pravé strany prislusnych rovnic. Na
lavi stranu zapiSeme premenné, ktoré su eliminované, ¢ize v im zodpovedajicom
stipci je len jeden koeficient nenulovy a tento mé hodnotu 1 (premenn4 sa vyskytuje
v tom riadku, v ktorom je hodnota 1). Premenné na lavej strane nazyvame bazické.
Do spodného riadku pod ¢iaru zapiSeme koeficienty tcelovej funkcie v tvare

z —2x7 — 3x2 = ,vhodnd hodnota“.

Tuto tabulku interpretujeme tak, ze vSetky premenné s vynimkou béazickych maju
hodnotu nula. Hodnota bazickych premennych je na pravej strane. To znamend, ze
v nasej uvodnej tabulke mame v; = 10, v =6, v3 =4, 1 = 0 a z9 = 0. KedZe z;
aj r9 maju hodnotu 0, tak ,vhodnd hodnota“ na pravej strane posledného riadku
tivodnej tabulky bude 0.
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Z1 T2 U1 V2 U3
w1 (@ 1 0 0 |10
v |1 1T 0 1 0 |6
v |10 0 0 1 |4
z1-2 =3 0 0o o0 |0

Test optimalnosti. Ak su vSetky koeficienty v poslednom riadku simplexove]
tabulky nezaporné, tak je sicasné rieSenie optimdlne. V takom pripade je na pravej
strane posledného riadku optimdalna hodnota 1celovej funkcie.

Ak sucasné rieSenie nie je optimdlne, tak si zvolime jeden zo stipcov, v ktorom
sa v poslednom riadku vyskytuje zaporné cislo. V naSom priklade si vyberieme

druhy stlpec (stlpec premennej x3). Teraz nijdeme minimum zo zlomkov Jf—i;), Cize
2,
min{3, 8} (koeficienty a; » < 0 neuvazujeme). Kedze minimom je 1 = 5, koeficient

2 v prvom riadku zakrizkujeme. Tento koeficient sa nazyva pivot.

Teraz vyeliminujeme ¢isla v druhom stipci ekvivalentnymi riadkovymi operacia-
mi (Gaussovou elimina¢nou metédou) tak, aby sa pivot zmenil na 1. V§imnime si,
ze ak je pivotom a; j, na pravej strane ¢-teho riadku je b; a prvok posledného riadku

v j-tom stipci je —c;j, tak hodnota tcelovej funkcie sa zvysi o
b;

Y
@i, j

Cj'

¢ize v naSom pripade o 3 - % = 15. Dostavame novi simplexovi tabulku, v ktorej
su hodnoty bazickych premennych x5 = 5, vo =1 a vz = 4.

z1 Z2 U1 U2 VU3

z2 | 3 1 3 0 0 |5

v |G 0 -3 1 o0 |1

v3 | T 0 0 0 1 |4
1 3

z |-3 0 % 0 0 |15

V tejto tabulke je uz len jeden stipec so zapornou hodnotou v poslednom riadku.

1 4

P : 5
Kedze mln{ m, m, 1

prvého stipca dostdvame

} = 712, tak pivot lezi v druhom riadku. Po vyeliminovani

T Z2 U1 VU9 VU3
To 0 1 1 -1 0 4
x1 1 0 -1 2 0 2
VU3 0 0 1 —2 1 2
z 0 0 1 1 0 16

Kedze koeficienty v poslednom riadku su nezdporné, ziskanad tabulka je op-
timdlna. Teda optimdlnym rieSenim naSej idlohy je 1 = 2, 2o = 4 (v3 = 2) a

z=16. O
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Poznamenajme, Ze Priklad 2.1 je totozny s Prikladom 1.1. Tento sme v mi-
nulej kapitole vyrie§ili graficky. VSimnime si, ze ivodné simplexova tabulka zod-
povedd bodu A z Obrazku 1, druhd tabulka bodu F a optimdalna tabulka bodu
D. V skutocnosti toto je princip prace simplexovej metédy. Prechadzanim od jed-
nej simplexovej tabulky k dalSej vlastne ,chodime® po hranach akéhosi konvexného
telesa v priestore (v nasSom pripade bol tento priestor dvojrozmerny), a jednotlivé
stavy algoritmu (tabulky) zodpovedaji vrcholom tohoto telesa.

V nasledujicom priklade si ukazeme, ako sa da rozpoznat, ze dana tloha ma
nekonecne vela rieseni.
PRIKLAD 2.2. VyrieSte tilohu linedrneho programovania

maxz = xi + Io

ak zi1+x9 <4

Ir1 S?)
T9 §2
z1,%2 2 0

RIESENIE. Pridanim novych premennych wvi,vs,v3 > 0 prevedieme tlohu na
kanonicky tvar a postupom, ktory sme opisali v Priklade 2.1, zostrojime tvodnu
simplexovu tabulku

Z1 T2 U1 V2 U3
v [1 1 1 0 0 |4
v () 0 0 1 0 |3
v [0 1 0 0 1 |2
z -1 =1 0 0 o0 |0

V poslednom riadku mame dve zaporné cisla, takze mame dve moznosti na vyber

stipca. Vyberme si prvy. Kedze min{%, % = %, pivot je v druhom riadku. Elimi-

novanim ostatnych prvkov v prvom stipci dostavame

x1 T2 U1 U2 VU3
w0 O 1 -1 0 |1
z1 |1 0 0 1 0 |3
v [0 1 0 0 1 |2
z 10 -1 0o 1 o0 |3

Teraz mame v poslednom riadku jediné zidporné cislo, takze si zvolime druhy
stlpec. Kedze min{{,2} = 1, pivot je v prvom riadku. Eliminovanim ostatnych
prvkov v druhom stipci dostaneme
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Z1 T2 U1 V2 U3
3 |0 1 1 -1 0 |1
z7n |1 0 0 1 0 |3
vs |0 0 -1 (1) 1 |1
z 1o o 1 o0 o0 |4

Tato tabulka je optimalna, avSak v poslednom riadku mame 0 aj v stipci neba-
zickej premennej vs. Toto nam indikuje, Ze loha ma nekonecne vela rieSeni. To
preto, lebo mozeme zaviest vo medzi bazické premenné a hodnota 1celovej funkcie
sa zvysio c; - a’:fj =0- a’j—l] = 0. KedZe min %, % = %, nas pivot je v tretom riadku.

Eliminovanim prvkov vo §tvrtom stlpci dostdvame dalSie optimélne rieSenie

x1 T2 U1 U2 VU3
Zo 0 1 0 0 1 2
1 1 0 1 0o -1 12
() 0 0 —1 1 1 1
z 0 0 1 0 0 4
V prvom optimélnom rieSeni sme mali 1 = 3 a zo = 1, zatial ¢o druhym
optimalnym rieSenim je x1 =2 a 2o =2. U
Poznamenajme, Ze ak je A1, As, ..., A Uplnou mnozinou bazickych rieseni 1ilohy
linedrneho programovania, tak pripustné rieSenie A je optimdlnym prave vtedy,
ked je konvexnou kombinaciou rieSeni A, Ag, ..., Ax. To znamend, ze A je op-
timéalnym rieSenim prave vtedy, ked existuju ¢isla A1, Ag, ..., A\ také, ze
k k
dXi-A=A4A d =1

a0\ <1lprekazdéi=1,2,...,k.

Teraz si ukdzeme spravanie sa simplexového algoritmu na tlohe, ktord mé pri-
pustné, avSak nemd optiméalne rieSenie.

PRIKLAD 2.3. Vyrieste tilohu linedrneho programovania

maxz = x1+ To
ak T1— Lo <2

-1+ 79 <3
r1,22 2> 0
RIESENIE. Pridanim novych premennych vy, vy > 0 prevedieme ulohu na kano-

nicky tvar a zostrojime uvodnu simplexovu tabulku
13



v (D -1 1 0 |2

vg | —1 1 0 1 3

V poslednom riadku mame dve zaporné ¢isla, takze mame dve moznosti na vyber
stlpca. Vyberieme si prvy. Kedze v tomto stlpci je jediné kladné c¢islo, toto ¢islo je
pivotom. Eliminovanim ostatnych prvkov v prvom stlpci dostdvame

Z1 Z2 U1 V2

g |1 -1 1 0 |2
v2 |0 0 1 1 |5

z 0 =2 1 0 2

Tato tabulka nie je optimélna, lebo v poslednom riadku je v druhom stipci
zaporné Cislo. Avsak v tomto stipci nevieme vybrat pivota, pretoze nemame k dis-
pozicii kladny koeficient. To ndm indikuje, ze hoci mé dand tloha pripustné rieSenie,
nem3d optimalne rieSenie. []

Ulohy linedrneho programovania, ktoré sme prezentovali v Prikladoch 2.1, 2.2 a
2.3, su velmi Specidlne. Vo vSetkych troch pripadoch sme zavedenim novych pre-
mennych vy, vy a vz ihned ziskali bazu a pripustné rieSenie, v ktorom bola hodnota
vSetkych poévodnych premennych 0.

Ak zavedenim novych premennych neziskame bazu, tak do tlohy zavedieme
umelé premenné. Pridanie tychto premennych moze prekritit vyznam povodnych
rovnic, a preto spociatku musime minimalizovat novi tcelovi funkciu, ktora je
suctom umelych premennych. Ked na tento sucet aplikujeme simplexovy algorit-
mus a mimimum novej ucelovej funkcie bude 0, ziskame pripustné rieSenie. MozZeme
vynechat novi ucelovu funkciu s umelymi premennymi a pokracovat klasickym sim-
plexovym algoritmom. Ak je v8ak minimum novej ticelovej funkcie (ktord je sic¢tom
umelych premennych) vacsie ako 0, tak loha neméa pripustné riesenie.

Vysvetlime si tento postup na priklade.

PRIKLAD 2.4. Vyrieste tlohu linedrneho programovania

maxz = 2x1 — 2x2 + 5x3 + T4
ak 2z1+4x9+ z3 <100
T +5x3+ x4 <200

Lo+ 4daxs+ 2x4 = 200

1+ T2 + x4 =150

Z1,T2,%3,T4 2 0

RIESENIE. Najprv transformujeme problém na kanonicky tvar pridanim novych
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premennych. Ziskame ohranic¢enia

21+ 4x9+ x3 + v =100
1 + 523+ x4 + v9 =200
To+ 4x3+ 214 =200

T1+ T2 + x4 =150

V prvych dvoch riadkoch mame premenné v, a vg, ktoré si vhodné na ivodni
bazu. Aby sme ju skompletizovali, priddme umelé premenné p; a ps do zvySnych
dvoch riadkov

201+ 4x9+ x3 + v =100
T + 523+ x4 + vy =200
To+ dx3+ 224 +p1 =200

T1+ Z9 + x4 + py =150

Teraz budeme minimalizovat ¢ = p; +pa2, €o je ekvivalentné maximalizacii vyrazu
—q = —p1 — p2. Ked7e premenné maji byt na jednej strane rovnice (pozri zaciatok
riesSenia Prikladu 2.1), potrebujeme tento vyraz zapisat v tvare —q + p; + p2 = 0.
Problém je, Ze p; aj p2 musia byt vyeliminované z posledného riadku. Toto mozno
ziskat ur¢enim hodnot tychto premennych z poslednych dvoch rovnic. Kedze

p1L = — x9—4x3— 2x4+ 200 a
P2 = —T1— T2 — x4+ 150, tak plati
P14+ p2 = — 11— 2x9— 4x3— 324+ 350

Dostavame tvodnu simplexovi tabulku

1 T2 x3 X4 U1 V2 y4! b2
w2 4 1 0 1 0 0 0 |100
w |1 0 5 1 0 1 0 0 |20
pr |0 1 4 (2 0o 0o 1 0 |[200
p |1 1 0 I 0 0 0 1 |[150

z |2 2 -5 -1 0 0 0 0|0
—~q|-1 -2 -4 -3 0 0 0 0 |-350

Teraz budeme pokracovat simplexovym algoritmom, pricom urcujicim je po-
sledny riadok. V tomto riadku su $tyri zaporné ¢isla a my si zvolime jedno z nich,
povedzme to, ktoré je vo Stvrtom stlpci (pripomeinime, Ze hodnota tucelovej funkcie

. bi 5 in 200 200 150 _ 200 . . .
vzrastie o ¢; - ). Kedze min{ <", ==, 22} = 2=, pivot je v tretom riadku.

Eliminovanim ostatnych prvkov vo §tvrtom stipci dostdvame
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1 T2 T3 T4 U1 V2 P11 P2
w [ 4 1 0 1 0 0 0 |100
v2 [ 1 -3 3 0 0 1 -1 0 |100
s |0 L 2 1 0o 0 1 0 |100
p2 |1 3 -2 0 0 0 —3 1 |50
z |-2 & -3 0 o o 1 0 |100
—q¢|-1 - 2 0o o0 o0 % 0 |-50

Teraz najdeme pivota v prvom stipci, lebo v tomto stipci je v poslednom riad-
ku zdporné cislo. Kedze min{%, &10, ?} = % = %, pivota si moézeme zvolit
bud v prvom, alebo vo Stvrtom riadku. LepSou volbou je §tvrty riadok, lebo pri
jeho vybere vypustime z bazy posledni umeld premennt py. My si vSak vyberieme
horsiu moznost, aby sme demonstrovali mozné komplikacie simplexového algoritmu.

Eliminovanim ostatnych prvkov v prvom stfpci dostavame

T T2 x3 X4 U1 V2 y4! b2
¢ |1 2 5 0 3 0 0 0 |50
v2 |0 -5 2 o -1 1 -1 0 |50
s [0 L 2 1 0o 0 1 0 |100
pp |0 5 EH0 -5 0 -5 1]0
z |0 P -2 0 1 0 5 0 |200
-0 2 3 o Y o 2 o 0

Teraz —q dosiahlo teoretické maximum 0, ¢ize obidve umelé premenné p; a po
majui hodnotu 0. To znamend, Ze rieSenie 1 = 50, o = 0, 3 = 0 a 4 = 100
je pripustné. Neprijemné je to, Ze py zostalo v baze. Preto nemozeme z tabulky
vypustit posledny riadok a stipce zodpovedajice umelym premennym p; a ps.
Mdéme problém. V dalSom kroku ,musime® vypustit ps z bazy, hoci tym naruSime
Standardny postup simplexového algoritmu.

Pripomenme, Ze hodnota tcelovej funkcie vzrastie o c; - abf',. Z toho dovodu si
K3

zvolime pivot vo §tvrtom riadku, v ktorom mame b, = 0. Tato volba nam pri
naslednej eliminécii nezmeni Ziade ¢islo z pravej strany, takze ¢isla na pravej strane
zostani nezaporné. Eliminovanim tretieho stlpca dostavame

1 T2 x3 X4 U1 V2 y4! b2
x| 1 X0 0o & 0 -5 -1 50
v2 |0 -4 0 0 -1 1 -1 1 | 50
&z, |0 —&% 0o 1 =2 0o L -2 100
z 0o L 0o o I o X -—%/|200
-¢/0 0 0o O 0 0 1 1 |0

16



Teraz st obidve umelé premenné p; a ps mimo bdzy (Co znaci, ze ich hodnoty
su 0), takze im zodpovedajice stlpce mozeme z tabulky vypustit a vynechdme aj
posledny riadok. Dostavame tabulku

1 9 T3 T4 V1 V2
x| 1 X0 0 &5 0 | 50
v2 [0 -4 0 0 -1 1 | 50
s [0 -5 0 1 -2 0 | 100
zz [0 2 1 0 LI o0 0
z [0 L o 0o I 0 |200

V poslednom riadku si uz len nezaporné ¢isla, ¢o znamend, ze rieSenie x; = 50,
9 =0, z3 =0 a x4 = 100 je optiméalne. [J

Ak je na pravej strane simplexovej tabulky v nejakom (av§ak nie v poslednom)
riadku 0, tak simplexovy algoritmus degeneruje. Toto posobi velké problémy,
a prave tato degeneracia ma za nasledok, ze je simplexovy algoritmus v niektorych
pripadoch velmi pomaly. (Presnejsie, simplexovy algoritmus je v najhor§om pripade
exponencidlny.) Avsak toto je jedind nevyhoda simplexového algoritmu.

Cvicenia

CVICENIE 2.1. Vyrieste nasledujicu tdlohu linedrneho programovania graficky
aj simplexovym algoritmom.

maxz = xi + Zo
ak r9 < 6
2.’L‘1+ i) S 8

3.’L‘1+ 4.’172 S 25
1 S 7

CVICENIE 2.2. Vyrieste nasledujtice tlohy linedrneho programovania simplexo-
vym algoritmom.

a) max z = bx1 + x5 + 33 b) max z = 2x1 + bxo + 4x3
ak 21+ 3x9+ 23< 6 ak bxi1+ 3zo+ 223 <12,000
5x1+ 69+ 3x3 <15 r1+ zo+4z3 < 8000
Z1,%2,23 > 0 x1,%2,23 > 0
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c) minz = —3x1 — T9 + 273 + 214

ak 2z1+ 22+ 33 =7
T1 +2x3+ x4 =4

Z1,T2,%3,T4 Z 0

max z = 4x1 + 4z + 623

+3$3 §5
>2

ak Tr1
T1+ 2o

X1,T2,T3 Z 0

CVICENIE 2.3. VyrieSte nasledujice tlohy linedrneho programovania simple-

xovym algoritmom

a) minz = x; — 29 + 23
ak 2z, + 23 <10

1 +4r3 < 9

.’131—3:82 =1

Z1,T2,23 >0

c) maxz = 7z + dry + 3x3
ak 2.’L‘1+ o §5
T + I3 =4
1+ 229 >7

Z1,T2,23 Z 0

b)

d)

minz = 2z + 3z + 23

ak  x1—4xe+ 13 <2
1+ 3x2 <3
201+ w2+ 3x3 >3

Z1,T2,23 > 0

maxz =x; — To + I3

ak z1+ 29— 323 >2
1+ X2 §5
.’171—562—2.733 §4

Z1,T2,%3 Z 0

CVICENIE 2.4. Spolo¢nost vyrdba §tyri druhy vyrobkov a vyroba kazdého z nich
si vyzaduje tri typy Cinnosti. Po¢ty hodin tychto ¢innosti potrebnych na vyrobu
jednotlivych vyrobkov, ako aj celkové mnozstvo hodin k dispozicii a cena vyrobkov,

su zobrazené v nasledujicej tabulke.

vyrobok 1  vyrobok 2  vyrobok 3 vyrobok 4 | celkovo
¢innost 1 4 6 3 6 3000
¢innost’ 2 2 1 1 3 1100
¢innost’ 3 2 1 2 1 900
cena 18 21 13 25

Zostavte tlohu linedrneho programovania, ktord najde spolo¢nosti plan produk-
cie maximalizujuci zisk. Nasledne vyrieste tito ilohu simplexovym algoritmom.

CVICENIE 2.5. Poktuste sa vyrie§it nasledujicu ilohu pomocou simplexového

algoritmu
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minz = 7 + 229 + 3x3 — x4 + T5

ak

1+ Tot+ x3+ x4+ 5> D
221+ 3z2 + 614 =12
3x1+ 3x9+ 223+ 224+ 625 <60
6x1+ Txo — I4 > 45
211 + Z4+dx5> T

Z1,T2,%3,T4 2 0
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