Kapitola 6.A

Kapitola 6. A

Intervaly spolahlivosti

il

Majme pozorovanie X, Xz, ...., Xn, tZV. Vyberovy subor. O normalite vyberu nemame pochybnosti
(mo6zu to byt napr. chyby merani). Chceme nejakym spdsobom odhadnit’ charakteristiky, parametre
normalneho rozdelenia, stredni hodnotu a disperziu. Najjednoduchsi je bodovy odhad. Bodovym od-
hadom strednej hodnoty E(X)=U je vyberovy aritmeticky priemer

_ 1
X==)% x
n Z l
Bodovym odhadom disperzie je vyberovy rozptyl a jeho odmocnina je odhad smerodajnej odchylky
1

2 —=\2
S =— X. — X
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Plati pritom, Ze ak ndhodnéa premenna X ma N(u;0°) rozdelenie, bodové odhady jej parametrov maju
rozdelenie:

_ o’
¢ x:N(ua_)
n

n-—1
. = j =X j_l ( chi- kvadrat rozdelenie s n-1 stupiiami vol'nosti)
g

Bodovy odhad je prvd informdcia o parametroch daného rozdelenia, v praxi vSak zvycajne nestaci.
Aby sme mohli ohrani€it’ chybu, ktorej sa doptstame pri odhade, pouzivame na ur¢enie odhadu sledo-
vanych parametrov intervaly spolahlivosti. Pripustna chyba sa zvykne oznaCovat’ gréckym pismenom
¢, 1-0 je koeficient spol’ahlivosti a prislusny interval spol’ahlivosti nazyvame (1-a).100 % - ny inter-
val spol’ahlivosti.

Znamena to, Ze ak by sme urobili vel’ky pocet merani (vyberovych suborov) zo sledovanej nahodne;j
premennej a pre kazdy stbor by sme urcili prislusny interval spolahlivosti v (1-0).100 % pripadoch by
skuto¢na hodnota hl'adaného parametra lezala v intervale spol'ahlivosti.

Poznamka 1.

Chyba a, ktorej sa doptstame, byva v odbornej literature a v Statistickych softvéroch niekedy nazyva-
na aj aroveri spol’ahlivosti. My pri intervaloch spolahlivosti budeme dodrziavat’ terminologiu z pred-
chadzajucich riadkov a o tirovni spol'ahlivosti hovorit” az pri testoch hypotéz (pozri kapitolu 6.A). Ter-
minologiu pouzivant v Exceli pozri v kapitole 6.B.

Podra toho, ¢i uréujeme v intervale spol'ahlivosti jednu alebo dve hranice, rozoznavame jednostranny
(pravostranny, lavostranny) alebo obojstranny interval spol’ahlivosti. NaSou tlohou teraz bude urcit

intervaly spolahlivosti pre strednu hodnotu norméalne rozdeleného vyberového stiboru v pripade

1. akdisperzia @ je zndma, alebo pocet merani je velky n>120
2. akdisperzia O nie je zndma a musime ju nahradit bodovym odhadom

Interval spoPahlivosti pre stredni hodnotu pri znimom g*
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Kapitola 6.A

Vzorovy priklad 1
Zo zakladného suboru s rozdelenim N(4;0°) a so znamym rozptylom o° =20,28 sa urobil ndhodny

vyber s nasledujucimi vysledkami

[ 513 | 62,8 | 51,9 | 57 | 55,3 | 52,1 | 58,4 |

a) vypocitajte 95 % obojstranny interval spol'ahlivosti pre parameter £,
b) vypocitajte 90 % lavostranny a pravostranny interval spol’ahlivosti pre parameter L.

Riesenie
a) Z nameranych hodndt vypocitame bodovy odhad strednej hodnoty X =355,54, & je
2
— o . .
zname a rovné 0° = 20,28, X =N (U;—) , aby sme mohli pouzit’ tabul’ku norméalneho normovaného

rozdelenia vypocitame hodnotu Statistiky T:

=

T=""H i = N1

o
Z2.5% a5% Z.5%
—ui0.975] wi0. 975

Obr. 6.1

V tabulke T.3 najdeme hodnotu u(0,975) kvantilu, dosadime do nerovnosti a odvodime interval
spolahlivosti pre 4 (pozri obr. 6.1).

x

;“ Jn < u(0,975)

-u(0,975) <

< _u(0975)0 _

N

u(0975)0

Jn

U <Xx+

Dosadime tabulkovu hodnotu u(0,975)=1,96 a vypocitame 95 % interval spolahlivosti pre W pri
znamom O ¢o je ( 52,2; 58,87).
Vo vieobecnosti je (1-a )100 % interval spolahlivosti pre i/ pri znamom O v tvare
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Kapitola 6.A

Yo

MmO

kde u(1- %) je prislusny kvantil N(0; 1) rozdelenia.

b) vypocitajme l'avostranny a pravostranny 90 % interval spol'ahlivosti t.j. interval v tvare
(Ty; ) avtvare (-o0; T>).

uim.9)
Obr. 6.2

Z grafu hustoty normalneho rozdelenia je zrejmé (pozri obrazok 6.2), ze musi platit nerovnost’
X—H
g

Jn < u(0,9) . Vyjadrime z tejto nerovnosti [ a prislusny l'avostranny interval spolahlivosti :

_ u(09)0
U= x-—==
Jn

_u(0,9)0 .
s

Po najdeni a dosadeni tabul’kovej hodnoty u(0,9) =1,28 je interval v tvare (53,36; o). Pre pravostranny

Y H s -u(09).

o

interval z grafu hustoty normalneho rozdelenia plati:

wr0.1y=—ur0_93
Obr. 6.3

Vyjadrime z tejto nerovnosti [l a prislusny pravostranny interval spolahlivosti je v tvare:
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Kapitola 6.A

_ u(09)o
Sx+——2—
s In

B-OO')? u(O9)JE
o’ Jn

Po najdeni a dosadeni tabul’kovej hodnoty -u(0,9)=-1,28 je interval v tvare (-o0; 57,72). Vo vSeobec-
nosti teda (1-a )100 % pravostranny a lavostranny interval spol’ahlivosti pre U pri zndmom O je v tva-

re:
%, 7 u(l a)o
BF - dn E

_u(l-a)o o
R

kde u(1 = Q) je prislusny kvantil N(0; 1) rozdelenia.
Interval spol’ahlivosti pre strednii hodnotu pri nezndmom o

Ak 0O nie je zname, treba ho odhadnit’ z nameranych udajov. Odhadom o =+Var(X ) je vyberova

1 - _ . .
smerodajnd odchylka v tvare s = \/ —1( Z x! —n(x)*). Kodvodeniu prislusnych intervalov
n—1 £

spolahlivosti sluzi Statistika

_ESH

X

Tato Statistika ma Studentovo t-rozdelenie s (n-1) stupiiami vol’nosti, t-rozdelenie je symetrické roz-
delenie, ktorého hodnoty st pre prislusné stupne vol'nosti a hladiny vyznamnosti tabelované. Hodnoty
kvantilov Studentovho t-rozdelenia su v tabul’ke T.4.

Vzorovy priklad 2
Zo zakladného suboru s rozdelenim N( 4, 0°) sa urobil ndhodny vyber s nasledujicimi vysledkami

[ 513 | 62,8 | 51,9 | 57 | 55,3 | 52,1 | 58,4 |

a) vypocitajte 95 % obojstranny interval spol'ahlivosti pre parameter L,

b) vypocitajte 90 % lavostranny a pravostranny interval spol'ahlivosti pre parameter (.

Riesenie

Na vypocet obojstrann¢ho intervalu spolahlivosti potrebujeme aj odhad smerodajnej odchylky
5=4,205 a pocet merani je v naSom pripade n= 7.
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—&(n-1,0.975% Ein-l,0.975)
Obr. 6.4

Z grafu prislusného t-rozdelenia vyplyva (pozri obrazok 6.4), ze v tabulke je treba najst’ hodnotu
kvantilu t,.1(0,975), td dosadime do nerovnosti a odvodime interval spol'ahlivosti pre L.

X

~t,,(0975) <

S

“H fn< 1, (0975)

e ba(0975)s, o 6 (0975)s,

Jn Jn

Dosadime tabul’kova hodnotu t5(0,975) = 2,447 a vypocitame 95 % interval spol'ahlivosti pre [ pri ne-
zndmom 0, ¢o je (51,65; 59,43). Vo vSeobecnosti potom (1-a )100 % interval spolahlivosti pre U pri
neznamom O je v tvare

(., (1-Dys,
_ e o

N

¢ (1-Ds, b
2 ¢
ok

I o) 0

kde t,_,(1- %) je kvantil t rozdelenia.

b)vypocitajme pravostranny a lavostranny 90 % interval spolahlivosti, t.j. interval v tvare (-o0; T;) a
v tvare (T;; ).

tin-1,0_9%

Obr. 6.5
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Z grafu hustoty t-rozdelenia je zrejmé (pozri obrazok 6.5), Ze musi platit nerovnost’
% -
SX

spolahlivosti :

Jn < 1,.1(09) . Vyjadrime z tejto nerovnosti 4 a tvar prislu$ného Pavostranného intervalu

= tn—l (0’9) Sy
y2x-— e
\n

_t,4(09)s, o
s o

Po najdeni a dosadeni tabul’kovej hodnoty t(0,9) =1,44 je interval v tvare (53,25; o). Pre pravostranny
E nz-1,,(09).

N

X

interval z grafu hustoty t-rozdelenia (pozri obrazok 6.6) plati:

0% 0%

—&(n-1,0.9)

Obr. 6.6

Vyjadrime z tejto nerovnosti (4 a vypoc¢itame prisluSny pravostranny interval spol'ahlivosti :

= tn—l (0r9)sx
U <x+-h 2 rtx
Jn

_,t.,009)s,
Er“’ AN E

Vo v§eobecnosti pre lavostranny a pravostranny interval spolahlivosti plati:

_tu(d-a)s, 0
ety

00 5 tn—l(l_a)sx
EF Y E

kde t,. je prislusny kvantil t-rozdelenia.

46



Kapitola 6.A

Intervaly spol’ahlivosti pre nezname g alebo o

Vzorovy priklad 3
Zo zékladného stiboru s rozdelenim N( i; @) sa urobil ndhodny vyber s nasledujucimi vysledkami

[ 513 | 62,8 | 51,9 | 57 | 55,3 | 52,1 | 58,4 |

a) vypocitajte 95 % obojstranny interval spolahlivosti pre parameter o,

b) vypoditajte 90 % l'avostranny a pravostranny interval spolahlivosti pre parameter o”.

RieSenie

a) Znameranych hodn6t vypocitame odhad s.= 4,205 resp. s>=17,689. Statistika pre odvodenie

intervalu spol'ahlivosti m4 tvar ——— f =X 3_1 a ma chi- kvadrat rozdelenie s (n-1) stupfiami vol'nos-
g

ti. Z tvaru hustoty chi kvadrat rozdelenia (pozri obrazok 6.7.) a tabuliek kritickych hodnét (tabulka
T.5) tohto rozdelenia

a
E)

n—1 a
X;f—l (I-—)< 2 Sf = Xj—l (<)
o 2

— 2 _ 2
(n I)Sx < 0.2 < (n I)Sx

a a
2 2 _
Xn—l (E) Xn—l (1 E)
Z.5% 5% Z.5%
chifn-1,0.975) chifn-1,0_0&5)

Obr. 6.7

kde kritickd hodnota X7 (0,025)=14,449 a X;(0,975)=1,237. Vsetky zndme hodnoty dosadime do
predchadzajucich vztahov a vypocitame 95 % obojstranny interval spolahlivosti pre parameter ¢. 95
% interval spol'ahlivosti je (7,34; 85,8)

b)Podobne pre lavostranny resp. pravostranny interval spolahlivosti platia vztahy, ktoré
opit’ odvodime pomocou hustoty chi kvadrat rozdelenia a tabul’ky kritickych hodnot.
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chirn-1,0.13

Obr. 6.8

chifn-1,0.9)
Obr. 6.9

Lavostranny interval spolahlivosti:

_ 2
(n l)Sx < 0.2

Xia (@)
Pravostranny interval spolahlivosti:
n-— 1 9 2
2 S 2 Xn—l (1 - a)
(o}
G2
(?i > g2 > 0
Xn—l (1 - a)

Pricom X (0,1)=10,644 a X:(0,9)=2,204. Vietky zname hodnoty dosadime do predchadzajicich

vzt'ahov a vypocitame 90 % l'avostranny a pravostranny interval spol'ahlivosti pre parameter o.
Poznamka

Matematické vyjadrenie krivky hustot x* a Studentovho t-rozdelenia a tvary kriviek tychto rozdeleni
mozno najst’ v kapitole 4.B.
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Kapitola 6.A

@ Nové pojmy a definicie kapitoly 6. A

*  bodovy odhad

*  pripustna chyba

* koeficient spolahlivosti
* interval spolahlivosti

@ Cvicéenia

Priklad 1
Vykonali sme n=32 analyz na overenie koncentracie chemickej latky v natere. Vysledky sme zazname-
nali do tabulky.

Xi 9 11 12 14 15 16 17 18 20 21

n; 1 2 3 4 7 5 4 3 2 1

Koncentracia chemickej latky sa riadi normalnym rozdelenim s parametrami N( 4; 7,4). Vypocitajte 99
% obojstranny interval spolahlivosti pre (.

Priklad 2

Vystupna kontrola merala vySku panelov. Vysledky su uvedené v tabulke.

Xi 258,5 259 259,5 260 260,5 261 261,5
n 3 1 9 15 15 9 6
Vypocitajte

a) 9 5% obojstranny interval pre U,

b) 99 % lavostranny interval pre U,

¢) 99 % obojstranny interval spol'ahlivosti pre o7,
d) 95 % pravostranny interval spol'ahlivosti pre o".

Priklad 3
Pocas 6smich pracovnych dni sa sledoval v zavode odber elektrickej energiec v MWh, vysledky su uve-
dené v tabulke.

[ xi | 31,1 | 31,8 | 30,7 [ 30,5 1 30,9 | 31,5 | 31,1 | 32,1

Vypocitajte
a) 95 % obojstranny interval pre L,
b) 99 % lavostranny interval pre O

RieSenia

Priklad 1

(14,10507; 16,58243)
Priklad 2

a) (260,069; 260,464)
b) (260,031; o)

¢) (0,363;0,965)

d) (0;0,789)

Priklad 3
a) (30,753;31,671)
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b) (0,114; oo)
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