Metody oce novania finan énych derivatov

Karol Mikula

1. UVOD - EUROPSKE CALL A PUT OPCIE

Eurdpska call opcia (opcia na kapu) je kontrakt, ktorym jedna strana ziskava pravo, ale nie
povinnost kipi t' od druhej strany v uréenom ¢ase (expiracie) T za vopred stanovenU (expira ¢-
na) cenu E ur€ity pocet a druh akcii.

Ako uvidime, toto pravo ma potencialnu hodnotu a preto zan treba v ¢ase uzavretia kontraktu
zaplatit tzv. prémiu . Pre obe strany, vypisovatela opcie (writera) a jej budiceho vlastnika
(holdera), ktoré vstupuju do opéného kontraktu, je prirodzenou a naliehavou otazkou, kolko
treba zaplatit. Obe strany maju zaujem zistit optimalnu hodnotu eurdépskej call opcie,
optimalnu v takom zmysle, Ze v €ase uzatvarania kontraktu ani jedna zo stran nie je dopredu
zvyhodnena. Je zrejmé, Ze takato analyza bude musiet reSpektovat urcité "zakony rovnovahy",
reprezentované vo financnictve takzvanym argumentom arbitrage . Takto stanovena hodnota
finanéného prava ¢i zavazku sa moze potom stat rozumnym vychodiskom pri stanovovani
prémie.

Arbitrage argument hovori, Ze bezrizikovy zisk, alebo inak povedané arbitrazna moznost, su
mozné len vo vynimoc¢nych pripadoch a moézu trvat’ len kratky ¢as. Jednoduchym dévodom je
to, Ze po objaveni sa takejto moznosti, snaZia sa ju vyuzit vSetci potencialni G¢astnici trhu a
tym ju prakticky likviduju.

Priklad 1 (na ilustraciu argumentu arbitrage):

Uvazujme nasledujicu situaciu:

cena akcie na burze v New Yorku je 172 dolérov,
cena akcie na burze v Londyne je 100 libier,
vymenny kurz je 1 libra = 1.75 dolara.

Arbitrager, t.j. subjekt, ktory vyhladava takéto situacie, si vS§imne moznost bezrizikového zisku
a slcasne kupuje akcie v New Yorku a predava v Londyne. Jeho profit (neuvazujuc prevody) z
tejto operéacie je 3 dolare. Takato situacia nemdze trvat dlho, do hry vstlpia dalSi arbitrageri
nakupujici v New Yorku a predavajuci v Londyne. Zo zakona ponuky a dopytu cena akcie na
burze v New Yorku stlpa, naopak jej cena v Londyne klesa az kym pride k ich vyrovnaniu. Pri
masivnych nakupoch v dolaroch a predaji v librach cena dolara stlpa a cena libry klesa a tak v
kratkom ¢ase méze dojst aj k zmene kurzu v prospech dolara a opat ku koncu profitu.

Pristipme teraz k matematickému modelovaniu optimalnej hodnoty call opcie. Oznacme

- cenu akcie (stock price),

ec - optimalnu hodnotu (fair value) eurdpskej call opcie,
expiracnu cenu (exercise price)

- Cas expiracie (expiration date),

- Cas, tO[O0,T].
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Problém ocenenia eurépskej call opcie mézeme formulovat ako Glohu uréit funkciu Ve=Ve(S,t)
v lTubovolnom ¢asovom okamihu t 00 [0, T] a pri lubovolnej cene akcie S = 0. VyrieSit tato Glohu
pomdzu metody stochastického diferencialneho poctu a techniky rieSenia parcialnych diferen-
cialnych rovnic. Uloha je komplikovana tym, Ze jedna z premennych, od ktorych cena opcie
zavisi, totiz S — cena akcie, vykazuje nahodné spravanie.

Na modelovanie vyvoja cien akcii v ¢ase sa pouziva stochasticka diferencialna rovnica

dS=puSdt+oSdw, @

kde
dS je zmena ceny akcie za maly ¢asovy interval dt,
w je Standardny Wienerov proces
M oCakavana navratnos t’ akcie a
o jevolatilita ceny akcie.

Pritom predpokladame, Zze v ¢ase t = 0 je cena akcie S = S,. Nahodny proces definovany
rovnicou (1) sa nazyva difazny proces alebo geometricky Brownov pohyb . Vysvetlime si
podrobnejSie zmysel (1) a vyznam jednotlivych ¢lenov v nej vystupujucich.

Standardny Wienerov proces je parametricky systém nahodnych veligin {w(t), t = 0}, pre
ktoré plati:

1. w(0)=0,

2. dw = e+/dt, kde dw je prirastok w za maly ¢asovy interval dt a € je nahodna premenna s
normalnym rozdelenim pravdepodobnosti so strednou hodnotou O a rozptylom 1, t.|.
£=N(0,1),

3. prirastky dw pre r6zne malé (po sebe nasledujice) ¢asové intervaly dt si nezavislé.

Na ilustraciu predchadzajiucej definicie uvadzame niekolko simulacii Standardného Wienerovho
procesu ziskanych systémom Mathematica. Je délezité si uvedomit, Ze jednotlivé realizacie sa
navzajom vyrazne odliSuju. Pouzivame pri tom balik diffuse.m dodavany spolu s knihou [V].
Volime dt=0.01 respektive 0.001 a pocet simulacnych krokov je 100 respektive 1000.
Nasledujuce prikazy systému Mathematica najskor natiahnu prislusny balik, potom vytvoria
Wienerov proces a zobrazia vysledky simulacii.

<<diffuse\diffuse.m

WeinerProcessMake[W]
DiffusionPrint[W]

W = Wiener Process with scale 1
t

simulacial=DiffusionSimulate[W,100,0.01];
ListPlot[simulacial,PlotJoined->True,PlotRange->All];
simulacia2=DiffusionSimulate[W,100,0.01];
ListPlot[simulacia2,PlotJoined->True,PlotRange->All];
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simulacia3=DiffusionSimulate[W,1000,0.01];
ListPlot[simulacia3,PlotJoined->True,PlotRange->All];
simulacia4=DiffusionSimulate[W,1000,0.001];
ListPlot[simulacia4,PlotJoined->True,PlotRange->All];
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Vratme sa k rovnici (1). Vidime, ze prirastok ceny akcie zavisi (deterministicky) od jej
oCakavanej navratnosti, jej momentalnej hodnoty a velkosti ¢asového intervalu. Zaroven je
ovplyviiovany stochastickym procesom w. K deterministickému prirastku sa pripo¢ita nahodna
hodnota (ktora méze byt kladna aj zaporna) zavisla od volatility, momentalnej ceny akcie a
konkrétnej realizacie Standardného Wienerovho procesu.

Bez stochastickej ¢asti dSdw v rovnici (1) by sme pre vyvoj ceny akcie dostali obycajnu dife-
rencialnu rovnicu s pociatoénou podmienkou

2 oys, S©) = S , (2)

ktorej rieSenim je funkcia
Seer(t) = So "' )

RieSenie stochastickej diferencialnej rovnice (1), t.j. mozny ¢asovy priebeh ceny akcie, moze-
me potom ilustrovat nasledujicim obrazkom:




S(t) - mozny priebeh ceny akcie
S S

‘

2 4 ] A 10 t Sdet(t)= SO eut

Odchylka mozného stochastického ¢asového vyvoja ceny akcie S(t) od deterministického
priebehu je dan& velkostou volatility 0. UkdZzeme si niekolko simulacii S(t) ziskanych systémom
Mathematica pri réznych parametroch rovnice (1). Najskoér zvolime volatilitu 4% a nadefinujeme
prislusny difizny proces (vid prvy raméek), potom dvakrat spustime prikazy v druhom raméeku
so vstupmi. Dostali sme dva r6zne mozné Casové priebehy ceny akcie S v intervale [0,1],
napriklad od ¢asu uzavretia opéného kontraktu, t=0, po ¢as expiracie t=T=1 rok. Ak by
expirac¢na cena E bola stanovena s pomocou deterministickej exponencialy (strednej hodnoty
oCakavaného vyvoja ceny akcie) ako jej hodnota v ¢ase 1, tak lavy priebeh je vyhodny pre
vlastnika call opcie. Ak rozdiel koncovej hodnoty realizacie a expiracnej ceny presiahne
hodnotu bezrizikovo zuroCenej prémie dosiahne vlastnik opcie kladny profit. Pri druhom,
pravom priebehu, prichadza o prémiu.

mi=0.1;

sigma=0.04;

s0=100;

Clear[S];

grdet=Plot[sO*Exp[mi*t],{t,0,1},PlotRange->All, DisplayFunction->ldentity];
DiffusionMake[S,W,mi S,sigma S,s0]

DiffusionPrint[S]

dS =0.1S dt+0.04S dW ;s =100
t t t t 0

simulacia=DiffusionSimulate[S,100,0.01];

grdiff=ListPlot[simulacia,PlotJoined->True,PlotRange->All,
DisplayFunction->ldentity];

Show(grdet,grdiff,DisplayFunction->$DisplayFunction];
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Teraz zmenSime volatilitu a potom zvacéSime €as do expriracie. Z nasledujicich obrazkov vidno,
Ze odchylky od deterministickej exponenciély su len velmi malé.

mi=0.1;

sigma=0.01;

s0=100;

Clear[S];

grdet=Plot[sO*Exp[mi*],{t,0,1},PlotRange->All, DisplayFunction->ldentity];
DiffusionMake[S,W,mi S,sigma S,s0]

DiffusionPrint[S]

dS =0.1S dt+0.01S dW ;s =100
t t t t 0

simulacia=DiffusionSimulate[S,100,0.01];

grdiff=ListPlot[simulacia,PlotJoined->True,PlotRange->All,
DisplayFunction->ldentity];

Show[grdet,grdiff, DisplayFunction->$DisplayFunction];
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Na rozdiel od predchadzajuceho prikladu, pri pomerne velkej volatilite (20 %, pozri nasledujice
prikazy a obrazky) je deterministicka exponenciala len velmi slabym orientacnym bodom. V
Case expiracie mdze byt teda cena akcie ovela vySSia alebo nizSia ako jej predpokladana
hodnota. To je jeden z motivov, preéo moze byt vyhodné vlastnit call opciu - zisk je teoreticky
neohrani ¢éeny, strata je limitovana prémiou (v pripade, Ze trhova cena akcie v Case
expirécie je nizSia ako dohodnuta expira¢na cena E, pravo na kidpu sa neuplatni).

mi=0.1;

sigma=0.2;

s0=100;

Clear[S];

grdet=Plot[sO*Exp[mi*] {t,0,10},PlotRange->All, DisplayFunction->ldentity];
DiffusionMake[S,W,mi S,sigma S,s0]

DiffusionPrint[S]

dS =0.1S dt+0.2S dW ;s =100
t t t t 0




simulacia=DiffusionSimulate[S,1000,0.01];

grdiff=ListPlot[simulacia,PlotJoined->True,PlotRange->All,
DisplayFunction->ldentity];

Show[grdet,grdiff, DisplayFunction->$DisplayFunction];
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Dalsim motivom obchodovania s finanénymi derivatmi je vytvaranie tzv. bezrizikovych
portfélii a teda snaha o odstrafiovanie trhového rizika. S tymito otazkami sa stretheme v
nasledujlcej Casti, uz teraz vSak uvedieme typicky priklad.

Europska put opcia (opcia na predaj) je kontrakt, ktorym jedna strana ziskava pravo, ale nie
povinnost predat druhej strane v uréenom ¢ase (expiracie) T za vopred stanovenu
(expira €nu) cenu E urcity pocet a druh akcii.

Je zrejmé, ze so znizovanim ceny akcie stipa hodnota put opcie na tito akciu. Rozumna kom-
bin4cia vlastnictva akcii a put opcii méze umoznit eliminéciu rizika vyplyvajliceho z mozného
poklesu ceny akcie.

Zatial sme sa venovali dévodom obchodovania s finanénymi derivatmi z hladiska ich viastnika,
drzitela (holdera). Na trhu sa vzdy vyskytuju subjekty predpokladajice narast ceny akcii nad
,vSeobecne ocakavanu hodnotu“ (potencialni vlastnici call opcii a vypisovatelia put opcii), ako
aj taki, ktori predpokladaju ich pokles pod tuto hodnotu (potencialni vypisovatelia call opcii a
vlastnici put opcii). Je to tak preto, lebo ak by vSetci predpokladali rovnaku tendenciu vyvoja
ceny akcie, uz teraz by jej hodnota bola nizSia, resp. vySSia. Vypisovatel call opcie, oCakavajuci
cenovy pokles akcie pod dohodnutl( expiraéni cenu, pocita s tym, Ze ziska prémiu. Je zrejmé,
Ze vlastnik opcie nebude chciet v ¢ase expiracie od neho kupit akcie za dohodnutd cenu, ktora
je vySSia ako cena trhova. To ale znamena, Ze ak je jeho ocakavanie spravne, akcie na ktoré
call opciu vypisuje nemusi vbébec vlastnit - takejto situacii sa hovori "short selling" . To, Ze je
pripustna na mnohych burzéach, je tiez jednym z motivov vypisovania opcii (samozrejme, Ze
vypisovatel musi splnit’ isté podmienky burzy, aby bolo zaruéené, Ze bude schopny splnit svoj
zavazok v pripade vystupania ceny akcie nad dohodnutl expiraénd cenu). Vypisovatel call
opcie tak ziskava prémiu teoreticky bez akejkolvek pociato¢nej investicie. V takej istej situacii
je vypisovatel put opcie v pripade narastu trhovej ceny akcie nad expira¢nu cenu.

Zopakujme faktory, ktoré maju zrejme vplyv na uréenie optimalnej hodnoty ¢i uz call alebo put
opcie:
= stochasti€nost pohybu ceny akcii a s fou suvisiaca
= velkost volatility o,
= dizka asu do expiracie T = T- t,
» momentalna trhova cena akcie S a dohodnuta expiracna cena E,
» moznost bezrizikového zlrocenia prémie na bankovom Ucéte dana




= velkostou spojitého bezrizikového aroku r.

Skuto€ne, vSetky tieto intuitivne vySpecifikované faktory budu vystupovat vo vSeobecne pouzi-
vanych vztahoch ocenovania opcii ziskanych Blackovou-Scholesovou a Mertonovou analyzou.
Predpoklada-me pritom, ze E, T, o, r sa v ¢ase od uzavretia kontraktu po jeho vyprSanie
nemenia. Meni sa vSak t a S. Preto budeme hladat hodnotu finanéného derivatu v zavislosti od
S=0at0dlo, T].

2. ITOOVA VETA

Vratme sa opat k stochastickému diferencidlnemu poctu. Vo vSeobecnosti, stochasticky proces
{x(t), t = 0} sa nazyva Itbov proces , ak

dx = J(x, t)dt + T(x, t)dw (4)

kde W(x,t), o(x,t) su spojité funkcie reprezentujice tendenciu (drift) respektive rozptyl
(disperziu) procesu. V difiznom procese (1) reprezentujicom ¢asovy vyvoj cien akcii, su teda
tendencia p(x,t) =1 X aj rozptyl 6(x,t) = o x dané ako linearne funkcie.

Nech x je Itdov proces dany vztahom (4) a f=f(x,t) nech je funkcia dvoch premennych. Skdsme
najst (nepbjdeme vSak pri tom do vSetkych detailov) ako vyzera jej prvy diferencial. Ak
oznagime dx=x-X, dt=t-t, pomocou Taylorovho rozvoja dostaneme pre prirastok of =
f(x,t) - f(X, t) funkcie f v okoli bodu (X, t) postupne vztahy:

2 2
(dx)? + O gy qr+ L9
9 x? ox ot 29t?

2
:ﬂdx+ﬂdt+1 a f
0X ot 2 0x2
9°f
0x ot

2
6f=ﬂdx+ﬂdt+i o°f
0 X ot 2

(dt)? +...=

(H(x,t) dt +6(x,t) dw)2 +

1 9°%f

+ (m(x,t)dt + T(x, t) dw) dt + EW(olt)2 +..= (5)

2
:ﬂdx+ﬂdt+1 o°f
0 X ot 2 9 x?

2

([E(x.t) dt +T(x, t) dw)? +

f _
#——(f(x,t)dt+ 5.t aw) it + o(a),

kde o(dt) je vyraz, pre ktory plati dIim()% = 0. Kazdy vyraz typu (dt)'*®, kde & > 0 je pevné
t-
Cislo, je vyrazom typu o(dt).

Analyzujme jednotlivé &leny v (5). KedZe dw = € Jdt =€ (dt)*? je

2

aOX;t ((x, t)dt + 5 (x, t)dw)dt vyrazom typu o(dt). Dalej vo vyraze
1 9°%f _2( )(d)2 +2—( )—( )dd +—2( )(d )2 5
2ox2 X, t)lat [(x, tjolx, t)dt dw +3°(x,t) (dw ©)

o(dt) o(dt)



potrebujeme zistit, Somu sa rovna (dw)?. Vieme, 7e dw = ¢ Jat, e = N(O, 1). PretoZe pre
stredné hodnoty E(.) a rozptyl Var(.) nahodnych premennych plati E(€?) - [E(¢)]? = Var(e) =1 a
E(e) = 0, dostaneme 7e E(¢?) = 1 a tiez E(¢? dt) = dt. Odtial a z vlastnosti Var(g?dt) =
(dt)>var(e?) = o(dt) dostaneme, ?e pre dt dostatoéne malé je (dw)®> = &’dt procesom
nadobudajucim svoju strednd hodnotu dt. T.j., Ze plati

(dw)? =dt + o(dt).

2
Vztah (6) sa tak redukuje na %: fzBz(x,t)dt+o(dt).UvaiujL’Jc dt dostato€ne malé, dosta-
X

neme potom z (5) pre prvy diferencial funkcie f(x,t) nasledujlce tvrdenie.

Itbova veta:

Nech f(x, t) je hladka funkcia premennych x a t, pricom
dx = H(x, t)dt + o(x, t)dw

je 1tdov proces. Potom prvy diferencial funkcie f je dany vztahom

2
df =2 ax + ﬂ+162(x,t)af dt.
ax ot 2 ax?

Z predchadzajucej vety teda vyplyva, Ze prirastok funkcie f za dostato€ne maly ¢asovy interval
dt je dany nasledovne:

of af 1 9%f
df = — ((x, t)dt + o(x, t)dw) + | — + =52 (x,t)— |dt =
aX(u(x )dt + G(x, t)dw) [at 50 (x )axzj
of of 1 a°%f of ")
— + (X, t)— + =02(x,t)— |dt + O(X, t)— dw.
(at H( )ax > ( )OXZJ ( )ax

TakZe samotné f, napriklad hodnota opcie, je tiez [tbovym procesom {f(t), t = 0} s tendenciou a
rozptylom ziskanymi pomocou ltbovej vety a neurcitostou toho istého typu ako ma stochasticky
proces x, reprezentujuci napriklad cenu akcie. V nasledujucej kapitole uvidime, ako sa da tento
fakt vyuzit na konStrukciu bezrizikového portfélia obsahujjceho akcie a opcie (alebo inak
povedané na eliminéciu jeho neurcitosti).

3. BLACKOVA — SCHOLESOVA A MERTONOVA ANALYZA

Nech S je proces reprezentujici Casovy vyvoj ceny akcie s navratnostou u a volatilitou o:

dS=puSdt+oSdw, (8)




Nech V(S, t) je optimalna hodnota finanéného derivatu savisiaceho s akciou S. Nebudeme
Specifikovat akého konkrétne (Citatel modze ako priklad uvazovat eurdpsku call opciu
diskutovanu v prvej kapitole), pretoZze analyza, ktord bude nasledovat, ma vSeobecny
charakter. Jednotlivé typy derivatov (call, put opcie a mnohé dalsie) budi spifiat ta istd
parcialnu diferencialnu rovnicu, rozliSené budu prostrednictvom expira énej podmienky , Cize
svojej hodnoty v Ease expiracie.

Z ltbovej vety vyplyva, Ze optiméalne hodnota finanéného derivatu V je tiez difdznym procesom
a zo vztahu (7) dostaneme

2
dv = a_v+usa_v+lozsza—v dt+cSa—VdW. 9)
952 S
%/_/

tendencia - drift rozptylt

Stratégia Blacka a Scholesa je nasledovna: skombinovat dva nahodné procesy (8) a (9) tak,
aby sa podarilo vytvorit bezrizikové portfélio. Takémuto postupu sa vo finanénom inzZinierstve
hovori hedging alebo zaistovanie. Uvazujme portfélio P, ktoré v Case t obsahuje jeden
finanény derivat s hodnotou V a A akcii s hodnotou S. Skiimajme, ako sa zmeni hodnota tohoto
portflia pocas malého Casového kroku dt. Pritom pocet akcii A je kontrolovany drzitefom
portfélia — hedgerom a je pevny v ¢asovom intervale dt. Poznamenajme, Ze A bude v pripade
call a put opcii realne €islo (s absolatnou hodnotou leziacou medzi 0 a 1) vyjadrujuce pomer
poctu akcii k poctu opcii v portféliu pocas ¢asového kroku dt. Hodnota portfélia v ¢ase t je teda
dana vztahom ako

P=V+A S. (20)
Prirastok hodnoty portfélia za maly ¢asovy interval dt sa potom rovna
dP =dV + AdS. (11)

Ak skombinujeme (8), (9) a (11), dostaneme pre narast hodnoty portfolia vztah

2
ap=| 2 vus 6_V+A +102326_V dt+o0S a—V+A dw (12)
at S 2 9S82 0S

Hedger méze eliminovat stochasticku ¢ast vyberom

oV

A= ==
FS

(13)
ov. . P . .. . , . , .
kde —£ je uvaZzované v Case t, t.j. na zaCiatku ¢asového kroku dt. Pri takomto vybere A je

zmena hodnoty portfolia na malom ¢asovom intervale dt deterministicka (neobsahuje Ziadne
stochastické Cleny) a rovna sa



2
ap= |9V 1525297V | (14)
ot 2 9 S?

Na druhej strane arbitrage argument spdsobi, Ze tato bezrizikovd zmena dP musi sa rovnat
prirastku, ktory sa dosiahne zdUro€enim hodnoty P v bankovom depozite za ¢as dt, t.].

dP =r P dt,

kde r je spojity bezrizikovy bankovy arok (konStantny po¢as ¢asového intervalu dt). Plati teda

2
rpdt= |9V 1525297V |y (15)
ot 2 9S?

Ak by prirastok na lavej strane bol nizSii ako prirastok na pravej strane, tak si arbitrager
pozi¢ia v banke hotovost P a kipi za nu portfolio. Po ¢ase dt portfélio preda a splati pozicku.
Zostane mu zisk rovny rozdielu prirastkov. Naopak, ak by prirastok na lavej strane bol vysSi
ako prirastok na pravej strane, arbitrager preda portfélio a prislusna hotovost P vlozi do
banky. Po ¢ase dt peniaze z banky vyberie a so ziskom kupi spat portfélio.

Vyuzijic vztahy (10), (13) a (15) potom dostaneme pre neznamu funkciu V(S, t) Black —
Scholesovu parcialnu diferencialnu rovnicu

2
a_v+rsa_v+l02 Sza_v
ot S 2 0S?
Tato rovnica je zakladnym kamefiom modernej finanénej matematiky. Odvodili sme ju pre
lubovolny ¢as t O [0, T]. Pritom A - pomer poétu akcii k poétu opcii sa meni s éasom podla
vztahu (13). Casovy vyvoj A predstavuje tzv. spojity rehedging portfélia, pomocou ktorého
zabezpedujeme determiniénost jeho vyvoja na nasledujicom malom ¢asovom Useku.

-rv=0. (16)

4. OPCIE VYPLACAJUCE DIVIDENDY

Teraz uvedieme jedno dblezité zovSeobecnenie predchadzajucej analyzy. Nech su akcionarom
vyplacané tzv. spojité dividendy proporcionalne cene akcie. Arbitrage argument spésobi, ze s
vyplatou dividend sa hodnota akcii znizuje. To znamena, Zze musime modifikovat vztah (1) na
tvar

dS=(u-D) Sdt+ oS dw,

kde konsStanta D predstavuje tzv. spojity dividendovy arok. V pripade takejto vyplaty dividend,
akcionar za maly Casovy interval dt ziska vdaka vlastnictvu akcie hodnotu D S dt. Takze, ak
vlastnime A akcii v portféliu P, dostaneme za dt aj hodnotu A D S dt, t. j. rovnica (11) sa zmeni
na

dP=dvV+AdS+ADSdt.
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Rovnakym eliminovanim neurcitosti ako v klasickom Blackovom — Scholesovom postupe
dostaneme vztah

2
ap=|9Y 12520V g0V g
at 2 9S2 S

Pouzitim argumentu arbitrage opat ziskame rovnost

2
6_V+}02526_V_D86_V = r(V-Sa—Vj
at 2 9S2 0S 0S

bezrizikovy prirastok z A-hedgovaného portfolia  bezrizikovy prirastok
z bankového depozitu

Modifikovana Blackova - Scholesova parcidlna difere  ncialna rovnica na urcenie optimal-
nej hodnoty finanéného derivatu na akciu vyplacajucu spojité dividendy mé teda tvar

2
WV L r-pys Y 4 1525290V g (17)
ot S 2 9 S2

5. RIESENIE BLACK — SCHOLESOVEJ ROVNICE V PRIPADE E UROPSKYCH OPCIi

Rovnica (17), a samozrejme i jej Specialny pripad rovnica (16), sa z matematického hladiska
radi medzi difizne parcialne diferencialne rovnice . Hladame jej rieSenie V(S, t) pre S=0 a
t 0 [0, T]. K tomu, aby sme ho nasli jednoznac¢ne, musime pridat tzv. okrajové podmienky v
krajnych bodoch ,priestorovej premennej* S a podmienku na hodnoty finanéného derivatu v
uréitom bode ,¢asovej premennej“ t. My tak urobime pre t = T, t.j zadame hodnotu finanéného
derivatu v ¢ase jeho expiracie. Preto reSpektujic tento finanény kontext budeme hovorit o
expira énej podmienke . Poznamenajme, Ze ak obratime ¢as a do T umiestnime 0, pdjde o
tzv. zaCiatocnu podmienku. Pri takejto transforméacii sa zmeni znamienko pri ¢asovej derivacii
v (17) a dostaneme klasickd doprednu difaznu rovnicu Studovant v mnohych aplikaciach. Tu
vieme rieSit smerom do buddcnosti. Poznamenajme, ze v originalnej formulacii je Black —
Scholesova rovnica (17) spatnou difznou rovnicou . Ak pre fiu teda zadame koncovu
(expiraénu) podmienku, je vSetko v poriadku, Uloha je dobre postavena a ma jediné rieSenie.
Okrajové podmienky pre difuzne parcialne diferencialne rovnice mavaju rézny tvar, v naSom
pripade uréime hodnoty V pre cenu akcie S rovnu nule a pre S nadobudajuce velké hodnoty.

Expira €na a okrajové podmienky pre europsku call opciu:
Je zrejmé, Ze pre call opciu plati:

Ak S < E v Case expiracie = Ve(S,T) = 0, t.j. ak trhova cena S je v Case expiracie nizSia
nanajvys rovna expiraénej cene E, vlastnik svoje pravo na kilpu neuplatni a ma pre neho teda
nulovi hodnotu.

Ak S > E v ¢ase expiracie = V(S,T) = S — E, t.j. naopak, ak trhova cena S je v ¢ase expiracie
vySSia ako expiracna cena E je profit vlastnika call opcie rovny ich rozdielu.

Takze expira €nl podmienku pre call opciu  mo6Zzme zapisat v tvare

11



Veo(S, T) =max(0, S - E). (18)
Funkcia Ve(S, T) dan4 vztahom (18) sa nazyva vnutornou hodnotou call opcie (intrinsic value)

alebo call-payoff diagram (vid nasledujlci obrazok).

Vec A

45°

v

Okrajové podmienky pre call opciu:

Ak S = 0 v nejakom ¢ase t, tak z rovnice (1) i (17) vyplyva, Ze S zostane nulova aj v dalSom
¢asovom priebehu, opcia bude expirovat ako bezcenna a teda je pre vlastnika nevyhnutne
bezcenna uz v ¢ase t. Takze

Vee(0,1) =0 pret O[O0, T], (19)

A taku istl podmienku dostaneme | pre call opciu Vecq Vyplacajicu spoijité dividendy.
Ak S - o, t.j. cena akcie stupa nad vSetky ohrani¢enia, potom cena opcie je blizka cene akcie
zredukovanej o prijmy z dividend (az do €asu expiracie akciu nevlastnime), t..

Veed(S, 1) » SePTV_E pre S - oo, pret 0[O, T] (20)
A pre D = 0 sa tato podmienka zjednodusi na tvar

Vee(S, 1) - S—E pre S - o, pret ][0, T]

Rovnica (17) spolu s podmienkami (18) - (20) sa da explicitne riedi t (pozri napr. [WDH], [S]).
Jej rieSenie ma tvar :

Veed(S, t) = e PT-VSN(d,) - E e "(T-Y N(dy), (21)
kde
2
|n[§j +[r-D+ ‘;](T-t)
d, = , d, =d;, - o+T - t,
! 0\/T -t 2 !
a
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X2

;n -Jie_2 dx

N(u) =

&I

je distribuéna funkcia normalneho rozdelenia pravdepodobnosti N(0,1). RieSenie (21) pri D=0 je
zname ako Blackova - Scholesova formula (funkcia)  ocenovania opcii. Pre Gplnost ju tiez
uvadzame:

Vee(S, 1) = SN(dy) - E e "(T"Y N(dy), (21b)

Priklad 2.
Najdime optimalnu hodnotu eurépskej call opcie na akciu spolo¢nosti DEC ak

expira¢na cena E = $60,
momentalna trhova cena S = $58.5,

¢as do expiracie T=T-t=0.3roka,
volatilita akcie o= 0.29 (29 %),
bezrizikova urokova miera r=0.04 (4 %).

Na rieSenie vyuzijeme balik optvalue.m dodavany k systému Mathematica spolu s knihou [V].
S pomocou systému Mathematica zistime, Ze optimalna hodnota opcie je $3.34886. Ziskame ju
volanim funkcie

BlackScholes[S, E, a,r, 1],

ktora sa nachadza v spominanom baliku a predstavuje vlastne implementéaciu vztahu (21b).
Dalej nakreslime payoff diagram tejto call opcie, niekolko &asovych rezov Black-Scholesovej
funkcie (v Gasovych okamihoch 0.9, 0.7, 0.5, 0.3, 0.1 roka do expiracie) ako aj 3D graf
Blackovej - Scholesovej formule ako funkcie ceny akcie S a €asu do expiracie 1. Bunky
systému Mathematica, v ktorych su grafy ¢asovych rezov je mozné oznacit a potom zanimovat.
Animacia nam da dobry obraz o ¢asovom priebehu hodnoty opcie.

<<options\optvalue.m

BlackScholes[58.5,60,0.29,0.04,0.3]

3.34886

| Plot[CallPayoff[S,60],{S,0,120},PlotStyle->Thickness[0.01]];
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Do[Plot[BlackScholes[S,60,0.29,0.04,tau],{S,40,80},PlotRange->{{40,80},{0,20}},
PlotStyle - Thickness[0.01]],{tau,0.9,0.1,-0.2}]
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45 50 55 60 65 70 75 80

| Plot3D[BlackScholes[S,60,0.29,0.04,tau],{S,40,80},{tau,0.001,0.5}];

Plot[Evaluate[Flatten[{ CallPayoff[S, 60], Table[ BlackScholes[S, 60, 0.29, 0.04, tau], {tau, 0.9,
0.1, -0.2}]}1, {S., 40, 80}, PlotRange->{{40, 80}, {0, 20}},PlotStyle->Thickness[0.005]];

20
17.5
15
12.5
10
T.5
5
Z.5
o

45 50 55 @0 65 70 75 80
Obr. 1

Na obrazku 1 sme zobrazili su¢asne viac grafov, payoff diagram a vySSie uvedené Casové rezy.
Vidime, ze v pripade call opcie na akciu nevyplacajucu dividendy su vSetky rezy nad payoff
diagramom.
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Expira €na podmienka a okrajové podmienky pre eurdpsku put opciu:

Je zrejmé, Ze pre put opciu plati:

Ak S < E v Case expiracie = V¢p(S,T) = E - S, t.). ak je trhova cena akcie S v ¢ase expiracie
nizSia ako dohodnuta expiracna cena E je profit vlastnika opcie rovny ich rozdielu.

Ak S = E v Case expiracie = V¢,(S,T) = 0, t.j. naopak, ak je trhova cena akcie S vySSia
nanajvys rovna expiracnej cene E, vlastnik pravo na predaj za E neuplatni a teda opcia ma pre
neho nulovd hodnotu.

TakZe expira €nd podmienku pre put opciu  mdzme zapisat v tvare

Vep(S, T) = max(E - S, 0) (22)

Funkcia Veo(S, T) dana vztahom (22) sa nazyva vnutornou hodnotou put opcie alebo put-
payoff diagram.

Vep

45°

Okrajové podmienky pre put opciu  vyzeraju nasledovne:
Vep(0, t) = Ee TV pret O[O0, T] (23)
T.j. ak v nejakom ¢ase t hodnota akcie S klesne na nulu, vdaka vztahu (8) ¢i (17) bude nulova
az do expiracie a teda vlastnik put opcie ma zaruéenu hotovost E o ¢as T-t. Tato hotovost ma
v Case t pre neho hodnotu danu vztahom (23).
V pripade, Ze cena akcie stlpa nad vSetky medze, hodnota put opcie sa zrejme blizi k nule, t.j.
Vep(S, 1) - 0 pre S - o, t [0, T] (24)

Uvazujme najskér opcie na akciu nevyplacajucu dividendy, t.j. nech D=0. Potom explicitné
rieSenie problému eurdpskej put opcie  sa da najst v tvare

VeP(S’ t) = Vec(S, t) -S+Ee™ (T-1)

VyuZije sa pri tom princip nazyvany put - call parita spocivajaci v nasledujicom triku.
Skonstruujme portfélio P v ktorom sa nachadza:
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1 akcia, 1 put opcia, 1 vypisana call opcia
(long one asset, long one put, short one call)

Hodnota takéhoto portfélia P v Case expiracie T pri lubovolnej cene akcie S je rovna
P(T) =S + max(E - S, 0) - max(S - E, 0),

t..
P(T)=S+E-S-0 =E preS<E
P(T)=S+0-(S-E)=E  preS=E.

TakZze za kazdych okolnosti (pri flubovolnej cene akcie) je v ¢ase T zaruéené, ze hodnota port-
félia bude rovna E. Jeho hodnota v ¢ase t musi teda byt

P(t) = Ee™™, (25)
¢o je hodnota, ktora pri bezrizikovom Urokovani narastie za ¢as T-t na hodnotu E, pretoze

P(t) e -y — Ee —r(T-t) e r(T-1 — E.
Na druhej strane, hodnota portfélia P v Ease t pri lubovolnej cene akcie S sa rovna

P(t) =S + Vep(Sit) - Vec(Sib). (26)
Porovnanim vztahov (24) a (25) dostaneme (23).

S vyuzitim vztahu (23) nadefinujme v systéme Mathematica novu funkciu na vypocet hodnoty
eurépskej put opcie a vypocitajme jej hodnotu pri parametroch z prikladu 2.

EuropeanPut[S_,E_,sigma_,r_,tau_]:=BlackScholes[S,E,sigma,r,tau] - S +
E*Expl[-r*tau]

EuropeanPut[58.5,60,0.29,0.04,0.3]

4.13317

Dalej si nakreslime 3D grafy (pri roznych parametroch o a r) a niekolko &asovych rezov funkcie
Vep(S,1):

|PIot3D[EuropeanPut[S,60.,0.29,0.04,tau], {S,20,100}, {tau,0.001,1}];
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Do[Plot[{PutPayoff[S,60], EuropeanPut[S,60,0.4,0.15,taul},{S,20,100},
PlotRange->{{20,100},{0,40}}, PlotStyle->Thickness[0.01]],{tau,1.1,0.2,-0.3}]

40 40
35 35
30 30
Z5 Z5
Z0 Z0
15 15
10 10
] ]
0 0
30 40 50 &0 70 80 20100 30 40 50 &0 70 80 20100
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Obr. 2

Z obrazka 2 je vidiet, Ze v kazdom €asovom reze t pred expiraciou existuje cena akcie S, taka,
Ze funkcia V¢, pre S<S, nadobuda menSie hodnoty ako put-payoff diagram. Tohto faktu sa
blizSie dotkneme o chvilu pri diskusii o americkych opciach.

Zadefinujme teraz vlastna uzivatelska funkciu EuropeanCall poéitajicu hodnotu eurépskej call
opcie na akciu vyplacajucu spojité dividendy,t.j. vztah (21) prenesieme do jazyka systému
Mathematica. Vyuzijeme pritom vyjadrenie pre (kumulativnu) distribuéna funkciu normalneho
rozdelenia pravdepodobnosti N(0,1) pomocou takzvanej error funkcie, nachadzajlcej sa v jadre
systému Mathematica.

<<statisti\continuo.m

??CDF

CDF/distribution, x]  gives the cumulative distribution function of distribution at the point x,
defined as the integral of the probability density of the distribution from the lowest value in the
domain to x.

|CDF[NormaIDistribution[O,l],u]

Pomocou predchadzajucich dvoch viacmenej pre nas informaénych prikazov sme zistili, ze v
baliku statisti\continuo.m sa nachadzaju kumulativne distribu¢né funkcie réznych rozdeleni
pravdepodobnosti a teda aj normalneho rozdelenia N(0,1). Mohli by sme ju wvyuzit pri
implementécii vztahu (21). Ak sa chceme vyhnut pouzitiu balika, mézme postupovat inak.
Zadefinujeme vlastni funkciu N zo vztahu (21), ktord nazveme NormalCDF. Potom pomocou
nej definujeme funkciu na vypocet Veq SO zahrnutim dividendového Groku D. Overime, ¢i naSa
definicia suhlasi s pévodnou Black-Scholesovou funkciou pri D = O:

NormalCDF[u_]:=0.5+0.5*Erf[u/Sqrt[2]]

EuropeanCall[S_,E_,sigma_,r_,D_,tau_]:=Module[{d1,d2},
d1=(Log[S/E]+(r-D+sigma”2/2)*tau)/(sigma*Sqrt[tau]);
d2=d1-sigma*Sqrt[tau];
Return[Exp[-D*tau]*S*NormalCDF[d1]-E*Exp[-r*tau]*NormalCDF[d2]]]
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EuropeanCall[58.5,60,0.29,0.04,0,0.3]

3.34886

Je zrejmé, Ze hodnota call opcie s nenulovym dividendovym Grokom (10%) je nizSia:

EuropeanCall[58.5,60,0.29,0.04,0.1,0.3]

2.55205

Nakreslime niekolko ¢asovych rezov rieSenia spolu s call-payoff diagramom:

Do[Plot[{CallPayoff[S,60], EuropeancCall[S,60,0.4,0.04,0.2,tau]},{S,20,100},
PlotRange->{{20,100},{0,40}}, PlotStyle->Thickness[0.01]],{tau,1.1,0.2,-0.3}]
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Obrazok 3

Opat si vSimnime na obrazku 3, Ze v kazdom ¢asovom reze t pred expiraciou existuje cena
akcie S, taka, ze funkcia Ve pre S=S, nadobuda mensie hodnoty ako call-payoff diagram. To
podobne ako v pripade put opcii indikuje, Ze mbéze nastat’ situacia ked hodnota opcie klesne
pod svoju expira¢nd hodnotu. Pre drzitela opcie by teda bolo vyhodné opciu uplatnit prave v
takejto situacii, nema zmysel ju nadalej vlastnit a znizovat tak jej hodnotu. Takato moznost sa
ponuka v pripade tzv. americkych opcii.
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