CASOVE RADY A ICH DEKOMPOZICIA

Casovy rad tvoria hodnoty, ktoré su zhromaZdované, zaznamenavané alebo
pozorované postupne v Case (t. j. su chronologicky usporiadané v €ase). To ale
neznamend, Ze €as je jedina nezavisle premennd, od ktorej hodnoty ¢asového radu
zavisia. Vysvetlujucou premennou (t.j. premennou, ktorej zmeny ovplyviuja chovanie
¢asoveho radu) mézu byt (a vacsinou aj byvaju) aj iné hodnoty. Napr. ako ¢asovy rad
moéZeme sledovat ceny pohonnych hmoét. Zarover vS8ak mdéZzeme ceny pohonnych hmét
brat ako wvysvetflujicu premennu pre casovy rad, ktory tvoria pocty
novozaregistrovanych osobnych &ut. Tieto hodnoty m6Zzeme zase povaZovat za
vysvetlujicu premennu pre ¢asovy rad, ktory tvori po€et dopravnych nehdd a pod.
Analyza ¢asovych radov je hodnotnym zdrojom informécii o priebehu skimaného javu
a Casto poskytuje zaklad pre uspeSnu prognézu..

Ako priklad uvedieme niektoré veli€iny, ktoré mézeme analyzovat pomocou ¢asovych
radov v r6znych oblastiach.

Hydrologia:

* priemerné mesacné, resp. rocné prietoky
= vySka hladiny podzemnej vody

*  mnozstvo zrazok

» teplota vody a pod.

Financie:

= zdanitelny a Cisty zisk
* vynosy investicii

= zisk na jednu akciu

» vyplatené dividendy

» Urokova miera a pod.

Geodézia:

» dlhodobé merania GPS v sieti permanentnych stanic
» slapové efekty



= geocentrické suradnice permanentnych stanic a pod.

Personalistika:

» pocet zamestnancov

»= pocet dni PN

= priemerna hodinova mzda

» pocet absencii

= pocet ludi, ktori odisli z firmy a pod.

Vypo €tové stredisko:

= pocet uzivatefov centralnych (vykonnych) pocitacov

= pocet spotrebovanych hodin CPU

= percento zamestnancov aktivne pracujacich s osobnymi pocitaémi
» né&klady na transakciu

= pocet oneskorenych alebo nepresnych hlaseni a pod.

Ako uz bolo povedané, ¢asovy rad tvoria hodnoty, ktoré st zaznamenavané postupne
v ase (t. j. sU chronologicky usporiadané v ¢ase). Interval medzi jednotlivymi
pozorovaniami pritom nemusi byt vo vSeobecnosti rovnaky. My vSak budeme
predpokladat, Ze ¢asovy interval medzi jednotlivymi pozorovaniami je konStantny, t. j.
budeme uvaZzovat diskrétny ¢asovy rad s ekvidistantnym ¢asovym krokom.

Diskrétny casovy rad tvori usporiadand mnozina dat (X, ..., X, .), ziskanych
v rovnakom ¢asovom intervale (sekunda, hodina, denr, ...). Budeme predpokladat, ze x;
je realne C¢islo. Hlavnou ulohou analyzy ¢€asovych radov je pochopit zakladny
mechanizmus, podla ktorého sU generované pozorované Udaje a potom (podla
mozZnosti) predpovedat budice hodnoty.

Predpokladajme, Ze generujaci mechanizmus je nahodny. Teda ¢asovy rad (Xi, ...,
Xn,..) Je jednou realiziciou stochastického procesu (Xi, ..., X, ), kde kazda X; je
nahodna premenna so svojim rozdelenim pravdepodobnosti a x; je jedna hodnota tejto
nahodnej premennej. Celkovy poéet hodnét v asovom rade nazyvame dizka éasového
radu a budeme ju oznacovat n.

Ak v Case t sledujeme hodnotu iba jedného znaku, (Xi, ..., X, .), takyto ¢asovy rad
nazyvame jednorozmerny c¢asovy rad. Ak v case t sledujeme sucasne hodnotu
viacerych (napr. k > 1) parametrov, dostavame ¢asovy rad, ktorého prvky su k-
rozmerné vektory. Vtedy hovorime o mnohorozmernom ¢asovom rade.

Kazdy stochasticky proces {X;, t = 0} m6Zeme opisat pomocou jeho charakteristik:

Stredna hodnota: b, =E(X,)

Rozptyl (druhy centralny moment): Gtz = D(Xt) = E(Xt - ut)z
Sikmost (treti centralny moment): ug:-;) = E(Xt - pt)3

Spicatost (3tvrty centralny moment): ug“) = E(Xt - pt)4
Kovarian¢né funkcia : y(r,s) = E[(Xr — My )(XS - us)]



COV(erxs)

JD(X, )yD(Xs)

Specialnym pripadom stochastickych procesov sl stacionarne stochastické procesy.
Stochasticky proces {X;, t = 0} je striktne stacionarny, ak sa jeho Statistické vlastnosti v
¢ase nemenia (t. j. rozdelenia pravdepodobnosti su invariantné v ¢ase).

PretoZe striktnd stacionarita sa v praxi velmi tazko overuje, vystaime so slabou
stacionaritou.

Hovorime, Ze stochasticky proces {X;, t = 0} je slabo (kovarianéne) stacionérny, ak:
1. we=EX)=n, 0% = D(Xy) =E(X; - i )* = &° pre t=1,..,n
2. y(s, ) = cov(Xs, X) = E[(Xs - Hs)(Xr - W] je len funkciou (s —r), t. j. z4visi len od
toho, ako su od seba Xs, X, v ¢ase vzdialené a nie od toho, na akom Useku
Casovej osi sa nachadzaju.
Rozdiel s — r nazyvame posunutie a budeme ho oznacovat k.

Casovy rad ako jedna realizacia stochastického procesu {X;, t = 0} je teda slabo
(kovarian €ne) stacionarny , ak zakladné Statistické charakteristiky (stredna hodnota a
rozptyl) ostanu konStantné v priebehu celého ¢asového radu. Stacionarny ¢asovy rad
je rovnomerne vyvazeny (t. j. s konStantnym rozptylom) okolo konStantnej arovne (t. j.
ma konStantna strednd hodnotu), pri€om zavislost (korelacia) medzi jeho dvoma
lubovolnymi pozorovaniami zavisi len od ich vzdjomnej ¢asovej vzdialenosti (t. j. len na
pocte Casovych Usekov k, ktoré medzi nimi lezia), a nie na ich skuto¢nej polohe v
¢asovom rade (t. j. nat).

Stacionarne ¢asové rady mdzeme charakterizovat pomocou nasledujucich vyberovych
charakteristik:

Korelagna funkcia: o(r,s)=

n

Vyberovy priemer (odhad strednej hodnoty): X = Eth

=
Vyberovy rozptyl (odhad disperzie ¢?): 82 = lZ(xt —Y)Z

Niz1

18 (% -X )
Vyberova Sikmost (odhad Sikmosti u®): E==>1 71 j

nS\L S

18 x, -x )\
Vyberova 3picatost (odhad 3picatosti u): K =—Z( t j

n\ S
Vyberovéa autokovarian¢na funkcia: v(K) = cov(X;, Xix)

Jednou 3pecifickou &rtou €asovych radov je autokorelacia - kazdé pozorovanie je
Statisticky zavislé na predchadzajucom, resp. predchadzajucich pozorovaniach. Preto
sa Casovy rad analyzuje omnoho taZSie nez bezny regresny model, v ktorom su

jednotlivé pozorovania navzajom nezavislé.

Korelacia medzi ¢lenmi ¢asového radu posunutymi o k ¢asovych jednotiek (medzi X; a
Xi+k) Sa nazyva autokorelécia k-teho stup fa. Korelacia medzi vedfla sebou leZiacimi
¢lenmi (v Case t a t+1) sa nazyva autokorelécia prvého stup na. Autokorelacia méze
byt zaporna, kladna alebo nulova. V pripade kladnej autokorelacie mézeme pri kladnej



hodnote v Case t predpokladat, Ze aj hodnota v Case t+1 bude s vysokou
pravdepodobnostou kladna. V pripade zapornej autokorelacie maju hodnoty tendenciu
menit znamienka (t. j. po kladnych hodnotach nasleduju s vysokou pravdepodobnostou
zaporné a naopak). Autokorela ény koeficient prvého stup na p; odhadujeme
pomocou vyberového autokorelaCného koeficienta ry, ktory pocitame podla vzorca:

n-1 _ _
(¢ - x) (ko - %)
_ t=1

= N _2
Z(Xt - X)
t=1

kde:
X aritmeticky priemer hodnét ¢asového radu

Xt pozorovanie v Case t
Xt+1 ~ pOzorovanie v Case t+1.

Autokorela €ny koeficient k-teho stup na px (t. j. medzi X; a X; + « ) odhadujeme
pomocou vyberového autokorelaCného koeficienta ry, ktory po€itame podfa vzorca:

(Xt ';)(Xt+k ';)
i(xt - ;)2

t=1
Hodnota vyberového autokorelaéného koeficienta ry pre fubovolné k = 0 je z intervalu
<-1,1>. Ked je Orgd = 0.5, hovorime o silnej korelacii; pre 0 <Or[d< 0.5 o slabej korelacii
a pre ry = 0 0 nekorelovanych veli¢inach.

Grafické zobrazenie autokorelacnych koeficientov pre rézne k od 1 az po L (kde L <
n/2) sa nazyva korelogram .

O tom, ¢i je autokorelacny koeficient p; Statisticky vyznamne rdézny od 0, sa

presved¢ime testovanim hypotézy o nulovosti autokorelacného koeficienta p;:
H0:p1:O H1:p1 z0.

Podla tejto hypotézy mbézeme na Specifikovanej hladine vyznamnosti povazovat

autokorelagny koeficient p; za nulovy, ak hodnota r; padne do intervalu:

=
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—
1
-

<- L +Zs

vn'Vn
kde

z - je kriticka hodnota normovaného normalneho rozdelenia pre danu hladinu
vyznamnosti

n - je pocet pozorovani v danom ¢asovom rade.



Vlastnosti y(k) a ry.

l.pg=1
2. | v(k) | = ¥(0); Inl=<1
3. 9(K) = (K); ho=rx VkeZ

DEKOMPOZICIA CASOVEHO RADU

Casové rady mdzu byt rozloZené na niekolko zloZiek. S to:

trend: T
sezbénna zlozka: S
cyklick& zlozka: C
rezidualna (ndhodnd) zlozka: e.

Vykonanie rozkladu (dekompozicia ) ¢asového radu na tieto zloZky je motivované
nadejou, Ze v jednotlivych zlozkach rozkladu sa fahSie podari identifikovat pravidelné
spravanie radu ako v pévodnom nerozloZzenom rade.

Trend zachycuje dlhodobé zmeny v priemernom spravani sa ¢asového radu (napr.
dlhodoby rast alebo dlhodoby pokles). Trendova zlozka obvykle vznika ako doésledok
pdsobenia sil, ktoré systematicky pdsobia v rovnakom smere.

Sezonna zloZzka opisuje periodické zmeny v ¢asovom rade, ktorych periéda sa rovna
urcitej Standardnej jednotke Casu (tyZden, mesiac, rok a pod.) alebo jej konStantnému
nasobku. Sezdnna zloZka teda zachycuje zmeny, ktoré sa pravidelne opakuju rok ¢o
rok. Rozbor eliminovanej sezénnej zlozky mdze podstatne rozSirit naSe vedomosti o
zakonitostiach spravania urcitého javu a prispiet ku konStrukcii dokonalejSich
predpovedi u uvaZovaného &asového radu. Dalsim déleZzitym cielom je tieZ ziskanie
sezdénne ocisteného ¢asového radu, z ktorého bola sezénna zloZka odstranena alebo
aspon potla¢ena na maximalne moznu mieru. Sezonne ocisteny ¢asovy rad zbaveny
sezonnych a n&hodnych fluktuacii umoznuje efektivnejSie Stadium dlhodobych
tendencii, ktorym je priebeh ¢asového radu podriadeny. Napr. pre mesacné casové
rady sezénna zlozka vyjadruje zmeny radu, ktoré sa pravidelne opakuju v jednotlivych
mesiacoch (pre Casovy rad, obsahujuci pocet predanych kusov zimného oblecenia
budu zrejme hodnoty na jar a v lete vyrazne nizSie ako na jesef a v zime pravidelne
kazdy rok). Sezénna zlozka mbdze zachycovat aj mnohé nepravidelnosti, napr. sviatky,
réznu dizku mesiacov a pod.

Cyklickd zlozka je periodicka zloZka, ktorej peribda nezodpoveda kalendarnym
jednotkam. Odhad jej periody m6ze byt niekedy velmi tazky (pouzivaja sa pri tom napr.
metody spektrélnej analyzy). Ide vlastne o fluktuéciu okolo trendu, v ktorej sa strieda
faza rastu s fazou poklesu. Typickym prikladom cyklickej zloZky je ekonomicky cyklus
(business cycle), ktory charakterizuje rast a potom pokles ekonomickej aktivity. Jeho
perioda sa pohybuje v rozmedzi od 5 do 7 rokov. Cyklickd zloZzka mbze mat svoje
pri€¢iny aj mimo ekonomickl oblast. Napr. cyklické zmeny v klime spdsobuju cyklické
vykyvy v polnohospodarskej produkcii, cyklické zmeny v mode zase vyvolavaju
cyklické zmeny v odbyte réznych odvetvi odevného priemyslu. Eliminacia cyklickej
zloZzky je zlozita jednak z vecnych dovodov, pretoze je niekedy tazké najst priciny
veduce k jej vzniku, ale aj z vypoctovych dovodov, pretoZze charakter tejto veli€iny sa
moZe v Case vyrazne menit.



Rezidualna zloZzka je zlozka, ktora ostane v ¢asovom rade po odstraneni trendu,
sezonnej a cyklickej zlozky. Je tvorena nahodnymi pohybmi (fluktuaciami) v priebehu
¢asového radu, ktoré nemaju (rozpoznatelny) systematicky charakter. Preto sa uz
nepocita medzi predchadzajuce tzv. systematické zlozky ¢asového radu. Pokryva tiez
chyby v merani udajov, ktoré tvoria asovy rad. Obvykle sa predpoklada, Ze rezidualna
zloZka je biely Sum - nekorelované ndhodné veli€iny s nulovou strednou hodnotou.
Casovy rad si na zaklade predchadzajuceho vykladu méZzeme predstavit ako trend, na
ktory su “nabalené” periodické zlozky (sezonna a cyklickd) a biely Sum. Oznaéme x
hodnoty ¢asového radu. Vlastny rozklad méze byt dvojakého druhu:

Aditivna dekompozicia:
x=T+S+C+e.

Pri aditivnej dekompozicii su jednotlivé zloZky uvaZzované vo svojich skuto€nych
absolutnych hodnotach a st merané v jednotkach ¢asového radu x.

Multiplikativna dekompozicia:

Xx=T.S.C.e.

Pri tejto dekompozicii je vacsSinou len trend uvaZzovany vo svojej absolutnej hodnote a
teda je merany v jednotkach asového radu Y. Ostatné zloZzky su uvazované v
relativnych hodnotach voci trendu a su teda bezrozmerné.
Casové rady spravidla obsahuju rezidualnu zlozku. Okrem nej moZu (ale nemusia)
obsahovat aj jednu, dve alebo vSetky tri ostatné zlozky.
Casovy rad moéZeme na jednotlivé zlozky rozloZit viacerymi spdsobmi. Jednou z
najcastejSie pouzivanych (aj najznamejSich) metdd je rozklad ¢asového radu pomocou
mnohorozmernej regresie. Dalej méZeme pouZivat kizavé priemery, exponenciélne
vyrovnavanie a pod.
NajéastejSie pouzivaneé typy trendu su:

KonStantny trend: Tt = Bo, t=1,...,n.
KonsStantny trend pouzivame, ak X1 - X¢ = 0.

Linearny trend Ti=Bo+PB1t, t=1,...,n.
kde koeficienty Bo, B1 odhadneme pouZitim linearnej regresie. Linearny trend
pouzivame, ak su prvé diferencie, t. j. Xu1 - X, priblizne konStantné.

Kvadraticky trend Te=PBo+Prt+Pat? t=1, .., n.
Koeficienty Bo , B1 , B2 opat odhadneme pomocou linearnej regresie. Kvadraticky trend
pouzivame, ak su druhé diferencie, t. j. Xu2 - 2 X1 + X priblizne konStantné.

Exponencialny trend Ti= aft, t=1,...,n, B>0.
Tento typ trendu sa pouziva na opisanie modelu rastu novych produktov, spolo¢nosti

alebo priemyslu. Zivotny cyklus typicky pre novy produkt, spoloénost alebo priemysel je
nasledovny:
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Ak je a > 0, potom pre B > 1 dochadza k rastu, zatial ¢o pre 0 < 3 < 1 nastava pokles.
Parametre a a [ odhadneme pomocou nelinearnej regresie. Exponencialny trend
pouzivame, ak su podiely po sebe iducich ¢lenov ¢asového radu X1 / X priblizne
konstantné.

Logisticky trend Ti= Lt t=1,...,n,>0,y>0,
1+a.p

50 1o0 150 200

Kritérium pre jeho pouZitie je, aby podiely (1/Xu2 - 1/Xw1) / (1UX1 - 1/%;) boli priblizne
konstantné.

Pre elimindciu sezoénnej zloZky sa v aditivnom modeli ¢asto pouZivaju regresné
metody zaloZené na tedrii linedarneho regresného modelu. Pouziva sa pri tom metoda
kvalitativnych premennych. Ak na kazdy rok pripadne L pozorovani (sezén)
prislusného casového radu (napr. pri mesacnych ¢€asovych radoch L = 12, pri
kvartalnych L = 4), potom pri tejto metdde vyjadrujeme sezénnu zloZzku v tvare:

St=02 Y+ 03 Y+ ... +0L Yt

kde Yz, Ya, ..., YL sUO kvalitativne premenné , ktoré su definované nasledujiucim
spbsobom:



1 ak ¢astodpovedé (i-1) - vému obdobiu v roku
Yit= . .
0 v inom obdobi v roku

prei=2,3, .., L.

Z regresnych odhadov parametrov ay, ds, ..., o sa lahko ur€ia sezonne faktory. Velmi
Casto sa tiez zaroven odhaduje aj priebeh trendu (ak je linearny z hladiska
odhadovanych parametrov).

In4 regresna metdda pre eliminaciu sezénnej zlozky je zaloZzend na tom, Ze sa tato
zlozku snazime odhadnut pomocou vhodne zvolenej matematickej funkcie.
Najéastejsie sa pouZivaju goniometrické funkcie s dizkou periddy L: sin(2 1tt/L), cos(2 Tt
t/L). Ked predpokladame linearny trend, méze mat model napr. tvar:

Xt = Bo + Bt + Bz sin(2 tt/L) + B3 cos(2 Ttt/L)+ e .

BeZne pouzivané dekompozi¢éné metédy klada déraz predovSetkym na pracu so
systematickymi zlozkami €¢asového radu (t. j. trend, sezénna a cyklicka zlozka), My
v8ak budeme uvazovat aj rezidualnu zlozku, ktora moéze byt tvorena korelovanymi
(navzajom zavislymi) pozorovaniami.

Autokorelacné koeficienty, pocitané pre rézne hodnoty k, pomézu najst odpoved na
nasledujuce otazky:

= su data nahodné

* maju tieto data nekonsStantny trend (teda su nestacionarne)

= suU data sezbnne.

Ak je ¢asovy rad nahodny, korelacia medzi X; a Xk, [k = 1 sa rovna 0, to znamena, Ze
odpovedajuce hodnoty asového radu nie s navzajom korelované.

Ak ma Casovy rad nekonStantny trend, s X; a Xwu1 vysoko korelované; vyberové
autokorelac¢né koeficienty su Statisticky vyznamne r6zne od nuly pre niekolko prvych k
a potom pomaly klesaju k nule s rastucim k. Autokorelacny koeficient prvého stupna je
v tomto pripade najvacsi a pomerne velky je aj autokorelacny koeficient druhého
stupna.

Ak ma casovy rad sezonny charakter, ako Statisticky vyznamné sa ukazuju
autokorelacné koeficienty pre nasobky k = L (kde L je peridda sezénnej zlozky).

Pokial by sme zistili, Ze ani jeden autokorelacny koeficient neméZeme povaZovat za
Statisticky vyznamne rdozny od nuly, znamena to, Ze mame reziduélny ¢asovy rad
zloZeny z nekorelovanych nahodnych veliin.



