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Abstrakt

V tejto prici sa zaoberdme filtrdciou SAR obrazkov pomocou Statistiky. V prve;j
Casti je popisany vznik Sumu spekl v SAR snimkach a vysvetlujeme, ako a preco tento
sum vznika. Dalej praca popisuje rozdiel medzi amplitidovymi a intenzitovymi
snimkami, vlastnosti Rayleigho rozdelenia pre amplitidové obrazky a zdkladné
Statistické modely pre aditivny a multiplikativny Sum. Prva Cast’ priblizuje a porovnava
Leeho zdkladny filter, Leeho iterativny filter, SRAD a jeho modifikdciu. Ndasledne
v druhej casti prace tieto filtre aplikujeme a vyhodnocujeme vysledky filtricie.
Numerické experimenty su robené na redlnych datach Bratislavy. Programy su
implementované v programovacom jazyku C.

Kracové slova: SAR snimka, Sum spekl, Leeho filter, anizotropnd diftizia, model pre
multiplikativny Sum

Abstract

In this thesis we deal with SAR filtering by means of statistics. The first part
of the thesis describes the formation of speckle noise in SAR images and explains
how and why this noise arises. Furthermore, the work describes the difference
between amplitude and intensity images, Rayleigh distribution for amplitude images
and basic statistical models for additive and multiplicative noise. The first part of the
thesis describes and compares the Lee filter, iterative Lee filter, SRAD and its
modification. In the second part of the thesis we apply these filters and discuss the
filtration results. Numerical experiments are performed on the real data of Bratislava.
Programs are implemented in programming language C.

Keywords: SAR image, speckle noise, Lee filter, anisotropic diffusion,
multiplicative noise model
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1  Uvod

Tato diplomova praca sa zaoberd vznikom a spracovanim SAR obrézkov. SAR
obrazky su radarové snimky, ktoré vytvoril radar s umelo predizenou apretirou a st
charakteristické tym, Ze obsahuju Sum nazyvany spekl. V praci popisujeme, ako a preco
vlastne tento Sum vznikad. Pre nasledné spracovanie obrazu je potrebné Sum odstranit’,
na ¢o pouzivame rozne filtre, napriklad Leeho filter ¢i SRAD (a r6zne ich modifikécie).
V ramci diplomovej prace sme tieto filtre porovnavali. Spracovanie takychto snimok
moze mat’ vyuzitie v kartografii, geodézii ¢i pol'nohospodarstve.

V prilohe na konci prace prikladame CD s dvomi programami, ktoré sme v rdmci
praktickej Casti prace napisali v programovacom jazyku C, ato SRAD podla Yu
a Actona s pouzitim diferen¢nej a explicitnej schémy.

Ako vstupné data programov sme pouzivali realne data Bratislavy a okolia,
ziskané pomocou radaru Eurdpskej vesmirnej agentdry ESA v roku 2008. Na pracu
S tymito datami sme vyuzivali program SNAP.

KedZe na zistenie Statistickych vlastnosti s najvhodnejSie vacSie oblasti
srovnym a hladkym povrchom, zaujimali nas hlavne Casti, kde sa nachadza hladina
vody. To bol v nasom pripade Dunaj, konkrétne vacsinu numerickych experimentov
sme skusali na oblasti Bratislavského pristavu.

Ciel'om tejto prace bolo zhrnut’, aké filtre sa pouzivaju na odstranenie Sumu spekl,
aplikovat’ vybrané filtre na realne snimky a porovnat’ ich vysledky.

Obr. 1.1: Zékladné data, snimka Bratislavy (misia TSX,11.11.2008).



2 Vznik SAR obrazkov a Sumu spekl

Radar (Radio Detection And Ranging) je zariadenie, pomocou ktorého vieme
detekovat’ objekty, merat’ ich vzdialenost’ od radaru, zistit’ rychlost’, akou sa objekt voci
radaru pohybuje a jeho smer. Radary sa zacali vyuzivat’ pocas druhej svetovej vojny
adnes je ich vyuzitie také Siroké, Ze ich beZne pouzivame v oblastiach ako su
meteoroldgia, astrondémia, navigacia, letecké riadenie, meranie rychlosti vozidiel,
snimanie a pozorovanie zmien na Zemskom povrchu, obranné a protiraketové systemy
av mnohych dalsich. My sa v naSej praci budeme zaoberat’ snimkami Zemského
povrchu. Tie sa ziskavaju pomocou radaru umiestneného na druZici alebo na lietadle.

SAR (Synthetic Aperture Radar) je radar sumelo prediZenou aperturou. Pre
kvalitné rozlisenie radarovych snimok Zeme by sme potrebovali anténu s dizkou aspon
9 km, Co je v praxi neredlne. Preto sa anténa predlZzuje umelo, pomocou softvéru.

Doévod, preco sa na snimanie povrchu Zeme pouzivaju radarové snimky je, ze
radarové systemy na rozdiel od optickych pristrojov ,,vidia“ aj pod povrch a do
$truktary. Na niektorych vinovych dizkach dokazeme rozoznat’ objekty nachadzajice sa
v uréitej hibke pod zemou, ¢ pod hladinou vody. Takto ziskané snimky nezavisia od
pocasia ani svetla, teda sa daju zhotovovat’ v noci, pri vysokej obla¢nosti ¢i v dazdi.

Z radarovych snimok navy$e dokazeme uréit’ realnu vzdialenost’ od objektu.

Nevyhodou takto ziskanych snimok je vznik Sumu, ktory sa prejavuje vyraznym
kolisanim intenzity obrézku. Tento Sum nazyvame spekl (z angl. speckle) a vyskytuje sa
na radarovych snimkach ziskanych pomocou SAR.

Snimky, ktoré sme v praci pouzivali, boli vytvorené na misii radarového satelitu
TerraSAR-X (niekedy oznacovaného aj TSX), ktora sa zacala v juni v roku 2007 za
ucelom vedeckého aj komeréného vyuzitia. Tento nemecky satelit bol navrhnuty tak,
aby fungoval vo vesmire pat rokov, v juni 2017 to uz vSak bude desat’ rokov, ¢o je
satelit stale funk¢ény [14]. TerraSAR-X obieha takmer v polarnej drahe a pomocou
aktivnej radarovej antény je schopny produkovat’ obrazové data s rozliSenim do jedné¢ho
metra.

Obr. 2.1: Radarova druzica TerraSAR-X [14].



2.1 Priciny vzniku Sumu spekl

Radarovy snimac vysiela elektromagneticky pulz a meria to, ¢o sa odrazi spét’ od
zemského povrchu. Radar vysle elektromagneticky pulz, anténa meria odrazené
elektricke pole, ktoré sa da reprezentovat’ komplexnym ¢islom a graficky znazornit’ ako
vektor v komplexnej rovine. VIny vysielané radarom su vo faze, az kym nenarazia na
pevny povrch, teda dovtedy interaguji minimalne. Po dopade na Zem sa uz
nenachadzaju vo faze, pretoze kazdy pulz doputuje k objektu v inom case. Vysledna
intenzita je ,,sumacia“ odoziev mnohych objektov v jednej bunke rozlisenia. Amplitida
(dizka vektora v komplexnej rovine) zavisi hlavne od vlastnosti povrchu — &i sa jedna
o hladky alebo drsny povrch, ¢i snimame zastavanu oblast’, pole, skalnaty povrch a iné.
Féza (uhol vektora) zavisi od vzdialenosti medzi anténou a odraza¢mi. Prijaty signal pre
bunku rozliSenia radaru je sucet signdlov (vektorov)  prijimanych z kazdého
jednotlivého odraza¢a. Mnohokrat s¢itavame vel'a odoziev objektov, ktoré su nahodne
rozmiestnené v bunke rozliSenia radaru, spolu nijako neslvisia a maju nezavislé
elektromagnetické vlastnosti.

Vezmime si zjednoduseny priklad. Na Obr. 2.2 vlavo vidime, ze maly posun
jedného objektu zndzorneného purpurovou farbou (magenta) v bunke rozliSenia zmeni
fazu (uhol) jemu prislichajiceho purpurového vektora, pretoze sa zmeni vzdialenost’ od
radaru. Vysledny &erveny vektor ma vyrazne kratsiu dizku ako pred posunom. Na
Obr. 2.2 vlavo vidime, Ze pre ve'mi podobné bunky rozlisenia sa moze vysledok vel'mi
lisit’.

Vysledkom je teda ndhodnd hodnota, o modze byt prirovnané k Sumu.
V skutocnosti to ale nie je Sum, ale fyzikalny efekt, dosledok koherentnej sumaicie
priemerujaceho merania.

Kvoli pritomnosti Sumu nema hodnota jedného pixela sama o sebe vyraznu
vypovednu hodnotu. RieSenim je priemerovanie.
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Obr. 2.2: Na obrazku mézeme vidiet' ¢ast’ povrchu, na ktorom sa nachadza skupina objektov.
Nad kazdou bunkou je hore obrazok odrazenych vektorov, ktoré sa s¢itavaju. Farba v strede zodpoveda

vyslednej intenzite. Vidime, Ze pre vel'mi podobné bunky sa méze vysledok vel'mi liSit, takze jedna
vysledna hodnota ndm ni¢ nehovori o povrchu [4].

"4

Ciel'om filtracie je zredukovat’ variabilitu intenzity v obradzku. V homogénnych
oblastiach (teda takych, kde st Statisticky rovnocenné objekty) je idealne silné
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priemerovanie, naopak v heterogénnych oblastiach (kde objekty Statisticky rovnocenné
nie st) sa mu chceme vyhnat, pretoze by sme prisli o drobné detaily a rozmazali by sa
ndm hrany. Tieto chceme vV snimke zachovat,Videalnom pripade vylepsit.
Priemerovanim nehomogénnych oblasti by sme tieZ mohli zni¢it odozvy tzv.
deterministickych odrazacov, ¢o byvaji Casto umelé objekty so silnou odozvou bez
»sumu®. Preto v rozumnom filtri chceme aplikovat’ na homogénnej oblasti aritmeticky
priemer, az kym sa signdl nepodoba skutocnému signalu a na heterogénnej uchovéavat’
detaily.

Obr. 2.4: Detail Sumu spekl na SAR snimke.



3 Statistika

3.1 Amplitidovy obrazok

Data ziskané pomocou radaru mézeme interpretovat’ vizualne, ako obrazok —
radarovu snimku. Tieto snimky mézu byt amplitidové obrazky, v ktorych je intenzita
I =./x% + y?, alebo intenzitové obrazky, kde I = x2 + y2. Zlozky x ay sU zlozky
vektora odrazenej energie a maju normalne rozdelenie so strednou hodnotou 0. V préci
sa budeme zaoberat’ amplitidovymi obrazkami.

Kazdy pixel snimky reprezentuje prislichajiucu ¢ast’ zemského povrchu. Pomocou
kazdej zlozKy vieme utvorit’ obrazok, ktorého pixely budi nadobudat’ hodnoty 0 az 255,
teda dostdvame Ciernobielu snimku (odtiene sivej od bielej — 0, az po ¢iernu - 255). Na
Obr. 3.1 porovnavame amplitidovu a intenzitovd snimku toho istého povrchu.

Obr. 3.1: Vlavo intenzitova a vpravo amplitidové snimka rovnakého povrchu.

Na vodnych plochach ako su rieky a jazera je hodnota amplitidy najnizsia. Je to
spdsobené tym, ze odrazova plocha na hladine je pomerne hladka, teda ma nizku
odrazivost’ - vacSina ziarenia sa odrazi pre¢. Na snimke sa to prejavi tym, Ze obraz je
Vv tychto miestach najtmavsi. Takéto plochy su vhodné na pocitanie rdznych
Statistickych udajov. My sa budeme zaoberat amplitidovymi obrazkami, kde
homogénne oblasti maju Rayleigho rozdelenie.

3.2 Rayleigho rozdelenie

Nekorelované nepredspracované (SLC — Single LookComplex) amplitidové
snimky maju Rayleigho rozdelenie, kde plati, Ze pomer smerodajnej odchylky
a priemeru na homogénnej oblasti je konstantny a rovny 0.5227. Tento pomer budeme
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dalej nazyvat' koeficient variécie. Z toho vyplyva, Ze ¢im je svetlejSia oblast’ (alebo
vyssia odrazivost’), tym je vacSia variancia Sumu, a teda Sum je silnejsi.
Rayleigho rozdelenie m4 tieto Statistické vlastnosti [4]:

smerodajna odchylka normalne rozdelenych zloZziek: o > 0

priemer: i3
0’ —
2

median: 4./2 In(2)
variancia: 4—m
5O
Vidime, ze koeficient varidcie (pomer smerodajnej odchylky a priemeru) je naozaj

konstantny: /“‘T” = 0.522723.

Obr. 3.2: Cast radarovej snimky Bratislavy (misia TSX,11.11.2008). Povrch Dunaja je pomerne
hladky a ma nizku odrazivost’, teda obsahuje slabsi Sum ako ostatné oblasti. Data na snimke maju
Rayleigho rozdelenie.

4 Linearne Statistické filtre

Predpokladajme, Ze X = y, kde X st skuto¢né hodnoty odrazivosti objektov a y su
hodnoty odrazivosti ovplyvnené Sumom (tato vlastnost’ bude splnena pre oba skumané
modely). Pre $tatisticky filter vychadzajici z tohto predpokladu mézeme novl hodnotu
X vyjadrit’ ako linearnu kombinaciu priemeru hodnét pixelov z okolia spracovavaného
pixela a aktualnej zaSumenej hodnoty pixela. Budeme pracovat’ s nasledovnou rovnicou

X = ay + by,

kde a a b su kladné koeficienty, pre ktoré bude platit a + b = 1 a £ oznaCuje priemer
skuto¢nych hodnét x z vhodného okolia.



Zaved'me Si oznacenie: u]'; je hodnota pixela na pozicii i, j v¢ase n a uf, je
priemerna hodnota pixelov zo zvoleného okolia pixela v};. Filter potom mézeme pre
jednotné znacenie prepisat’ do tvaru:

n+1

— n n
u;; = auyy + bui,j

Dalsie tvary tejto rovnice, ktoré sa zvyknua pouzivat’, su nasledovné:

n+1

Lj

n+1

ij
+1 n

u{fj = u}f]- + @ -b)(up, - ufj)

utt = (1 - b)uly, + buj,

n+1l _ n n _ -n
Ui = Uy +b(ul-,j uy).

ult = aul + (1 - a)ufy

uttt = u’ifj+a(u_{?]—u{fj)

Koeficienty aab moézeme povazovat' za vahy, pricom b je vadha pdvodnej
hodnoty. Plati, Zze ¢im je b vdcsie, tym je sila difuzie mensia a naopak, ¢im je b mensie,
tym je difuzia silnejSia.

V d’alsom texte budeme hovorit’ o takomto type filtrov, odvodenych pre modely
saditivnym a multiplikativnym $umom. Obidva modely budeme porovnavat
s difdznymi modelmi. Koeficienty aab ziskavame pomocou metddy najmensich
Stvorcov, pricom ukazeme aj suvislost koeficientu b svarianciou zasumenej
a nezasumenej odrazivosti. Vztah medzi varianciami Var(x) a Var(y) vsak uz suvisi

s konkrétnym modelom. Vypocet vztahu a=1-b je rovnaky pre oba modely, vztah b =
Var(x)
Var(y)
vyjde rovnaky, len v odvodeni vyuZzijeme iny predpoklad.)

ukazeme pre model s aditivnym aj multiplikativnym Sumom. (Pre oba modely

4.1.1 Zakladny Statisticky filter (minimum mean square filter),
vzt’ahy medzi koeficientmi a a b

Odhad x oznaéme £. Statisticky filter pre aditivny aj multiplikativny $um je znovu
linedrnou kombinaciou y a odhadnutého priemeru x. Teda plati X=ax+by, kde ¥ je
odhadované ako lokélny priemer y v okne. Parametre a a b hl'adame pre takyto filter
minimalizovanim a plati X = y:

J(a,b)=E[(& — x)?]=E[(aX + by — x)?].

Tato rovnicu zderivujeme podl'a a a b, derivacie polozime rovné nule a dostdvame:

dl@ab) _ E[2(ax + by — x)X], teda XE[(aX+ by —x)] =0 (4.1)

a
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a](:b) =E[2(aX+ by —x)y] =0 (4.2)

Upravou (4.1) méame £[ax + by —x] =ax+bx—x=%x(a+b—1) =0
a dostavame:

a=1-b
Teraz v rovnici (4.2) polozime a =1- b, preusporiadame vyrazy a prenasobime -1:

E[y((l —Db)X + by — X)]:E[y()_( — bX) + byy — xy] =
= E[yx — ybX + byy — xy]=E[y(X — x) + by(y —X)] =
Ely(x —X) + by(X—y)]= E[y(x — X)]+E[by(x — y)]=0 (4.3)

Pre oba typy Sumu nam vyjde:

Elyx—%) = E[x(x=%)] (4.4)

Pre aditivny Sum dosadime za y (4.6) asvyuzitim vztahu (4.8) arovnice
E[X?]=XE[x]=E[Xx] dostavame:

E[y(x—X) |=E[x(x—X)+v(x—X)]= E[x(x—X)] + E[v(x—X)] = E[x(x—X)]
Pre multiplikativny Sum dosadime za y (4.10) a vyuZzijeme nezavislost’ x a v.
E[y(x=X) |= E[v]. E[x(x—%)]

Pretoze E[v]=1, dostdvame opit’ rovnicu (4.4). Dalej pokracujeme rovnako pre oba
pripady, pre aditivny aj multiplikativny Sum. Prvy ¢len rovnice (4.3) rozpiSeme:

E[y(x—X) |=E[x(x—X)]=E[x(x—%) —X*+X* |=
E[x(x — X) — X(x — X)]=E[(x — X)?]=Var(x).
Druhy ¢len rovnice (4.3) rozpiSeme:

Elby(X — y)] = bE[y(§—y) ] = —bEly(y — ¥) — §* + §°] = —b Var(y).

Po dosadeni do rovnice (4.3) dostdvame vyjadrenie koeficient » pomocou variancif:

_Var(x)
_Var(y)

Jednoducha verzie Leeho filtra pre aditivny Sum bude teda nasledovna:
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£ =(1—b)x+ by, (4.5)

kde b_;arixg Vstupné parametre do filtrovacieho algoritmu si variancia Sumu a

velkost’ priemerovacieho okna. X je priemer vo zvolenom okne (vdc¢Sinou velkosti
7x7). Var(y) je variancia v zvolenom okne po¢itana podl'a vzorca (Kriva, 2015):

1 N
Var(y) = mi()’t - )2

4.2 Statisticky model a §tatisticky filter pre aditivny $um

Model pre aditivny Sum mozZeme napisat’ v tvare:

y(@,j) = x@)) + v(Qj), (4.6)

kde y(i,j) je hodnota zaSumeného obrazku pre pixel (i,j), x(i,j) je pébvodnd hodnota
obrazku (bez Sumu), v(i,j) je aditivny Sum s nulovou strednou hodnotou (E/v(i,j)] =0)

a smerodajna odchylka je oy, X av sU nezavisle. Ak su splnené tieto podmienky
(v zapise vynechdme index i a j), plati:

xX=1y 4.7
E[V¥]= E[(v-0)%]= 6,
E[xv]=E/[x]. E[v]=0 (4.8)

4.2.1 Vztah medzi varianciami Var(x) a Var(y)

Oba modely, aditivny aj multiplikativny, sa snazia odvodit odhad variancie
nezasumeného obrazku pomocou variancie zaSumenych dat Var(y). Podrla tejto hodnoty
vieme ur€it, ¢i sa jedna o Statisticky homogénnu oblast’ [4]. Pre aditivny model plati:

Var(x) = Var(y) — o2. (4.9)

Odvodenie tohto vztahu je v Odvodenie 1 na konci prace.

4.2.2  Filter pre aditivny Sum

Statisticky filter je filter (4.5), kde:

Var(x) Var(y) —Var(c2) _q_ Var(o?2)
Var(x) +Var(c?) Var(y) Var(y)

12



Vidime, Ze sila diftzie je lokalna, zavisi od Grovne Sumu a nepriamodmerne od lokalnej
charakteristiky (variancia).

4.3 Statisticky model a §tatisticky filter pre multiplikativny

Sum

Pomer smerodajnej odchylky a priemeru Sumu spekl na homogénnej oblasti je
konstantny. Sum spekl moéZeme v spracovani obrazu reprezentovat’ modelom
s multiplikativnym Sumom, ako v (Lee, 1980) a (Lee a Pottier 2009). Multiplikativny
model SUmu mdzeme zapisat’ nasledovne:

y(,j) = x(, v j) (4.10)

kde y(i,j) je intenzita alebo amplituda SAR obrazku v pixeli (i,j), x(i,j) je odrazivost
bez Sumu a ui,j) je multiplikativny Sum so strednou hodnotou E(1(i,j))=1 a
smerodajnou odchylkou ov.

Predpokladame, ze x(i,J) a W(i,j) SO Statisticky nezavislé. Znovu vynechame
indexy i aj. Vychadzajuc z tohto modelu a predpokladu nezavislosti plati:

y=Elyl =Elxv] =E[x]E[v] = E[x] = % (4.11)

43.1 Vztah medzi varianciami Var(x) a Var(y)
Plati vztah:

Var(y) — y%o? (4.12)
1+ o2

Var(x) =

Odvodenie tohto vzt'ahu je v Odvodenie 2 na konci prace.

Pri spracovani nekorelovanej amplitidovej snimky bez predspracovania (napr.
multilookingom), smerodajna odchylka o, je 0.5227 (o2 = 0.5227%2~ 0.2732), v pripade
multilookingu je smerodajna odchylka mensia. (Multilooking je taky spdsob filtracie, ze
okno hodndt o rozmere nxm sa nahradi jednou hodnotou, ktora predstavuje aritmeticky
priemer hodnét. Rozmer obrazku sa zmensi). Na homogénnych oblastiach je variancia
Var(x) blizka nule, pretoze ako bolo spominané na zaliatku, pomer smerodajnej
odchylky a priemeru hodn6ét y je priblizne 0.5227. Pre nehomogénne oblasti plati, ze
variancie st priblizne rovnaké (Var(x) = Var(y)).

V praxi sa pri aplikacii moze stat’, Zze variancia Var(x) vyjde zaporna. Dévodom
moze byt pouzitie prili§ malej vzorky alebo inej (vdcsej) hodnoty smerodajnej
odchylky. Vtedy Var(x) polozime rovné nule, aby vdha b mala hodnotu medzi nulou
a jednotkou (Kriva, 2015).
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Obr. 4.1: Na prvych troch obrazkoch vidime, Ze pomer smerodajnej odchylky a priemeru na
homogénnej Casti snimky je naozaj okolo 0.5227. Na poslednom je tento pomer vyssi, ked’Zze sa nejedna
0 homogénnu oblast’. Statistika bola urobend v sofvéri SNAP 4.0 (SeNtinels Application Platform).
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4.3.2 Zakladny Leeho $tatisticky filter (minimum mean square
filter) pre multiplikativny Sum

Vychadzajme z predchadzajucej kapitoly. Plati:

X =ay+ by
Var(x)
= —, b=1
Var(y) at

Tento filter teda mdézeme napisat’:
{=(1-b)y+by

kde po dosadeni Var(x) mame:

b=max(0, ! Var(Y)_yZG%’):max(O,l:a% (1 y*oy )):

1+02  Var(y) B Var(y)

) a$ 1 c3
= max O, 1+0_‘2) 1 V#Z(Y) max O; 1+0_‘2’ (1 C?I) )

y

Var(v) .
VZ

kde Cf, = “%Z(Y) je druha mocnina tzv. koeficientu variacie pre data a C2 =

koeficient variacie pre sum kde v2 = 1. Pre nekorelovany amplitGdovy obrazok méa o2
hodnotu najviac 0.52272 (ak obrazok nebol predspracovany) alebo menej [4].

Obr. 4.2: Vrlavo: vyrez amplitaidovych dat Bratislavy (misia TSX, 11. nov.2008), pévodny
zasumeny obrézok. V strede: aplikacia zakladného Leeho filtra s oknom pre odhadovanie Statistickych
veli¢in 3x3. Vpravo: aplikacia zdkladného Leeho filtra s oknom pre odhadovanie Statistickych veli¢in
X7.
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Obr. 4.3: Lee filter 5x5 pre predchadzajlce data so zodpovedajucimi hodnotami koeficientu b.

Filter m6zeme pre jednoduchs$ie porovnavanie znovu zapisat’ v tvare:

ultt =yl + (1 - b)(u — up). (4.13)

4.3.3 Odhad parametra Sumu

Parameter §umu o2 sa d4 odhadnat z homogénnych oblasti, kde je variancia
Var(x) rovna nule. Vo vzt'ahu (4.12) po dosadeni za Var(x) dostaneme:

,  Var(y)

oy = ——.

yZ

Parameter Sumu o2 je v kroku filtracie konstantna hodnota.

5 Iterativny Leeho filter

Lee alJurkevich navrhli schému zalozeni na iteraciach a Leeho
multiplikativnom filtri. Tento filter nazyvame Leeho iterativny filter a vyuziva sa na
segmentovanie v snimkach, pricom v kazdej iteracii sa z homogénnej oblasti odhaduje
parameter Sumu o2 nanovo. Pomocou iteracii Leeho multiplikativneho filtra sa da vo
velkej miere odstranit’ Sum spekl. Nevyhodou vSak je, Ze kvoli opakovanému
vyhladzovaniu sa m6zu zo snimky stratit’ detaily a podobne ako v klasickom Leeho
filtri sa Sum zachovava v okrajovych oblastiach snimky. Tento filter sa pouZiva na
segmentaciu. Pri vel’kosti okna 3x3 sU Leeho filter a Leeho iterativny filter totozné [2].
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Obr. 5.1: Na obrazkoch v prvom stipci je povodna zafumena SAR snimka, druhy stipec je po
pouziti Leeho iterativneho filtra po piatich ¢asovych krokoch aVtrefom je urobené prahovanie
v programe GIMP.

Obr. 5.2: Tu sme pouzili rovnaky postup ako Vv predo$lom obrazku. Pri pouziti troch hodnot
intenzit v prahovani sa ndm v snimke vysegmentovali tri typy oblasti. Tmavou farbou vidime hladké
povrchy ako voda, cesty a parkovacie plochy, stredne sivé st oblasti, kde sa nachadza zele a svetla
ukazuje, kde sa nachéadzaji budovy a iné ¢lovekom vytvorené objekty. Tento filter sa odporiica pouzivat
skor pre malé oblasti.

Ukazme si na porovnanie vysledné obrazky ziskané pomocou Leeho a Leeho
iterativneho filtra.

Obr. 5.3: Leeho filter (s oknom 5x5) a Leeho iterativny filter, pri priblizne rovnakom q0.
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6 Porovnanie zakladnych diftznych rovnic s Leeho
filtrom pre aditivny a multiplikativny Sum

6.1 Zakladné difuzne rovnice

Linearna rovnica vedenia tepla:

au((;;, 2 AMu(x,t) =0vQr =0 X1 (6.1)
augfl’ H_ 0vQr =00 xI (6.2)
u(0,x) = u’(x)v 2 (6.3)

Rovnica nelinedrnej doprednej diflzie spomalend v oblasti hran:

aug;, D _ g(VuDAu(x,t) =0vQr =02 X1 (6.4)

Perona-Malikova rovnica, zakladny model (Perona a Malik, 1998):

Ju(x,t 6.5

gt ) _ V.(g(uhDVu(x,t)) =0vQr =0 xI (6.5)
Perona-Malikova rovnica, regularizovany model (Catté et al., 1992):

u(x,t) (6.6)

T V.(9(|Gy * u)Vu(x,t)) =0vQr =02 X1

Modely (6.4), (6.5) a (6.6) a (6.1) maju okrajové podmienky (6.2) a pociato¢nu
podmienku (6.3). Pociato¢nou podmienkou je vstupny zaSumeny obrazok. Pomocou
vel'kosti gradientu vieme urcit’ nakol'ko vyrazny je rozdiel intenzity susednych pixelov.
Pri velkej zmene intenzity moZeme predpokladat’ hranu. Preto sa norma gradientu
vyuziva v modeloch (6.4)-(6.6) ako hranovy detektor.

Funkciu g(s) v (6.4)-(6.6) nazyvame Perona-Malikovou funkciou. Vstupom tejto
funkcie je norma gradientu. Funkcia g(s) ma taky tvar, aby spomalovala diftiziu na
miestach, kde je hrana. Je to kladna nerastica funkcia, g(0)=1 a ;13)10 g(s)=0. Jgj

vystup nazyvame diflzny koeficient.

V modeli (6.6) je Go tzv. zhladzujuce jadro. Rovnica (6.6) vyuZiva pre vypocet
difuzneho koeficientu Gaussovsky gradient (predvyhladeny gradient), o ma vyznam
z teoretického aj praktického hradiska.

Modely zaloZené na velkosti gradientu v§ak pracuju spravne, iba ak je gradient
na hrane vac¢si ako gradient Sumu. Toto plati pre slaby aditivny Sum, nie vSak pre
multiplikativny Sum (Kriva, et. al 2011).

Modely (6.5) a (6.6) mozeme skratene prepisat’ na advekéno-difuzny tvar:
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us —Vg.V"u = ghAu (6.7)

Prava strana rovnice (6.7) predstavuje ¢len doprednej nelinearnej difazie
z rovnic (6.4), (6.5) aj (6.6). Advektivny ¢len na lavej strane predstavuje zaostrovaci
mechanizmus, model (6.4) ho neobsahuje. Modely (6.5) aj (6.6) vSak uz obsahuju
mechanizmy, ktoré hrany vylepSuji. Priklad vylepSenia hran pomocou
Perona-Malikovho modelu moézeme vidiet na Obr. 6.1. Podrobnejsi popis modelov
moézeme najst’ napriklad v skriptdch Spracovanie obrazu (Krivé et al., 2016).

- - il

Obr. 6.1: Na prvom obrdzku mame zasument snimku, na ktorej vel'mi zle vidno hranice oblasti.
Na niektorych miestach sa celkom stricaji. Na povodnej snimke mame multiplikativny $um, ktory bol
pomocou logaritmovania zmeneny na aditivny a postupne odfiltrovavany pocas niekol’kych ¢asovych
krokov adaptivnou schémou Perona-Malikovho modelu. Vysledkom je obrazok s vyrazne kvalitnejs$imi
hranami (KRIVA, Z., PAPCO, J).

7 Porovnanie modelu (6.4) a Perona-Malikovho
modelu (6.5) s rovnicou (4.5)

Rovnica nelinedrnej doprednej difazie (6.4) a Perona-Malikove rovnice (6.5) a
(6.6) sa spravaju tak, ze pre homogénne oblasti sa vykonava diflzia, ktora zodpoveda
rovnici vedenia tepla a v oblasti hran sa difuzia spomaluje. Hrany méame
charakterizované pomocou gradientu.

Vezmime si jednoducht explicitnii schému, kde sa pre kone¢ny objem (pixel)
pocita jeden gradient, od ktorého sa odvodi difuzny koeficient. K zjednodusenému
vypoétu gradientu pouzijeme vzorec (7.1). Tento vzorec predpoklada, ze hrana
kone¢ného objemu (pixelu) sa rovna 1. Pre kone¢ny objem p (pixel p) dostaneme:

1 7.1
|Vup|2 = _Z (uq - up)z' (r.1)
2 Lgen(p)

kde N(p) je mnozina susednych hran vo vhodne zvolenom okoli pixelu. Mocnina
velkosti gradientu ndm vyjadruje mieru zmeny. Normu tohto gradientu zmenime na
difazny koeficient. Ten vyjadruje mieru difizie a je to ¢islo z intervalu (0, 1). Pre l'ahsie
porovnanie vezmime funkciu g s argumentom s, ktory bude zodpovedat’ mocnine normy
gradientu:
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Obr. 7.1: Funkcia g(s) pre r6zne hodnoty K;:0.5,1,1.5.

Difuzny koeficient g(s) oznacuje ¢islo, ktoré vznikne dosadenim mocniny normy

gradientu ‘Vuﬁ‘ za s. Zvol'me nasledujucu schému:
up™t = up + kgy Lgeney(Wh — up) = up + 4kgyll — 4kgpup =
up*! = 4kg,u + (1 — 4kgy)uy (7.2)

Priemer i je vypocitany zo susedovug Vv zvolenom okne. Vztah (4.13) mozeme

prepisat’ pomocou iba jednej konStanty:
utt =ul+ (1-b)(a—u}) =1 -bu— 1 -bu} +u} =

=(1—-b)u+ buy

a porovnanim so (7.2):

K, 1
b=1-4kg, =max|1— 5,0, k<—,
4

|V |

kde koeficient K> by mal zavisiet od variancie Sumu a od velkosti ¢asového kroku.
Dostali sme teda Specialny pripad Leeho filtra. Rovnicu (7.2) mézeme napisat’ ako:

n+1 _ ,,n
up u

(7.3)
A £ = gpz (ug - ug) = gpAuy
qeN(p)

kde Au, zodpoveda vypoctu laplacianu v pixeli p na pravidelnej mriezke.

Rovnicu (7.3) moZeme povazovat’ za diskretizaciu rovnice (6.4). Nova hodnota
pixelu zavisi od predoslej hodnoty p aod hodndt jeho susedov. Kedze difuzny
koeficient je pre kazdého suseda pixelu p rovnaky, Leeho filter je teda formou
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izotropnej difazie. Tento filter zoslabuje difuziu v okoli hran, no nema mechanizmus na
ich vylepSovanie.

Ak model upravime pouzitim koeficientov g,,, ktoré st rozne pre kazdého
suseda q pixela p, dostaneme model s anizotropnou difuziou. KedZze v tomto pripade
zohl'aditujeme diftizny koeficient na kazdej hrane, pouzitie tohto modelu méze davat’
lepSie vysledky ako zakladny Leeho filter. Pre vypocet g,, mdZeme zvolit' r6zne
metody, napriklad Specidlne priemerovanie g, a g, ako v (Kriva, 2011) ale aj metody
popisané v (Kriva et al., 2016) [3].

Takyto model vSak nemdZeme pouzit na spracovavanie SAR obrazkov
charakterizovanych multiplikativnym Sumom, musime ho logaritmovanim zmenit’ na
aditivny. Pri logarimovani sa ale neuchova podmienka (4.7) o zachovani priemernej
hodnoty, ¢im sa mdzu zmenit’ radiometrické vlastnosti dat. Takéto algoritmy sa ale daju
pouzit na hladanie hranic regiénov. Adaptivne metddy pracujice s nepravidelnou
mriezkou na baze kvadrantovej mriezky boli skaimané v (Kriva et al., 2015) aj (Vanko,
2015), kde boli porovnéavané aj s inymi metédami.

8 Spojitost’ s anizotropnou difuziou

Ako bolo spomenuté v predoSlom texte, pre zaSumené radarové data nie je
gradient dobry indikator hran medzi oblastami, pretoze svetlejSie homogénne oblasti
maji vyssi Sum a Castokrat je na nich norma gradientu vyssia ako na samotnej hrane.
Aby anizotropny filter odstrafioval multiplikativny Sum, ako detektor hrany sa pouzije
koeficient variacie, ktory je na homogénnych oblastiach priblizne o, ana inych
oblastiach je vyssi. Yu a Acton v (Yu a Acton, 2004) navrhli model anizotropnej difuzie
zaloZzeny na Kkoeficiente variacie anasli jeho vyjadrenie pomocou operatorov
pouzivanych pri rieSeni difaznych rovnic, kde aj odvadzaju lokalny koeficient variécie a
normalizovany lokalny koeficient variacie.

Lokalny koeficient varidcie pre pixel (konecny objem) p:

2 2
_ %lwpl _%G(Alp )

2 L
(Ip + iAIp)

p

Ked citatela aj menovatela predelime intenzitou I, dostaneme normalizovany
koeficient variacie (instantaneous coefficient of variation). Na to, aby sme mohli touto
hodnotou delit’, predpokladame, ze je pre kazdy pixel p nenulova.

2
1<v1p)2 1 (Alp)
2\ 1, 16\ I

2

(8.1)
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Operatory normalizovanej velkosti gradientu a normalizovaného Laplaceovho
operatora v SAR obrazkoch, alebo vseobecne v obrézkoch obsahujdcich Sum spekl,
sluzia ako hranové detektory. Ak je hodnota gradientného ¢lenu vysokd a hodnota
laplacianu je zaroven nizka, indikuje to hranu na snimke. Laplacian prechadza v strede
hrany nulou, gradientny ¢len dominuje - takyto vyraz umoziuje detekciu rovnako vo
svetlych, ako aj tmavych oblastiach.

Model zalozeny na (6.6) pouzivajuci (8.1) sa nazyva SRAD (Speckle Reducing
Anisotropic Diffusion) a je popisany opat’ v (Yu a Acton, 2004). VSetky parametre Su
vypocitavané automaticky. Je tam uvedeny aj tvar klesajlcej funkcie zodpovedajlcej ¢
(Yu a Acton pouzivaju znaenie C) ajednoducha numericka schéma, zalozena na
metode kone¢nych diferencii. V ¢lanku je uvedeny aj spOsob prepoétu S ¢asom sa
meniaceho koeficientu variacie Sumu.

8.1 Funkcia pre vypocet difuzneho koeficientu

Silu difazie (porovnatel'ne s Perona-Malikovou rovnicou) udava koeficient 1-b.

b —minf11 -t (1_&
I e c2

RieSme rovnicu:

L 1 (1 x)_ 1
1+x y) 1+a’

kde x je druhd mocnina koeficientu variacie pre Sum ay je druhd mocnina koeficientu
variacie pre data. Po uprave mozeme koeficient a vyjadrit’:

__y—x
a_x(y+1)'

Po dosadeni dostavame rovnicu:

(@) =—— =
1+ x (1+y)

, 1 (8.2)
(@)= ——F—u

L+ q02%(1+ q?)

Takato funkcia lepsie klesa k nule, ¢o znamena, ze b mdéze nadobudat’ vyssiu
hodnotu, ateda dostavame silnejsiu diftziu. Yu a Acton pouzili iny tvar tejto funkcie
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(8.3), v menovateli pouzili na jednom mieste koeficient g0 namiesto g. ¢’(q) zodpoveda
hranovej detekcii v Leeho filtri (Yu a Acton, 2004).

, 1 (8.3)
c(@) = q%—(qo)?
q02(1+ q0?2)

Vykreslime si teraz rovnicu (8.4) s pouzitim c’(q) v tvare (8.2) a (8.3).

c(q) =1—-b =min(1,c'(q)) (8.4)

1 2 3

Obr. 8.1:  Graf rovnice (8.4) s pouzitim c'(q) v tvare (8.2) — modra, a (8.3) — oranzova, pre
q0=0.5227

Obr. 8.2: Vlavo: vyrez amplitidovych dat Bratislavy (misia TSX, 11. nov.2008), pdvodny
zaSumeny obrazok. V strede: aplikacia filtra SRAD po piatich krokoch vel'kosti 0.2 s 2=0.262.
Vpravo: aplikacia filtra SRAD na obrazok v strede po piatich krokoch velkosti 0.2 s 62=0.182 [3].

9 Leeho filter, SRAD a anizotropna difuzia

9.1 Anizotropna difazia

Pri izotropnej difuzii je miera toku rovnaka vo vSetkych smeroch pradenia, pri
anizotropnej je miera toku rozna, korigovana difaznymi koeficientmi. Zopakujme, ze
prikladom anizotropnej difzie je rovnica Perona a Malika, ktora ma tvar:
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Jdu _
Frinis (c(lu)Vu)

u(ty) = uo

kde u, je pociato¢ny obrazok, V je operator gradientu, c je funkcia, pomocou ktorej
pocitame difizny koeficient. Tento mézeme pocitat’ nasledovne:

o(s) = ——

alebo:
c(s) =exp [— (%)2],

kde k (edge magnitude parameter) modifikuje tvar funkcie c. V pripade
Perona-Malikovej rovnice vyuzivame vel’kost’ gradientu na detekovanie hran v obrazku,

v pripade velkej hodnoty |Vu| sa vyraz c¢(|Vu|) bude blizit' k nule a teda aj zmena % na

hrane bude mala.
Pod SRAD budeme rozumiet' anizotropnd diflziu stakym hranovym
detektorom, ktory pomaha odstraiiovat’ Sum spekl.

9.2 Znacenie

Pre lepSie porovnanie numerickych schém si najprv
potrebujeme zaviest jednotné znaenie. Poziciu pixela uréime i-1,
dvojicou indexov i,j. Pre filter, ktory budeme d’alej popisovat,
budeme uvazovat’ okno pozostavajlce zo Styroch susedov pixela p. jj-1 ij ij+1
Casovy interval mame [0,T] s diskrétnym &asovym krokom At.
Velkost' hrany pixela h bude rovna 1. RieSenie v ¢ase n budeme i+1,j
znacit' u". Pozicia pixela bude dand dolnym indexom. Teda '
rieSenie v pixeli x;; v ¢ase n bude u";.

9.3 Vztah Leeho filtra a SRAD

V tejto Casti ukazeme, ze Leeho filter predstavuje izotropnu diflziu a ukdzeme
jeho modifikaciu na anizotropnt difuziu. Teraz budeme uvazovat' iba najblizSich
Styroch susedov. Indexy susednych pixelov xij: S(i,j)= {(i+1, j), (i, j+1),(i-1, j),(i, j-1)}.
Nov( hodnotu pixela xij ziskani Leeho filtrom pre takéto okno mézeme vyjadrit
rovnicou (4.13):

ultt = ul + (1= k)l —uly) =
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1
=uj;+ (1= k)| 7 Z ug — U | =

qeN(ij)
n n 1 n n
=uj; + (1- ki 2 Z (ug —ui))
qeN(ij)
i+ (1- VZ i

kde u" predstavuje priemer pixelov na okoli S(i,j). Vidime, Zze sa jedna o formu
izotropnej difuzie. Uvazovali sme nasledovnu diskretizaciu Laplaceovho operéatora:

2. n _ n n n n n
Vo = Uipgj + Wyt Wy + Ui - AU

Vezmime nasledovnu schému, pri¢om uvazujeme h=1:
0=t a4 R (e —
b (1= )~ )
+ (1 lJ+1)(ul]+1 lnj)
+ (1= k) (ulyoy — uly)] =

1
= u3j+ Zdiv[(l— ki )Vul]]

n 9.1
n) (9.1)

Vidime, ze pre At= I to je vlastne forma anizotropnej diflzie, pretoZze v kazdom smere
je iny diftzny koeficient. VSeobecnejsia schéma moze vyzerat' nasledovne:

ultt = uf + — dlv [(1— ki j) Vuly].
Yu a Acton sa vo svojom ¢lanku zaoberali takou rovnicou, kde cij=1-ki; je difazny
koeficient, ktory v sebe zahtiia koeficient variacie. Pre jeho vypocet odvodili koeficient
variacie pocitany na uvedenom okne pomocou odhadu gradientu a Laplaceovho
operatora a navrhli funkciu, ktora na jeho zaklade reguluje mieru difizie. Nech CV;";
oznacuje koeficient variacie a c v n-tej ¢asovej vrstve je nezdporna klesajuca funkcia.
Koeficient variacie sa vypocita ako (Yu, Acton, 2004):

~|v vuly|” - = (V7 i

1
[un- + 73
L] 4

(cvy) =

Specialny pripad koeficientu variacie, takzvany normalizovany koeficient variacie
(instantaneous coefficient of variation), oznac¢ime . Budeme predpokladat, ze
v obrézku je hodnota intenzity nenulova. Ak nulova je, pripo¢itame malt hodnotu.
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Funkcia c je pocitana podl'a vzorca pre difuzny koeficient:

(9.2)

C(qi’j) = [Qi,jz_ (a0 )2]

1+———<
(a0) (1+ (a0) )

kde go je podiel smerodajnej odchylky a priemeru na homogénnej oblasti obrazku.
Rovnicu, ktord pouzivame pri odstranovani Sumu spekl, méZeme napisat VO

vSeobecnejSom tvare:

At
+1 _ [
utt = up + card i) [c(ally) vull]

Konkrétnou diskretizaciou sa budeme zaoberat’ v nasledujucom odseku.

9.3.1 Diskretizacia

Predpokladajme, Ze v obrazku nemame bod s hodnotou nula. Yu a Acton navrhli
nasledujlce rovnice pre vyhladenie snimok so Sumom spekl pomocou anizotropnej
difazie.

229 (@) W ®:3)

ot 4
. N . ou" . . y y ,
kde u° je poéiato¢ny obrazok a % = 0 na hranici oblasti. V kazdom case tato
rovnicu diskretizujeme pomocou (9.3). Pre numericky vypocet pouzijeme nasledujuce
aproximacie:

n _r.,m _ .n .nm  _ .n
Vewij = [Uihe; — Ui Uijer — Uil

n __ n n n n
Viug; = [ug; — witgjp Upj — Ujja]

2. n _ n n n n _ n
Viu ;= [ui+1,j +ulg it Ut U 4ui,j]'

Nech:

q" (a,b) =

Diflazny koeficient ¢ potom vypocitame:

26



1 2 2 1
n _ n n 2, n
Cij =¢lq9\—= |‘7Rui,j| + |‘7L”i,j| e Vi |-

Nésledne vypocitame divergenciu. Vychadzame z rovnice:

1
n+l1 _ . n : n n
u = u;; + 7 div [ci’j Vui’j].

Tit+1,5

i,j
Vyjadrime si: _—
LU (A . n n — n n
div;; = div [ci,j Vui,]-] = ((ci,j)ux)x + ((ci‘j)uy)y iy | Zig
Budeme pouzivat’ aproximacie derivacii v smeroch x a y: Tij-1

(Cy)z- = (Cin+1,j - Ci’?j)
(c)ij = (CiT.Lj+1 - Cir,lj)
(uyy)g- = (uln+1,j +uil g — ZulT,lj)

(uxx)ﬁ- = (u{,lj+1 + u{fj—1 - zuz.lj)

, n n n
dlvinj = (Cx)g'(ux)?j + C?j(uxx)?j + (CY)ij(uY)ij + Cinj(uYJ’)ij =

divly = (el — cfy) (ulny — uly) + el +ully ; — 2ufy)

+ (Per — o) (uljr — uly)
+ el (Wl +uljg —2uf) =
diviy = (cfyy; — ) (ule; —uly) + cfj(uljs — uily)
+ C?j(u?-l,j - ufj)(cfjﬂ - cfj)(u{fj+1 - ug.lf)

+ i (uljer —uly) + i (uljo —ufy) =

div{lj = Cin+1j(u1i?j—1 - ulr,lj) + Cl'n]'(uln—l,j - ulT,l].) + CiT,Lj+1(uL?,Lj+1 - u{,lj)

+ oy (uljy —uly)

Numericka aproximécia diferencialnej rovnice je:

At
ui’j = ui’j + _dlvl]

Ak dosadime za c;; = 1 — k;};, dostavame rovnicu (9.1).
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10 Podmienka stability

Pri rovnici anizotropnej difizie mame obmedzenie na Casovy krok, pretoze pre
niektoré hodnoty At nie je rovnica stabilnd. V nasledujucom texte tato podmienku
odvodime. Nov( hodnotu u"?j vypogitame ako:

At
un'-"l = un- + ——div]|c; ;VUu; ; ,
LJ LJ card(N(xl-‘j)) [ 1) lJ]

kde cij= 1 - kij a kij je koeficient, ktory nam udava, nakol’ko je hrana vyznamna.
Po rozpisani dostavame:

At

n+l _ . n . (1 _ N oYL _ N
U; _ui'j+card(N(xi,j)) [Cl+1,j(ui+1,j ui,j)+cl,](ui—1,j ui,j)

n n n n
+ Ci,j+1(ui,j+1 - ui,j) + i (U1 — ui,j)]
Po Uprave a dosadeni mame rovnicu:

At
n+l _ . n _ n(_ . . _ o . n _
Upj  =Up;+ 4 [ui.j( Cit+1,j — Cij+1 ZClJ) + 2¢; (ui+1,j ui,j—l)

n n
t Cive,jUive,; T Ci,j+1ui,j+1)]

At
+1 _
up =up - (i (etra + cojon +217)) + 260 (ufin ; + 1)

n n
+ Cip1,jUis1,j T Cijr1ij+1 )

Ked'ze vyraz (Ci+1j + Cij+1 + 2Cij) mdze nadobudnat’ hodnotu maximalne 4, dostdvame
podmienku stability At < 1.

11 Explicitna diskretizacia SRAD pomocou metody
konecnych objemov

Pre numerické rieSenie si opét’ zavedieme znacenie. Centralny pixel Xjj ma v case
n intenzitu u;. UvaZovat budeme Styroch susedov. Indexy susednych pixelov Xxij,
s ktorymi ma pixel spolo¢nu hranu, ozna¢ime S(i,j)= {(i+1, j), (i, j+1),(i-1, j),(i, j-1)}.
Casovy interval mame [0,T] s diskrétnym ¢asovym krokom At.

Rovnicu (9.3) budeme diskretizovat metéodou kone¢nych objemov a vytvorime
explicitni numericki schému. Koeficient varidcie bude pocitany na kazdej hrane
kone¢ného objemu na okoli, ktoré je mozné menit. V naSom experimente sme pouZili
okolie Siestich pixelov. Toto okolie je mozné menit’, ¢im sa vypocet koeficientu variacie
moze Spresnit. Na rozdiel od Yu a Actona nevyuzivame vzorec (8.1), ale pouzijeme
vzorec pre varianciu (11.1).

Pre 'ubovol'ne vel'ké okno plati:
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2 1 o
Z (L, - L) = il Z ()2 = 21,0, + (T,)% =

1
Var(p) =
| p€eo(p) PEO(P)

|

= (Iz)p - Z(I_p)z + (I_p)z = (Iz)p - (I_p)zf
kde O(p) je zvolené okolie pixelu p, I, je priemerna intenzita pixelov v tomto okne a

|n5| je pocet pixelov v tomto okne. Vyjadrime si drund mocninu koeficientu variacie:

2= Ve = )* _UH, (11.1)
P (Iy)? (I)? (Ip)?

Pre vypocet priemerov intenzit aich druhych mocnin v okne pouzijeme
regularizujice jadro G, vhodného tvaru. Stred okna polozime na stred hrany xg
kone¢ného objemu

(Gg * uz)(xs) _1
((Gg * u)(xs))z

gz(xs) =

Ak by (G, * u)(x,) bolo v menovateli pre nejaké x, bolo rovné nule, pripo¢itame
mald hodnotu.

V nagom programe sme po Uprave vah pouzivali obdiznikové okno 3x2 (resp. 2x3
na vodorovnych hranach) s prislichajicimi vahami 1/6.

(N

Obr. 11.1: Vahy zelenych &asti sme pripoéitali k modrym védham tak, aby vzniklo obdiznikové
okno so Siestimi pixelmi, kazdému prislicha vaha 1/6.

Za G, mdzeme zvolit’ napriklad funkciu s takymto tvarom Obr. 11.2:

x2+y?

Obr. 11.2: tvar funkcie G,(x,y) = %e"xzﬂ'z-sz, kde H=0.1, s=1.5
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11.1 Konecno objemova explicitnd schema — odvodenie

Ked' chceme pouzit' explicitnu schému, derivaciu v predoslom casovom kroku
nahradime doprednou diferenciou, teda z rovnice (9.3) dostdvame rovnicu:

1
= ZV. (c™vu™),

kde ¢ oznac¢uje c(q). Thto rovnicu zintegrujeme nad kone¢nym objemom (pixelom p)
a dostavame:

un+1 _ un
dex = f V.(c" Vu") dx.
P

p

Aplikujeme Greenovu divergencnu vetu:

Ut — oy (11.2)
m(p)A—t = f c"Vu" .n,, dS
op
= Z " Vu .n,,dS
4EN(P) epq

Integral v sume reprezentuje tok cez stenu e,, v smere normaly n,,. Aproximacia ¢lenu
vu" . n,, bude nasledovna:

Ozna¢me si ¢y, reprezentativnu hodnotu funkcie ¢ na hranici medzi pixelmi paq

v ¢ase n. Tuto hodnotu budeme povaZovat’ za konStantnu na celej hrane, teda moZeme

napisat’:
oo 1 . Ug —Up
Z f c"Vu" .n,,dS = 7 Z m(epq) R —
AEN(D) e €N (p) P
a po dosadeni do (11.2) dostavame:
ulttl —ut 1 ul* — ull (11.3)
m(p) F—F =~ Z m(epq) Ipq ——
At 4 dyq
qeN(p)

kde

30



1
up =W! u®(x)dx.

Po Upravach dostavame rovnicu:

At 1 ult —uh
ug“ = ug + —m( )Z Z m(epq) c}}q —qd P
PI% & pa

Ked’Ze pixel je v nasom pripade $tvorec s hranou dizky h=1, moZeme napisat’:

At
+1
= ) eyl —up).
qeN(p)

Pre lepsie porovnanie s rovnicou Leeho filtra m6zeme ¢asovy krok predelit’ 4, aby boli
asové kroky rovnaké a vysledky filtracie lepsie porovnatelné. Novd hodnotu uj*?
vypocitame ako:

At At
uptt = 1-— Z c(lu(uy), q0) |up + Z ug c(lu(uy), q0),

qeN(i,j) qeN(p)

kde na vstup funkcie c teraz piseme dva parametre, ale hodnota q0 je konstanta.
Funkcia c:

) (11.4)

q2_q02
q02 (1+q02)

c(q,q0) = Min| 1,

kde g0 je pomer standardnej odchylky a priemernej intenzity na homogénnej oblasti
a funkcia lu:

\/ZWEW((]) (upy—av)?
6

lu(ug) = o

kde W(Q) je mnozina pixelov, ktoré su susedmi pixelu Xij a zaroven susedmi pixelu xq
(q € N(i,j)) aav je priemer intenzit na tejto mnozine.

. ZweW(q) u:}v
6

av

Podmienka stability je At < 1.
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11.2 Semi-implicitna schéma
V rovnici (11.3) nahradime na pravej strane v ¢lenoch uc¢as n ¢asom n+1
a ziskame semi-implicitny schému:

n+1l _ ,,n n+1 _ ,,n+1
Up u, 1 Ug Up

P P _ - n 4 P
m(p) At 4 ‘; )m(epq) Y9pq dpg ’
qeEN(p

Tato rovnica sa da dobre riesit’ Gauss-Seidelovou iteraénou metédou alebo SOR.
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12 Numerické experimenty

12.1 Spracovavané data

Na porovnavanie vyslednych obrdzkov z programov sme pocas testovania
pouzivali vyrezy zo SAR snimok Bratislavy:

Obr. 12.1: Hore: amplitidovd SAR snimka Bratislavy zachytavajica okolie Bratislavského
pristavu a Pristavného mostu (snimka bola zhotovena v roku 2008), dole: aktualna satelitnd fotografia
rovnakého miesta z roku 2017. Z d6vodu, ze snimky boli urobené s ¢asovym odstupom 9 rokov,
moézeme vidiet, Ze nie vSetky detaily sa zhoduju. AvSak vdaka porovnaniu s aktudlnou satelitnou
fotografiou vieme ur¢it’, o sa na ktorej oblasti nachadzalo v skuto¢nosti.[6]

33



Obr. 12.1 sme zvolili preto, ze Cast’ snimky zachytava hladinu Dunaja, ¢o je
homogénna oblast’ s hladkym povrchom (na snimke najtmavsia ¢ast’), ako aj ¢lovekom
vybudované objekty (most, budovy), ktoré sa na snimke javia najsvetlejSie. VSimnime
si, ze v l'avej dolnej Casti snimky sa nachadza parkovisko, ¢o je tiez homogénna oblast’
s pomerne rovnym povrchom ana radarovej SAR snimke je Tahké pomylit' si ju
svodou. Preto je dobré pred pracou s obrazkami si ich porovnat' aj s fotografiou,
pripadne inak overit, €o je Co.

Na tejto snimke zaroven vidime, Ze obsahuje jasné a zretel'né hrany, ale aj hrany
rozmazanejSie a menej viditeI'né. Teda budeme moct’ porovnavat’, ako sa obrazok meni
¢i vylepSuje v rdznych situaciach.

Z tohto vyrezu nds budu zaujimat’ najméd dve oblasti. Na pravom okraji snimky
zhruba v strede sa nachadza objekt, ktory obsahuje jemné rovnobezné hrany, nie prili$
vyrazné. Pravdepodobne sa jedna o nakladné lode s kontajnermi (Obr. 12.2).

Ako dal$i testovaci obrazok sme si zvolili jednoduchsi obrazok (Obr. 12.3), na
ktorom sa nachadza most, ktory ma vyrazny rovny okraj a ¢ast’ brehu.

Obr. 12.3: Cast’ SAR snimky, ktora obsahuje most a ¢ast’ brehu.

12.2 Diferen¢na a explicitna schéma

V ramci praktickej Casti diplomovej prace sme napisali dva programy, SRAD
podla Yu a Actona pomocou diferen¢nej schémy a jeho explicitnd schému vyjadrenu
pomocou koneénych objemov. (Dalej budeme pouzivat nazvy YA-diferencna a
YA-explicitna schéma.) V oboch programoch mame ako vstupny parameter danl
snimku a d’alej ur¢ujeme ¢as N, v ktorom nas zaujima vysledok, velkost ¢asového
kroku At a funkciu c(qg,q0). Funkcia ¢(q,q0) ma v naSom programe tvar:
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(12.1)

C(q,QO) = Min 1'W

q02(1+q02?)

kde g0 je pomer smerodajnej odchylky apriemeru na homogénnej oblasti aq je
normalizovany koeficient varidcie. Funkciu ¢ budeme mierne menit tak, aby sa
zachovali jej vlastnosti (nerastica funkcia s hodnotami v intervale (0,1] ), zaroven
budeme menit' parametre N aA¢ ahladat’ optimalne nastavenie. Za¢neme s N=4,
At=0.25 a funkciou c v tvare (12.1).

Diferencna a explicitna schéma sa liSia vypoctom koeficientu varidcie. Diferencna
schéma ho pocita z okolia Styroch susedov, explicitna pouziva vaésie okolie — 6 pixelov.

Obr. 12.4: N=4, At=0.25, hore p6vodny obréazok, dole vl'avo Y A-diferen¢na schéma, dole vpravo
Y A-explicitna schéma.

Parametre spolu s funkciou ¢ sme rézne menili avysledné obrazky sme
porovnavali. V nasledujucich obrazkoch bude porovnanie vysledného obrazku pri
pouziti diferen¢nej a explicitnej schémy pri rovnakom poéte ¢asovych krokov a pri
rovnakych parametroch. Hoci z podmienky stability At < 1, kv6li presnosti budeme
volit’ ¢asovy krok mensi, a to At = 0.25a At = 0.2.
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Obr. 12.5: N=4, At=0.25, funkcia ¢ (12.1), zlava: pdvodny obrazok, YA-diferenéna schéma,

YA-explicitnd schéma, dole vysledky hranového detektoru na snimkach prisldchajice k hornym
obrazkom

Vidime, ze po tretom c¢asovom kroku sU vysledné obrazky z oboch schém
navzajom dost’ podobné. Ked’ sa pozrieme na hranovy detektor, na povodnej snimke nie
je mozné rozliSit’ hrany, pri ¢ase N= 4 su vSak uZ najvicsie hrany vyrazné, dokonca uz
po druhom kroku su tieto hrany jasne rozliSiteIné a to pri oboch metddach.

/{

\

N
R
X

Obr. 12.6: N=7, Ar=0.25,funkcia ¢ (12.1), zlava: pOvodny obrazok, YA-diferenéna aYA-
explicitna schéma, dole vysledky hranového detektoru na snimkach
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Teraz si ukazeme zvacSené vybrané ¢asti z Obr. 12.6:

Obr. 12.7: Vybrané ¢asti z Obr. 12.6. Filter sme aplikovali na celt snimku z Obr. 12.1 atieto
obrézky st vyrezom z vyslednych modifikovanych obrazkov (Obr. 12.6), pretoze v programe pocitame
hodnoty q0 z homogénnej oblasti, t& sa ale napriklad na tomto vyreze nenachadza. Na vyreze Obr. 12.3
je Cast’ hladiny Dunaja, z ktorej sme ratali g0 aj na celej snimke na Obr. 12.1, teda tam boli vysledky
rovnaké obomi spésobmi.

Vidime, Ze pri oboch schémach mame vel'mi podobné vysledky, no pri
YA-diferen¢nej schéme sa nam trochu lepSie zachovali jemnejSie hrany, ¢o vidno
napriklad na okraji mosta.
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Pre zaujimavost’ si moZeme ukazat, ¢o sa udeje SO snimkami po pétnéstich
casovych krokoch (Obr. 12.8). Takyto pocet Casovych krokov je uz zvycajne prilis
vysoky pre praktické vyuZitie. Vyrazné hrany sa uz nemenia a ostatné oblasti sa
rozmazavaju, ¢im mozeme stratit’ niektoré informacie, napriklad menej vyrazné hrany.

Obr. 12.8: N=15, A=0.25,funkcia ¢ (12.1), povodny obrazok, YA-diferen¢na aYA-explicitna
schéma, dole vysledky hranového detektoru na snimkach.

Pri zmene velkosti Z Ar= 0.25 na Ar= 0.2 pri takomto nastaveni nie je viditeIny
takmer ziaden rozdiel, ani po vd¢Ssom pocte ¢asovych krokov.

Ponechajme teda zatial’ Casovy krok A= 0.25 a pod'me menit’ funkciu c¢(q,q0).
Nech ¢as N = 7 pre lepSie porovnanie s Obr. 12.6. Funkciu ¢ mdézeme modifikovat
napriklad pridanim koeficientu k do ¢itatela, ¢im vlastne len prenasobim druhy vyraz
v minime konstantou k. Funkciu c teda napiSeme v tvare:

(12.2)

k

(q%—-q0?)
q0%(1+q0?)

c(q,q0) = Min |1,

kde pre k=1 je rovnica (12.2) totozna s (12.1).
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Obr. 12.9: Graf funkcie g(q,

svoje vlastnosti.

Ukazme si vysledné obrazky pre oba filtre.
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Obr. 12.10: N=7, Ar= 0.25,funkcia ¢ podla (12.2). Hore pdvodny obrézok podl'a YA-diferencnej
schémy s hranovou detekciou, dole podla YA-explicitnej schémy a hranova detekcia. V stipcoch v poradi
zl'ava k=0.8, k=1 a k=1.5.

Ak koeficient k zvysujeme nad 1, v oboch filtroch sa hrany rozmazavaju. Cim
vicsie k zvolime, tym je vysledna snimka horsia. V pripade, Ze kK zvolime mensie ako 1,
napriklad hodnotu 0.8, vysledny obrazok je na hranach ostrejsi. V pripade
YA-diferen¢nej schémy moZzeme povedat, ze hrany su s k=0.8 ovela lepSie
a homogénne oblasti su rozmazané velmi podobne. V pripade Y A-explicitnej schémy
st sice hrany zaostrené lepsie ako v prvom pripade, avsak objavuju sa na snimke body,
ktoré sa sice na zaSumenej snimke tiez nachadzaju, ale su pravdepodobne spdsobené
Sumom spekl a teda by sme ich cheeli odstranit’ (Obr. 12.11). Pri zmene koeficientu k na
0.9 su stéle vyrazné, pre k= 0.95 sice miznQ, no vysledny obrazok je takmer totozny
s obrazkom pre k=1.

Obr. 12.11: YA-explicitna schéma k=0.8, k=0.9 a k=1.

Dalsou modifikaciou funkcie ¢, ktort mézeme pouZit’ je nasledovna:

) (12.3)

(q%2-q02)
q0%(1+q02?)

c(q,q0) = Min |1,

a jej graf:
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Obr. 12.12: graf funkcie c(qg, q0)podra (12.3)pre q0=0.5 s roznymi hodnotami k.

Vidime, ze pre k=0.5 nemd& graf dobry tvar. Z experimentov vidime, Ze ak
koeficient k bude mensi ako 1, filter nebude fungovat. V nasledujicom obrazku si

ukazeme oba filtre pre rézne k.

Obr. 12.13: N=7, At= 0.25,funkcia ¢ podrla (12.3). Hore p6vodny obrézok Y A-diferenéna schéma
s hranovou detekciou, dole YA-explicitna a hranova detekcia. V stipcoch v poradi zFava k=0.9, k=1,
k=1.3 a k=2.
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Ako sme uz spominali, pre k=0.9 sa nam obrazky rozpadli, pri k=2 sa ndm zas
neodstranil dobre Sum. Pre oba filtre je vhodné zvolit’ k trochu vicsie ako 1, pretoze
hranovy detektor zachyti aj menej vyrazné hrany.

Existuje samozrejme omnoho viac moznosti ako funkciu ¢ pomenit’, pripadne ich
kombinacie. My sme sa snazili najst’ také nastavenie koeficientov, aby filtrovana
snimka bola na hranach ¢o najostrejSia a zaroven aby snimka neobsahovala Sum spekl.

Pokial’ teda budeme robit’ hranova detekciu, ¢iZze chceme ¢o najlepSie hrany,
zapiSme si rovnicu (12.1) v tvare:

) (12.4)

k3 q2- k4 q02
q02(1+q02)

c(q,q0) = Min |1,

k2 +

Koeficienty k1, k2, k3 a k4 sme menili avysledok porovnavali s obrézkami
upravenymi pomocou rovnice (12.1). Snazili sme sa najst’ optimalne nastavenie pouzitia
Y A-diferen¢nej schémy a optimalne v pripade Y A-explicitnej schémy.

Obr. 12.14: vlavo Y A-diferen¢éna schéma upravena podl'a rovnice (12.1), vpravo YA-explicitnd
schém upravena podla (12.4), kde &as N=7, Ar=0.2 a k1=0.8, k2=1.3, k3=1, k4=1.

Pre filter s YA-diferentnou schémou sa nam zdalo najvhodnej$ie nasledovné
nastavenie (Obr. 12.15). g0 pocitané na homogénnej ¢asti pdvodného obrazku je 0.5257.
Po Uprave je q0 z vysledného obrazku v ¢ase 7 uz iba 0.1185. Ak by sme pouzili
povodnu rovnicu ¢ (11.4), q0 v ¢ase 7 je trochu nizsie (0.1153), ¢o sice znali trochu
lep$ie rozmazanie homogénnych oblasti, ale hrany su 0 dost’ menej zaostrené.
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Obr. 12.15:vlavo YA-diferen¢na schéma upravena podla rovnice (12.1),
kde ¢as N=7, A= 0.25 a k1=0.9, k2=1, k3=1.5, k4=1.

Pre pripad pouzitia YA-explicitnej schémy sa ndm zdala pdvodna rovnica (11.4)
velmi dobra v porovnani sinymi nastaveniami, ktoré sme skusali, preto sme ju
nemenili. Pre ilustraciu uvadzame vysledné snimky pre tuto schému pri rovnakom
nastaveni koeficientov ako je na Obr. 12.14.
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Obr. 12.17: Hore: YA-diferenéna schéma, dole: YA-explicitnd. VIavo: snimka s pouZitim filtru
s rovnicou (12.1) a vpravo s rovnicou (12.5). N=7, At= 0.25.

Vidime, zZe rozdiel nie je skoro ziadny, dokonca ani v ¢ase 15 nie je vidiet' velky
rozdiel. Vezmime si in(, mens$iu snimku.
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Obr. 12.18: Hore YA-diferenéna schéma, dole YA-explicitna. Vlavo: snimka s pouzitim filtru
s rovnicou (12.1) a vpravo s rovnicou (12.5). N=10, Az= 0.25.

Na vyslednych snimkach z programu s pouzitim diferen¢nej schémy nie je vidno
ziaden rozdiel. Pri pouziti explicitnej schémy rozdiel je, ale maly a viditelny az pri
vy$Som Case (preto na Obr. 12.18 sme pouzili N=10).

12.3 Porovnanie filtrov SRAD a Leeho filter

Porovnajme si teraz vysledky ziskané pomocou nami naprogramovanych filtrov
s Leeho filtrami - klasickym a iterativnym. lterativny Lecho filter sme uz spominali

%

v predoslom texte, ukazme si teda eSte ako funguje na naSom skisobnom obrazku.
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Obr. 12.19: Pévodna snimka a snimka po pouziti Lecho filtra s vel'’kost'ou okna 3x3,5x5 a7x7 po
jednom ¢asovom kroku. Filter bol naprogramovany v Matlabe pre I'ubovol'nt velkost’ okna.

V nasledujucej tabulke uvadzame obrazky, ktoré sme ziskali pomocou
testovanych filtrov aplikovanych na pévodnu skusobn( snimku.

v

Obr. 12.20: Leeho filter (s oknom 5x5), Leeho iterativny filter, YA-diferen¢na schéma, YA-
explicitna schéma pri priblizne rovnakom g0.

Ukazme si zvicSenu ¢ast’ obrazku:
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Obr. 12.21: Leeho filter (s oknom 5x5), Leeho iterativny filter, YA-diferenénd schéma,
Y A-explicitna schéma.

Vidime, Ze pri rovnakej trovni Sumu SRAD filter (pre obidve schémy) ma ovela
ostrejSie hrany ako Leeho filter a Leeho iterativny filter. SRAD filter je teda vhodnejsim
filtrom na odstrafiovanie Sumu spekl na SAR snimkach, pretoze zanechava hrany
ostrejsie.

Dalej ukazeme porovnanie filtra podla Yu a Actona, explicitni a semi-implicitni
schému:

Obr. 12.22: Zlava: originalna snimka, snimka po pouziti semi-implicitnej schémy a explicitnej
schémy podl'a Yu a Actona, obe v ¢ase 4.

Explicitna schéma dava trochu lepSie vysledky, ale rozdiel je vel'mi maly. Tato
schéma sa mdze javit’ vyhodna v pripadoch, kedy ratame difuzny koeficient zlozitejSim
spdsobom.

Teraz budeme porovnavat’ iterativny Leeho filter, ktory pouziva izotropna diftziu

a SRAD podla Yu a Actona pomocou explicitnej schémy (diferenéni neuvadzame,
pretoze ma vel'mi podobné vysledky ako explicitnd).
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Obr. 12.23: VTavo: snimka po pouziti iterativneho Leeho filtra, vpravo YA-explicitna schéma
S priblizne rovnakym q0.

Vidime, ze Leecho iterativny filter ma pri rovnakom g0 ovela horSie hrany.
V porovnani s explicitnou schémou podla Yu a Actona nie je velmi vhodny na
uchovanie hran. Ukazme si rovnaké porovnanie na snimke, kde su hrany menej vyrazné.

Obr. 12.24: Vravo: snimka po pouziti YA-explicitnej schémy, vpravo iterativny Leeho filter
s priblizne rovnakym q0.

Menej zretelné hrany na homogénnych oblastiach nie st po pouziti filtra vel'mi
dobre, ale histogram vysledného obrézku sa zuzi a pomocou prahovania mézeme dobre
rozlisit’ jednotlivé homogénne oblasti, ¢o na pdvodnej snimke nedokézeme.

V programoch s YA-diferen¢nou a YA-explicitnou schémou mézeme pouzit’ dva
druhy prepocitavania koeficientu variacie zo zadanej homogénnej oblasti. Pri prvom
prepocitavame g0 v ¢ase N=1, 2, 3... a v druhom pri kazdom ¢asovom kroku (ak mame
At napriklad 0.25) prepocitavame q0 v ¢asoch N=0.25, 0.5, 0.75...

Porovnajme si vysledky tychto dvoch spdsobov prepocitavania q0 pre YA-
diferen¢nt schému:
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Obr. 12.25: Vysledky filtra s pouzitim Y A-diferenénej schémy v ¢ase N=7 pri prepocitavani q0
vlavo v kazdom celom ¢ase a vpravo v kazdom ¢asovom kroku Az =0.25 a k nim prisltchajdce hranové
detektory.

V prvom pripade ma v ¢ase 7 koeficient variacie hodnotu priblizne 0.085
a v druhom pripade 0.08, ked’ze sa qO prepocitava Castejsie, a teda je vypocet presnejsi.
Prepocitavajme teda koeficient g0 pre obe schémy vkazdom ¢&asovom kroku
a zazna¢me si ich do grafu.

0,60000 . .
! y= -8E-05x° + 0,0022x* - 0,0244x3 + 0,127x% - 0,3294x +

0,50000 ¢ 0,5022
3 RZ=0,9956
0,40000 |,
o
0,30000 '
.
L]
0,20000 LT
i 'o....
b TT TS
0,10000 000000000000 0000000
0,00000
0 2 4 6 8 10 12

Obr. 12.26: Odhadnuta funkcia pre zavislost' g0 od ¢asu v YA-explicit (méZeme ju pouzit’ po
Cas 10).

Vidime, ze koeficient variacie 0 nemusime prepocitavat’ v kazdom casovom
kroku, trend klesania sa da dobre odhadnit’ a popisat’ pomocou funkcie y.
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13 Zaver

V tejto préci sme sa zaoberali vznikom a spracovanim SAR snimok. NaSou
ulohou v ramci numerickych experimentov bolo porovnat’ filtre, ktoré tento Sum
odstrafiuju. Porovnali sme Leeho filter, Leeho iterativny filter a filtre s anizotropnou
difiziou na odstranovanie Sumu spekl SRAD podl'a Yu a Actona, implementované
pomocou diferen¢nej, kone¢no-objemovej a semi-implicitnej schémy. Filtre podl'a Yu
a Actona sme naprogramovali v jazyku C a st prilozené na CD na konci prace.

Obrézky, na ktorych sme robili pokusy, su redlne SAR snimKy z oblasti Bratislavy
a okolia, ziskane z misie radarového satelitu TerraSAR-X z roku 2008.

Ukazali sme, ze SRAD upravuje obrazky ovela lepsie ako Leeho filter, pretoze pri
odstraiovani Sumu spekl vd’aka pouzitiu anizotropnej diflzie zostavaju hrany ostrejsie.
Hrany chceme zachovat’ ¢o najlepsie kvoli naslednému spracovaniu a pouzitiu v inych
oblastiach. Obe schémy podla Yu a Actona, diferencna aj explicitnd, odSumovali
obrazky priblizne rovnako dobre. V niektorych pripadoch boli vysledky lepSie pomocou
explicitnej schémy, ale rozdiel nebol nijako vyrazny.
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Prilohy

Odvodenie 1 (aditivny Sum)

Vyjadrime si varianciu Var(x) pomocou y. Podl'a rovnice (4.7) mézeme nahradit’
hodnoty x pomocou hodnét y.

Var(x) = E[(x —y)%] =

=Ely-v-»1=E[((y-7) - -0)] =
=E[(y—9)? -2y -yl + (6,)* =

=Var(y) + (6,)* = 2E[yv — yv] =

=Var(y) + (6,)? — 2E[(x + v)v] — 2yE[v]

KedZze pre aditivny Sum plati E[v] = 0, posledny ¢&len v rovnici je nulovy.

Strednd  hodnotu 2E[(x + v)v] si mdzeme rozpisat ako sucet strednych hodnot

2E[xv] + 2E[v?] a's vyuzitim nezavislosti X a v a vztahu E[v] = 0 dostdvame rovnicu
(4.9) (Kriva et al., 2016):

Var(x) = Var(y) + (0,)?

Odvodenie 2 (multiplikativny $um)

Vzt'ah medzi varianciouy a premennymi x a v odvodime. Plati rovnica:
[Var(y) = E(y — y)?] = E[(xv — %)?].
S vyuzitim vztahov (4.10) a (4.11) a od¢itania a pri¢itania x dostdvame:
_\\2
E[(x(v—1)+(x—x)) ] —

=E[(*(v- D+ 2x(v - Dx - D) + (x — D) | =
=E[x*(v=1)%2+4+2x(v — D(x — %)] + Var(x).

Po rozpisani prvého ¢lena mame
E[v?x? — 2vx? + x? + 2vx? — 2vxx — 2x? + 2xx] =

= E[v®x? — 2vxx — x? + 2xx] =

= E[v?x? — x?] — 2E[vxx — xX]
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Strednad hodnota E(v)=1a x a v sU nezavislé, teda posledny ¢len bude nulovy. Plati
teda:

E[x?(v —1)? 4+ 2x(v — )(x — %)] = E[v®x? — x?] = E[x?(v? — 1)]

Pretoze X a v nadobudaju iba kladné hodnoty, aj ich rastiice transformécie gi(x)= x
agz(v)=v? sl nezavislé , ateda plati:

E[x*(v? — 1] = E[x*]E[v? — 1] = E[x*](E[v?] — E[v]*)= E[x?*]oy

Var(y) = E[x?]o2 + Var(x) = E[x? — x? + x*]o? =

= (Var(x)o? + x%)o? + Var(x). (0.1)
Var(y) je variancia zaSumenych dat, ktora sa zvykne odhadovat' v lok&lnom okne.

Zo vztahu (0.1) m6zeme odhadnut’ varianciu reflektancie, kde sme nahradili x za y
(Kriva et al., 2016):

Var(y) — y*oi
1+ a2

Var(x) =
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