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Abstrakt

V tejto bakalarskej praci sa venujeme numerickému rieSeniu rovnic plytkej vody. Rie-
Sime tu dva problémy tykajuce sa plytkej vody. Ako prostriedky nam poslazia metddy
na ich rieSenie - klasickd a lokdlna Lax-Friedrichsova metéda. Jednym z problémov je
Sirenie vlny po vodnej hladine, tym druhym je problém prelomenia priehrady. V praci
sa preukdzu nedostatky Lax-Friedrichsovej metédy. Tie budi napravené pouzitim lo-
kalnej Lax-Friedrichsovej metody. Numerické vysledky budi na zaver analyzované a
navzajom porovnané.

KItc¢ové slova: numerické rieSenie, plytka voda, Lax-Friedrichs, prelomenie prieh-

rady.

Abstract

In this bachelor thesis, we study numerical solutions of shallow water equations. We
solve two shallow water related problems. We will use methods for solving these equ-
ations - the classic and local Lax-Friedrichs methods. One problem is the propagation
of a wave on the water surface, the second is the dam-break problem. In this work,
we will see the shortcomings of the Lax-Friedrichs method. Those will be remedied by
using the local Lax-Friedrichs method. We will then describe and analyze the numerical
results. We conclude this work with a short comparison of the results.

Keywords: numerical solution, shallow water, Lax-Friedrichs, dam-break.



1 Uvod do problematiky

Sktimanie spravania vodnej hladiny je dlhodobo v zdujme vedeckych pracovnikov po
celom svete. Javy ako vlny tsunami, pretrhnutie priehrad ¢i vyliatie riek z koryt kazdo-
ro¢ne ohrozuju zivoty, infrastrukttiru ako aj zivotné prostredie. Existuje velké mnozstvo
matematickych modelov, ktoré popisuji vyssie uvedené javy. Preto je délezité spomedzi
numerickych metdéd, ktoré mozu riesit tieto problémy, vybrat tie, ktoré nam umoznia
ziskat rieSenia priblizujice sa k realite s ¢o najmensou numerickou chybou.

Predmetom vyskumu tejto prace je numerické rieSenie rovnic plytkej vody. Zo-
znadmime sa s tymito rovnicami a predstavime si dve numerické metddy umoznujice
rieSenie tychto rovnic. Zameriame sa na implementaciu uvedenych numerickych metod
v softvéri Wolfram Mathematica a na vzajomné porovnavanie ich vysledkov.

V prvej kapitole odvodime rovnice plytkej vody za uvedenych predpokladov. Druha
kapitola reprezentuje teoretickt numerickt c¢ast tejto prace, pricom popiSeme pod-
mienku pre stabilitu metéd zalozenych na principoch konecnych objemov, odvodime
Laz-Friedrichsovu metddu a lokdlnu Laz-Friedrichsovu metddu. Experimentalna cast je
obsiahnuta v stvrtej kapitole. Vyriesime v nej problém Sirenia viny po vodnej hladine a
problém prelomenia priehrady s pouzitim dvoch predstavenych metdd a zanalyzujeme

ich vysledky. V piatej kapitole stru¢ne zhrnieme vysledky prace.



2 Rovnice plytkej vody

Pod pojmom rovnice plytkej vody rozumieme $pecialny systém hyperbolickych parcial-
nych diferencidlnych rovnic [1]. V pripade zahrnutia viskézneho trenia do modelu sa
uvedené rovnice zmenia na parabolické. V nasom pripade ale tento faktor zanedbavame
a pracujeme s hyperbolickou verziou rovnic.

Pred odvodenim rovnic uvedieme predpoklady, ktoré nam ich umoznia odvodit.
Uvazujeme tekutinu v kanali jednotkovej sirky a predpokladame zanedbatelnost ver-
tikalnej zlozky rychlosti tekutiny. Pri horizontélnej zlozke rychlosti tekutiny u(z,t),
budeme predpoklad konstantnost v Tubovolnom prie¢nom priereze kanala. Tieto pred-
poklady st splnené ak uvazujeme kanal ktorého hibka je zanedbatelm voéi jeho dizke.

Dalsim predpokladom je nestacitelnost kvapaliny, ktory mé ako dosledok kongtantni
hustotu p. Nasim cielom je prave urcenie vysky hladiny tekutiny h, pri¢om tato vyska
je urcend funkciou h(z,t). Celkovd hmotnost tekutiny medzi dvoma bodmi [z, z,] v

case t je urcenad ako hodnota integralu

Tp
/ph(x7 t)dx. (1)
)
Vertikalnou integraciou hustoty hybnosti tekutiny pu(z, t) dostdvame hodnotu hmot-
nostného toku ph(x,t)u(z,t). Odstranenim konstanty p z rovnice zachovania hmotnosti

dostavame

hy + (uh)z =0. (2)

Rovnica zachovania hybnosti [1] mé tvar

(phu); + (phu® + p)s = 0. (3)

Tlak p v rovnici (3) uréime z hydrostatického zdkona. Ten tvrdi, Ze tlak vo vzdia-
lenosti h — y pod hladinou je rovny pg(h — y), kde ¢ je gravitacna konstanta. Tento
tlak vznik4 z hmotnosti tekutiny nad bodom v hibke y. Po vertikélnej integrécii v hra-
niciach od y = 0 po y = h(z,t) nam dava hodnoty celkového tlaku p v hibke h(z,1).

Spravna formuldcia tlaku v hybnostnom toku je:

1
p=5Pgh". (4)

Pouzijtc vztah (4) v rovnici (3) a odstranenim p dostavame

(hu); + (hu2 + %gh2> =0 (5)

T



Pri dostato¢ne hladkych funkcidch vysky hladiny h(z,t) a horizontalnej rychlosti

u(z,t) a zapisani v inom tvare mozeme rovnicu (5) zjednodusit. PrepiSeme rovnicu (5)

s (o (30)2) =o. .

Po aplikacii formuly pre derivovanie sti¢inov zlozenych funkeii a za vyuzitia (2) pre

do tvaru

nahradenie vyrazu h; dostdvame tvar

1
u + (§u2 + gh> = 0. (7)

Spojenim rovnic (2) a (7) dostavame systém rovnic plytkej vody

h

u

_|_

(8)

f(hm)] 0

. Lath,u)

kde f(h,u) = uh a g(h,u) = %u2 + gh. Pre zjednoduSenie si zavedieme nasledujice

Q(Jf,t) = (h(xvt)’u(x>t)) (9)

F(h,u) = (f(h,u), g(h, u)). (10)

Vyssie uvedené kroky nadm umoznia prepisat nami uvazovany systém do tvaru

ktory je ekvivalentny s tvarom (8).
Dalsim délezitym pojmom pri rieseni rovnic plytkej vody je Jakobidn funkcie na

pravej strane systému rovnic plytkej vody, ktory ma tvar

of(hu)  Of(hu)

/ . oh ou
F <Q> o dg(h,u)  Og(h,u) ) (12)
oh ou

Pri numerickych vypoctoch st potrebné aj vlastné hodnoty Jakobiinu,

M =u—/gh, N=u+/gh (13)

Pre rieSenie systému rovnic plytkej vody bude dolezita prave maximalna vlastna hod-

nota z vyssie uvedenej dvojice.



3 Numerické metody

Rovnice plytkej vody mozno riesit pomocou viacerych metéd. V tejto kapitole si pribli-
zime met6édy pouzité v tejto praci a to primarne Laz-Friedrichsovu metodu. Ako sa vSak
ukaze z dovodov uvedenych v tejto kapitole, budeme potrebovat aj jej modifikovanu
verziu - takzvant Lokdlnu Laz-Friedrichsovu metédu. Pre zjednodusenie predstavime
metody najprv v ich skdlarnej verzii, az potom uvedieme nami pozadované tvary pre
systém rovnic (2) a (7).

Budeme uvazovat nelinedrnu hyperbolicka parcialnu diferencialnu rovnicu. Najjed-

noduchsia skaldrna rovnica tohto tvaru je

¢+ f(@). =0, (14)

kde f(q) je zatial blizSie neurcend funkcia toku.
Metody ktorym sa budeme v tejto kapitole venovat st zalozené na principoch me-

tody konecéngeh objemouv [1]. Tieto metédy budt v tvare

At
QT =Qf = (FL — Fly), (15)
kde F" , je aproximacia priemerného toku v bode z = T
2
n 1 tn+1
Frym | flatey (16)

Ak dokézeme aproximovat priemer toku len na zaklade hodnét Q7, ziskame plne dis-
krétnu explicitnt metédu. Pri hyperbolickych problémoch sa zmeny veli¢in Siria ko-

ne¢nou rychlostou. Tento predpoklad ndm umozni ziskanie hodnoty F!" 1 pomocou

N

hodnét QF | a QF. Toto nam umozni pouzit vzorec v tvare

an_ = ( i— 17Qn) (17)

pricom F je zatial neSpecifikovana funkcia numerického toku. Metéda (15) potom na-

o=

dobudne tvar

Q= Q- SR Q1) — FQL QD) (18)

Je dolezité poznamenat, ze vysledna metdda zavisi od vyberu funkcie numerického
toku F. Principidlne ale plati, za kazda metéda tohto typu je explicitnd metoda s
trojbodovou $ablénou. To znamena, Ze hodnota QI'*" bude zavisld od hodnot Q7 |, Q7

a Q7 ; v predoSlom casovom kroku n.
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3.1 Stabilita numerickej metody

Stabilita numerickych metdd je zavisld na splneni roznych poziadaviek [1]. V naSej
praci je nutné splnenie takzvanej Courant-Friedrichs-Lewyho podmienky, skratene CFL
podmienky. S touto podmienkou savisi takzvané Courantovo c¢islo. Splnenie tejto pod-
mienky je nutné pre vSetky metddy zalozené na principoch metédy konecnych objemov
alebo diferencii. Ich splnenie zabezpecuje stabilitu a je nutné pre konvergenciu riesenia
pri postupnom zjemnovani vypoctovej siete. Jednoduchd interpretacia tejto podmienky
tvrdi nasledujtce: metéda musi byt pouzita spdésobom, ktory umoznuje zmenam sledo-
vanych veli¢in $irit sa korektnymi fyzikdlnymi rychlostami.

Ako sme uz spomenuli pri pouziti explicitnej metédy (18) hodnota QI'*! z4visi len

od hodnot Q7' , Q7 a Q7. Pri aplikicii metédy (18) na rovnicu advekcie

G+ug =0 , @>0 (19)

nam podmienka u > 0 zabezpedi, Ze presné rieSenie sa Siri rychlostou u a za jeden
¢asovy krok sa posunie o uAt. V pripade ak uAt < Ax, zmena veli¢iny sa za jeden
casovy krok rozsiri o menej ako jeden element. V takomto pripade je mozné urcit tok
v bode T 17 hodndt Q' ; a Q7. Naopak, ak pouzijeme vacsi Casovy krok, dostavame
nerovnost uAt > Ax. Ak zaroven uAt < 2Ax tak je hodnota toku v bode T 1 zavisla
od hodnoty Q" ,, a teda je od nej zavisld aj hodnota Q. Obidve situdcie st zobrazené
na Obr. 1. Z tychto dovodov by metdda (18) bola pri pouziti tak velkého ¢asového kroku

nestabilna.

uAt < Ax aAt > Ax

trtt 7/
bntT 7/

t t
B n 1 Qn L n T Q'n.
T— T ) — ] — ]

Xi_1/2 & W

Obr. 1: Charakteristika rychlosti Sirenia zmeny veli¢iny pre rovnicu advekcie [1].

Toto je dosledok CFL podmienky, ktora bola odvodena za pomoci metdd zaloze-
nych na konec¢nych diferenciach. Tie boli pouzité ako analyticky prostriedok na doka-
zanie existencie rieSenia niektorych parcidlnych diferencidlnych rovnic. Je mimoriadne
dolezité poznamenat, Ze tato podmienka je nutnou podmienkou pre stabilitu a konver-
genciu.

Pre skalarne hyperbolické rovnice sa zvycajne volia metody a siete, ktoré zaistia

11



splnenie CFL podmienky. Pre rovnicu advekcie (19) definujeme Courantovo ¢islo vzta-

hom
uAt

< 1. 2
N (20)

V=

Hodnota Courantovho ¢isla v < 1 zabezpeéi splnenie CFL podmienky a motivuje nas
fixovat hodnotu % pri postupnom zjemnovani siete.
Na zaklade podobnych tivah sa da definovat [1] vypocet Courantovho ¢isla pre nas

systém hyperbolickych rovnic (2) a (7). Uréime ho vztahom

At

kde A je maximum z vlastnych hodnot (13)
A = mazx [A\', ] (22)

Tu sa opit preukazuje dodlezitost vlastnych hodnot (13) Jakobidnu (12) funkcie toku.
Konkrétne sa to preukaze v takzvanej lokdlnej Laz-Friedrichsovej metode, ktort pred-
stavime neskor v tejto kapitole. Pre metédy tohto typu, ktoré hodnotu Q7 uréuju z

troch hodnot Q7 ;, Q7 a Q7 to vedie k podmienke pre Courantovo cislo
v<1. (23)

Vypocet Courantovho ¢isla zavisi primarne od $irky Sablony pre zvolent metddu.
Pri zvoleni $ablény, kde sa hodnota Q7 uréuje aj z hodnot Q7 a Q') sa Courantovo
¢islo pocita identicky. Pri takejto Sabléne pozostavajicej z piatich hodndét je podmienka
na casovy krok menej restriktivna. Pre takt metédu mo6ze nadobudat CFL podmienka

tvar
v<2. (24)

Treba opit zdoraznit fakt, Ze toto je len nutnd podmienka. Pre presné urcenie pod-
mienky zarucujicej konvergenciu metédy je nutné vykonat detailnej$iu analyzu stabi-

lity a konzistencie [1].

3.2 Lax-Friedrichsova metoda pre skalarny pripad

Pri volbe numerického toku F budeme stale pracovat s metédami tvaru (15). Nagim
ciefom je uré¢it priemerny tok v bode x;_1 na zéklade hodnot Q7 , a Q. Ak sa poktisime

pouzit aritmeticky priemer hodno6t, dostaneme

= F Q1 QN) = SLAQR) + Q). (25)

" = -
2

11—

N

Dosadenim (25) do (18) dostavame

12



Q= Q1 — 5 (@) — F(QL)) (26)
Tato metoda je ale nestabilna pre hyperbolické problémy, a to ani pri splneni po-
ziadavky na dostato¢ne maly ¢asovy krok [1].

Klasickd Laz-Friedrichsova metdda mé tvar

N 1 At " "
Q; = 5( L+ Q) — E[f( i) — F(Qi1)]- (27)
Je tu zna¢na podobnost s nestabilnou metédou (26), avsak hodnota QF je nahra-
dend priemerom 1(Q" ; + Q7). V Lax-Friedrichsovej metéde na prvy pohlad nevidno

metddu v tvare (15). Tato podobnost sa preukdze az po zadefinovani numerického toku

FIQL1.Q0) = 2U(Q) + 1@~ 5 (@) — Qi) (28)

Tento numericky tok pripomina nestabilny centrovany tok (25) s pridanim dalgieho
¢lena podobnému toku difiznej rovnice [1]. Pouzitie tohto toku vzbudzuje dojem mo-

delovania advekcéno-difizne; rovnice

s(Az)?
At
At

Pri fixovani podielu X* sa postupnym zjemnovanim vypoctovej siete koeficient (3

@+ Qe =P , B=

(29)

vynuluje. Vdaka tomu je metdda v limite konzistentna s pdvodnou hyperbolickou rov-
nicou. Tento pridany vyraz mozno interpretovat ako numericki difiziu. Tato difazia
riesi problémy vystupujice v nestabilnej metéde (26) a poskytuje stabilni metddu pre

nase vypocty. Stabilitu je mozné dokézat [1] pre hodnoty Courantovho ¢isla
v<1. (30)

3.3 Lax-Friedrichsova metdéda pre rovnice plytkej vody

V nasom pripade pozostdva systém rovnic plytkej vody z rovnic (8). Veli¢iny, ktorych
hodnoty chceme uréit su vyska hladiny h a rychlost kvapaliny u. Hladand numericka
hodnotu vysky hladiny si oznacime ako R} a sucasne pre rychlost kvapaliny zavedieme
jej numericka hodnotu U]*. Metéda konecnych objemov pre nas konkrétny pripad teda

nadobudne tvar

At

R = R~ = SRR UPH R URSY) = RORISL UL Ry UYL (81)
At

Up = U0 = (R U R U — U(RE UR R UPYL(32)

13



kde R je numerické funkcia toku pre vysku hladiny a U je numerickd funkcia toku pre
rychlost tekutiny.
Kedze hodnoty R} a U v ¢asovom kroku n pocitame v (31) a (32) z hodnét z

casového kroku n — 1, mézme si zaviest zjednodusené znacenie
n—1 — pn—1
R=R" , R,=R/, (33)

u=u0 , U, =0 (34)

V naSom pripade budi mat toky predpis

1 2Ax
R} (R, U, R, Up) = §(f(Rz, Up) + f(R,,Up) — E(Rp - Ry)), (35)
. 1 2Azx
U'(R,U, R, U, = Q(Q(Rz, U) +9(Ry, Up) — E(Up - Up)). (36)

Pomocou Lax-Friedrichsovej metédy bude realizovana prva ¢ast numerického experi-
mentu. Pocas neho sa ukaze nedostatok tejto metédy. Konkrétne Lax-Friedrichsova
metéda v sebe zahtfna viac diftizie ako je pre redlne aplikacie potrebné. Numerické

vysledky tejto metddy preto znac¢ne trpia na kvalite rieSenia pri pouziti hrubych sieti.

3.4 Lokalna Lax-Friedrichsova metoda

Pri pouziti hrubych sieti pri Lax-Friedrichsovej schéme sa prejavia jej nedostatky. Pri
vizualizacii rieseni sa preukazuje schodovitd charakteristika rieSenia pre ktora plati
(Q2; = Q2541 pre kazda hodnotu j. Toto vyplyva zo skuto¢nosti, ze v schéme (25) pre
vypocet Q' st zahrnuté hodnoty Q7 , a Qi - Tym dochadza k rozdeleniu parnych a
neparnych hodnot v uzlovych bodoch vypoctovej oblasti. Pri po ¢astiach konstantnych
pociatocnych hodnotach to vyusti do identického vyvoja rieSenia pre parne a neparne
uzlové body. Neziadiicim nasledkom je dvojity vyskyt vsetkych vyslednych hodnot.
Numericka funkciu toku pre Lax-Friedrichsovu metédu pre skaldrnu rovnicu mo-

Zzeme napisat v tvare

FQ Q) = SIAQ) + F@)] (@ QL) a= 2 (31

Nedostatky Lax-Friedrichsovej metody boli odstranené vykonanim zmien, ktoré vy-
tstili do takzvanej lokdlnej Laz-Friedrichsovej metddy. Jej numericky tok je tvaru (37),
avSak v urceni koeficientu numerickej viskozity a dochadza k vyznamnej zmene. Oproti
Lax-Friedrichsovej metdde sa hodnota a vypocita lokdlne. Numericky tok ma takto tvar

F,

1—

= [f(@z 1) + f(Qi) — (Qi — Qi1)], (38)

M\»—t

14



kde
a;_L = maz(|f (Q)) Vg € (Qi-1,@Q:). (39)

Podobne budeme postupovat pre rovnice plytkej vody. Toky (35) a (36) pre nas

pripad zmenime nasledovne:

1 a
R (a,r,up, rp, up) = §(f(7°z,uz) + f(rp, up) — §(T’p — 1)), (40)
n 1 a
uz‘ (CZ,T[,UZ,TP,UP) = é(g(rlaul) + g(rp7up) - é(up - Ul)) (41)

Da sa ukazat [1], 7Ze hfadana hodnota a je rovna maximu z vlastnych hodnot Jako-
bianu (12). Vyuzijeme fakt, ze vlastné hodnoty Jakobidnu mame k dispozicii v definicii

(13). Hodnota a je v tejto metéde vypocitana ako
r=max{r;,r,} , u=max{|ul|ul} , a=+r+u. (42)

Hodnota a vystupujica v schémach (40) a (41) je identickd s vyrazom (42). Nutno
poznamenat, ze a sa pre kazdy priestorovy krok pocéita dva krat - raz pre element
nalavo od aktudlneho elementu a raz pre element napravo.

Lokalna Lax-Friedrichsova metdda pre tcely tejto prace bude v tvare

n— At n— n— n n n— n— n— n—
R R 1_A_x[R( z+17R ! U ! Rz+11 Uz+11) R(aif%aRi—llan—llvRi 17Ui 1)]7
(43)

n—1 At n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
U Uz - E[u( z+17R U RH—I ) Uz—l—l ) u(aiféa Ri—l ) Ui—1 7Ri 7Ui )]
(44)

Je doblezité poznamenat, Ze splnenie nutnej CFL podmienky ma vyznamny dopad

pre lokalnu Lax-Friedrichsovu metédu. Plati tu

max{a;_ 1,az+1}|—< 1. (45)

Pre skuto¢ne viditelny kvalitativny rozdiel medzi dvoma metédami je nutné usku-
to¢nit numerické experimenty, ktoré st predmetom dalSej kapitoly. V nej sa prejavia
vyssie spomenuté nedostatky Lax-Friedrichsovej metédy a markantne vyssia kvalita

rieSeni pri pouziti lokalnej Lax-Friedrichsovej metddy.
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4 Numericky Experiment

V tejto kapitole sa budeme venovat dvom prikladom. Oba budeme riesit pomocou
metod popisanych v predoslej kapitole. Prvym problémom bude sirenie viny na vodnej
hladine. Zaciatoény tvar viny v tomto priklade bude predpisany pomocou funkcie hg(x).
Pre tento model budeme sledovat vyvoj tvaru vodnej hladiny stcasne s vyvojom jej
rychlosti.

Druhym uvazovanym prikladom bude prelomenie priehrady, takzvany dam-break
problém. Tu budeme modelovat prelomenia priehrady, ktord ma na oboch stranach
nenulovii hodnotu vysky vodnej hladiny.

Vypottové oblasti budil intervaly tvaru |z, z,[C R, pricom x, < x;. Casové kroky
budi urcené so zretelom na Courant-Friedrichs-Lewyho podmienku s cielom zarucenia
stability metod. Pre oba priklady ale plati, Ze uvazujeme len kladny cas, teda t > 0,
pricom t = 0 bude povazovany za pociatocny cas. V oboch modeloch buda pouzité
Dirichletove okrajové podmienky. Analyzované a spracovavané buda vysledné hodnoty
vysky hladiny vody a jej rychlosti na celej vypoctovej oblasti. VSetky vypocty rovnako
ako aj spracovavanie a analyza vysledkov boli vykonané za pomoci softvéru Wolfram

Mathematica.

4.1 Riemannov problém

Fundamentalnou stcastou metdd zalozenych na principe metdd koneénych objemov
st takzvané Riemannove problémy. Jednd sa o hyperbolické rovnice ktoré pracuju so
Specialnymi pociatocnymi datami. Tie st po c¢astiach konstantné a obsahuja jednu ne-
spojitost v Tubovolnom, ale pevne stanovenom bode. V naSom pripade to bude bod
x = 0. Nami rieSeny problém prelomenia priehrady predstavuje Specidlny pripad Rie-
mannovho problému. KedZe pre potreby tejto prace budia vysSie spominanymi datami
hodnoty vysky hladiny nad nejakym bodom, predpiSseme Riemannov problém pre fun-

kciu h(z,t). Pre nas konkrétny pripad bude Riemannov problém dany predpisom

pa oy = " =0 (46)
h, x> 0.

kde h; a h, st hodnoty vysky hladiny pred priehradou, respektive za nou. Uva-
zujme dve hodnoty Q;_1 a );, ktoré patria k navzajom susednym elementom na sieti
vytvorenej metédou konec¢nych objemov. Uvazované hodnoty reprezentuju priemerné
hodnoty sledovanych veli¢in na svojich elementoch. RieSenie Riemannovho problému
pre by = Q;_1 a h, = @Q; nam umozni ziskat informacie, ktoré moézu byt pouzité
pre vypocet numerického toku. Takisto budeme méct vypocitat zmenu veli¢in spolu s

meniacim sa ¢asovym krokom. Riesenie Riemannovho problému pre hyperbolické rov-

16



nice je zvy¢ajne podobnostna funkcia[l], t. j. funkcia zavisla od argumentu x alebo
t. Pozostava z koneéného poc¢tu vin, ktoré sa siria od svojho poc¢iatku konstantnymi
rychlostami. Pre linedarne hyperbolické systémy méa Riemannov problém pomerne jed-
noduché riefenie. To silne stvisi s vlastnymi hodnotami (13) a k nim prislichajicimi
vlastnymi vektoromi [1]. Tento jednoduchy pristup je takisto aplikovany pre nas pripad
nelinedrneho hyperbolického systému. Presné rieSenie alebo jeho Iubovolne dobré ap-
roximacie st skonStruovatelné. Nevyhodou je ale vypoc¢tova naro¢nost Riemannovho
problému. T4 zvykava byt prilis vysoka a preto sa pouzivaju priblizné Riemannove

solvery [1].

4.2 Sirenie vlny na vodnej hladine

Podiatoéné udaje pre vysku hladiny a jej numericka rychlost tohto prikladu st dané
funkénymi predpismi. Vysku hladiny v ¢ase t = 0 si oznac¢ime ako hg, pre rychlost

zavedieme znacenie ug. Pociatoéné hodnoty prikladu st urcené funkciami

1 2
ro(x) =1+ 56_5”” . up(x) =0. (47)

Pociatocné vyska hladiny Pociatocnd numerickd hodnota rychlosti

1.0f

0.51

-0.51

-4 -2 2 4

Obr. 2: Pociato¢né data pre problém Sirenia vlny na volnej hladine

Na Obr. 2 je zobrazena vizualizacia povodnych tdajov. Pre tento model budeme
uvazovat Tavi hranicu vypoctovej oblasti ako z, = —5 a pravi ako x, = 5. Pocet
uzlovych bodov si stanovime ako n = 40. Vypoctova oblast teda bude diskretizovana s
priestorovym krokom

Tp — Tq

Ax = , Az =0.25. (48)
n

Dal§im krokom v inicializacii modelu je vyber vhodného ¢asového kroku. Ten mu-
sime zvolif so zretelom na Courant-Friedrich-Lewyho podmienku (21). Casovy krok

teda zvolime ako
B Az

At
2 Y

At = 0.125. (49)
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N4&§ model splha Courant-Friedrichs-Lewyho podmienku, ktora zarucuje stabilitu
pouzite] metody. Na experiment boli pouzité metddy popisané v predoslej kapitole
- klasicka Lax-Friedrichsova a jej lokdlny variant. Pre klasickil verziu boli odvodené
numerické toky (35) a (36), pre lokdlny variant to boli toky (40) a (41). Hodnota
koeficientu a bola uréend pomocou vztahov v predpise (42). Numerické vysledky ziskané
pomocou klasickej Lax-Friedrichsovej metédy budi vizualizované zltou farbou, zatial
¢o vysledky lokalnej Lax-Friedrichsovej metédy budia zobrazené modrou farbou.

Na obrazku Obr. 3 vidno ako sa vyvija rieSenie ziskané pomocou obidvoch metéd
s plyntcim ¢asom. Poéiatoény stlp vody pozvolna padé spit na horizontélnu vodni
hladinu. Postupnym priblizovanim k povrchu sa rozdeli na dve viny, ktoré vidno uz v
¢ase t = 0.5. Tieto vlny sa dalej Siria na obe strany od svojho pociatku.

Smerom k hraniciam vypoctovej oblasti sa Siria tzv. sokové viny. Ich pritomnost
Tahko vyéitat z vizualizicie vivoja rieSenia. Sokové viny st sprevadzané prudkym na-
rastom vysky hladiny h(z,t). Dal$im ich priznakom je takisto velmi prudky nérast
hodnoty rychlosti u(z,t).

Sokova vlna je nasledovana tzv. zriedenou vinou, ktora sa taktiez prejavuje svojimi
charakteristickymi ¢rtami. Je sprevadzana pozvolnym rozsirovanim Sirky viny pre hod-
noty h(x,t), ako aj pre hodnoty rychlosti u(zx,t). Toto spravanie odpoveda predstavam
o redlnom Sireni viny po hladine vody. U oboch metéd sa medzi dvoma zriedenymi
vlnami vytvorila pokojnd hladina, t. j. hladina, ktorej vyska sa nemeni a jej numericka
rychlost je nulové.

Ako vidno, obe metddy sa prejavili ako stabilné a ponukli akceptovatelné rieSenia.
Av8ak z hladiska numerickej kvality rieSenia nam poskytla lokdlna Lax-Friedrichsova
metdda kvalitnejsie vysledky. K tomuto zaveru sme dospeli po porovnani vysledkov na
pomerne hrubej sieti s po¢tom uzlovych bodov n = 40 s vysledkami na velmi jemnej
sieti. T4 mala pocet deliacich bodov stanovend na poc¢te n = 400. Pri tak jemnej sieti

uz obe metddy poskytovali numerické riesenia s rovnakou kvalitou.
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Porovnanie lokalnej a klasickej Lax-Friedrichsovej metody Porovnanie lokalnej a klasickej Lax-Friedrichsovej metody

Vyska hladiny h(x,t) Numericka hodnota rychlosti hladiny u(x,t)
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Obr. 3:
Vyvoj Sirenia viny na vodnej hladine v ¢asoch ¢t = 0.5,1,2,3
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4.3 Problém prelomenia priehriady

Uvazujme systém rovnic plytkej vody (8) s po ¢astiach spojenymi poc¢iatoénymi datami

pre vysku hladiny h(z,t), ktoré st dané predpisom

hy =<0
h(z,0) = yhi > hyy ug(x) =0. (50)
h, x>0
Data su vizualizované na Obr.4.

Ak systém rovnic plytkej vody (8) vyriesime s pociatoénymi adajmi (50), modelu-
jeme prelomenie priehrady. V priklade dojde k samotnému prelomeniu v case ¢t = 0.
Priehrada od seba oddeluje dve rozne vysoké hladiny vody, z ktorych hornd sa da
do pohybu po zacati vypoctu. Pre tento priklad bude pouzity identicky priestorovy
krok diskretizacie (48) ako v pripade Sirenia viny po hladine. Pre ¢asovy krok zvolime

diskretizaciu nasledovne:
Ax
p— _4 5

Na obrazku Obr. 4 je zobrazend vizualizacia poc¢iato¢nych tdajov pre tento priklad.

At At = 0.0625. (51)

U pociatocnych datach pre hodnotu vysky h je za priehradu povazovana os y. Tak ako

Pociato¢na vyska hladiny Pociato¢nd numerickd hodnota rychlosti
36 1.0
25 05
20 :
-4 -2 2 4
1.5 -0.5
1.0 -1.0
-4 -2 0 2 4

Obr. 4: Pociato¢né data pre problém prelomenia priehrady

predosly priklad, aj tento budeme riesit pomocou oboch popisanych metéd a budeme
porovnavat ich vysledky. U Lax-Friedrichsovej metédy pouzijeme toky (35) a (36),
pricom samotna metéda je tvaru (31) pre vysku hladiny A a (32) pre numerickt rychlost
hladiny u. Lokélna Lax-Friedrichsova metdda je tvaru (43) pre vysku h a (44) pre
numerick hodnotu rychlosti u. Jej toky st tvaru (40) a (41) pre vysku, resp. rychlost. V
naslednej analyze vysledkov bude riesenie ziskané pomocou klasickej Lax-Friedrichsove]

metddy vizualizované zltou farbou a modrou pre Lokalnu Lax-Friedrichsovu metdda.
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Ako vidno na Obr. 5, pre tento priklad a pre ttto siet uz metédy nedavaja ekvivalentné
rieSenia. U Lax-Friedrichsovej metody sa preukazuji nedostatky spominané v predosle]
kapitole. Dochadza tu k zltc¢eniu hodn6t v parnych a neparnych uzlovych bodoch so
schodkovitym charakterom. To mé& za nasledok nizku kvalitu numerického riesenia v
porovnani s lokalnou verziou metédy.

Podobne ako v priklade o &reni viny po hladine, aj tu je viditelna Sokova vIna. Siri
sa v smere zlava doprava, teda zobrazuje prevalenie vody z oblasti s vy$Sou hladinou
h do oblasti s nizsou hladinou. Pritomnost Sokovej vlny je napovedana aj zvySenou
numerickou hodnotou rychlosti u«, podobne ako v priklade so Sirenim viny po vodne;]
hladine. Numerickd hodnota rychlosti v sa pri nej takisto rapidne zvysuje.

Zriedend vlna je v tomto priklade taktiez vyrazne viditeIna. Plynutim ¢asu sa zvi-
¢Suje vzdialenost medzi zriedenou a Sokovou vlnou, pricom sicasne sa zvySuje nume-
rickd hodnota rychlosti hladiny v medzi tymito dvoma vlnami. Rychlost hladiny na-
rasta postupne, az dosiahne svoje maximum vo vrchole Sokovej viny. Zmena rychlosti

pri spomaleni je pritom vicsia ako pri zrychleni.
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5 Zaver

V tejto praci sme porovnavali dve numerické metddy pre riesenie rovnic plytkej vody v
dvoch problémoch, a to Sirenia vody po vodnej hladine a prelomenia priehrady. Pre oba
problémy sme implementovali prislusné rovnice numerickych metéd - Lax-Friedrichsovu
a lokdlnu Lax-Friedrichsovu metédu v softvéri Wolfram Mathematica a analyzovali
sme vysledky. V oboch problémoch sme dospeli k zaveru, ze lokdlna Lax-Friedrichsova
metdda poskytuje v porovnani s klasickou Lax-Friedrichsovou metddou vyssiu kvalitu
numerickych rieseni. Pre po castiach konstantné pociato¢né data ma klasickd Lax-
Friedrichsova metdda schodkovity charakter rieSenia a preto nie je vhodna pre rieSenie
danych problémov. Z toho vyplyva, Ze lokdlna Lax-Friedrichsova je vyhovujica metdda

pre oba skiimané problémy plytkej vody.
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