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Abstrakt

V tejto bakalárskej práci sa venujeme numerickému rie¹eniu rovníc plytkej vody. Rie-

¹ime tu dva problémy tykajúce sa plytkej vody. Ako prostriedky nám poslú¾ia metódy

na ich rie¹enie - klasická a lokálna Lax-Friedrichsova metóda. Jedným z problémov je

¹írenie vlny po vodnej hladine, tým druhým je problém prelomenia priehrady. V práci

sa preuká¾u nedostatky Lax-Friedrichsovej metódy. Tie budú napravené pou¾itím lo-

kálnej Lax-Friedrichsovej metódy. Numerické výsledky budú na záver analyzované a

navzájom porovnané.

Kµúèové slová: numerické rie¹enie, plytká voda, Lax-Friedrichs, prelomenie prieh-

rady.

Abstract

In this bachelor thesis, we study numerical solutions of shallow water equations. We

solve two shallow water related problems. We will use methods for solving these equ-

ations - the classic and local Lax-Friedrichs methods. One problem is the propagation

of a wave on the water surface, the second is the dam-break problem. In this work,

we will see the shortcomings of the Lax-Friedrichs method. Those will be remedied by

using the local Lax-Friedrichs method. We will then describe and analyze the numerical

results. We conclude this work with a short comparison of the results.

Keywords: numerical solution, shallow water, Lax-Friedrichs, dam-break.
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1 Úvod do problematiky

Skúmanie správania vodnej hladiny je dlhodobo v záujme vedeckých pracovníkov po

celom svete. Javy ako vlny tsunami, pretrhnutie priehrad èi vyliatie riek z korýt ka¾do-

roène ohrozujú ¾ivoty, infra¹truktúru ako aj ¾ivotné prostredie. Existuje veµké mno¾stvo

matematických modelov, ktoré popisujú vy¹¹ie uvedené javy. Preto je dôle¾ité spomedzi

numerických metód, ktoré mô¾u rie¹i» tieto problémy, vybra» tie, ktoré nám umo¾nia

získa» rie¹enia pribli¾ujúce sa k realite s èo najmen¹ou numerickou chybou.

Predmetom výskumu tejto práce je numerické rie¹enie rovníc plytkej vody. Zo-

známime sa s týmito rovnicami a predstavíme si dve numerické metódy umo¾òujúce

rie¹enie týchto rovníc. Zameriame sa na implementáciu uvedených numerických metód

v softvéri Wolfram Mathematica a na vzájomné porovnávanie ich výsledkov.

V prvej kapitole odvodíme rovnice plytkej vody za uvedených predpokladov. Druhá

kapitola reprezentuje teoretickú numerickú èas» tejto práce, prièom popí¹eme pod-

mienku pre stabilitu metód zalo¾ených na princípoch koneèných objemov, odvodíme

Lax-Friedrichsovu metódu a lokálnu Lax-Friedrichsovu metódu. Experimentálna èas» je

obsiahnutá v ¹tvrtej kapitole. Vyrie¹ime v nej problém ¹írenia vlny po vodnej hladine a

problém prelomenia priehrady s pou¾itím dvoch predstavených metód a zanalyzujeme

ich výsledky. V piatej kapitole struène zhrnieme výsledky práce.
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2 Rovnice plytkej vody

Pod pojmom rovnice plytkej vody rozumieme ¹peciálny systém hyperbolických parciál-

nych diferenciálnych rovníc [1]. V prípade zahrnutia viskózneho trenia do modelu sa

uvedené rovnice zmenia na parabolické. V na¹om prípade ale tento faktor zanedbávame

a pracujeme s hyperbolickou verziou rovníc.

Pred odvodením rovníc uvedieme predpoklady, ktoré nám ich umo¾nia odvodi».

Uva¾ujeme tekutinu v kanáli jednotkovej ¹írky a predpokladáme zanedbateµnos» ver-

tikálnej zlo¾ky rýchlosti tekutiny. Pri horizontálnej zlo¾ke rýchlosti tekutiny u(x, t),

budeme predpoklad kon¹tantnos» v µubovoµnom prieènom priereze kanála. Tieto pred-

poklady sú splnené ak uva¾ujeme kanál ktorého håbka je zanedbateµná voèi jeho då¾ke.

Ïal¹ím predpokladom je nestaèiteµnos» kvapaliny, ktorý má ako dôsledok kon¹tantnú

hustotu ρ̄. Na¹im cieµom je práve urèenie vý¹ky hladiny tekutiny h, prièom táto vý¹ka

je urèená funkciou h(x, t). Celková hmotnos» tekutiny medzi dvoma bodmi [xl, xp] v

èase t je urèená ako hodnota integrálu

xp∫
xl

ρ̄h(x, t)dx. (1)

Vertikálnou integráciou hustoty hybnosti tekutiny ρ̄u(x, t) dostávame hodnotu hmot-

nostného toku ρ̄h(x, t)u(x, t). Odstránením kon¹tanty ρ̄ z rovnice zachovania hmotnosti

dostávame

ht + (uh)x = 0. (2)

Rovnica zachovania hybnosti [1] má tvar

(ρ̄hu)t + (ρ̄hu2 + p)x = 0. (3)

Tlak p v rovnici (3) urèíme z hydrostatického zákona. Ten tvrdí, ¾e tlak vo vzdia-

lenosti h − y pod hladinou je rovný ρ̄g(h − y), kde g je gravitaèná kon¹tanta. Tento

tlak vzniká z hmotnosti tekutiny nad bodom v håbke y. Po vertikálnej integrácii v hra-

niciach od y = 0 po y = h(x, t) nám dáva hodnoty celkového tlaku p v håbke h(x, t).

Správna formulácia tlaku v hybnostnom toku je:

p =
1

2
ρ̄gh2. (4)

Pou¾ijúc vz»ah (4) v rovnici (3) a odstránením ρ̄ dostávame

(hu)t +

(
hu2 +

1

2
gh2

)
x

= 0 (5)

.
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Pri dostatoène hladkých funkciách vý¹ky hladiny h(x, t) a horizontálnej rýchlosti

u(x, t) a zapísaní v inom tvare mô¾eme rovnicu (5) zjednodu¹i». Prepí¹eme rovnicu (5)

do tvaru

(hu)t +

((
hu

)
u+

(
1

2
h

)
h

)
x

= 0. (6)

Po aplikácii formuly pre derivovanie súèinov zlo¾ených funkcií a za vyu¾itia (2) pre

nahradenie výrazu ht dostávame tvar

ut +

(
1

2
u2 + gh

)
x

= 0. (7)

Spojením rovníc (2) a (7) dostávame systém rovníc plytkej vody[
h

u

]
t

+

[
f(h, u)

g(h, u)

]
x

= 0, (8)

kde f(h, u) = uh a g(h, u) = 1
2
u2 + gh. Pre zjednodu¹enie si zavedieme nasledujúce

znaèenia:

Q(x, t) = (h(x, t), u(x, t)) (9)

F (h, u) = (f(h, u), g(h, u)). (10)

Vy¹¹ie uvedené kroky nám umo¾nia prepísa» nami uva¾ovaný systém do tvaru

Qt + F (Q)x = 0, (11)

ktorý je ekvivalentný s tvarom (8).

Ïal¹ím dôle¾itým pojmom pri rie¹ení rovníc plytkej vody je Jakobián funkcie na

pravej strane systému rovníc plytkej vody, ktorý má tvar

F
′
(Q) =

∂f(h,u)
∂h

∂f(h,u)
∂u

∂g(h,u)
∂h

∂g(h,u)
∂u

 . (12)

Pri numerických výpoètoch sú potrebné aj vlastné hodnoty Jakobiánu,

λ1 = u−
√
gh, λ2 = u+

√
gh. (13)

Pre rie¹enie systému rovníc plytkej vody bude dôle¾itá práve maximálna vlastná hod-

nota z vy¹¹ie uvedenej dvojice.
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3 Numerické metódy

Rovnice plytkej vody mo¾no rie¹i» pomocou viacerých metód. V tejto kapitole si priblí-

¾ime metódy pou¾ité v tejto práci a to primárne Lax-Friedrichsovu metódu. Ako sa v¹ak

uká¾e z dôvodov uvedených v tejto kapitole, budeme potrebova» aj jej modi�kovanú

verziu - takzvanú Lokálnu Lax-Friedrichsovu metódu. Pre zjednodu¹enie predstavíme

metódy najprv v ich skálarnej verzii, a¾ potom uvedieme nami po¾adované tvary pre

systém rovníc (2) a (7).

Budeme uva¾ova» nelineárnu hyperbolickú parciálnu diferenciálnu rovnicu. Najjed-

noduch¹ia skalárna rovnica tohto tvaru je

qt + f(q)x = 0, (14)

kde f(q) je zatiaµ bli¾¹ie neurèená funkcia toku.

Metódy ktorým sa budeme v tejto kapitole venova» sú zalo¾ené na princípoch me-

tódy koneèných objemov [1]. Tieto metódy budú v tvare

Qn+1
i = Qn

i −
∆t

∆x
(F n

i+ 1
2
− F n

i− 1
2
), (15)

kde F n
i− 1

2

je aproximácia priemerného toku v bode x = xi− 1
2
:

F n
i− 1

2
≈ 1

∆t

∫ tn+1

tn

f(q(xi− 1
2
, t))dt. (16)

Ak doká¾eme aproximova» priemer toku len na základe hodnôt Qn
i , získame plne dis-

krétnu explicitnú metódu. Pri hyperbolických problémoch sa zmeny velièín ¹íria ko-

neènou rýchlos»ou. Tento predpoklad nám umo¾ní získanie hodnoty F n
i− 1

2

pomocou

hodnôt Qn
i−1 a Qn

i . Toto nám umo¾ní pou¾i» vzorec v tvare

F n
i− 1

2
= F(Qn

i−1, Q
n
i ), (17)

prièom F je zatiaµ ne¹peci�kovaná funkcia numerického toku. Metóda (15) potom na-

dobudne tvar

Qn+1
i = Qn

i −
∆t

∆x
[F(Qn

i , Q
n
i+1)−F(Qn

i−1, Q
n
i )]. (18)

Je dôle¾ité poznamena», ¾e výsledná metóda zavisí od výberu funkcie numerického

toku F . Principiálne ale platí, ¾a ka¾dá metóda tohto typu je explicitná metóda s

trojbodovou ¹ablónou. To znamená, ¾e hodnota Qn+1
i bude závislá od hodnôt Qn

i−1, Q
n
i

a Qn
i+1 v predo¹lom èasovom kroku n.
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3.1 Stabilita numerickej metódy

Stabilita numerických metód je závislá na splnení rôznych po¾iadaviek [1]. V na¹ej

práci je nutné splnenie takzvanej Courant-Friedrichs-Lewyho podmienky, skrátene CFL

podmienky. S touto podmienkou súvisí takzvané Courantovo èíslo. Splnenie tejto pod-

mienky je nutné pre v¹etky metódy zalo¾ené na princípoch metódy koneèných objemov

alebo diferencií. Ich splnenie zabezpeèuje stabilitu a je nutné pre konvergenciu rie¹enia

pri postupnom zjemòovaní výpoètovej siete. Jednoduchá interpretácia tejto podmienky

tvrdí nasledujúce: metóda musí by» pou¾itá spôsobom, ktorý umo¾òuje zmenám sledo-

vaných velièín ¹íri» sa korektnými fyzikálnymi rýchlos»ami.

Ako sme u¾ spomenuli pri pou¾ití explicitnej metódy (18) hodnota Qn+1
i závisí len

od hodnôt Qn
i−1, Q

n
i a Qn

i+1. Pri aplikácii metódy (18) na rovnicu advekcie

qt + ūqx = 0 , ū > 0 (19)

nám podmienka ū > 0 zabezpeèí, ¾e presné rie¹enie sa ¹íri rýchlos»ou ū a za jeden

èasový krok sa posunie o ū∆t. V prípade ak ū∆t < ∆x, zmena velièiny sa za jeden

èasový krok roz¹íri o menej ako jeden element. V takomto prípade je mo¾né urèi» tok

v bode xi− 1
2
z hodnôt Qn

i−1 a Qn
i . Naopak, ak pou¾ijeme väè¹í èasový krok, dostávame

nerovnos» ū∆t > ∆x. Ak zároveò ū∆t ≤ 2∆x tak je hodnota toku v bode xi− 1
2
závislá

od hodnoty Qn
i−2, a teda je od nej závislá aj hodnota Qn+1

i . Obidve situácie sú zobrazené

na Obr. 1. Z týchto dôvodov by metóda (18) bola pri pou¾ití tak veµkého èasového kroku

nestabilná.

ū∆t < ∆x ū∆t > ∆x

Obr. 1: Charakteristika rýchlosti ¹írenia zmeny velièiny pre rovnicu advekcie [1].

Toto je dôsledok CFL podmienky, ktorá bola odvodená za pomoci metód zalo¾e-

ných na koneèných diferenciách. Tie boli pou¾ité ako analytický prostriedok na doká-

zanie existencie rie¹enia niektorých parciálnych diferenciálnych rovníc. Je mimoriadne

dôle¾ité poznamena», ¾e táto podmienka je nutnou podmienkou pre stabilitu a konver-

genciu.

Pre skalárne hyperbolické rovnice sa zvyèajne volia metódy a siete, ktoré zaistia
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splnenie CFL podmienky. Pre rovnicu advekcie (19) de�nujeme Courantovo èíslo vz»a-

hom

ν ≡
∣∣∣∣ ū∆t

∆x

∣∣∣∣ ≤ 1. (20)

Hodnota Courantovho èísla ν ≤ 1 zabezpeèí splnenie CFL podmienky a motivuje nás

�xova» hodnotu ∆t
∆x

pri postupnom zjemòovaní siete.

Na základe podobných úvah sa dá de�nova» [1] výpoèet Courantovho èísla pre ná¹

systém hyperbolických rovníc (2) a (7). Urèíme ho vz»ahom

ν =
∆t

∆x
Λ (21)

kde Λ je maximum z vlastných hodnôt (13)

Λ = max
[
λ1, λ2

]
(22)

Tu sa opä» preukazuje dôle¾itos» vlastných hodnôt (13) Jakobiánu (12) funkcie toku.

Konkrétne sa to preuká¾e v takzvanej lokálnej Lax-Friedrichsovej metóde, ktorú pred-

stavíme neskôr v tejto kapitole. Pre metódy tohto typu, ktoré hodnotu Qn+1
i urèujú z

troch hodnôt Qn
i−1, Q

n
i a Qn

i+1 to vedie k podmienke pre Courantovo èíslo

ν ≤ 1. (23)

Výpoèet Courantovho èísla závisí primárne od ¹írky ¹ablóny pre zvolenú metódu.

Pri zvolení ¹ablóny, kde sa hodnota Qn
i urèuje aj z hodnôt Qn−1

i−2 a Qn−1
i+2 sa Courantovo

èíslo poèíta identicky. Pri takejto ¹ablóne pozostávajúcej z piatich hodnôt je podmienka

na èasový krok menej re¹triktívna. Pre takú metódu mô¾e nadobúda» CFL podmienka

tvar

ν ≤ 2. (24)

Treba opä» zdôrazni» fakt, ¾e toto je len nutná podmienka. Pre presné urèenie pod-

mienky zaruèujúcej konvergenciu metódy je nutné vykona» detailnej¹iu analýzu stabi-

lity a konzistencie [1].

3.2 Lax-Friedrichsova metóda pre skalárny prípad

Pri voµbe numerického toku F budeme stále pracova» s metódami tvaru (15). Na¹ím

cieµom je urèi» priemerný tok v bode xi− 1
2
na základe hodnôt Qn

i−1 a Q
n
i . Ak sa pokúsime

pou¾i» aritmetický priemer hodnôt, dostaneme

F n
i− 1

2
= F(Qn

i−1, Q
n
i ) =

1

2
[f(Qn

i−1) + f(Qn
i )]. (25)

Dosadením (25) do (18) dostávame
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Qn+1
i = Qn

i −
∆t

2∆x
[f(Qn

i+1)− f(Qn
i−1)]. (26)

Táto metóda je ale nestabilná pre hyperbolické problémy, a to ani pri splnení po-

¾iadavky na dostatoène malý èasový krok [1].

Klasická Lax-Friedrichsova metóda má tvar

Qn+1
i =

1

2
(Qn

i−1 +Qn
i+1)− ∆t

2∆x
[f(Qn

i+1)− f(Qn
i−1)]. (27)

Je tu znaèná podobnos» s nestabilnou metódou (26), av¹ak hodnota Qn
i je nahra-

dená priemerom 1
2
(Qn

i−1 +Qn
i+1). V Lax-Friedrichsovej metóde na prvý pohµad nevidno

metódu v tvare (15). Táto podobnos» sa preuká¾e a¾ po zade�novaní numerického toku

F(Qn
i−1, Q

n
i ) =

1

2
[f(Qn

i−1) + f(Qn
i )]− ∆t

2∆x
(Qn

i −Qn
i−1). (28)

Tento numerický tok pripomína nestabilný centrovaný tok (25) s pridaním ïal¹ieho

èlena podobnému toku difúznej rovnice [1]. Pou¾itie tohto toku vzbudzuje dojem mo-

delovania advekèno-difúznej rovnice

qt + f(q)x = βqxx , β =
1
2
(∆x)2

∆t
. (29)

Pri �xovaní podielu ∆t
∆x

sa postupným zjemòovaním výpoètovej siete koe�cient β

vynuluje. Vïaka tomu je metóda v limite konzistentná s pôvodnou hyperbolickou rov-

nicou. Tento pridaný výraz mo¾no interpretova» ako numerickú difúziu. Táto difúzia

rie¹i problémy vystupujúce v nestabilnej metóde (26) a poskytuje stabilnú metódu pre

na¹e výpoèty. Stabilitu je mo¾né dokáza» [1] pre hodnoty Courantovho èísla

ν ≤ 1. (30)

3.3 Lax-Friedrichsova metóda pre rovnice plytkej vody

V na¹om prípade pozostáva systém rovníc plytkej vody z rovníc (8). Velièiny, ktorých

hodnoty chceme urèi» sú vý¹ka hladiny h a rýchlos» kvapaliny u. Hµadanú numerickú

hodnotu vý¹ky hladiny si oznaèíme ako Rn
i a súèasne pre rýchlos» kvapaliny zavedieme

jej numerickú hodnotu Un
i . Metóda koneèných objemov pre ná¹ konkrétny prípad teda

nadobudne tvar

Rn
i = Rn−1

i − ∆t

∆x
[R(Rn−1

i , Un−1
i , Rn−1

i+1 , U
n−1
i+1 )−R(Rn−1

i−1 , U
n−1
i−1 , R

n−1
i , Un−1

i )], (31)

Un
i = Un−1

i − ∆t

∆x
[U(Rn−1

i , Un−1
i , Rn−1

i+1 , U
n−1
i+1 )− U(Rn−1

i−1 , U
n−1
i−1 , R

n−1
i , Un−1

i )], (32)
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kde R je numerická funkcia toku pre vý¹ku hladiny a U je numerická funkcia toku pre

rýchlos» tekutiny.

Keï¾e hodnoty Rn
i a Un

i v èasovom kroku n poèítame v (31) a (32) z hodnôt z

èasového kroku n− 1, mô¾me si zavies» zjednodu¹ené znaèenie

Rl ≡ Rn−1
i−1 , Rp ≡ Rn−1

i , (33)

Ul ≡ Un−1
i−1 , Up ≡ Un−1

i . (34)

V na¹om prípade budú ma» toky predpis

Rn
i (Rl, Ul, Rp, Up) =

1

2
(f(Rl, Ul) + f(Rp, Up)−

2∆x

∆t
(Rp −Rl)), (35)

Un
i (Rl, Ul, Rp, Up) =

1

2
(g(Rl, Ul) + g(Rp, Up)−

2∆x

∆t
(Up − Ul)). (36)

Pomocou Lax-Friedrichsovej metódy bude realizovaná prvá èas» numerického experi-

mentu. Poèas neho sa uká¾e nedostatok tejto metódy. Konkrétne Lax-Friedrichsova

metóda v sebe zahàòa viac difúzie ako je pre reálne aplikácie potrebné. Numerické

výsledky tejto metódy preto znaène trpia na kvalite rie¹enia pri pou¾ití hrubých sietí.

3.4 Lokálna Lax-Friedrichsova metóda

Pri pou¾ití hrubých sietí pri Lax-Friedrichsovej schéme sa prejavia jej nedostatky. Pri

vizualizácii rie¹ení sa preukazuje schodovitá charakteristika rie¹enia pre ktorú platí

Q2j = Q2j+1 pre ka¾dú hodnotu j. Toto vyplýva zo skutoènosti, ¾e v schéme (25) pre

výpoèet Qn+1
i sú zahrnuté hodnoty Qn

i−1 a Q
n
i+1. Tým dochádza k rozdeleniu párnych a

nepárnych hodnôt v uzlových bodoch výpoètovej oblasti. Pri po èastiach kon¹tantných

poèiatoèných hodnotách to vyústi do identického vývoja rie¹enia pre párne a nepárne

uzlové body. Ne¾iadúcim následkom je dvojitý výskyt v¹etkých výsledných hodnôt.

Numerickú funkciu toku pre Lax-Friedrichsovu metódu pre skalárnu rovnicu mô-

¾eme napísa» v tvare

F(Qn
i−1, Q

n
i ) =

1

2
[f(Qn

i−1) + f(Qn
i )]− a(Qn

i −Qn
i−1) , a =

∆t

2∆x
. (37)

Nedostatky Lax-Friedrichsovej metódy boli odstránené vykonaním zmien, ktoré vy-

ústili do takzvanej lokálnej Lax-Friedrichsovej metódy. Jej numerický tok je tvaru (37),

av¹ak v urèení koe�cientu numerickej viskozity a dochádza k významnej zmene. Oproti

Lax-Friedrichsovej metóde sa hodnota a vypoèíta lokálne. Numerický tok má takto tvar

Fi− 1
2

=
1

2
[f(Qi−1) + f(Qi)− ai− 1

2
(Qi −Qi−1)], (38)
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kde

ai− 1
2

= max(|f ′
(Q)|) ∀q ∈ (Qi−1, Qi). (39)

Podobne budeme postupova» pre rovnice plytkej vody. Toky (35) a (36) pre ná¹

prípad zmeníme nasledovne:

Rn
i (a, rl, ul, rp, up) =

1

2
(f(rl, ul) + f(rp, up)−

a

2
(rp − rl)), (40)

Un
i (a, rl, ul, rp, up) =

1

2
(g(rl, ul) + g(rp, up)−

a

2
(up − ul)). (41)

Da sá ukáza» [1], ¾e hµadaná hodnota a je rovná maximu z vlastných hodnôt Jako-

biánu (12). Vyu¾ijeme fakt, ¾e vlastné hodnoty Jakobiánu máme k dispozícii v de�nícii

(13). Hodnota a je v tejto metóde vypoèítaná ako

r = max{rl, rp} , u = max{|ul|, |up|} , a =
√
r + u. (42)

Hodnota a vystupujúca v schémach (40) a (41) je identická s výrazom (42). Nutno

poznamena», ¾e a sa pre ka¾dý priestorový krok poèíta dva krát - raz pre element

naµavo od aktuálneho elementu a raz pre element napravo.

Lokálna Lax-Friedrichsova metóda pre úèely tejto práce bude v tvare

Rn
i = Rn−1

i − ∆t

∆x
[R(ai+ 1

2
, Rn−1

i , Un−1
i , Rn−1

i+1 , U
n−1
i+1 )−R(ai− 1

2
, Rn−1

i−1 , U
n−1
i−1 , R

n−1
i , Un−1

i )],

(43)

Un
i = Un−1

i − ∆t

∆x
[U(ai+ 1

2
, Rn−1

i , Un−1
i , Rn−1

i+1 , U
n−1
i+1 )−U(ai− 1

2
, Rn−1

i−1 , U
n−1
i−1 , R

n−1
i , Un−1

i )].

(44)

Je dôle¾ité poznamena», ¾e splnenie nutnej CFL podmienky má významný dopad

pre lokálnu Lax-Friedrichsovu metódu. Platí tu

max
i
{ai− 1

2
, ai+ 1

2
}|∆t

∆x
≤ 1. (45)

Pre skutoène viditeµný kvalitatívny rozdiel medzi dvoma metódami je nutné usku-

toèni» numerické experimenty, ktoré sú predmetom ïal¹ej kapitoly. V nej sa prejavia

vy¹¹ie spomenuté nedostatky Lax-Friedrichsovej metódy a markantne vy¹¹ia kvalita

rie¹ení pri pou¾ití lokálnej Lax-Friedrichsovej metódy.
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4 Numerický Experiment

V tejto kapitole sa budeme venova» dvom príkladom. Oba budeme rie¹i» pomocou

metód popísaných v predo¹lej kapitole. Prvým problémom bude ¹írenie vlny na vodnej

hladine. Zaèiatoèný tvar vlny v tomto príklade bude predpísaný pomocou funkcie h0(x).

Pre tento model budeme sledova» vývoj tvaru vodnej hladiny súèasne s vývojom jej

rýchlosti.

Druhým uva¾ovaným príkladom bude prelomenie priehrady, takzvaný dam-break

problém. Tu budeme modelova» prelomenia priehrady, ktorá má na oboch stranách

nenulovú hodnotu vý¹ky vodnej hladiny.

Výpoètové oblasti budú intervaly tvaru ]xa, xb[⊂ R, prièom xa < xb. Èasové kroky

budú urèené so zreteµom na Courant-Friedrichs-Lewyho podmienku s cieµom zaruèenia

stability metód. Pre oba príklady ale platí, ¾e uva¾ujeme len kladný èas, teda t ≥ 0,

prièom t = 0 bude pova¾ovaný za poèiatoèný èas. V oboch modeloch budú pou¾ité

Dirichletove okrajové podmienky. Analyzované a spracovávané budú výsledné hodnoty

vý¹ky hladiny vody a jej rýchlosti na celej výpoètovej oblasti. V¹etky výpoèty rovnako

ako aj spracovávanie a analýza výsledkov boli vykonané za pomoci softvéru Wolfram

Mathematica.

4.1 Riemannov problém

Fundamentálnou súèas»ou metód zalo¾ených na princípe metód koneèných objemov

sú takzvané Riemannove problémy. Jedná sa o hyperbolické rovnice ktoré pracujú so

¹peciálnymi poèiatoènými dátami. Tie sú po èastiach kon¹tantné a obsahujú jednu ne-

spojitos» v µubovoµnom, ale pevne stanovenom bode. V na¹om prípade to bude bod

x = 0. Nami rie¹ený problém prelomenia priehrady predstavuje ¹peciálny prípad Rie-

mannovho problému. Keï¾e pre potreby tejto práce budú vy¹¹ie spomínanými dátami

hodnoty vý¹ky hladiny nad nejakým bodom, predpí¹eme Riemannov problém pre fun-

kciu h(x, t). Pre ná¹ konkrétny prípad bude Riemannov problém daný predpisom

h(x, 0) =

hl x < 0,

hr x > 0.
(46)

kde hl a hr sú hodnoty vý¹ky hladiny pred priehradou, respektíve za òou. Uva-

¾ujme dve hodnoty Qi−1 a Qi, ktoré patria k navzájom susedným elementom na sieti

vytvorenej metódou koneèných objemov. Uva¾ované hodnoty reprezentujú priemerné

hodnoty sledovaných velièín na svojich elementoch. Rie¹enie Riemannovho problému

pre hl = Qi−1 a hr = Qi nám umo¾ní získa» informácie, ktoré mô¾u by» pou¾ité

pre výpoèet numerického toku. Takisto budeme môc» vypoèíta» zmenu velièín spolu s

meniacim sa èasovým krokom. Rie¹enie Riemannovho problému pre hyperbolické rov-
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nice je zvyèajne podobnostná funkcia[1], t. j. funkcia závislá od argumentu x alebo

t. Pozostáva z koneèného poètu vån, ktoré sa ¹íria od svojho poèiatku kon¹tantnými

rýchlos»ami. Pre lineárne hyperbolické systémy má Riemannov problém pomerne jed-

noduché rie¹enie. To silne súvisí s vlastnými hodnotami (13) a k nim prislúchajúcimi

vlastnými vektoromi [1]. Tento jednoduchý prístup je takisto aplikovaný pre ná¹ prípad

nelineárneho hyperbolického systému. Presné rie¹enie alebo jeho µubovoµne dobré ap-

roximácie sú skon¹truovateµné. Nevýhodou je ale výpoètová nároènos» Riemannovho

problému. Tá zvykáva by» príli¹ vysoká a preto sa pou¾ívajú pribli¾né Riemannove

solvery [1].

4.2 ©írenie vlny na vodnej hladine

Poèiatoèné údaje pre vý¹ku hladiny a jej numerickú rýchlos» tohto príkladu sú dané

funkènými predpismi. Vý¹ku hladiny v èase t = 0 si oznaèíme ako h0, pre rýchlos»

zavedieme znaèenie u0. Poèiatoèné hodnoty príkladu sú urèené funkciami

r0(x) = 1 +
1

2
e−5x2

, u0(x) = 0. (47)

Poèiatoèná vý¹ka hladiny
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Poèiatoèná numerická hodnota rýchlosti
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-0.5

0.5
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Obr. 2: Poèiatoèné dáta pre problém ¹írenia vlny na volnej hladine

Na Obr. 2 je zobrazená vizualizácia pôvodných údajov. Pre tento model budeme

uva¾ova» µavú hranicu výpoètovej oblasti ako xa = −5 a pravú ako xb = 5. Poèet

uzlových bodov si stanovíme ako n = 40. Výpoètová oblas» teda bude diskretizovaná s

priestorovým krokom

∆x =
xb − xa
n

, ∆x = 0.25. (48)

Ïal¹ím krokom v inicializácii modelu je výber vhodného èasového kroku. Ten mu-

síme zvoli» so zreteµom na Courant-Friedrich-Lewyho podmienku (21). Èasový krok

teda zvolíme ako

∆t =
∆x

2
, ∆t = 0.125. (49)
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Ná¹ model spåòa Courant-Friedrichs-Lewyho podmienku, ktorá zaruèuje stabilitu

pou¾itej metódy. Na experiment boli pou¾ité metódy popísané v predo¹lej kapitole

- klasická Lax-Friedrichsova a jej lokálny variant. Pre klasickú verziu boli odvodené

numerické toky (35) a (36), pre lokálny variant to boli toky (40) a (41). Hodnota

koe�cientu a bola urèená pomocou vz»ahov v predpise (42). Numerické výsledky získané

pomocou klasickej Lax-Friedrichsovej metódy budú vizualizované ¾ltou farbou, zatiaµ

èo výsledky lokálnej Lax-Friedrichsovej metódy budú zobrazené modrou farbou.

Na obrázku Obr. 3 vidno ako sa vyvíja rie¹enie získané pomocou obidvoch metód

s plynúcim èasom. Poèiatoèný ståp vody pozvoµna padá spä» na horizontálnu vodnú

hladinu. Postupným pribli¾ovaním k povrchu sa rozdelí na dve vlny, ktoré vidno u¾ v

èase t = 0.5. Tieto vlny sa ïalej ¹íria na obe strany od svojho poèiatku.

Smerom k hraniciam výpoètovej oblasti sa ¹íria tzv. ¹okové vlny. Ich prítomnos»

µahko vyèíta» z vizualizácie vývoja rie¹enia. ©okové vlny sú sprevádzané prudkým ná-

rastom vý¹ky hladiny h(x, t). Ïal¹ím ich príznakom je takisto veµmi prudký nárast

hodnoty rýchlosti u(x, t).

©oková vlna je nasledovaná tzv. zriedenou vlnou, ktorá sa taktie¾ prejavuje svojimi

charakteristickými èrtami. Je sprevádzaná pozvoµným roz¹irovaním ¹írky vlny pre hod-

noty h(x, t), ako aj pre hodnoty rýchlosti u(x, t). Toto správanie odpovedá predstavám

o reálnom ¹írení vlny po hladine vody. U oboch metód sa medzi dvoma zriedenými

vlnami vytvorila pokojná hladina, t. j. hladina, ktorej vý¹ka sa nemení a jej numerická

rýchlos» je nulová.

Ako vidno, obe metódy sa prejavili ako stabilné a ponúkli akceptovateµné rie¹enia.

Av¹ak z hµadiska numerickej kvality rie¹enia nám poskytla lokálna Lax-Friedrichsova

metóda kvalitnej¹ie výsledky. K tomuto záveru sme dospeli po porovnaní výsledkov na

pomerne hrubej sieti s poètom uzlových bodov n = 40 s výsledkami na veµmi jemnej

sieti. Tá mala poèet deliacich bodov stanovenú na poète n = 400. Pri tak jemnej sieti

u¾ obe metódy poskytovali numerické rie¹enia s rovnakou kvalitou.
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Obr. 3:
Vývoj ¹írenia vlny na vodnej hladine v èasoch t = 0.5, 1, 2, 3

19



4.3 Problém prelomenia priehriady

Uva¾ujme systém rovníc plytkej vody (8) s po èastiach spojenými poèiatoènými dátami

pre vý¹ku hladiny h(x, t), ktoré sú dané predpisom

h(x, 0) =

hl x < 0

hr x > 0
, hl > hr, u0(x) = 0. (50)

Dáta sú vizualizované na Obr.4.

Ak systém rovníc plytkej vody (8) vyrie¹ime s poèiatoènými údajmi (50), modelu-

jeme prelomenie priehrady. V príklade dôjde k samotnému prelomeniu v èase t = 0.

Priehrada od seba oddeµuje dve rôzne vysoké hladiny vody, z ktorých horná sa dá

do pohybu po zaèatí výpoètu. Pre tento príklad bude pou¾itý identický priestorový

krok diskretizácie (48) ako v prípade ¹írenia vlny po hladine. Pre èasový krok zvolíme

diskretizáciu nasledovne:

∆t =
∆x

4
, ∆t = 0.0625. (51)

Na obrázku Obr. 4 je zobrazená vizualizácia poèiatoèných údajov pre tento príklad.

U poèiatoèných dátach pre hodnotu vý¹ky h je za priehradu pova¾ovaná os y. Tak ako
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Obr. 4: Poèiatoèné dáta pre problém prelomenia priehrady

predo¹lý príklad, aj tento budeme rie¹i» pomocou oboch popísaných metód a budeme

porovnáva» ich výsledky. U Lax-Friedrichsovej metódy pou¾ijeme toky (35) a (36),

prièom samotná metóda je tvaru (31) pre vý¹ku hladiny h a (32) pre numerickú rýchlos»

hladiny u. Lokálna Lax-Friedrichsova metóda je tvaru (43) pre vý¹ku h a (44) pre

numerickú hodnotu rýchlosti u. Jej toky sú tvaru (40) a (41) pre vý¹ku, resp. rýchlos». V

následnej analýze výsledkov bude rie¹enie získané pomocou klasickej Lax-Friedrichsovej

metódy vizualizované ¾ltou farbou a modrou pre Lokálnu Lax-Friedrichsovu metóda.
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Obr. 5:
Priebeh problému prelomenia priehrady v èasoch t = 0.5, 1, 2, 3

21



Ako vidno na Obr. 5, pre tento príklad a pre túto sie» u¾ metódy nedávajú ekvivalentné

rie¹enia. U Lax-Friedrichsovej metódy sa preukazujú nedostatky spomínané v predo¹lej

kapitole. Dochádza tu k zlúèeniu hodnôt v párnych a nepárnych uzlových bodoch so

schodkovitým charakterom. To má za následok nízku kvalitu numerického rie¹enia v

porovnaní s lokálnou verziou metódy.

Podobne ako v príklade o ¹írení vlny po hladine, aj tu je viditeµná ¹oková vlna. ©íri

sa v smere zµava doprava, teda zobrazuje prevalenie vody z oblasti s vy¹¹ou hladinou

h do oblasti s ni¾¹ou hladinou. Prítomnos» ¹okovej vlny je napovedaná aj zvý¹enou

numerickou hodnotou rýchlosti u, podobne ako v príklade so ¹írením vlny po vodnej

hladine. Numerická hodnota rýchlosti u sa pri nej takisto rapídne zvy¹uje.

Zriedená vlna je v tomto príklade taktie¾ výrazne viditeµná. Plynutím èasu sa zvä-

è¹uje vzdialenos» medzi zriedenou a ¹okovou vlnou, prièom súèasne sa zvy¹uje nume-

rická hodnota rýchlosti hladiny u medzi týmito dvoma vlnami. Rýchlos» hladiny na-

rastá postupne, a¾ dosiahne svoje maximum vo vrchole ¹okovej vlny. Zmena rýchlosti

pri spomalení je pritom väè¹ia ako pri zrýchlení.
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5 Záver

V tejto práci sme porovnávali dve numerické metódy pre rie¹enie rovníc plytkej vody v

dvoch problémoch, a to ¹írenia vody po vodnej hladine a prelomenia priehrady. Pre oba

problémy sme implementovali príslu¹né rovnice numerických metód - Lax-Friedrichsovu

a lokálnu Lax-Friedrichsovu metódu v softvéri Wolfram Mathematica a analyzovali

sme výsledky. V oboch problémoch sme dospeli k záveru, ¾e lokálna Lax-Friedrichsova

metóda poskytuje v porovnaní s klasickou Lax-Friedrichsovou metódou vy¹¹iu kvalitu

numerických rie¹ení. Pre po èastiach kon¹tantné poèiatoèné dáta má klasická Lax-

Friedrichsova metóda schodkovitý charakter rie¹enia a preto nie je vhodná pre rie¹enie

daných problémov. Z toho vyplýva, ¾e lokálna Lax-Friedrichsova je vyhovujúca metóda

pre oba skúmané problémy plytkej vody.
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