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Abstrakt

V tejto praci skimame problematiku spektra Laplace-Beltramiho operatora.
Sucast’ou prace je navrh numerickej metédy na riesenie Helmholtzovej dife-
rencidlnej rovnice za ticelom néjdenia aproximécie spektra tohto operatora.
KI'icovi tlohu zohrava diskretizacia Laplace-Beltramiho operatora, ktoru
sme otestovali pri rieSeni rovnice pre vyvoj povrchu podla strednej krivosti.
Skiimame rozne moznosti vyuzitia spektra tohto operatora pri analyze tvaru
3D objektov, najmaé pri vyhl'adavani tvarovych podobnosti medzi objektami.
Praca obsahuje aj ukazku aplikicie na redlne biologické data, ktorymi su
vysledky segmentéacie buniek z mikroskopovych snimok embrya rybky danio
Terio.

KrPiucové slova: spektrum Laplace-Beltramiho operatora, Helmholtzova
diferencidlna rovnica, analyza tvaru, h'adanie podobnosti

Abstract

In this work we study the Laplace-Beltrami operator. Within this work we
propose a numerical method for solving Helmholtz differential equation in
order to extract the spectrum of this operator. The key part is the discretiza-
tion of the Laplace-Beltrami operator which we checked by solving the mean
curvature flow equation on surfaces. We study various possibilities of appli-
cation of the spectra for shape analysis of 3D objects, especially finding the
shape similarities. This work also contains an application to real data which
are the results of cell segmentation from microscope images of the embryo
of the zebrafish (danio rerio).

Keywords: Laplace-Beltrami spectra, Helmholtz differential equation, shape
analysis, finding similarities



1 Uvod

Pocitacova grafika presla za poslednych 20 rokov takmer neuveritelnym
vyvojom. Avsak niektoré zakladné problémy tykajice sa analyzy tvaru 3D
objektu stale nie si plne vyrieSené. Najst’ optimalny spésob pre rychlu iden-
tifikdciu, porovnavanie a rozpozndvanie tvarovo podobnych objektov v real-
istickych 3D scénach ¢i vyhl'addvanie podobnosti v obrovskych databdzach
je stale otvorenym problémom. V poslednych rokoch boli vyvinuté rozne
metddy pre porovndvanie tvarov, no vécsina z nich je zalozend na lokalizacii
a registracii objektov, ¢o moze byt naroéné z hl'adiska realizécie.

V tejto préci skimame moznosti vyuzitia spektra (mnoziny vlastnych
¢isel) Laplace-Beltramiho operétora na riemannovskych povrchoch pri porov-
navani a vyhl'addvani podobnych tvarov. Toto spektrum teoreticky spiﬁa
vSetky predpoklady k tomu, aby sa pouzivalo ako akasi charakteristicka
vlastnost’ tvarov. Vlastné ¢isla su invariantné voci izometrii, nezdvisia na
umiestneni v priestore a, ak je to pozadované, ani od vel'kosti objektu (je
mozné normovanie spektra). Aproximadcia spektra je tiez robustna vzhl'adom
na aproximéciu (reprezenticiu) objektu. Dalo by sa povedat’, ze spektrum
je v istom zmysle akymsi DNA tvaru objektu [1]. Rovnako ako v redlnom
zivote aj toto DNA sa moze pouzit’ na identifikdciu objektu a moéze byt’
pouzité aj na vyhl'addavanie podobnosti medzi objektami.

2 Teoreticky zaklad

V tejto kapitole uvadzame zakladné pojmy diferencidlnej geometrie, ktoré
su potrebné k pochopeniu problematiky Laplace-Beltramiho operatora.

V naSej praci sa zaoberdme riemannovskymi povrchmi vloZzenymi do
priestoru R3. Pod vlozenim povrchu S rozumieme také zobrazenie F': S —
R3, ktoré kazdému bodu povrchu S priradi prave jednu trojicu siradnic
(w1, 22,23) € R3.

Dolezitou vlastnost’ou riemannovskych povrchov je existencia metrick-
ého tenzora, ktory umoznuje meranie dIZok, uhlov a ploch na danom povrchu
S. Metricky tenzor g je vlastne skaldrny si¢in v dotykovom priestore povrchu
a dé sa reprezentovat’ pomocou matice

< g1 g12 >
921 922
Komponenty metrického tenzora v konkrétnom bode povrchu predstavuju

skalarne stuc¢iny dvojic bazovych vektorov vy, vo dotykového priestoru povrchu
v danom bode (predpisané hodnoty metrického tenzora pre dvojice bazovych



vektorov)

g1 =g (vi,v1) = Hlefp

912 = g21 = g (v1,v2),

g2z = g (v2,v2) = [|v22,
pricom || - [|4 je norma indukovana metrickym tenzorom. Za pomoci met-
rického tenzora nasledne uz jednoducho vieme vyratat’ dlzky kriviek, uhly
a obsahy ploch na povrchoch [2].

Okrem tychto geometrickych pojmov nam metricky tenzor umoziuje
definovat’ na riemannovskych povrchoch aj diferencidlne operatory. Je teda
mozné zadefinovat’ gradient funkcie u a divergenciu vektorového pola v
na povrchu S. Pre dani funkciu u a metricky tenzor g je gradient Vg, v
I'ubovolnom bode x € S dany vzt’ahom

0
9(Vyu,v) = a%’ Vv € T,S, (1)

pricom % predstavuje derivaciu funkcie v v smere vektora v a 1,5 je
dotykovy priestor povrchu S v bode .

Divergencia vektorového pol'a v na povrchu S s metrickym tenzorom g
je dana vzt’ahom

divgv =

1 2.9 (Vdetgv;)
Vdetg ; Ox; ’ @

kde x; si bazové vektory dotykového priestoru.

Pomocou gradientu a divergencie mozeme konstruovat’ aj d’alsie, zlozite-
jSie diferencidlne operatory, medzi ktoré patri aj Laplace-Beltramiho opera-
tor A | ktory je definovany pomocou (1) a (2) ako

Au = divg(Vgu),

1 0 1 0
Au = Jdeis Z oz, (g det g 8x]~u> : (3)

Definicia Laplace-Beltramiho operatora (3) je teda tizko spétd s metrickym
tenzorom g, ktory sivisi s metrikou na riemannovskych povrchoch. Ak uvazu-
jeme, ze metricky tenzor je indukovany vlozenim povrchu do R?, Laplace-
Beltramiho operator ma priamu stvislost’ s tvarom povrchu S.

Znamy Laplaceov operator mozeme chapat’ ako Specidlny pripad Laplace-
Beltramiho operatora s euklidovskou metrikou.

V tejto praci sa zaoberame problematikou spektra Laplace-Beltramiho
operatora. Pod spektrom chapeme mnozinu vlastnych ¢isel {A1,..., A, ...},
ku ktorym existujd prislusné vlastné funkcie {ui,...,un,...}, pricom je
splnené rovnica

Au = —)\u. (4)

Rovnica (4) je znama ako Helmholtzova diferencidlna rovnica.



3 Diskretizacia Laplace-Beltramiho operatora

KIic¢ovou tdlohou pri numerickom rieseni problému vlastnych ¢isel pre Lapla-
ce-Beltramiho operator je jeho diskretizacia. Na overenie spravnosti nami
pouzitej diskretizacnej schémy sme pred samotnym hl'adanim spektra La-
place-Beltramiho operatora riesili diferencidlnu rovnicu pre vyvoj povrchu
podla strednej krivosti, v ktorej vystupuje Laplace-Beltramiho operator

0,8 = AS. (5)

Na riesenie diferencidlnej rovnice (5) sme pouzili schému flowing control
volume method [3], ktori sme prisposobili na nasu situdciu. Tato metéda
patri do skupiny metéd konecnych objemov. Tieto metddy su zalozené na
reprezenticii povrchu pomocou koneéného poctu trojuholnikov, pomocou
ktorych sa zostroji systém konecnych objemov. Predpokladajme, ze vrcholy
trojuholnikov S st bodmi povrchu S(-,-,t"). Tieto vrcholy sa pohybuji
spolu s vyvijajicim sa povrchom, ¢o znamend, ze celd diskretizacnd siet’ sa
vyvija, alebo pldva (ang. flow) — z toho je odvodeny samotny nazov met6dy.

Za tcelom sprehl’adnenia textu v niektorych castiach textu vynechame
casovy index n a zahrnieme ho len vtedy, ked’ je to nevyhnutné. Takéto
zjednodusenie si mozeme dovolit’, pretoze topologicka konfiguracia vrcholov
nie je zavisla od ¢asu. Od ¢asu zavisi len pozicia vrcholov siete. Pri vysvetl'o-
vani konstrukcie siete konecnych objemov pouzivame len lokalne indexo-
vanie, pretoze je postacujice na pochopenie hlavnej myslienky.

Teraz popiSeme proces, ako vytvarame siet’ koneé¢nych objemov. Méme
danu siet” vrcholov S;, @ = 1,..., N a prislusné trojuholniky 7;,,, m =
1,...,m;. Cely postup podrobne popiSeme pre jeden konkrétny vrchol siete
S;. Predpokladajme, Ze tento vrchol je spoloénym vrcholom m trojuhol-
nikov Ti, ..., Tm. Potom je tento vrchol spoloénym vrcholom aj pre m hran
hi, ..., hm, pricom hy, spaja S; s vrcholom 5. Dalej nech B, je t'aziskom
trojuholnika 7, a C), je stredom hrany h,, p = 1...m. Kone¢ny objem V;
prislichajici vrcholu S; zadefinujeme ako mnohouholnik, ktory vznikne zjed-
notenim trojuholnikov V,; = S;C,By, a V2 = S;B,Cp1 pre p = 1...m,
kde nastavime C),+1 = C1. Samotny vrchol S; je teda povazovany za stred
novovzniknutého kone¢ného objemu a jeho hranice tvoria spojnice stredov
hrén a t’azisk vsetkych trojuholnikov 7i,..., Tp,.

Systém konecnych objemov, ktory vytvorime takymto sposobom, pokryje
cely (triangulovany) povrch a jedinymi prienikmi medzi takto skonstruo-
vanymi koneénymi objemami V; si ich hranice. Nasa aproximécia bude d’alej
potrebovat’ vonkajsie jednotkové normaély fip 1, pip 2, fip,3 k strandm trojuhol-
nika 7, v rovine tohto trojuholnika a vonkajsie jednotkové normély v 1, vp2
ku hrandm kone¢ného objemu 0,1 = C,B,, 02 = B,Cp41, rovnako v rovine
trojuholnika 7,,.

Pre ¢asovu diskretizaciu rovnice (5) pouzijeme semi-implicitnid schému.
Zakladnou myslienkou takejto diskretizacie parcidlnych dieferencialnych rov-



Obr. 1: Konetny objem V; prislichajici vrcholu S;

nic je, ze linedrne ¢leny rovnice berieme z nového ¢asového kroku a nelinedrne
z predoslého. Tento typ Casovej diskretizdcie je kombinaciou podmienene
stabilnej explicitnej a bezpodmienecne stabilnej, ale vypoc¢tovo naro¢nejsej,
implicitnej metédy. Na aproximéciu derivacie podl'a ¢asu na l'avej strane
rovnice (5) pouzijeme spétni diferenciu.

n n—1
i =A,_15", (6)
T
kde 7 je krok casovej diskretizacie a n > 0 oznacuje prislichajicu ¢asovi
vrstvu. V naSom pripade je pouzitie semi-implicitnej schémy pekne vidiet’
na diskretizacii pravej strany rovnice, kde nelinedrny ¢len A,,_1 je Laplace-
Beltramiho operator odpovedajici povrchu S™ ! z predoslého ¢asového kroku.
Integrovanim rovnice (6) cez koneény objem V; dostavame

n _ Qn—1
udx = A,_15"dx (7)
Vv_nfl T V_nfl

K2
Pouzitim Greenovej vety sa ¢len na pravej strane da prepisat’ nasledujicim
sposobom

/ ASdr = VS - ydy = Z / VS - vp1dy -1—/ VS - vpody |,
Vi ov; p=1 Op,1 Op,2
(8)

kde V predstavuje povrchovy gradient (gradient vzhl'adom k metrickému
tenzoru povrchu S”~1). Za predpokladu, 7e S(-, -, t) je linedrne na T,', mozeme
pisat’ [4]
1 1
Dy :=(VS)|1, == | VSdoz = — S @ ppdy, 9)
7ol J1, ITpl Jor,

Dalej, ked’ vezmeme do tvahy ¢asovu diskretizaciu, dostavame
1

Dy = 1707 (’h;?’ll I [ | M7 + |h3,5i1‘M53)’ (10)
p




kde

n Sln + S’Z? n—1
My = 5 @ pyq s
S 4 Sn
Ml = % & “ZEI :
n SZ) + SZH-I n—1
Mi,3 = 9 p,3

Nakoniec mozeme pisat’ plne diskretizovany model pre vrchol .S;

n—1
Zp?

Dy, v 1) sl (1)

zp1+‘g zp,

Z‘ n— 1 ( 7pa1
V;

Rovnica (11) reprezentuje linedrny systém pre suradnice x,y,z bodu S;.
Vzhl'adm na tvar D}, v rovnici vystupuji nezndme hodnoty S;' S” a SZ)H,
p = 1...m; pre vSetkych susedov S;. V rovnici pre kazdy vrchol trlangulame
Siy @ = 1...n, mdme m; + 1 nezndmych. Z rovnice (11) si vyjmeme cleny,
ktoré stoja pri jednotlivych nezndmych a ulozime ich do matice A rozmeru
n X n, do prislusnych stipcov, ktoré odpovedaju globalnemu ¢éislovaniu vr-
cholov S;. Vektor pravej strany b je vzdy dany vektorom rieSenia Szn_l, zZ
predoslého casového kroku. V kazdom ¢asovom krokun,n = 1,...,7T rieSime

tri linedrne systémy

Aa?n _ xnfl
Ayn _ n—1
Azt = vt
Pricom stradnice bodov S? = (:c?,y?,z?) predstavuji pociatoéni pod-

mienku. Jednotlivé systémy rieSime v kazdej ¢asovej iteracii pomocou SOR
algoritmu.

3.1 Numerické experimenty

V tejto Casti overime spravnost’ numerického rieSenia diferencidlnej rovnice
pre vyvoj povrchu podla strednej krivosti. Numerické vysledky budeme
porovnavat’ so zndmym analytickym rieSenim, podl'a ktorého pre polomer
vyvijajicej sa sféry, ktord ma v ¢ase 0 polomer r(0) = 1, plati

r(t) =1 — 4t (12)

Zo vzt’ahu (12) vyplyva, ze v case t = 0.25 bude polomer jednotkovej sféry
rovny 0. Pre odhad chyby err pouzivame Ls normu danu vzt’ahom

T N
erriy = | > > lr(nr) = ISHII2Vilr (13)

n=1i=1



kde T je pocet casovych krokov a N pocet bodov triangulacie povrchu.
Chyby errz sme merali v ¢asovom intervale [0, 7], T = 0.2 pri vol'be ¢asového
kroku 7 ~ h?, pricom h charakterizuje dlzku hrany trojuholnika. Experimen-

talny rdd konvergencie metédy (EOC) urcéime podl'a vzt’ahu
erry

4T »
erTy o

EOC =log, (14)

kde err;ll:/g je chyba pri dvakrat jemnejSej priestorovej a Styrikrat jemnejsej

¢asovej diskretizacii, ¢o odpovedd vzt'ahu 7 ~ h2.

Tabul'’ka 1: Tabul'ka nameranych chyb errg

Pocet vrcholov siete  Casovy krok 7 Chyba err FEOC

18 0.04 0.061792070

66 0.01 0.017444615 1.82464
258 0.0025 0.004520356  1.94827
1026 0.000625 0.001142950 1.98367
4096 0.00015625 0.000287463 1.99132

Z tabulky 1. vyplyva, ze metdoda je druhého radu. Zvolend diskretizaéna
schéma pre Laplace-Belramiho operator funguje spravne.

4 RieSenie Helmholtzovej diferenciilnej rovnice

Pri numerickom rieseni Helmholtzovej rovnice budeme vychadzat’ z diskreti-
zacie Laplace-Beltramiho operdtora, ktort sme vyuzili pri rieseni rovnice (5).
Za ucelom najdenia spektra Laplace-Beltramiho operatora nemusime riesit’
uplny problém vlastnych ¢isel Laplace-Beltramiho operatora (ndjdenie vlast-
nych ¢isel aj vlastnych vektorov). Sta¢i ndm vypocitat’ len vlastné éisla. Pre
vypocet vlastnych ¢isel A diskretizujeme Helmholtzovu diferencidlnu rovnicu

Au = —)u. (15)

Na diskretizdciu Laplace-Beltramiho operatora na I'avej strane rovnice (15)
pouzijeme rovnaky postup ako v ¢asti 3 tejto prace. Takto vzniknuta aprox-
imécia mé tvar
1 &
% Z:l (loipa|Dip - Vip1 + |oip2lDip - Vip2) - (16)

il £

Za aproximaciu spektra Laplace-Beltramiho operatora povazujeme mnozinu
vlastnych ¢isel matice A, ktora reprezentuje linedrny systém rovnic popisany
diskretiza¢nou schémou (16). Maticu A ziskame opat’ tak, ze si vyjmeme



cleny, ktoré stoja pri jednotlivych neznamych a ulozime ich do prislusnych
stipcov matice, ktoré odpovedaju globdlnemu ¢islovaniu vrcholov S;.

Na vypocet vlastnych ¢isel matice sme implementovali v jazyku C metédu
QR transformdcie, ktord je zalozenad na QR rozklade matice [5]. Tato iter-
acnd metdda sa vSak neskor ukdzala ako nie velmi vhodnd a pre matice
s vacsimi rozmermi (viac ako 258 x 258) bola prili§ pomald. Preto sme na
vypocet vlastnych ¢isel vyuzili vol'ne dostupni numerickd kniznicu pre jazyk
C — The GNU Scientific Library (GSL) [6]. Téato kniznica poskytuje Sirokd
skalu réznych matematickych rutin, medzi ktoré patri aj vypocet vlastnych
¢isel matice. Funkcie, ktoré pouzivame, vyuzivaji na hl'adanie vlastnych
cisel metdédu the double-shift Francis method.

4.1 Ukazky vysledkov

Analytické rieSenie pre spektrum Laplace-Beltramiho operatora je zname
len pre maly pocet tvarov. Spektrum jednotkovej sféry ma tvar

Xi =i (i+1),i € Ny, s ndsobnost’ou 2i + 1. (17)

Spravnost’ schémy (16) teda overime porovnanim numerickych vysledkov so
zndmym analytickym rieSenim pre jednotkovi sféru. Spektrum sme poci-
tali pre aproximécie sféry s roznym poc¢tom uzlovych bodov. Vysledky sme
vizualizovali pomocou softvéru Mathematica™ . Pred vypoctom chyby erry

’(i A‘X»
VAVAASY
vréAVAYIA\‘\

Y

""“m .

(a) Trianguldcia sféry pomocou 258 uzlovych (b) Presné rieSenie (Cervend) a numer-
bodov icky vypocitané rieSenie pre triangulacie
pomocou 66 (modrd), 258 (zelend), 1026
(oranzovd) a 4098 (Cierna) uzlovych bodov

Obr. 2: Porovnanie presného a numericky vypocitaného spektra pre roézne
triangulécie sféry

najskor vyberieme z vypocitanych spektier prvych n (postacujicich je 10 az
100) vlastnych éisel, z ktorych nasledne pocitame vzdjomné Euklidovské
vzdialenosti n-rozmernych vektorov vlastnych ¢isel.

Nech A = (A1, A2,..., ) a U = (¢1,92,...,1,) st dva n-rozmerné
vektory vlastnych ¢&isel, potom p- norma vzdialenosti tychto dvoch vektorov

10



je definovana

n »
distl (A, ¥) = |[A — W[ = <Z (i — 1/),-)1’) . (18)
i=1
Euklidovskd vzdialenost’ je potom jednoducho disty. Chybu errp, ktoru
pouzivame na overenie presnosti metody, definujeme

erry, = disty’ (A, ¥), (19)

kde ¥ je zndmy vektor presného rieSenia pre jednotkovi sféru a A je nu-
mericky vypocitané spektrum zodpovedajice triangulécii sféry pomocou N
vrcholov. Treba si vSak uvedomit’, ze vietky trianguldcie sféry su len aprox-
iméciami skutotného povrchu sféry, a preto sa musi numerické riesenie od
presného vzdy mierne liSit’.

Experimentédlny rad konvergencie metédy (FOC') uréime podl'a vzt’ahu

EOC = log, <™

20
errh/g’ (20)

kde erry 5 je chyba pri dvojndsobnom zjemneni siete. Z vysledkov v tabul'ke
2 vyplyva, ze nami pouzitd numerickd metéda na vypocet spektra Laplace-
Beltramiho operatora je druhého radu.

Tabul’ka 2: Tabul’ka nameranych chyb erry,

Pocet vrcholov siete Chyba err EOC

66 79.4839

258 26.3491 1.59291
1026 6.88075 1.93711
4098 1.73895 1.98435

4.2 Zavislost’ spektra od tvaru objektu

Je zname, ze Skdlovanim riemannovského povrchu koeficientom a dospejeme
ku vlastnym ¢islam, ktoré su preskalované koeficientom a%
Experimentalne sa nam podarilo potvrdit’ spojiti zavislost’ spektra La-
place-Beltramiho operatora od tvaru 3D objektu. V nasledujicom experi-
mente sme do grafu vykreslili prvé vlastné ¢isla pre rézne deformacie elip-
soidu. Deformaécie za¢inaju elipsoidom s polomerom 1 v z-ovom a y-ovom
smere a 0,5 v z-ovom smere. Potom polomer v z-ovom smere postupne v 100
krokoch zvac¢sujeme az na 1,5. Obrazok 3 pekne ukazuje, ze vlastné ¢isla sa
spojito menia v zévislosti od tvaru objektu. V pripade, ked’ je z-ovy polomer
rovny 1, deforméacia elipsoidu zodpoveda jednotkovej sfére a viaceré vlastné
¢isla sa zhoduji, ¢o presne zodpovedd znamemu presnému rieSeniu (12).

11
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Obr. 3: Spektrum deformacii elipsoidu zavisi spojito od tvaru

5 Moznosti vyuzitia spektra Laplace-Beltramiho
operatora

7 vypocitaného spektra Laplace-Beltramiho operatora pre konkrétny objekt
vzdy najskor vyberieme prvych n vlastnych ¢isel. Tie mozu byt’ nasledne
spracované réznymi sposobmi v zavislosti od toho, ako chceme vyuzit’ in-
formécie, ktoré spektrum v sebe obsahuje. Vektory vlastnych ¢isel mozu
byt’ porovnavané za icelom rozpoznévania alebo vyhl'addvania podobnych
tvarov. Podobné objekty s podobnym spektrom mozeme rychlo identifiko-
vat’ iba pomocou porovnavania spektier, ¢o umoziuje rychle vyhl'adavanie
v databazach. Spektrum by mohlo byt’ pouzité aj pri rozpoznavani objek-
tov za icelom ochrany autorskych prav. Analyza tvarov nasla svoje vyuzitie
napr. aj v modernej medicine pri vyhl'adédvani réznych biologickych anomalii
[7].

Vplyv réznych velkosti a Skalovania objektov moézeme odstranit’ po-
mocou normovania spektra. To mézeme dosiahnut’ preskdlovanim vektora
vlastnych ¢isel vhodnym skalovacim koeficientom. Jednou z u¢innych nor-
movacich metéd je predelenie spektra prvym nenulovym vlastnym ¢islom.
Na urcenie vzdialenosti spektier dvoch réznych objektov nasledne moze byt’
pouzitd euklidovskd vzdialenost’ disty tak, ako sme ju definovali v casti 4.1
tejto prace.

Na demonstrovanie pouzitia spektra pre porovndvanie a rozpoznavanie
podobnych tvarov sme vypocitali spektrum pre viac ako 80 réznych tvarov.
V tejto praci prezentujeme niektoré vybrané vysledky. Spektra vSetkych
objektov boli normované pomocou prvého nenulového vlastného ¢isla a na
samotné porovnavanie tvarov bolo vyuzitych prvych 50 vlastnych ¢éisel.

Na vizualizaciu vzdialenosti medzi jednotlivymi spektrami, rovnako ako
v praci [1], vektory vlastnych ¢isel reprezentujeme bodmi v rovine za po-
moci viacrozmerného Skdlovania (MDS). Viacrozmerné skalovanie je termin
pouzivany na pomenovanie skupiny Statistickych metoéd vyuzivanych na vy-
hl'adavanie a vizualizovanie podobnosti v datach. V principe ide o vnorenie
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z n-rozmerného priestoru do R? (n je pocet vlastnych ¢isel, ktoré berieme do
uvahy), ktoré sa snazi o najlepsie zachovat’ vzdialenosti objektov, o ktoré
sa zaujimame. Vysledkom tychto metdd je bodovy MDS-graf. V takomto
grafe vel'mi dobre vidno ako su totozné objekty zobrazené do jedného bodu
a podobné objekty vytvaraju zhluky.

Obr. 4: Ukéazka pouzitia MDS grafov pri porovnavani tvarov
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Na obrazku 4 je MDS-graf, v ktorom porovnavame 7 roznych objek-
tov. Porovnavame sféru, elipsoid, deforméciu sféry, ktora vznikla stiahnutim
sféry v jej strede a zvysné testovacie objekty tvoria zvierata(macka, dva levy
a kon). V grafe je zjavné zhlukovanie objektov reprezentujucich zvieratd,
najblizsie pri sebe podl'a spektra su tvary zodpovedajice levom a macke.
Vsetko st to objekty, ktoré sa zhoduji v pocte noh, hldv a majui aj chvost.
Od tejto trojice sa trochu odélenil tvar zodpovedajuici kotiovi, ktory ma sice
rovnaky pocet noh aj chvost, ale vyznacuje sa Specifickejsim tvarom hlavy.
Pomerne blizko sa v tomto grafe nachdadzaju sféra s elipsoidom, ¢o je taktiez
logické, ked’ze elipsoid je len relativne malou deforméciou sféry. Posledny
objekt, ktory reprezentuje stiahnutu sféru, sme do grafu zaradili kvoli tomu,
ze takato deformadcia sféry, ako sa pri naSich experimentoch ukédzalo, ma
vel'ky vplyv na tvar spektra Laplace-Beltramiho operatora. To sa prejavilo
aj na vel'kej vzdialenosti medzi bodmi, ktoré v grafe reprezentuji sféru a
tento objekt.

V d’alsom grafe (obr. 5) sme zndzornili, ako maju rozne deformécie rozny
vplyv na spektrum Laplace-Beltramiho operatora. V grafe st spracované dve
rozne deformécie sféry, pricom obe postupne konverguju k sférickému tvaru.
Na obr. 5 spektrum sféry reprezentuje ¢erveny bod. Jednotlivé deformaécie
sféry st znazornené na obrazkoch 6 a 7. Kazda z deformécii mala na spek-
trum iny vplyv. Dospeli sme k zdveru, ze spektrum, resp. MDS graf, nemusi
odligit’ od seba tvary, ktoré vznikli roznymi deformaciami. V&¢si zmysel ma
pouzitie spektra na porovnavanie tvarov, ktoré vznikli nejakym konkrétnym
typom deformaécie, neizotropnym skalovanim a podobne.
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Obr. 5: Rozne deformécie jednotkovej sféry maju rozny vplyv na spektrum
Laplace-Beltramiho operatora

Obr. 6: Objekty, ktoré si v MDS grafe na obréazku 5 reprezentované bodmi
1 az 6.

Obr. 7: Objekty, ktoré si v MDS grafe na obréazku 5 reprezentované bodmi
7 az 12.
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5.1 Aplikacia na bunkové data

Po experimentoch na testovacich objektoch sme sa rozhodli otestovat’ mozno-
sti vyuzitia spektra Laplace-Beltramiho operatora aj na realnych biologickych
détach.

Nasimi datami boli vysledky segmentacie buniek z mikroskopovych sni-
mok embrya rybky danio rerio (danio pruhované). Po niekol’kych hodinédch
embryogenézy sa bunky postupne zac¢inaji diferencovat’, nemaju uz vsetky
rovnaky tvar ako v skorych Stadidch vyvoja a v roznych castiach embrya
mozeme najst’ rozne tvarované bunky, pricom tvary su charakteristické pre
jednotlivé casti.

Numericky, za pomoci nami implementovanych programov, sme vypoci-
tali 50-zlozkové aproximécie spektra pre viac ako 30 roznych buniek. Nésledne
sme pre lepSiu ilustriciu vysledkov vybrali reprezentativnu vzorku 14 buniek,
ktorych spektra sme pomocou viacrozmerného skalovania zobrazili ako body
v MDS-grafe. Do tohto grafu sme navySe zobrazili aj bod zodpovedajici
presnému rieSeniu pre spektrum jednotkovej sféry.
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Obr. 8: MDS graf vytvoreny pre reprezentativnu vzorku 14 bunkovych dat
a presného riesenia pre jednotkovu sféru (14)

Tento graf ilustruje, ako sa podobné tvary zhlukuji do skupin a objekty
s odlisnymi tvarmi su znédzornené d’aleko od seba. Na obrazku 8 vidno, ze
v takto skonStruovanom grafe sa vytvorili Styri zhluky, ktoré zodpovedaju
skupindm buniek s podobnym tvarom.

Pre lepsiu predstavu o tvaroch, ktoré boli na zaklade spektra Laplace-
Beltramiho operatora vyhodnotené ako podobné, pripajame vyobrazenie jed-
notlivych zhlukov buniek na obrazku 9.
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Obr. 9: Skupiny buniek, ktoré boli na zdklade spektra Laplace-Beltramiho
operatora vyhodnotené ako podobné

6 Zaver

Podarilo sa nam preskimat’ moznosti vyuzitia spektra Laplace-Beltramiho
operatora pri analyze tvaru 3D objektov a navrhli sme numericki metédu
na rieSenie Helmholtzovej diferencidlnej rovnice. V ramci prace sme imple-
mentovali tri programy v jazyku C:

e program na vyrobu triangulovanych aproximécii sféry a jej roznych de-
formécii vo formate vtk, ktoré slizia ako vstupy do d’alsich programov

e program na vypocet vyvoja triangulovanych povrchov podl'a strednej
krivosti, ktorého vstupom je vtk sibor s trianguldciou povrchu a vys-
tupom su vtk subory zobrazujice vyvijajuci sa povrch v jednotlivych
casovych krokoch

e program na vypocet spektra Laplace-Beltramiho operatora, ktorého
vstupom je vtk sibor s trianguldciou objektu a vystupom je textovy
subor, v ktorom je ulozend aproximécia spektra pre tento objekt

Vysledky prezentované v tejto préaci ukazuji, ze spektrum naozaj moze byt’
pouzité na vyhl'adavanie podobnosti medzi 3D objektami. Pre uspokojivejsie
vysledky, najmé pri medicinskych datach a vyhl'adédvani tvarovych anomalii,
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by bolo vhodné pouzit’ pokrocilejsie Statistické metdédy nez tie, ktoré sme
pouzili v tejto praci. Pre eSte lepSie vysledky méa vyznam d’alej analy-
zovat’ nielen samotné spektrum, ale aj prislusné vlastné funkcie Laplace-
Beltramiho operétora.
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