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Abstrakt

Tato praca sa zaobera konvertibilnymi dlhopismi a problematikou ich ocenovania. V
prvej casti odvodime parcidlnu diferencidlnu rovnicu ocenovania konvertibilnych dlhopi-
sov vhodnym zostavenim portfélia. V druhej ¢asti zostavime numericky model, v ktorom
diskretizujeme odvodent parcidlnu diferencidlnu rovnicu metédou koneénych objemov. Na
diskretizdciu tenzora difizie pouzijeme diamond-cell aproximaciu. V tretej ¢asti rozobe-
rieme problém volnej hranice, ktory priamo sivisi s ocefiovanim konvertibilnych dlhopi-
sov ako derivatov s moznostou predéasného uplatnenia. V zévere prace vyuZijeme odvo-
dent numericki schému na uskutocnenie niekolkych numerickych experimentov, v ktorych
zistujeme, aky vplyv maji parametre modelu na polohu hranice predéasného uplatnenia.

Cielom tejto prace je ndjst dostatocne presné numerické riesenie rovnice oceiovania
konvertibilnych dlhopisov a nésledne ho pouzit na identifikdciu polohy hranice predéasného
uplatnenia. Zo ziskanych vysledkov je odvodenych niekolko pozorovani, ktoré vysvetluji

ako sa meni poloha hranice pred¢asného uplatnenia v zavislosti od vstupnych parametrov.

Kliéové slova: konvertibilné dlhopisy, metéda koneénych objemov, diamond-cell ap-
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roximacia, iloha s volnou hranicou, hranica predc¢asného uplatnenia, analyza parametrov

Abstract

This work deals with convertible bonds and the problem of their pricing. In the first
part of the work partial differential equation is derived by creating a convenient portfolio.
In the second part, the numerical model is derived using the finite volume method. For
the discretization of the diffusion tensor the diamond-cell approximation is used. The
third part focuses on the free boundary problem that is directly related to pricing of
convertible bonds as the derivatives with the possibility of early exercise. The derived
numerical scheme is used for some numerical experiments to determine the influence of
input parameters on the position of the early exercise boundary.

The aim of this work is to find a sufficiently precise numerical solution that is further
used to identify the position of the early exercise boundary. Acquired results are summa-
rized in several observations, where the change in position of the early exercise boundary

is explained.
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1 Uvod

Dlhopis predstavuje kontrakt medzi investorom a emitentom, ktory vynéasa vopred do-
hodnuti sumu v stanovenom ¢ase tzv. Case splatnosti (maturity). Zvycajne si vypisované
firmami alebo statom ako metdda zvysSenia kapitalu, pricom sumu, ktoru investor vyplati
emitentovi pri uzavreti kontraktu, mozno chépat ako pozicku (vid. [1]).

Konvertibilné dlhopisy sa od beznych dlhopisov odlisuju tym, Ze maji navyse vlastnost
konvertibility — majitel ma pravo uplatnit opciu na vymenu dlhopisu za akcie spolocnosti
v urcitom, vopred danom, pomere. Z toho dovodu konvertibilny dlhopis v ¢ase splatnosti
vracia stanovni Giastku, iba ak ho majitel uZ nepremenil na akcie spolo¢nosti. Tento typ
finanéného derivatu je pre investorov velmi pritazlivy, pretoze poskytuje viac flexibility.
Ak firma prosperuje, investor si konvertibilny dlhopis uplatni a ziska tak akcie, ktorych
hodnota je podstatne vyssia ako hodnota dlhopisu.

Na druhej strane, konvertibilné dlhopisy poskytuju urcitu istotu v podobe istiny dlho-
pisu, ktora chrani investora pred fluktudciami na trhu. Vlastnost konvertibility sposobuje,
7e st tieto cenné papiere pre investorov atraktivne, a preto ich spolo¢nost moze emitovat
aj s niz&im vynosom. Spolo¢nost tak ziska pomerne lacny kapitdl, pricom nemus{ vyddvat
nové akcie, ¢im by negativne ovplyvnila ich trhovi hodnotu.

V nasledujucich kapitolach bude odvodena parcidlna diferencialna rovnica, ktora mode-
luje cenu konvertibilného dlhopisu. Predstavime si vlastnosti, ktoré cenu dlhopisu ovplyviuju
a ako su zakomponované do okrajovych podmienok. Na rieSenie tejto parcidlnej dife-
rencialnej rovnice pouzijeme plne implicitni numericki schému, ktora vyuziva metédu
koneénych objemov. Nésledne sa pozrieme na sivislost ocefiovania konvertibilnych dlho-
pisov s problémom volnej hranice. V zavere uskutoénime analyzu parametrov, ktoré polohu
volnej hranice konvertibilného dlhopisu ovplyviiuji. Zo ziskanych numerickych vysledkov

je vyvodenych niekolko zdverov, v ktorych vysvetlujeme polohu tejto hranice.
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2.1

Vymedzenie zakladnych pojmov

Akcia — cenny papier, ktory doklads kapitalovii icast v akciovej spolo¢nosti a pravo

na podiel na zisku (na dividendu)

Opcia - kontrakt, pri ktorom m4 vlastnik prévo, nie vsak povinnost kipit (call

opcia), resp. predat (put opcia) dané aktivum za vopred dohodnutych podmienok

Portfélio — stibor cennych papierov, investicii a kapitalu vo vlastnictve fyzickej alebo

pravnickej osoby s cielom minimalizovat riziko finanénej straty

Arbitraz — operacia spocivajica v sicasnom nakupe a predaji toho istého tovaru
na rozlicnych burzach s cielom vyuzit kurzové rozdiely na dosiahnutie zisku, a to za

absencie akychkolvek rizik

Dlhopis — cenny papier, s ktorym je spojené pravo majitela pozadovat spldcanie
dlznej sumy v menovitej hodnote a vyplacanie vynosov z nej k uréitému datumu a

povinnost emitenta tieto zdvizky plnit
Emitent — vypisovatel dlhopisu

Menovita hodnota — penazna suma, na ktori dlhopis znie, t.j. suma, ktori emitent

vyplati investorovi v ¢ase splatnosti

Pouzité skratky
r — spojita urokova miera
D - spojity dividendovy vynos
S — cena akcie
P — cena dlhopisu
V — cena konvertibilného dlhopisu

Z — menovitd hodnota



e n — konverzny pomer konvertibilného dlhopisu

e T — doba splatnosti (maturity) dlhopisu

3 Konvertibilné dlhopisy

3.1 Odvodenie parcialnej diferencialnej rovnice

Ak uvazujeme stochasticky charakter akcii aj urokovej miery, cena konvertibilného
dlhopisu
V=V(S,rt)

je funkciou nezévislych premennych S, r a t (zdvislost na case splatnsti T zatial ne-
uvazujeme). Na jej popisanie pouzijeme dvojfaktorovy model, v ktorom predpokladame,

ze urokova miera vyhovuje stochastickej rovnici
dr = u(r,t)dt + w(r,t)dW,, (3.1)

kde u a w st nejakymi vhodnymi funkciami r a t. Vyvoj ceny akcie mozZno reprezentovat

geometrickym Brownovym pohybom
dsS = (,u - D)Sdt + 05SdWyg, (32)

kde p a o st kladné parametre a D je dividendova miera.

Vo vztahoch (3.1) a (3.2) su dW, a dWs normélne rozdelené ndhodné premenné s
nulovou strednou hodnotou a rozptylom dt, ale nie sii nevyhnutne nezavislé. Ich vzajomna
korelacia je vyjadrena parametrom p, kde —1 < p < 1.

Pre ticely d'alsieho odvodzovania potrebujeme poznat, ako pomocou Itéovej lemy ziskat
prvy diferencidl funkcie dvoch ndhodnych premennych (vid. [1]). Pre normdlne rozdelent
nadhodnt premenni X ~ N(0,0?) plati

0 ak n je neparne

E[X"] =

(n—1)c™ ak n je parne
Prirastky Brownovho pohybu teda moZeme zapisat

o dW2Z = dt;



o dW? = dt;
o dWsdW, = pdt.

Pre malé prirastky funkcie V(S + ds, r + dr,t + dt) mozno sformulovat Taylorov rozvoj v

tvare

oV oV oV 1V 92V 102V
V=L Vs Vg 20 a0V e OV
V=gt 5595+ %, ”20525 838TST+282 t

v ktorom
o dS? ~ 0%S5%dW2 = 02S5%dt
o dr? m olr*dW? = w?dt
o dSdr = ogSo,.r°dWsdW, = pogSwdt.

Itéova lema pre dve ndhodné premenné, ktoré sleduji stochastické procesy (3.1) a (3.2)

tak nadobudne nasledovny tvar

oV ov ov 1, 0%V 0*V 1 ,0°V
dV = Edt %dS + a—dr —USS 552 ——dt + posSw 858rdt + —w mdt (3.3)

Teraz mozeme pristipit k samotnému ocefiovaniu konvertibilného dlhopisu. Najprv si
zostavime portfélio, ktoré bude pozostdvat z jedného konvertibilného dlhopisu s dobou
splatnosti T, —As konvertibilnych dlhopisov s dobou splatnosti 75, a —A podkladovych
aktiv

M=V, —AVo — AS (3.4)

dll = dVy — AqxdVy — AdS. (3.5)
Zmena v hodnote portfélia je

dIl = (G — N G2)dt + (52 — Ay 52 — A)dS + (G2 — A 52)dr

+3025%(93t — Do 032)dt + posSw(Fh — Aggs‘a’Q)dt+ ! (“9 N A2 dt.

(3.6)

Kedze dS aj dr obsahuji ndhodné ¢leny, A a A, zvolime tak, aby boli koeficienty pri dS

a dr nulové

ov; (9‘/2 B
oy Vy
Volbou oV /0
27 OV, (39)
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oVi  9Vi/or OV,

— 1
9S ~ 9V, or 08 (310)

A =

tak eliminujeme riziko z portfélia.
Aby sme vylicili moznost arbitraze, vynos z nasho portfélia sa musi rovnat okamZitej

bezrizikovej tirokovej miere a dividendovym vynosom akcif (vid'. [2])

dIl = rT1dt + DASdt (3.11)

dIl = r(Vy — AgVa — AS)dt + DASAt

oV v,
— —(r—D _A _(r— D)2
(Vi = (= D)2t = DV — (= D) 22
o, oV, 1, Vi OVh
LA S B NRCAE A N
(Gr — Doy )t + 5055 (Gay — Aeggy )it
92V, a2v2 A
AT e N .
+posSulaas. = Bagop )t + g5 = Dag )t

Ak vsetky ¢leny obsahujtice V; presunieme na lavi stranu a vetky ¢leny obsahujtce V5
presunieme na pravu stranu rovnice ziskame
0%V 0*V, n 1 ,0*1

ov; 1 oV

— — 2 —_— _— — —_— pr—
Gt +275% G2 +0sSuggg T 3w g ~ it (0= D)S5g) (3.12)
Vo 1,00 2V, 1,07V, Vs ‘
Doy + 5055 Gar T rosSugaas +outy g Vet (= D)SHE).
Teraz si zavedieme nasledovné oznacenie
LAV 1, L0 2V 1 ,0%W oy
= 3055 ggz T roduges T v ga — it = D)SHe (3.13)
Vs 1, 0% Ve 1,07V, Vs
b= Zp + 5088 gar trouSuges oWt oy — Vet (= D)SHe. (314)
Plati, ze
ovy/or
I = I 1
YT oV jor (3.15)
I I

= . 1
oV, jor — aV,)or (3.16)

Touto tpravou se ziskli jednu rovnicu o dvoch neznamych. Avsak vzhladom na to, ze lava
strana je funkciu T} a prava strana rovnice je funkciou 75, pripad rovnosti moze nastat,

iba ak su obidve strany rovnice nezavislé od doby splatnosti T'. Odstranenim indexov tak

ziskame
3V 1, 0%V *V. 1 ,0*V ov._ oV
N 2 02S 52 p085w853r+_ W—M/—i—('r— )S% = Ea(S,r,t), (3.17)

8



kde funkciu a(S,r,t) mozeme zapisat nasledovne
a(S,r,t) = w(r,t)A(S,r,t) —u(r,t). (3.18)

Funkciu A nazyvame trhovou cenou rizika (vid. [1]) a v pripade ndsho modelu ju budeme
povazovat za konstantnt.

Stochasticky proces charakterizujici priebeh trokovej miery sme mali dosial zadefi-
novany funkciami u a w, ktoré sme si bliz§ie neSpecifikovali. V nasom finanénom modeli
budeme uvazovat

u(r,t) = k(0 —1) (3.19)
w(r,t) = .1, (3.20)

kde k, 0, 0, a ¢ si kladnymi parametrami. Vyznam trendu v tvare u(r,t) = x(6 — )
spociva v tom, Ze strednd hodnota drokovej miery je pritahovana k rovnovéaznej hodnote
6, pricom mierou tohto prifahovania je reverzna rychlost x (vid. [2]).

Dosadenim vztahov (3.19) a (3.20) do vztahu (3.17) ziskame rovnicu

0_V+ 10 5’282 + posSo,r OV —|— ! 27“2‘:62 +

or 275 ggr TP gy TR0 G 591

= D)5 k(o= = A ]W—v—o 2
a5 ey T

ktord popisuje cenu konvertibiného dlhopisu. Zaujimavym pozorovanim je, ze (3.21) je
kombinaciu problému ocenovania opcii a dlhopisov. Ak vSetky parametre, ktoré vstu-
puju do procesu modelujiceho vyvoj irokovej miery polozime rovné nule, ziskame Black-
Scholesovu rovnicu ocenovania opcii a pre dV/9S = 0 rovnica predstavuje riesenie kla-

sického problému ocetniovania dlhopisov.

3.2 Okrajové podmienky a terminalova podmienka

Z hladiska analyzy parcidlnych diferencidlnych rovnic je potrebné pre rovnicu (3.21)
zadefinovat termindlovi podmienku a okrajové podmienky pre hranice oblasti.
Najprv odvodime vztah pre termindlovii podmienku. Cena dlhopisu v ¢ase splatnosti

T je Z, preto terminalovéa podmienka nadobudne tvar
V(S,r,T)=Z. (3.22)

Avsak vzhladom na to, ze majitel konvertibilného dlhopisu mé v Iubovlnom ¢ase, teda
aj tesne pred splatnostou dlhopisu, narok uplatnit si ho, je praktickejsie uvazovat o ter-
mindalovej podmienke

V(S,r,T) = max(Z,nS). (3.23)
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Podmienka (3.23) v podstate hovori, Ze majitel konvertibilného dlhopisu si v éase T' zvoli
bud menoviti hodnotu dlhopisu alebo ho vymeni za n akcii podla toho, ¢o bude mat
véicsiu hodnotu (vid'. [3]).

Niektoré konvertibilné dlhopisy vSsak maju aj tzv. call feature, ktora dava emitentovi
moznost spitného odkipenia dlhopisu v lubovolnom ¢ase (alebo iba v uréitych obdobiach)
za vopred stanovenu ¢iastku C), . Kedze toto pravo zvyhodiiuje emitenta, cena konverti-
bilného dlhopisu s touto vlastnostou je podstatne nizsia ako bez nej. Call feature a moznost
okamZitého uplatnenia ndm na riesenie rovnice priddvaji d'alsie obmedzenia.

Po prvé, majitel dlhopisu ho méze kedykolvek zamenit za n akcif a preto by cena kon-
vertibilného dlhopisu nikdy nemala byt nizsia ako n.S, inak by doslo k vyskytu arbitrdZnej
prilezitosti. Stacilo by tento dlhopis kiipit a okamzite uplatnit, ¢im by sme ziskali ak-
cie, ktorych predajom by sme benefitovali z ich vyssej trhovej ceny. Preto musi platit
podmienka

V(S,r,t) > nS. (3.24)

Po druhé, call feature zabranuje neobmedzenému rastu hodnoty konvertibilného dl-
hopisu, pretoze pre emitenta je optimalne, aby dlhopis odkupil, akonahle jeho hodnota
presiahne C, (vid. [3]). Vznikne ndm tak horné ohranicenie pre cenu konvertibilného dl-
hopisu

V(S,r,t) < C,. (3.25)

Teraz uréime okrajové podmienky. Vzhladom na to, Ze cena aktiva S a ani drokovd
miera r nemo6zu nadobudat zdporné hodnoty, vypocty sa uskutociiuji na oblasti {2 =

[0, 00[x [0, 0o[. Pre podmienky na hraniciach plati

o1, ., 0%V q oV B
W4—507,7“ w—i—[m(é’—r)—/\aﬂ’]E—TV—OpreS%O (3.26)
OV 1, L,V OV oV
ey + 5055 357 DS% + K@E =0prer —0 (3.27)
av 1 0*V oV
E+EU§SQ@+(T—D)S%—TV:OpreT—>oo (3.28)
V(S,r,t) = C, pre S — 0. (3.29)

Rovnice (3.26) a (3.27) su len limitnymi formami (3.21) pre S — 0 a r — 0. Podmienka
(3.28) vyplyva z faktu, ze pre vysoké hodnoty tirokovej miery cena konvertiblného dlhopisu
uz nezavisi od r, a teda %—‘7{ = 0. Jeho cena je rovnd opcnej prémii zavisiacej len od hodnoty
S. Ak st ceny akcii vysoké, teda S — oo, tak sa ndm oplati dlhopis uplatnit a ziskat tak

hodnotu n.S, ktord je v pripade existencie call feature obmedzena hodnotou C, (vid. [3]).
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3.3 Transformacia rovnice na divergentny tvar

V predchédzajicej casti sme ziskali rovnicu na ocenovanie konvertibilnych dlhopisov

a stanovili sme niekolko obmedzeni, ktoré musi rieSenie danej rovnice spliiat. S vyuzitim

operatora V = (%, %)T mozno rovnicu prepisat na nasledovny tvar

ov

—§+a-VV:(DV)~VV—rV (3.30)
kde
—D)S
d=— (r—D) (3.31)
k(0 — 1) — Aoyr©

a

1 025? pos0,.Sre
D=- . 3.32
2 < posa,.Sre  olr¥* (3:32)

Pre tucely aplikacie metédy konecnych objemov a Greenovej vety je vsak vhodné diftzny

¢len rovnice transformovat do divergentného tvaru. Zo vztahu pre deriviciu siéinu plati
V. (DVV) = (DV)-VV + (V'D)T-VV (3.33)

a rovnica nadobudne tvar

_ %_‘: @+ (VD)) -VV = V- (DVV) — V. (3.34)

Aby sme obmedzili vyskyt premennych v koeficientoch, transformujeme si rovnicu logarit-
movanim premennej z = In(S). Dalsimi transforméciami je y = r a reverzia casu 7 = T —t,
pri¢om rieSenie takto transformovanej rovnice si oznaéime u = u(x,y, 7). V silade s vyssie

uvedenymi transformaciami ziska nasa rovnica konecny tvar

0 -
a—z +A-Vu=V-(BVu) - yu, (3.35)
kde
1 y—D— %o—% — %pasarcyc_l
A=- ) ¢ _ 2,21 (3.36)
k(0 —y) — Ao.y® — coy
a
1 2 . c
B=_( 75 Ps7Y ) (3.37)
2\ pogony©  oly*
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4 Numericka schéma

4.1 Diskretizacia oblasti

Transformdciou rovnice sa ndm zmenila aj oblast vypoctu — povodnd oblast ) =
[0, 00[x [0, 00| sa zmenila na oblast Q =] — oo, 00[x [0, co[. Pred tym ako vybudujeme nu-
mericki schému pre (3.35), musime nasu oblast Q obmedzif na nejakd koneénd podoblast
Q=1[X,X,] x[0,Y], kde X,, X; a Y st konecné ¢isla.

Nech p je kone¢ny objem a o, je hranica medzi p a ¢, pricom ¢ € N(p), kde N(p) je
mnozina vSetkych susediacich kone¢nych objemov, ktoré maju s p spoloéni jednorozmerni
hranicu. Teraz definujeme také delenie 7, oblasti €2, aby v kazdom kone¢nom objeme p
existoval reprezentativny bod z, taky, ze ¢iara spédjajuca body z, a z,, ¢ € N(p) bude

kolm4 na hranicu o,,. Pre diskretizdciu Q podla 7T, plat{ Q = UpGTh P.

an Xn X’I‘Le
[ o o
n,,
Tpn
Xu X, n,, Xe
® — v @ Opef—— @
Ops
N,
Xsw XS Xse
o o [

Obr. 4.1: diskretizacia oblasti na kone¢né objemy

Kedze nasa oblast Q2 je obdiznikov4, tak aj delenie T;, bude pozostévat s obdlznikovych
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kone¢nych objemov. Ak definujeme N,, N, € N a h,, h, € R také, ze h, = (X, — X)/N,
a h, = Y/N,, potom h, a h, predstavuji dfiky stran kone¢nych objemov v smere x a v
smere y. V tom pripade sa velkost kazdého objemu p rovnd m(p) = h,h,.

Teraz definujeme

r1 = X, $i+%:$i_%—|—hx prei=1,..., N, (4.1)

yr =0, yj+%:yj_%Jrhyprej:l,...,Ny. (4.2)

NI

Z tychto definicii je zrejmé, ze horné hranice intervalov pre x a y st urcené Ty ,1 = X, a
2

Yny+L = Y a celd oblast Q je zjednotenim N, x N, disjunktnych koneénych objemov

Pij = (m-_%,xH%) X (yj_%,yﬁ%) prei=1,...,.Nyaj=1,...,N,. (4.3)
Kazdy objem p;; mozeme charakterizovat pomocou jeho stredu x, = (z;,y;), kde
h ,
xi:xi_%—i—?, pret=1,...,N,,
hy ,
yj:yj—§+?a pre j =1,..., Ny

Ak rozsirime mnozinu N (p) o vSetky kone¢né objemy, ktoré maju s objemom p spolocny
vrchol, ziskame mnozinu N’(p), ktord méa v dvojrozmernom pripade tvar N'(p) = {e, ne,
n, nw, w, sw, s, se} a obsahuje vsetky koneéné objemy, ktoré sa nachddzaji na vychode,
severovychode, severe, severozapade, zapade, juhozéapade, juhu a juhovychode od objemu
.
Nech x,, je priesecnikom hrany o,, a ¢iary spajajicej stredy x, a x,. V tomto bode mozno
definovat vektor 7i,,, ktory je vonkajsim normélovym vektorom hrany o,, vzhladom na
konec¢ny objem p.

Pri casovej diskretizacii zvolime ekvidistancéné delenie s konsatnym casovym krokom k,
ktory ndm casovy interval [0, 7| rozdeli na N, casovych vrstiev 7" = nk, n =0,..., Nts,
kde k = T'/Ny,. Vzhladom na to, ze v kone¢nom objeme p uvazujeme konstantné numerické

rieSenie v Casovej vrstve n, toto riesenie budeme d’alej oznacovat ako u)) = u(x,, 7") (vid.

[4])-

4.2 Transformacia a implementacia okrajovych pod-

mienok

Pre tcely numerického riesenia je nevyhnutné transformovat okrajové podmienky a

terminalovi podmienku tak, aby boli konzistentné s hranicami vypoctovej oblasti 0f).
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Pouzijic rovnaké transformacie z = In(S), y =r, 7 =T —t a u(z,y,7) = V(S,1,1),

terminédlovd podmienka (3.23) prejde do tvaru
u(z,y,0) = max(ne®, 7). (4.4)

Pri okrajovych podmienkach je vhodné uvazovaf tzv. Ficherovu podmienku aby sme
posudili, ¢i je nevyhnutné, aby na danej hranici bola zadefinovana okrajova podmienka.

Ficherovu podmienku mozno aplikovat na tych hraniciach oblasti, ktoré maji nulovy
diftizny tok v smere vonkajsej normadly, t.j BT7 = 0. V pripade oblasti [X;, X,] x [0,Y]
moze takd situdcia nastat len na hranici y = 0. Ficherove podmienky maji pre rovnicu
(3.35) tvar

lim A -

y—0

( 0 ) >0 vy =0 nie je potrebna okrajova podmienka (4.5)

-1 <0 vy =0 je potrebna okrajova podmienka.

Ak predpokladame k6 > 0 — ¢o v nasich numerickych experimetoch vzdy dodrzime
— na hranici y = 0 sa naSa rovnica zredukuje na parcidlnu diferencidlnu rovnicu bez
difiznej ¢asti. Dosledkom toho sa akékolvek informdcia prendsa cez tiito hranicu len pro-
strednictvom advekcie. Vzhladom na to, Ze projekcia vektora rychlosti advekcie na 7 je
kladnd, do oblasti sa cez hranicu y = 0 nemoze dostat ziadna informécia (vid. [4]).

Pre numerickd implementdciu tejto podmienky rozsirime vypoctovi oblast o niekolko
dodato¢nych objemov tzv. “ghost cells” p;o = (z4,%0), i = 1,--- , Ny, kde yo = —h, /2. Ich
hodnoty najjednoduchsie uré¢ime extrapolaciou nultého radu, teda extrapolaciou konstantnou
funkciou

ul =wul i=1,--- N,. (4.6)

Pi,0 pin1?
Na hranici y — oo je okrajova podmienka zadané vo forme Black-Scholesovej rovnice,
¢o znamena, ze pre vysoké hodnoty urokovej miery sa konvertibilny dlhopis sprava ako
call opcia. Pre hodnoty konvertibilného dlhopisu v ¢ase T mozeme formulovat nasledovny

vztah
V(S,r,T) = max(nS, %)
= max(nS—Z,0)+ 72 (4.7)
= nmax(S — 5,0) +Z.
n

N

terminalova podmienka pre eurépsku call opciu

V Tubovolnom ¢ase ¢ mozno vztah (4.7) prepisat ako
V(S,r — 00,t) = nVpa(S,t) + Ze T, (4.8)
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kde Vgc predstavuje hodnotu eurdpskej call opcie, ktorej limita

lim Vgo(S,t) = Se”PT0, (4.9)

r—00

Po transformdcii (4.8) a aplikovanim limity dostaneme
u(z,y — 00,7) = ne 7. (4.10)

Vzhladom na to, ze (4.10) nezdvisi od premennej y, nezalezi na tom, ¢i tito podmienku
aplikujeme na hranici v nekoneéne alebo pre nejaké dostatocne velké Y. Kedze du/dy = 0,
okrajovii podmienku na hranici ¥ = Y mozeme do numerického modelu implementovat

opiat pomocou extrapolacie

n — n ) — ..
Pi,Ny+1 upi,Ny’Z =1,

N, (4.11)

Ked'Ze po transformdcii rovnice a ztZeni oblasti €2 nemozno Ficherovu podmienku
aplikovat pre z = X;, musime tam zadefinovat nejakid “umeld” okrajovii podmienku. Pre
nizke hodnoty akcii sa konvertibilné dlhopisy svojimi vlastnostami ¢oraz viac priblizujd
beznym dlhopisom, a preto vhodnou volbou pre okrajovii podmienku v # = X; je nejaké
explicitné riesene rovnice pre ocenovanie dlhopisov napr. pomocou CIR modelu s hodnotou
parametra ¢ = 3 (vid. [?]).

V pripade okrajovej podmienky pre S — oo resp. x — o0, zizZenie oblasti nebude
mat vplyv na tito podmienku za predpokladu, Ze zvolime X, dostatocne velké. Okrajova
podmienka teda ostava v tvare

w(X,,y,t) = C,. (4.12)

4.3 Diskretizacia rovnice

V tejto casti budeme pokracovat diskretizdciou rovnice (3.35) pomocou diamond-cell
aproximacie. Kedze difizny ¢len uz mame v divergentnom tvare, podobnym sposobom si

prepiSeme aj advektivny ¢len
A-Vu=V-(Au) — (V- Au. (4.13)

Vlozenim tejto identity do (3.35), preintegrovanim cez cely koneény objem p a pouzitim

Greenovej vety na cleny V - (ffu) a V- (BVu) ziskame nésledovny integralny vztah:

ou - - .
pgdx—k Z Au-npqdv—/p(V-A)udx = Z /qu BVu-npqdy—/prudx. (4.14)

qEN(p) ' TPa q€N(p)
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Skor nez sformulujeme zdiskretizovanu verziu (4.14), pustime sa do aproximécie vektora

BVu. Vektor difizie vieme explicitne zapisat ako

bll 612
B = (4.15)
521 b22

a tenzor difizie aplikovany na gradient u sa rovnd

bll@ +b128_u
BVu= ( 21 gz N 52225 ) (4.16)
oz dy

Oznacme si konstantnu hodnotu, ktord reprezentuje rieSenie v objeme p ako #,. Hod-
noty v severo-zapadnom, severo-vychodnom, juho-vychodnom a juho-zapadnom vrchole
objemu p si oznacime ako Uppw, Upne, Upse & Upswy & aNAlOGICKY Upp, Upy, Ups & Upe budi
reprezentovat hodnoty na severnej, zdpadnej, juznej a vychodnej hrane koneéného ob-
jemu p. Na kazdej hrane o,, budeme diskretizovat gradient Vu pomocou diamond-cell
aproximécie. Meno tejto aproximécie pochadza z diamantového tvaru oblasti, na ktorej
budeme povazovat gradient za konstantny. Tieto objemy budeme oznacovat y,. Kazdy
objem X, vieme skonstruovat pospdjanim koncovych bodov hrany o,, a stredovych bodov
X, a X, objemov, ktoré maju tito hranu spolo¢nu. Dalej si ozna¢ime koncové body hrany
o C Ox, ako Ni(d) a Ny(d) a vonkajsi normalovy vektor k x, ako 7, 5. Pomocou tychto

oznacen{ vieme aproximovat gradient v x, ako

1 1 UN, (5) T UNy (5 _
/ Vudz ~ P CoL (4.17)
m(xo) Jx, m(Xo) 55 2
Kedze nasa mriezka je ObdiZnikOVé, mozeme vyuzit nasledovné vztahy: m(y,) = hghy a
2 2
m(a) = ¥ h”;+hy. Kvoli kratsiemu zapisu budeme pouzivat symbol V)¢ = (VIO VD<)

ako oznacenie gradientu na hrane o,,. Napriklad pre vypocet gradientu na hrane o

dostaneme
1 N, () + Uny(o -
DC. 1(7) No(G) o\ = _ ha
Vie U= o) > 5 m(0)fy,,, & = ( e tzae ) (4.18)
Tpe 6C6X(7pe h'y

a pre zvysné hrany oy, opn, & 0ps analogicky

Up — Uy Upne —Upnw Upse —Upsw
DC, ha DC, __ ha DC, ha
Vs =1\ o | Vi u= i Vs = P . (4.19)

hy hy hy

Ak nahradime presny gradient jeho diamond-cell aproximécou, potom vieme aj difuzny
tok na hrane o, aproximovat pomocou
1

m(0pqg)

/ BVu - flygdy ~ By ViCu - iy, (4.20)
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Obr. 4.2: diamond-cell aproximacia

kde B,, je difizny tenzor spriemerovany na hrane o,.
Uvazujuc konstantné riesenie v kazdom z konec¢nych objemov, advektivne ¢leny mozno

. X
aproximovat nasledovne

/ A - Tipgdry % UipgUpgm(0,q), /(V - Audz = Tyvpgm(op), (4.21)
Opq p
kde v,, oznacuje spriemerovant projekciu rychlosti advekcie na hrane 0,4 v smere vnttornej
normaly .
Upg = —m/ A- ﬁpqd’}/. (422)
Opq
Ked si zavedieme oznacenie fqu pre spriemerovany vektor advekcie A na hrane Opg, Upg
mozeme sformulovat ako v,, = — A, - 7i,,. Konkrétne pre hranu o,, ma rychlost v,, tvar
Upn = =iy Vg = gy Upe = —Upg; Ups = (o, (4.23)
pricom azl)q, agq oznacuju stredné hodnoty zloziek vektora rychlosti advekcie A= (at,a®)T

vycislené na hrane o,,.

Dosadenim aproximécif (4.21) spolu s numerickym diftiznym tokom a rychlostou ad-
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vekcie do rovnice (4.14) ziskame

ou >, _
gdx + Z (—Apq * Tpg) (U — Upg)m(0pg) =
! N ) (4.24)
Z ququcu MM (Opq) — TUmM(D).

geN(p

Po rozpisani advektivnych a difiznych ¢lenov ziskame

fp %dx + ru,m(p) — m(ape)all)e(u — Upe) — 771((71,6)[611)(13 ae’;a,, + bzl)z Upne —Upse |

) -
— 102 (Tpn ) gy (T — Tpn) — (T ) [, 2252 b “ 2 (4.25)
+m(0pw) pw( - ﬂpw) + m(apw)[ bzliv uwh_up b12 upéwh;“PW]

(0 )2, (1 — Thys) -+ (0 ) [ emtese — p220tn] —

Aby sme sformulovali nagu numericki schému, potrebujeme nahradit reprezentativne hod-

noty riesenia ;" a Uy, m = n—1,n kombindciou numerického riesenia v stredoch okolitych

pq’
objemov
—m —m _ uptug
up_up7 upq_T7a‘kq€N(p)7
m m m m m m m
—m  _ Up +ud* unt +u;y, —m Uy Fun' +uny, Uy, (4 26)
u, = u - .
pne 4 ’ pnw 4 ’
—m Uy tugtugdy,tud o ul Ul ulul
’prsw - 4 ’ 'prse - 4

Ked vlozime (4.26) do (4.25) s m = n a nahradime ¢asoviti derivaciu % spatnou diferenciou

_771, ziskame plne implicitni schému (vid. [4])v tvare

k
(1 + kr)u, + ) Z Cpg(upy — ut) = up ™", (4.27)
P 9eN’(p)

kde v snahe zjednodust oznacenie boli zavedené nové koeficienty

Cpg = g + by, g € N(p),

) (4.28)
Cpg = by, g € N'(p)\N(p).
s a,,, ¢ € N(p) a by, ¢ € N'(p) definovanymi nasledovne
_ 1 _ 13 1 _ 1 17 2
ay = —35h ape, pw = 5y Bpn h 2l Aps = 5hal,,
_ hy 11 b b3 _ hypu1 b bﬁi
bpe_hbpe+__T’wa_hbpw_ + 4
b12 b12 b12 ( 29)
b, = hz b22 4 pe 2w b= hep22 4 e
pn 4 0 ps hy PS 4 4
b12 b21 b12 b2 b12 b21 b12 b21
__ “pe “pn. _ — _pw __ “pn — — _Ps
bpne 4 4 bpsw - 4 4 bpnw - 4 4 bpse - 4 4
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5 Problém volnej hranice pri

ocenovani konvertibilnych dlhopisov

5.1 Formulicia tlohy s volnou hranicou

Ako uz bolo v predchadzajucich kapitolach spomenuté, konvertibilné dlhopisy su fi-
nanénymi derivatmi s moznostou predéasného uplatnenia, ¢o moze viest k volnym hra-
niciam. Volné hranice si tie ¢asti hranic, na ktorych sice vieme sformulovat okrajovi
podmienku, ich polohu vSak nevieme identifikovat. V pripade konvertibilnych dlhopisov

toto volné ohranicenie vznikne podmienkou
V(S,r,t) > nsS, (5.1)

kde nevieme uré¢it, v ktorej hodnote S riesenie parcidlnej diferencidlnej rovnice klesne
natolko, aby sme tiito podmienku uplatnili.
Pri ocetiovan{ konertibilnych dlhopisov ndm teda nestaci vyriesit parcidlnu diferencidlnu

rovnicu, treba ndjst funkciu Sy(r, ¢) tak, aby boli splnené nasledovné podmienky

8—‘/ + 10 5’282‘/ + pogSo,r OV + 1027“2082—‘/
or 278 ggz TOSSTT Gaar TR g
ov SOV B
+ (r— )5%4—[ k(0 — )—)\arr]g—TV—OpreO<S<Sf(7’,t) (5.2)
V(S,r,T) = max(nS, Z) (5.3)
V(Sf(r,t),r,t) =nS (5.4)
0
O v (st =n (5:5)
ov 1, ,0*V OV B
54—57,7“ 82+[(0 )—/\JTT]E—TV—OpreS%O (5.6)
v 1, 0%V oV oV
9 C0252l L psl gl .
5 + USS 552 Sas+/£98 =0prer —0 (5.7)
GV 1 0*V ov
B 2 552852 (r —D)S% —1rV =0 pre r — oo, (5.8)

kde (5.4) a (5.5) ndm zarucuji hladkost funkcie V' v bode Sy(r,t).
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5.2 Hladanie rieSenia pomocou linearnej komplemen-
tarity

Jednou z metdd, ako riesit problém volnej hranice je pomocou linedrnej komplemeta-
rity. Hlavnou vyhodou tohto pristupu je, Ze nepotrebujeme poznat polohu volnej hranice,
aby sme ziskali rieSenie.

Na zdklade predchadzajicich tvah uz vieme, ze na intervale 0 < S < Sf(r,t) plati
rovnica (5.2). Zaroven pre hodnoty konvertibilného dlhopisu plati V' (S,r,t) > nS. Na
druhej strane, ak pre S plati Sp(r,t) < S, konvertibilny dlhopis nadobida hodnoty

V (S, r,t) = nS. Dosadenim tohto vztahu do rovnice (5.2) ziskame
(r—D)Sn—rnS=—-DSn <0. (5.9)

V nasej tlohe teda platia dve nerovnice

v + 1025282—‘/ + posSo rCaQ—V + 1027’2082—‘/—1—
or 2757 9g2 TP Gsar T 27T o
ov ov
— - —r) — . _ < )
+ (r D)SaS + [k(0 — 1) — Ao,re] o rV <0 (5.10)
a sucasne
V(S,r,t) —nS <0, (5.11)

pricom rovnost moze nastat pre obidva pripady stcasne jedine v .S = Sy (r, t). Dosledkom

o~ . ’ b 7 )
toho riesenie musi mat nasledovnu vlastnost

oV o1, L0V LBV 1, PV
ar T 2055 gz TSSO Gap Y30 GE
+ (r— D)Sg—g + k(O —71) — )\arrc]%—v —rV](V(S,r,t) —nS) =0. (5.12)
T

Uloha linedrnej komplementarity teda spoé¢iva v ndjdeni funkcie V (S, r,t), ktorda by bola
spojite diferencovatelna, vyhovovala by rovnici (5.12) a zaroven spiﬁala terminalovu pod-
mienku (5.3) a okrajové podmienky (5.6), (5.7), (5.8) a V(S — oo, r,t) = nS(vid. [2]).
Vzhladom na to, Ze v nasom modeli uvazujeme aj tzv. call feature, vysledné riegenie
musime upravit tak, aby vyhovovalo podmienke V (S, r,t) < C,. Uskutoénime to tak, ze
nase rieSenie “urezeme”, ¢ize vo vyslednom rieSeni nahradime vsetky hodnoty presahujtice

C, préve touto hodnotou.
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5.3 PSOR algoritmus

Na numerické zvladnutie tlohy o linearnej komplementarite sa vyuziva modifikacia

SOR algoritmu. Zmena oproti povodnému algoritmu spociva v tom, ze v kazdom itera¢nom

k+1

kroku overujeme, ¢i nové aproximativne riesenie u**! vyhovuje nerovnici ut > nS.

Pre diskretizovanu rovnicu ocenovania konvertibilnych dlhopisov mézeme linedrnu kom-
. )
plementaritu formulovat nasledovne

n n—1
Uy — Uy, n 1
(—k: + yu, + "

T

Z Cpg(, — uy))(uy — ne™) = 0. (5.13)

Y geN'(p)
Ak A oznacuje maticu naSej sustavy linearnych rovnic a b je vektorom pravej strany,

potom riegenie (5.2) mozno vyriesit iteracne pomocou

k41 k41 k
ubt = == (0 = Y Agultt = Agut) — (1 - w)l, (5.14)
7<t 7>
pre kazdé i = 1,..., N,N,. Vzhladom na to, Ze mus{ platit ué“ > ne’i, rieSenie v kazdom

novom iteracnom kroku ziskame

uF T = max( E:AWUI“Jrl ZAUU (1-— w)uk ne) (5.15)

J
7<i J>1

Limitnym prechodom limj_,.. mozno dokéazat, Ze iteracnd metéda je skutocne rieSenim

linedrnej komplementarity (vid. [2]).

6 Numerické experimenty

6.1 Rad konvergencie numerickej schémy

Uvazujme, ze mame numerickud aproximéaciu presného riesenia u. Aproximaéna hodnota
zavisi od parametra h, ktory predstavuje velkost diskretiza¢ného kroku, a preto si ju
oznacime uy,. Ak je nasa skiimand numerickd metéda radu p, znamena to, ze existuje ¢islo
C, ktoré nezavisi od h a plati

|y, —u| < ChP (6.1)
pre dostatoéne malé h. Cislo p nazyvame rad konvergencie. Chybu aproximdcie mozno
zapisat

iy, — u = Ch? + O(hP*). (6.2)
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V nasom pripade vSak nepozname presné rieSenie, a preto mame pri merani konver-
gencie metédy dve moznosti. Prvou je vypocitat numerické rieSenie pre velmi malé delenie
a pouzit ho ako presné rieSenie. Tento pristup vSak moze byt ndroény na vypoctovy cas,
obzvlast pri zlozitejsich algoritmoch. Druhym pristupom je pozrief sa na pomer chyb dy,
vypocitanych pre rozne h. Tak dostaneme

Up —tpyp  ChP — C(h/2)P + O(hP*) 1—-2774+0(h)

ﬁ'h/2 — ’&h/4 - C’(h/Q)p — C’(h/4)p n O(thrl) = 2P _ 21 O(h) =2P 4 O(h) (63)

Experimentélny rad konvergencie teda mozno vypoéitat ako

. Up — Upo
p = lim lOg D O———— 6.4
h—0 2 Upj2 — Up/4 ( )

Uvedeny pristup sme pouzili aj pre nase numerické rieSenie a pre coupling & = h,h,, ziskali

nasledovné hodnoty.

Up—0p /2
Op/2—0p/g
20 10 1 1.98864 x 1072 | 1.97149
40 20 | 4 5.07081 x 1073 | 1.99279
80 40 16 1.21405 x 1073

160 | 80 | 64

Nx Ny Nts ﬁh - 1l:lh/2 10g2

Tabulka 6.1: Udaje ziskané programom v jazyku C, pri volbe relaxaéného parametra w = 1

v projektovanum SOR algoritme

7 uvedenych vysledkov vyplyva, ze numericka metéda je druhého radu presnosti pre
vazbu k = hyh,.

6.2 Analyza parametrov

Konvertibilny dlhopis ma hybridny charakter, pretoze jeho cena pozostava nielen z
hodnoty samotného dlhopisu, ale aj ceny opcie na akcie danej spolo¢nosti. Parametre,
ktoré vstupuju do procesu ocenovania konvertibilného dlhopisu maju rozny vplyv na tieto
zlozky, teda aj na celkovi hodnotu konvertibilného dlhopisu. V nasledujucej casti zistime,
ako hodnoty vybranych parametrov ovplyvinuji hodnotu konvertibilného dlhopisu a polohu
jeho volnej hranice. Sledovanymi parametrami budi: vyska dividendy, doba splatnosti

konveribilného dlhopisu, volatilita akcii a konverzny pomer.
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[—5,5] | N, 400 | h,  0.025
1] | N, 50 | by,  0.02
,5] | N 10000 | & 0.0005

Tabulka 6.2: Tabulka diskretiza¢nych parametrov, ktoré boli pouZité pri vypoétoch

p 05|~ 005 Z 100
os 0516 0025 | n 2.0
o 0.05 ] A 0.0 D 0.02

Tabulka 6.3: Tabulka parametrov finanéného modelu, ktoré boli pouzité pri vypoctoch

(pokial nie je uvedené inak)

Dividendy

Ak akcie vyplacaju dividendy, ich hodnota klesa a spolu s nimi klesa aj hodnota call
opcie. Nasledne je aj cena konvertibilného dlhopisu nizsia a predcasné uplatnenie moze
nastat uz pri nizsich hodnotéch akcii. Z investi¢ného hladiska je vyhodnejsie konvertibilny

dlhopis uplatnit a ziskat tak akcie, ktoré mu prinesi vynos v podobe dividend.

Obr. 6.1: Cena konvertibilného dlhopisu pre D = 0.02 (vlavo) a D = 0.5 (vpravo)
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Obr. 6.2: Casovy priebeh hranice predéasného uplatnenia pre D = 0.02 (vlavo) a D = 0.5

(vpravo). Cas t predstavuje ¢as do splatnosti konvertibilného dlhopisu.

V(S.1.1)

[ e
wf — D=0.02
; L D=02
50 e _
[ . — D=03
".F. M R BT B R T ST T BT S BT SR | g
20 44 &0 20 106 120 140

Obr. 6.3: Cena konvertibilného dlhopisu s roznymi hodnotami dividendy v r = 0.03

Doba splatnosti

Cas splatnosti hraje dolezitd tlohu v cene konvertibilného dlhopisu. Cim je dlhsi ¢as
splatnosti, tym nizsia je hodnota konvertibilného dlhopisu a predcasné uplatnenie nastava
uz v nizsich hodnotach akcii. Pri vysokach hodnotach tdrokovej miery nema cas splatnosti
velky vplyv na hodnotu konvertibilného dlhopisu, pretoze cena dlhopisu je vo vieobecnosti

nizka a konvertibilny dlhopis sa sprava viac ako call opcia.
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Obr. 6.4: Cena konvertibilného dlhopisu s réznou dobou splatnosti 7' v r = 0.19
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Obr. 6.5: Cena konvertibilného dlhopisu s r6znou dobou splatnosti 7" v r = 0.39

Volatilita akcii

Volatilita akciif ndm charakterizuje velkost ndhodnych fluktudcii cien v okoli trendu.
KedZe akcie s vysokou volatilitou mozu aj na poslednii chvilu prudko stipnut, zvysuje to
pravdepodobnost vii¢sieho vimnosu pri ich neskorsom uplatneni. Vysokd volatilita akeif teda

zvysuje hodnotu konvertibilného dlhopisu a k predc¢asnému uplatneniu dochadza neskor.
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Obr. 6.7: Casovy priebeh hranice predéasného uplatnenia pre og = 0.2 (vlavo) a o5 = 0.8

(vpravo). Cas t predstavuje ¢as do splatnosti konvertibilného dlhopisu.
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Obr. 6.8: Cena konvertibilného dlhopisu pre rozne volatility akcii v r = 0.19
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Konverzny pomer

Nizky konverzny pomer sposobuje, ze sa konvertibilny dlhopis sprava viac ako klasicky
dlhopis, teda vobec nemusi dojst k jeho predéasnému uplatneniu. Prdvo na predcasné
uplatnenie v tomto pripade nema vysoki hodnotu, ¢o sposobuje, ze konvertibilny dlhopis

je pre investora menej atraktivna investicia.
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Obr. 6.9: Casovy priebeh hranice predcasného uplatnenia pre n = 2 (vlavo) a n = 3

(vpravo). Cas t predstavuje ¢as do splatnosti konvertibilného dlhopisu.
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Obr. 6.10: Cena konvertibilného dlhopisu pri roznych konverznych pomeroch v r = 0.33

7T Zaver

V prvej casti prace sme sa zamerali na odvodenie parcidlnej diferencidlnej rovnice

ocenovania konvertibilnych dlhopisov. Aby sme obmedzili vyskyt premennych v koeficien-
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toch, zaviedli sme nickolko transformécii. Pre tcely diskretizdcie sme nésledne rovnicu
previedli do divergentného tvaru, ¢o ndm v numerickej schéme umoznilo vyuzit Greenovu
vetu. Vzhladom na to, Ze transformécie ndm zmenili oblast vypoctu a diskretizacia ndm ju
zizila na koneént podoblast, museli sme prisposobit okrajové podmienky, aby boli konzis-
tentné s hranicami oblasti. Ked'ze konvertibilné dlhopisy poskytuji moznosti predéasného
uplatnenia, bolo potrebné vyriesit problém volnej hranice, ktory s touto vlastnostou stivisi.
Z tohto dovodu sme preformulovali tlohu do tvaru linedrnej komplementarity, ktori sme
vyriesili projektovanym SOR algoritmom. V experimentdalnej ¢asti sme sa zamerali na me-
ranie presnosti nasej numerickej schémy a analyzu parametrov modelu. Vzhladom na to,
ze sme nemali k dispozicii presné riesenie, experimentalny rdd konvergencie sme merali
sposobom, ktory je uvedeny v publikacii [6]. Postupnym zjemnovanim delenia sme dospeli
k zaveru, ze uvedenda numericka schéma je pre zvolenu védzbu druhého rdadu presnosti.
Néasledne sme implementovani numericki schému pouzili na identifikdciu polohy hranice
predcasného uplatnenia. Vypocitali sme numerické riesenie pre rozne hodnoty vybranych
parametrov a vysledky sme zhrnuli do pozorovani, v ktorych odovodnujeme vplyv para-

metrov na polohu hranice pred¢asného uplatnenia.
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