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Anot§cia: 

 V tejto pr§ci sme sa zamerali na numerick® rieġenie geodetickej okrajo-
vej ¼lohy pre poruchovĨ potenci§l s okrajovou podmienkou v tvare ġikmej deriv§cie 
met·dou okrajovĨch prvkov. Najprv sme odvodili numerick® rieġenie priamou integ-
r§lnou formul§ciou met·dy okrajovĨch prvkov, na z§klade ktor®ho sme vytvorili vĨpo-
ļtovĨ program v jazyku C. N§sledne sme otestovali presnosŠ vytvoren®ho programu 
s vyuģit²m kvadratickĨch a line§rnych aproximaļnĨch funkci² a tieģ s rieġen²m singu-
l§rnych elementov analyticky alebo transform§ciou na pol§rne s¼radnice a n§slednou 
numerickou kvadrat¼rou. VĨpoļtovĨ program sme aplikovali na rieġenie geodetickej 
¼lohy s re§lnymi vstupnĨmi d§tami. Pre veŎkĨ rozsah ¼lohy bol program paralelizova-
nĨ pomocou rozhrania MPI a na zn²ģenie pamªŠovĨch n§rokov bola aplikovan§ me-
t·da elimin§cie vplyvu vzdialenĨch z·n. Probl®m ġikmej deriv§cie sme rieġili iterat²v-
nym sp¹sobom rieġen²m Neumannovej okrajovej ¼lohy. VeŎkosŠ norm§lovej deriv§cie 
sme iterat²vne urļovali pomocou pr²spevku tangenci§lnych zloģiek gradientu poru-
chov®ho potenci§lu vypoļ²tanĨch z rieġenia v predch§dzaj¼com kroku. VĨslednĨ po-
ruchovĨ potenci§l z²skanĨ naġ²m vĨpoļtom sme nakoniec porovnali s glob§lnym 
geopotenci§lnym modelom EGM2008. 

Anotation: 

 In this work we have focused on a numerical solution of the geodetic 
boundary value problem (GBVP) for the disturbing potential with an oblique derivative 
boundary condition using the boundary element method (BEM). We have derived the 
numerical solution by a direct integral formulation of BEM. We have developed a 
computational program in C language based on this solution. Then we have tested 
accuracy of the developed program using quadratic and linear basis functions as well 
as by using an analytical solution for singular elements or a transformation to polar 
coordinates and corresponding numerical quadrature. Then we have applied the 
computational program to solve GBVP with real input data. Due to a large size of this 
problem, the program was parallelized using the MPI framework. In order to reduce 
large memory requirements we have eliminated an impact of far zones. We have 
used an iterative approach to treat the oblique derivative problem solving the Neu-
mann BVP. Here, the normal derivative has been derived iteratively computing tan-
gential components of a gradient of the disturbing potential obtained from the previ-
ous iterative step. Finally, we have compared the disturbing potential obtained by our 
computations with the EGM2008 global geopotential model. 
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1 Đvod 

S rozvojom vĨpoļtovej techniky nastal aj prudkĨ rozvoj r¹znych numerickĨch 
met·d na vĨpoļet probl®mov danĨch diferenci§lnymi rovnicami. Najpopul§rnejġ²mi 
met·dami sa stali met·da koneļnĨch prvkov a met·da koneļnĨch objemov. VĨhoda 
tĨchto met·d je hlavne ich vġeobecn§ pouģiteŎnosŠ. Menej pouģ²vanou je met·da 
okrajovĨch prvkov, ktorej hlavn§ nevĨhoda je pouģiteŎnosŠ iba pre probl®my kde je 
zn§me fundament§lne rieġenie. Napriek tomu m¹ģe v urļitĨch pr²padoch maŠ t§to 
met·da oproti predoġlĨm viacer® vĨhody a to najmª vtedy, keŅ m§me napr²klad ne-
koneļn¼ vĨpoļtov¼ oblasŠ, pr²padne n§s zauj²ma rieġenie probl®mu iba na hranici 
oblasti, keŅģe v met·de okrajovĨch prvkov rob²me diskretiz§ciu a hŎad§me rieġenie 
iba na hranici oblasti, ļ²m sa n§m dimenzia ¼lohy zn²ģi o jeden stupeŔ. 

V geod®zii sa ļasto vyskytuj¼ ¼lohy spojen® s gravitaļnĨm potenci§lom. KeŅ-
ģe potenci§l je z defin²cie harmonick§ funkcia mimo oblasti telesa, ktor® ho generuje, 
a teda mus² spŌŔaŠ Poissonovu alebo Laplaceovu rovnicu, a vzhŎadom na to, ģe ob-
lasŠ rieġenia bĨva zemsk® teleso v pr²pade vn¼tornej ¼lohy a cel§ oblasŠ mimo Zeme 
v pr²pade vonkajġej ¼lohy, tak tu pr²de vhod pr§ve met·da okrajovĨch prvkov, ktor§ 
n§m m¹ģe priniesŠ vĨrazn® zlepġenie ekon·mie vĨpoļtu. 

V tejto pr§ci sa budeme zaoberaŠ vytvoren²m vlastn®ho vĨpoļtov®ho progra-
mu v jazyku C na rieġenie potenci§lovĨch ¼loh met·dou okrajovĨch prvkov. Pri vytv§-
ran² programu sa bude uvaģovaŠ s r¹znymi druhmi b§zovĨch funkci² a okrajovĨch 
elementov, konkr®tne s line§rnymi trojuholn²kovĨmi elementmi a kvadratickĨmi troj-
uholn²kovĨmi elementmi. N§sledne bude tento program aplikovanĨ na rieġenie geo-
detickĨch okrajovĨch ¼loh. VzhŎadom na veŎkĨ vĨpoļtovĨ rozsah tĨchto ¼loh bude 
vĨslednĨ program paralelizovanĨ pomocou rozhrania MPI (Message Passing Interfa-
ce) a bude aplikovan§ met·da elimin§cie vzdialenĨch z·n, priļom vĨsledn§ riedka 
matica bude v pamªti interpretovan§ pomocou tzv. ñcompressed row storageñ. 

2 Geodetick® okrajov® ¼lohy 

V geod®zii s¼ zn§me mnoh® okrajov® ¼lohy. Zaoberaj¼ sa mnohĨmi probl®-
mami, ako napr²klad urļen²m hmotnosti Zeme z hodn¹t tiaģov®ho zrĨchlenia, prob-
l®mom urļenia fyzick®ho povrchu zeme alebo hŎadan²m tvaru geoidu, ļo ¼zko s¼vis² 
s urļovan²m poruchov®ho potenci§lu.  

2.1 Neumannova geodetick§ okrajov§ ¼loha 

T§to ¼loha, zn§ma aj ako gravimetrick§ okrajov§ ¼loha s pevnou hranicou (fi-
xed gravimetric boundary-value problem, FGBVP), predpoklad§, ģe fyzickĨ povrch 
zeme je zn§my a preto sa dostala do popredia aģ v s¼ļasnej dobe, keŅģe je moģn® 
vŅaka satelitnĨm meraniam urļovaŠ polohu zemsk®ho povrchu pomerne presne. 
Formul§cia tejto ¼lohy je v tvare Laplaceovej rovnice pre poruchovĨ potenci§l, kde 
ako okrajov§ podmienka vystupuj¼ tiaģov® poruchy, ktor® predstavuj¼ projekciu gra-
dientu poruchov®ho potenci§lu do smeru vonkajġej norm§ly k referenļn®mu elipsoi-
du. Pretoģe okrajov§ podmienka je v smere norm§ly k referenļn®mu elipsoidu a nie 
v smere norm§ly k skutoļn®mu zemsk®mu povrchu, predstavuje t§to ¼loha probl®m 
s okrajovou podmienkou v smere ġikmej deriv§cie. V Ņalġ²ch ļastiach tejto pr§ce sa 
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budeme venovaŠ numerick®mu rieġeniu linearizovanej FGBVP pomocou met·dy ok-
rajovĨch prvkov, a n§slednĨm porovnan²m z²skan®ho rieġenia s glob§lnym geopo-
tenci§lnym modelom EGM2008 [10]. 

3 Met·da okrajovĨch prvkov 

VzhŎadom na to, ģe v geod®zi² sa ļasto vyskytuj¼ vonkajġie ¼lohy, a teda ob-
lasŠ na ktorej hŎad§me rieġenie je neohraniļen§, je vhodn® na ich rieġenie pouģiŠ 
met·du okrajovĨch prvkov. 

VĨhoda tejto met·dy je redukcia dimenzie ¼lohy o jeden stupeŔ a n§sledn® 
rieġenie len na hranici oblasti. V pr²pade, ģe je poģadovan® rieġenie aj mimo hranice, 
tak je moģn® vyjadriŠ toto rieġenie v ŎubovoŎnom bode oblasti pomocou zn§meho rie-
ġenia na hranici. 

NevĨhoda tejto met·dy je moģnosŠ aplikovania len v pr²pade zn§meho funda-
ment§lneho rieġenia danej rovnice a pln§ nesymetrick§ matica, ļ²m vznik§ pri ¼lohe s 
rozmerom N vĨpoļtov§ n§roļnosŠ NxN. 
CelĨ proces met·dy okrajovĨch prvkov sa d§ rozdeliŠ na nasledovn® kroky [7]. 
 
1) Diskretiz§cia hran²c sk¼manej oblasti na sieŠ okrajovĨch prvkov. Pri 2D prob-
l®me sa pouģ²vaj¼ 1D prvky (ļiarov® prvky), pri 3D probl®me sa pouģij¼ 2D 
prvky (ploġn® prvky). 

2) Fundament§lne rieġenie danej parci§lnej diferenci§lnej rovnice bez uvaģova-
nia okrajovĨch podmienok skutoļn®ho probl®mu mus² byŠ zn§me. Toto fun-
dament§lne rieġenie sa pouģije ako v§hov§ funkcia pri formul§cii met·dy okra-
jovĨch prvkov pre dan¼ ¼lohu. 

3) Zostavenie z§kladnĨch rovn²c met·dy okrajovĨch prvkov pre uzly na hranici 

ɱ pre oblasŠ ɱ. 

4) VĨpoļet nezn§mych hodn¹t na hranici, nezn§ma hodnota vo vn¼tri oblasti ɱ 
sa vyjadruje pomocou zn§mych hodn¹t na hranici ɱ. 

3.1 Priama integr§lna formul§cia rieġenia 

Priamu integr§lnu formul§ciu pre potenci§lov® ¼lohy v homog®nnom kontinuu 
s Poissonovou riadiacou rovnicou 

 

 Ὧόȟ ● ύ● πȟ ●ᶰɱȟ (3.1) 

 

s neġpecifikovanĨmi okrajovĨmi podmienkami na hranici oblasti ɱ m¹ģeme z²skaŠ 

nasledovnĨm sp¹sobom. Zintegrujeme (3.1) cez cel¼ oblasŠ ɱ a z²skame integr§lne 
jadro 

 Ὃ● ◐Ὧόȟ ●Ὠɱ●

 

Ὃ● ◐ύ●Ὠɱ●

 

Ȣ (3.2) 

 
Dvojn§sobnou aplik§ciou Gaussovej vety a n§slednou ¼pravou vĨrazu dosta-

neme integr§lnu reprezent§ciu potenci§lu v oblasti ɱ pre ◐ᶰɱ v tvare, 
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… ◐ό◐ όⱢὊⱢȟ◐ ήⱢὋⱢ ◐ ὨɜⱢ

 

Ὃ● ◐ύ●Ὠɱ●

 

 

(3.3) 

 

kde Ὃ● ◐ predstavuje fundament§lne rieġenie Laplaceovho oper§tora, ὊⱢȟ◐ 

predstavuje fundament§lny tok a ήⱢ je hustota toku na hranici Ɫᶰɱ. 
 
 

… ◐
ρȟ                       ◐ᶰɱ
πȟ ◐ᶱ ɱ᷾ɱ

 (3.4) 

 

je charakteristick§ funkcia pre ɱ. 

 Nezn§me z hraniļnĨch hodn¹t όⱢ a ήⱢ z²skame rieġen²m hraniļnĨch in-
tegr§lnych rovn²c, ktor® z²skame zo vzŠahu (3.3) v limite ◐ᴼⱡɴ Ћɱ pre ◐ᶱЋɱ. Pre-
toģe pre vonkajġiu ¼lohu plat² [11] 
 
 

ὊⱢȟ◐ὨɜⱢ

 

 ρ … ◐ ȟ (3.5) 

 

dosaden²m (3.5) do (3.3) a vykonan²m limity ◐ᴼⱡɴ Ћɱ dostaneme hraniļn® integ-
r§lne rovnice (boundary integral equation, BIE) v tvare 
 
 
ό ‒ ό Ɫ όⱡὊ ⱢȟⱡὨɜⱢ

 

ήⱢὋ Ɫ ⱡὨɜⱢ

 

ὡ ⱡȟ (3.6) 

 
kde ὡ ⱡ predstavuje pr²spevok zn§mych objemovĨch s²l. ńalej budeme uvaģovaŠ 
iba s pr²padom Laplaceovej rovnice a preto je tento pr²spevok nulovĨ 
a fundament§lne rieġenie a fundament§lny tok bud¼ maŠ pre 3D pr²pad nasledovnĨ 
tvar 
 
 

Ὃȿ● ◐ȿ
ρ

τ“ȿ● ◐ȿ
ȟ (3.7) 

 
Ὂ●ȟ◐

Ὃȿ● ◐ȿ

▪●

ὲ ●ὶȟ
τ“ὶ

ȟ (3.8) 

 
kde r predstavuje vektor vzdialenosti bodov x a y. Vġetky integr§ly v BIE (3.6) existu-
j¼ v obyļajnom zmysle a nie je treba ich uvaģovaŠ v zmysle Cauchyho hlavnej hod-
noty. 

3.2 Numerick® rieġenie 

Na odvodenie syst®mu algebraickĨch rovn²c pouģijeme postup, ktorĨ navrhli 
autori v [12] pre ¼lohy v elastostatike. My si tento postup uprav²me pre Laplaceovu 
rovnicu pre poruchovĨ potenci§l a okrem kvadratickĨch trojuholn²kovĨch elementov 
pouģijeme aj line§rne trojuholn²kov® elementy. 
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Hranicu oblasti, v naġom pr²pade ZemskĨ povrch si diskretizujeme met·dou 
kolok§cie na koneļnĨ poļet elementov Sq (q= 1, 2, ..., M), kde kaģdĨ je urļenĨ dis-

kr®tnymi kolokaļnĨmi bodmi v lok§lnom znaļen² – (a=1, 2, ..., n) a vġetky body bu-

d¼ maŠ glob§lne znaļenie ‒ (b= 1, 2, ..., m). S¼radnice vn¼tornĨch bodov elementov 
a hodnoty tiaģovĨch por¼ch a poruchov®ho potenci§lu na elemente sa aproximat²vne 
vyjadria cez hodnoty v kolokaļnĨch bodoch pomocou interpolaļnĨch funkci² v tvare 
 

–ȿ – ὔ ‚ȟ‚ ȟ (3.9) 

 
Ὢ–ȿ Ὢ– ὔ ‚ȟ‚ ȟ (3.10) 

 
kde ὔ ‚ȟ‚  predstavuje interpolaļn¼ funkciu a funkcia Ὢ– predstavuje hodnotu 
tiaģovej poruchy alebo poruchov®ho potenci§lu. Pri diskretiz§cii budeme pouģ²vaŠ 
kvadratick¼ aproxim§ciu, ļo predstavuje 6-uzlov® trojuholn²kov® elementy a line§rnu 
aproxim§ciu, ļo predstavuje 3-uzlov® trojuholn²kov® elementy (Obr. 3.1). 

 
Obr. 3.1: Line§rne a kvadratick® trojuholn²kov® izoparametrick® elementy 

 

Izoparametrick® s¼radnice sa na elemente menia v rozsahu 
 

 
‚ᶰ

ộπȠЍσρ ‚Ớ ÐÒÅ ‚ᶰộπȠρỚ

ộπȠЍσρ ‚Ớ ÐÒÅ ‚ᶰộρȠπỚ
 (3.11) 

 
Na vĨpoļet vonkajġej norm§ly na elemente si zadefinujeme dva tangenci§lne 

vektory na Sq: 
 

Ὤ
–

‚
– ὔȟ ‚ȟ‚ ȟ (3.12) 

 
Ὧ

–

‚
– ὔȟ ‚ȟ‚ ȟ (3.13) 

 
kde ὔȟ ‚ȟ‚  a ὔȟ ‚ȟ‚  predstavuj¼ deriv§ciu interpolaļnej funkcie podŎa ‚, res-

pekt²ve ‚. 
 Ὣ ‐ ὬὯ  (3.14) 
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je nenormalizovanĨ norm§lovĨ vektor, z²skanĨ ako vektorovĨ s¼ļin vektorov h a k, 
Ņalej 
 

ὲ
Ὣ

Ὣ 
ȟ          Ὣ ὫὫ  (3.15) 

 

a Ὣ  je z§roveŔ jakobi§nom transform§cie (3.9) pretoģe plat² 
 
 

ȢὨὛ
 

ȢὫὨ‚Ὠ‚ (3.16) 

 

Ak uzlovĨ bod ‒, v ktorom definujeme hraniļn¼ integr§lnu rovnicu, leģ² na 
elemente Sq, tak je tento element Sq singul§rny. Na singul§rnych elementoch je vĨ-

hodn® transformovaŠ izoparametrick® s¼radnice ‚, ‚ na pol§rne s¼radnice ′ȟ• so 

zaļiatkom v bode ‒. Potom Ὠ‚Ὠ‚ᴼ′Ὠ′Ὠ•. 
Teraz definujeme nasleduj¼ce veliļiny: 
 

 

Ὑ

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ – ὖ ‒ȟ               ‒ᶱὛ

– ὖȟ                         ‒ᶰὛ

 (3.17) 

 
Ὑ Ὑ Ὑ ȟ        Ὑȟ Ὑ ȾὙ  (3.18) 

 
Ὣ ‐ ὬὯȟ     Ὣ ὫὫ   

 
Ὤ – ὖȟ         Ὧ – ὖ  (3.19) 

 
Ὃ

ρ

τ“Ὑ
 (3.20) 

 
Ὂ

ρ

τ“

ρ

Ὑ
ὙȟὫ  (3.21) 

 

kde polyn·my ὖȟὖȟὖ  s¼ definovan® v tabuŎk§ch 2 a 3 pre kvadratick® aproximaļ-
n® funkcie a v tabuŎk§ch 4 a 5 pre line§rne aproximaļn® funkcie. Polyn·my 
ὔ ‚ȟ‚ , ὔȟ ‚ȟ‚ , ὔȟ ‚ȟ‚ , ὓ ′ȟ• , ὑ ′ȟ• , ὓ ′ȟ• , ὓ ′ȟ• , ὑ ′ȟ• , 

ὑ ′ȟ•  s¼ definovan® v pr²lohe v ļasti I pre kvadratick® aproximaļn® funkcie a II  
pre line§rne aproximaļn® funkcie. 

Pre takto definovan® veliļiny plat² 
 

ὶȿ ḳ–ȿ ‒
Ὑ ȟ            ‒ᶱὛ

′Ὑ ȟ         ‒ᶰὛ
 (3.22) 

 

ό – ό ‒ ȿ

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ ό – ὖ ό ‒ ȟ      ‒ᶱὛ

′ ό – ὖȟ                   ‒ᶰὛ

 (3.23) 
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ή–ȿ ή– ὗȢ (3.24) 

 
N§sledne m¹ģeme definovaŠ integr§ly na jednotlivĨch elementoch s prihliadnut²m na 

konfigur§ciu bodu  ‒ v ktorom uvaģujeme hraniļn¼ integr§lnu rovnicu a element Sq 
na ktorom integrujeme: 

1) ak  ‒ᶱὛȡ 

 

Ὂ  

Ѝ

 

Ѝ

ὖὊ Ὠ‚Ὠ‚ȟ ὅ ρ Ὂ  (3.25) 

 

Ὃ  

Ѝ

 

Ѝ

ὗὋ ὫὨ‚Ὠ‚ (3.26) 

2) ak  ‒ᶰὛ ὥ ὧ σ: 

 

Ὂ  

Ⱦ

ὖὊ Ὠ′Ὠ•ȟ ὅ π (3.27) 

 

Ὃ  

Ⱦ

ὗὋ ὫὨ′Ὠ•ȟ    Ὀḳ
ςЍσ

ÓÉÎ• ЍσÃÏÓ •
   (3.28) 

3) ak  ‒ᶰὛ ὥ ὧ τ: 

 

Ὂ  

ȾȾ

 

Ⱦ

ὖὊ Ὠ′Ὠ•ȟ ὅ π (3.29) 

 

Ὃ  

ȾȾ

 

Ⱦ

ὗὋ ὫὨ′Ὠ•ȟ    Ὁḳ
Ѝσ

ÓÉÎ• ЍσÃÏÓ •
   (3.30) 

 
kde v (3.25) ide sum§cia pre n=3 v pr²pade line§rnych aproximaļnĨch funkci² a pre 
n=6 pre kvadratick® aproximaļn® funkcie. Parameter c nadob¼da hodnoty podŎa toho 

na ktorej poz²cii sa nach§dza bod ‒ na elemente podŎa obr§zka 3.1. 
Aplikovan²m tĨchto hraniļnĨch integr§lnych rovn²c na diskr®tnu sieŠ uzlovĨch 

bodov z²skame diskretizovan® hraniļn® rovnice ktor® predstavuj¼ syst®m algebraic-
kĨch, rovn²c pomocou ktorĨch m¹ģeme vypoļ²taŠ hodnoty nezn§mych veliļ²n 
v uzlovĨch bodoch v tvare 
 

ό ‒  ὅ ό – Ὂ ή– Ὃ π (3.31) 

 
Vġetky integrandy v rovniciach (3.25) - (3.30) s¼ ohraniļen® a m¹ģeme ich numericky 
integrovaŠ regul§rnou Gaussovou kvadrat¼rou s dostatoļnou presnosŠou. 
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Na numerick¼ integr§ciu bud¼ pouģit® s¼radnice GaussovĨch bodov pre troj-
uholn²k z²skan® pravidlom symetrickej kvadrat¼ry na trojuholn²ku [14] a ich s¼radni-
ce, ako aj s¼radnice po transform§cii na pol§rne s¼radnice aj s pr²sluġnĨmi v§hami 
s¼ uveden® v tabuŎke 1. Pre line§rne aj kvadratick® aproximaļn® funkcie bude pouģi-
t§ 7 bodov§ kvadrat¼ra. 

 
Tab. 1: S¼radnice GaussovĨch bodov pre numerick¼ kvadrat¼ru 

ὧ π 
  

‚ ‚ ύ 

0 0.5773502691896258 0.225 

0 0.10343092395815051 0.1323941527885062 

0 1.3811840539580302 0.1259391805448271 

0.41042619231534516 0.8143099418053635 0.1323941527885062 

-0.6961404780296309 0.1754333768054237 0.1259391805448271 

-0.41042619231534516 0.8143099418053635 0.1323941527885062 

0.6961404780296309 0.1754333768054237 0.1259391805448271 

ρ ὧ σ 
  

′ • ύ 

1.1547005383792517 0.5235987755982989 0.225 

1.0053347482459942 0.1030644403143339 0.1323941527885062 

1.7051889604697597 0.944133110882264 0.1259391805448271 

1.6286198836107268 0.5235987755982989 0.1323941527885062 

0.3508667536108473 0.5235987755982991 0.1259391805448271 

1.0053347482459944 0.9441331108822639 0.1323941527885062 

1.7051889604697592 0.10306444031433384 0.1259391805448271 

τ ὧ φ 
  

′ • ύ 

0.5773502691896258 1.5707963267948966 0.225 

0.10343092395815051 1.57079632679489661 0.1323941527885062 

1.3811840539580302 1.570796326794896 0.1259391805448271 

0.9118938209361478 1.1039401486247842 0.1323941527885062 

0.7179055890914047 2.8947244528151397 0.1259391805448271 

0.9118938209361478 2.037652504965009 0.1323941527885062 

0.7179055890914047 0.24686820077465335 0.1259391805448271 

 
 
Tab. 2: Defin²cia polyn·mov P

a
,
 
Q

a
 pre kvadratick® aproximaļn® funkcie 

 P
1 

P
2
 P

3
 P

4
 P

5
 P

6
 Q

a
 

‒ᶱὛ N
1 

N
2
 N

3
 N

4
 N

5
 N

6
 P

a
 

‒ –  K
1 

K
2
 K

6
 K

3
 K

4
 K

5
 ′ὖ   

‒ –  K
6 

K
1
 K

2
 K

5
 K

3
 K

4
 ′ὖ   

‒ –  K
2 

K
6
 K

1
 K

4
 K

5
 K

3
 ′ὖ   

‒ –  M
1 

M
2
 M

3
 M

4
 M

5
 M

6
 ′ὖ   

‒ –  M
3 

M
1
 M

2
 M

6
 M

4
 M

5
 ′ὖ   

‒ –  M
2 

M
3
 M

1
 M

5
 M

6
 M

4
 ′ὖ   
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Tab. 3: Defin²cia polyn·mov ὖȟὖ  pre kvadratick® aproximaļn® funkcie 

 ὖ ὖ  ὖ  ὖ  ὖ  ὖ  ὖ  ὖ  

‒ᶱὛ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ 

‒ –  ὓ
σ

ς
 ὓ

ρ

ς
 ὓ ς ὓ  τὓ

ρ

Ѝσ
 ςὓ

ς

Ѝσ
 ὓ  ὓ

τ

Ѝσ
 

‒ –  ὓ
ρ

ς
 ὓ

σ

ς
 ὓ ς ὓ  ςὓ

ρ

Ѝσ
 ὓ

ς

Ѝσ
 ὓ

τ

Ѝσ
 ὓ  

‒ –  ὓ
ρ

ς
 ὓ

ρ

ς
 ὓ  ὓ ς ςὑ Ѝσ ὑ  ὑ

ς

Ѝσ
 ὑ

ς

Ѝσ
 

‒ –  ὓ
ρ

ς
 ὓ

ρ

ς
 ὓ  ὓ  τὓ

ρ

Ѝσ
 ςὓ

ς

Ѝσ
 ὓ

ς

Ѝσ
 ὓ

ς

Ѝσ
 

‒ –  ὓ
ρ

ς
 ὓ

ρ

ς
 ὓ ρ ὓ ρ ςὓ

ρ

Ѝσ
 ὓ

ρ

Ѝσ
 ὓ

ρ

Ѝσ
 ὓ

ρ

Ѝσ
 

‒ –  ὓ
ρ

ς
 ὓ

ρ

ς
 ὓ ρ ὓ ρ ςὑ

ρ

Ѝσ
 ὑ

ρ

Ѝσ
 ὑ

ρ

Ѝσ
 ὑ

ρ

Ѝσ
 

ὖ πȟ   ὖ ὖ  ὖ
ρ

Ѝσ
ὖȟ   ὖ

ρ

Ѝσ
ὖ  

 
Tab. 4: Defin²cia polyn·mov P

a
,
 
Q

a
 pre line§rne aproximaļn® funkcie 

 P1 P2 P3 Qa 

‒ᶱὛ N1 N2 N3 Pa 

‒ –  M1 M2 M3 ′ὖ   

‒ –  M3 M1 M2 ′ὖ   

‒ –  M2 M3 M1 ′ὖ   
 

Tab. 5: Defin²cia polyn·mov ὖȟὖ  pre line§rne aproximaļn® funkcie 

 ὖ ὖ  ὖ  ὖ ὖ  ὖ  

‒ᶱὛ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ 

‒ –  ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ 

‒ –  ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ 

‒ –  ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ ὔȟ 

3.3 Implement§cia 

Na z§klade tohto postupu bola vytvoren§ implement§cia vĨpoļtov®ho progra-
mu v programovacom jazyku C. VĨhoda tohto postupu spoļ²va v tom, ģe vytvorenĨ 
program sa d§ jednoducho upraviŠ pre pouģitie line§rnych aj kvadratickĨch, ale aj 
trojuholn²kovĨch a ġtvoruholn²kovĨch elementov, pretoģe staļ² zmeniŠ iba defin²cie 
tvarovĨch funkci² a rozsahy vn¼tornĨch cyklov, pr²padne s¼radnice GaussovĨch bo-
dov pre numerick¼ kvadrat¼ru. Tak isto sa d§ pomerne jednoducho zmeniŠ typ ¼lohy 
z vonkajġej na vn¼torn¼, aplikovaŠ Dirichletovu okrajov¼ podmienku namiesto Neu-
mannovej, pr²padne zmeniŠ tvar fundament§lneho rieġenia a fundament§lneho toku, 
ļ²m sa program stane pouģiteŎnĨm nielen na potenci§lov® ¼lohy v geod®zi², ale aj pre 
r¹zne in® spektrum okrajovĨch ¼loh. 

Pre potrebu rieġenia rozsiahlych ¼loh na vĨpoļtovom klastri bol program para-
lelizovanĨ pomocou rozhrania MPI (Message Passing Interface) [2], kde sa poļas 
vĨpoļtu matica syst®mu rovn²c rovnomerne rozdel² na p§sov® diely po riadkoch, pri-
ļom kaģdĨ proces si v pamªti uchov§va iba svoju ļasŠ matice syst®mu, ļ²m doch§-
dza k ¼spore pamªŠovĨch poģiadaviek. Medziprocesorov§ komunik§cia prebieha iba 
na zaļiatku vĨpoļtu pre rozposlanie naļ²tanĨch vstupnĨch ¼dajov z prv®ho proceso-
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ra na ostatn®, po skonļen² napŌŔania matice na kompletiz§ciu vektora pravej strany 
na vġetkĨch procesoroch a poļas rieġiļa syst®mu rovn²c na rozposielanie vektorov 
pouģ²vanĨch v rieġiļi. 

Na rieġenie vĨsledn®ho syst®mu algebraickĨch rovn²c bola pouģit§ nestacio-
n§rna iterat²vna stabilizovan§ met·da bikonjugovanĨch gradientov (BiCGSTAB) [3], 
ktor§ sa uk§zala ako vhodn§ na rieġenie tohto syst®mu, pretoģe matica syst®mu je 
s²ce pln§ a nesymetrick§, ale je pozit²vne definitn§. 

Pre zn²ģenie pamªŠovĨch n§rokov pri extr®mne rozsiahlych ¼loh§ch bola pou-
ģit§ met·da elimin§cie vzdialenĨch z·n, kde sa nastaven²m limity vzdialenosti uzlov 
v programe, vplyv uzlov, ktorĨch vzdialenosŠ od pr§ve poļ²tan®ho uzla presahuje t¼to 
limitu pren§sob² uģ z²skanĨm rieġen²m (napr²klad rieġen²m probl®mu na hrubġej sieti) 
a prejde do pravej strany, ļ²m n§m vznikne namiesto plnej matice redġia matica 
s nenulovĨmi prvkami okolo diagon§ly. Na uloģenie takejto riedkej matice je pouģit§ 
met·da ñcompressed row storageñ [5], kde sa pre kaģdĨ prvok matice uklad§ okrem 
jeho hodnoty aj jeho stŌpcov§ s¼radnica v matici a do samostatn®ho vektora sa ukla-
daj¼ ļ²sla, ktor® urļuj¼ na ktorej poz²cii v matici zaļ²na novĨ riadok. TĨm sa s²ce pri 
pouģit² premennej typu double zvĨġia pamªŠov® n§roky pre uloģenie jedn®ho prvku 
z 8 bajtov na 12 bajtov, ale z§roveŔ n§m to umoģŔuje v kombin§cii s elimin§ciou 
vzdialenĨch z·n rieġiŠ vĨrazne rozsiahlejġie ¼lohy, ako keby sme uchov§vali pln¼ ma-
ticu. 

Z§roveŔ je program optimalizovanĨ tak, ģe veliļiny, ktor® nie s¼ z§visl® na 
vz§jomnej konfigur§cii bodov sa vypoļ²taj¼ pred samotnĨm cyklom vyļ²slovania ma-
tice syst®mu, ļ²m sa s²ce trochu zvĨġi pamªŠov§ n§roļnosŠ ale uġetr² sa procesorovĨ 
ļas, pretoģe ich nie je potrebn® poļ²taŠ poļas hlavn®ho cyklu vĨpoļtu. 

Okrem MPI s¼ v programe pouģit® len ġtandardn® C kniģnice a je teda plne 
multiplatformovĨ. Jeho beh bol testovanĨ v prostred² operaļnĨch syst®mov Micro-
softÈ WindowsÈ aj Linux, ako prostredie MPI bola v oboch operaļnĨch syst®moch 
pouģit§ implement§cia MPICH2 [9]. 

3.4 Testovanie presnosti met·dy a odhadnutie r§du konvergencie 

Pre prvotn® otestovanie presnosti tejto met·dy bol zvolenĨ jednoduchĨ pr²klad 
kde je gravitaļnĨ potenci§l generovanĨ homog®nnou guŎou s geocentrickou gravi-

taļnou konġtantou Ὃὓ σωψφππȢυ Ὧά ί  a polomerom Ὑ φσχρ km. Presn® rieġe-
nie na povrchu gule m§ v tomto pr²pade tvar 

 
 

ὠ
Ὃὓ

Ὑ
 (3.32) 

 
a jeho deriv§cia predstavuje Neumannovu okrajov¼ podmienku v tvare 
 
 ὠ

ὲ

Ὃὓ

Ὑ
 (3.33) 

 
Na tejto ¼lohe bol vĨpoļtovĨ program postupne otestovanĨ s line§rnymi 
a kvadratickĨmi aproximaļnĨmi funkciami na troch sieŠach, vģdy s postupnĨm zdvoj-
n§soben²m jemnosti vĨpoļtovej siete. Porovnan²m numericky vypoļ²tanĨch hodn¹t 
s presnĨm rieġen²m bola vypoļ²tan§ ġtatistika rez²du² odchĨlok a n§sledne zistenĨ 
experiment§lny r§d konvergencie (EOC). 
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VĨpoļtov§ sieŠ bola vytvoren§ diskretiz§ciou gule postupnĨm delen²m 8-stena 
aģ na poģadovan¼ jemnosŠ siete. Vstupn® d§ta s¼ uloģen® v dvoch s¼boroch, kde 
v jednom je zoznam elipsoidickĨch (geodetickĨch) s¼radn²c zemepisnej dŌģky a ġ²rky 
vġetkĨch vĨpoļtovĨch bodov a v druhom je ļ²selnĨ zoznam z ktorĨch bodov s¼ tvo-
ren® jednotliv® elementy. Pre kvadratick® aj line§rne elementy s¼ pouģit® rovnak® 
vstupn® ¼daje, priļom v pr²pade line§rnych elementov s¼ dan® elementy vytvoren® 
rozdelen²m kaģd®ho kvadratick®ho elementu na 4 line§rne. Na vizualiz§ciu tejto dis-
kretiz§cie bol vytvorenĨ jednoduchĨ program v jazyku C# a jeho vĨstupy s¼ zobraze-
n® na obr§zkoch 3.2 a 3.3. 

 

 
Obr. 3.2: Vizualiz§cia diskretiz§cie gule na kvadratick® elementy, pohŎad zboku a zhora 

 

 
Obr. 3.3: Vizualiz§cia diskretiz§cie gule na line§rne elementy, pohŎad zboku a zhora 

 
Program sme postupne testovali na 3 r¹znych hr¼bkach siete s delen²m n, 

vģdy s postupnĨm dvojn§sobnĨm zjemnen²m (vzhŎadom na to, ģe hranica predstavu-
je 2D plochu tak poļet uzlov bol po kaģdom zjemnen² ġtvorn§sobnĨ), s poļtami uzlov 
6402, 25602 a 102402. Najprv sme otestovali vĨpoļtovĨ program s kvadratickĨmi 
aproximaļnĨmi funkciami a ġtatistiky rez²du² odchĨlky od presn®ho rieġenia s¼ uve-
den® v nasleduj¼cej tabuŎke. 

 
Tab. 6: Ġtatistika rez²du² pre model s kvadratickĨmi aproximaļnĨmi funkciami 

n 
Poļet 

uzlov 

Minim§lny 

rozdiel 

Maxim§lny 

rozdiel 

PriemernĨ 

rozdiel 

Smerodajn§ 

odchĨlka 
L

2
 norma EOC 

40 6402 -2.4922609 0.5769070 -0.4904529 0.4163144 0.6433208 - 

80 25602 -1.2122681 0.2938462 -0.2391955 0.2057549 0.3155148 1.02783 

160 102402 -0.6402610 0.1481841 -0.1183153 0.1025588 0.1565785 1.01082 

 
EOC (experimental order of convergence) predstavuje experiment§lny r§d 

konvergencie z²skanĨ na predpoklade, ģe norma odchĨlky je proporļne z§visl§ od 
mocniny poļtu delen² a vypoļ²tame ho vzŠahom 
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Ὁὕὅ
ÌÎὉὙὙὲ ÌÎὉὙὙὲ

ÌÎὲ ÌÎὲ
ȟ (3.34) 

 

kde sme ako funkciu ὉὙὙὲ  vzali L2-normu odchĨlky. 
Z experimentu vyplynulo, ģe t§to met·da je met·dou prv®ho r§du, ale ako 

vªļġ² probl®m sa uk§zalo, ģe pouģitie kvadratickĨch elementov pre tak¼to sieŠ a t¼to 
¼lohu je nevhodn® vzhŎadom na to, ģe medzi vĨsledkami vo vrcholovĨch uzloch ele-
mentov a v uzloch v stredoch hr§n elementov vych§dzaj¼ relat²vne veŎk® rozdiely, ļo 
sp¹sobuje oscil§cie vo vĨsledku (Obr. 3.4). Na vizualiz§ciu bol pouģitĨ softv®r GMT ï 
Generic Mapping Tools [15]. 

 

 
Obr. 3.4: oscil§cie vo vĨsledku pri pouģit² kvadratickĨch elementov 

 
Potom sme otestovali program s line§rnymi aproximaļnĨmi funkciami 

a ġtatistika odchĨlok je uveden§ v tabuŎke 7. 
 
Tab. 7: Ġtatistika rez²du² pre model s line§rnymi aproximaļnĨmi funkciami 

n 
Poļet 

uzlov 

Minim§lny 

rozdiel 

Maxim§lny 

rozdiel 

PriemernĨ 

rozdiel 

Smerodajn§ 

odchĨlka 
L

2
 norma EOC 

40 6402 -0.1652797 -0.0659092 -0.1409954 0.0144853 0.1417375 - 

80 25602 -0.0768625 -0.0264843 -0.0651084 0.0069492 0.0654782 1.11413 

160 102402 -0.0370096 -0.0116128 -0.0312083 0.0034071 0.0313937 1.06054 

 
Z tabuŎky vyplĨva, ģe pouģitie line§rnych elementov je vhodnejġie, pretoģe s²-

ce aj teraz je to met·da prv®ho r§du, ale rieġenie vyġlo z pohŎadu smerodajnej od-
chĨlky r§dovo lepġie ako s pouģit²m kvadratickĨch elementov a tieģ sa tam nevysky-
tuj¼ ģiadne lok§lne oscil§cie. Pri vizualiz§cii rez²du² (Obr. 3.5) je vidieŠ istĨ vzor na 
p·loch a v okol² rovn²ka, ktorĨ je sp¹sobenĨ sp¹sobom diskretiz§cie delen²m 8-stena 
a maj¼ na to vplyv body v ktorĨch sa sp§jaj¼ ġtyri trojuholn²ky namiesto ġiestich, ļo je 
viditeŎn® na obr§zku 3.3 v strede diskretizovanej gule. 
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Obr. 3.5: Rez²dua odchĨlky od presn®ho rieġenia pri pouģit² line§rnych elementov 

 
VzhŎadom na to, ģe pri pouģit² line§rnych aproximaļnĨch funkci² je moģn® pre 

vĨpoļet integr§lov na singul§rnych elementoch z²skaŠ analytick® rieġenie v tvare [6] 
 

 
Ὃ

ρ

ς“

ὃ
 

ὶ 
ÌÎ
ÔÇ  Ⱦς

ÔÇ Ⱦς
 ȟ (3.35) 

 
kde Aq predstavuje plochu trojuholn²ka a ȟȟὶ predstavuj¼ uhly a dŌģku strany (Obr. 
3.6), sk¼sili sme vykonaŠ vĨpoļet aj s vyuģit²m analytick®ho rieġenia. 

 
Obr. 3.6: Sch®ma uhlov a strany trojuholn²ka pre analytick® rieġenie 

 
Ġtatistika pri pouģit² analytick®ho rieġenia pre singul§rne elementy namiesto 

transform§cie s¼radn²c na pol§rne a pouģitia regul§rnej Gaussovej kvadrat¼ry je 
uveden§ v tabuŎke 8. 
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Tab. 8: Ġtatistika rez²du² pre model s line§rnymi aproximaļnĨmi funkciami s vyuģit²m analytic-
k®ho rieġenia 

n 
Poļet 

uzlov 

Minim§lny 

rozdiel 

Maxim§lny 

rozdiel 

PriemernĨ 

rozdiel 

Smerodajn§ 

odchĨlka 
L

2
 norma EOC 

40 6402 -0.0238228 -0.0199806 -0.0215976 0.0010682 0.0216240 - 

80 25602 -0.0059829 -0.0048962 -0.0053797 0.0002707 0.0053865 2.00521 

160 102402 -0.0015160 -0.0011784 -0.0013402 0.0000712 0.0013421 2.00486 

 
Z vĨsledkov sme zistili, ģe pouģitie analytick®ho rieġenia m§ nielen vplyv na 

vĨrazn® zvĨġenie presnosti vĨpoļtu, ale aj na vylepġenie celej met·dy na met·du 
druh®ho r§du. Z obr§zka 3.7 Ņalej vidno, ģe vzor sp¹sobenĨ diskretiz§ciou sa prejav² 
vĨrazne slabġie, a aj to aģ pri o r§d menġej mierke. 

 

 
Obr. 3.7: Rez²dua odchĨlky od presn®ho rieġenia pri pouģit² line§rnych elementov s analytickĨm rieġe-

n²m pri vĨpoļte singul§rnych elementov 
 

Na z§klade vĨsledkov dosiahnutĨch pri tomto testovan² sme sa rozhodli Ņalej 
pouģ²vaŠ vĨpoļtovĨ program s line§rnymi aproximaļnĨmi funkciami pri pouģit² analy-
tick®ho rieġenia pri integr§cii cez singul§rne elementy. 

Zo zisten² Ņalej vyplĨva aj to, ģe pokiaŎ nie s¼ kladen® vysok® poģiadavky na 
presnosŠ vĨpoļtu, pr²padne nie je moģn® z²skaŠ analytick® rieġenie, tak sa d§ na jed-
noduch® vysporiadanie sa s integr§ciou na singul§rnych elementoch pouģiŠ trans-
form§cia lok§lnych s¼radn²c na pol§rne s¼radnice a pouģiŠ regul§rnu Gaussovu 
kvadrat¼ru. 

4 Rieġenie geodetickej okrajovej ¼lohy so ġikmou deriv§ciou 

Program pop²sanĨ v predch§dzaj¼cej ļasti sme aplikovali na numerick® rieġe-
nie geodetickej okrajovej ¼lohy pre poruchovĨ potenci§l s okrajovou podmienkou 
v tvare deriv§cie v ġikmom smere definovanej ako 
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 ЎὝ● πȟ    ●ᶰὙ ɱ ȟ (4.1) 
 ộɳὝ●ȟὲᴆ●Ớ  Ὣ●ȟ    ●ᶰɱ ȟ (4.2)
 Ὕ ὕȿ●ȿ  ÐÒÅ ●O Њ ȟ (4.3) 
 
kde T je poruchovĨ potenci§l definovanĨ ako 
 
 Ὕ● ὡ ● Ὗ●ȟ    ●ɴ Ὑȟ (4.4) 
 
kde W je tiaģovĨ potenci§l a U je norm§lny tiaģovĨ potenci§l, ὲᴆ je vektor vonkajġej 

norm§ly k ekvipotenci§lnemu elipsoidu, ộ ȟ Ớ je skal§rny s¼ļin, ɱ predstavuje teleso 

Zeme a ɱ je fyzickĨ povrch Zeme ako hranica oblasti. PolohovĨ vektor ● oznaļuje 
polohu v pravouhlĨch kartezi§nskych s¼radniciach, ļiģe trojicu ὼȟὼȟὼ . Ļlen Ὣ 
predstavuje hodnoty povrchovĨch tiaģovĨch por¼ch z²skan® zo vzŠahu 
 
●Ὣ  Ὣ● ●ȟ    ●ᶰὙȟ (4.5) 
 

kde Ὣ ȿɳὡȿ je veŎkosŠ gravitaļn®ho zrĨchlenia a  ȿɳὟȿ je veŎkosŠ norm§lov®ho 
gravitaļn®ho zrĨchlenia. 

4.1 Probl®m ġikmej deriv§cie 

Probl®m ġikmej deriv§cie spoļ²va v skutoļnosti, ģe norm§la k zemsk®mu po-

vrchu ὲᴆ nie je totoģn§ s norm§lou k ekvipotenci§lnemu elipsoidu ὲᴆ (Obr. 4.1). 

 
Obr. 4.1: Norm§la k zemsk®mu povrchu a ekvipotenci§lnemu elipsoidu 

 

Probl®m ġikmej deriv§cie sme rieġili iterat²vnym sp¹sobom, kde v 0-tej iter§cii rieġime 
klasick¼ Neumannovu vonkajġiu okrajov¼ ¼lohu, a teda vplyv ġikmej deriv§cie kom-
pletne zanedb§me, priļom z takto z²skan®ho rieġenia v nasleduj¼cej iter§cii vypoļ²-
tame nov¼ okrajov¼ podmienku pomocou vzŠahu 

 
 

Ὣ
ὫĤ Ὕɳȟ′ᴆ ′ᴆȟ’ᴆ Ὕɳȟ†ᴆ †ᴆȟ’ᴆ

’ᴆȟὲᴆ
ȟ (4.6) 

 

kde ὫĤ  predstavuje p¹vodn¼ okrajov¼ podmienku v smere ġikmej deriv§cie, 

Ὣ  predstavuje novo-z²skan¼ okrajov¼ podmienku v smere norm§ly k hranici, vek-
tor ’ᴆ predstavuje smer ġikmej deriv§cie, ὲᴆ jeho norm§lov¼ a ′ᴆ, †ᴆ tangenci§lne zloģky. 
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V numerickej implement§cii sme t¼to modifikovan¼ okrajov¼ podmienku z²skali 
pomocou nasleduj¼cich vzŠahov. VzhŎadom na to, ģe priebeh potenci§lu na elemente 
je definovanĨ pomocou hodn¹t vo vrcholoch elementu a hodnot§ch aproximaļnĨch 
funkci² na elemente v tvare 
 

Ὕ–ȿ Ὕ– ὔ ‚ȟ‚ ȟ (4.7) 

m¹ģeme si jeho gradient vyjadriŠ pomocou gradientov aproximaļnĨch funkci² 
 
 

Ὕɳ–ȿ Ὕ– ὔɳ ‚ȟ‚ Ȣ (4.8) 

 

KeŅģe uvaģujeme line§rne aproximaļn® funkcie, bude ὔɳ  na celom trojuhol-
n²ku konġtantnĨ. Preto plat² 

 
 

ὔɳ
ρ

ὃ
 

ὔɳὨЎ 

 

ȟ (4.9) 

 
a aplik§ciou Greenovej vety na (4.9) dostaneme 
 
 ρ

ὃ
 

ὔɳὨЎ

 
ρ

ὃ
ὔ’ᴆὨЎ

 

 ȟ (4.10) 

 

kde Ў je hranica trojuholn²ka a ’ᴆ je norm§la trojuholn²ka. Jednotliv® zloģky gradientu 
pre q-ty trojuholn²k v bode j potom vypoļ²tame 
 
 

ὔɳ 
 ρ

ὃ

ὔ Ὦ ὔ ά

ς
ὰ’ᴆ

ὔ ά ὔ Ὧ

ς
ὰ ’ᴆ

ὔ Ὧ ὔ Ὦ

ς
ὰ’ᴆ  Ȣ 

(4.11) 

 

 
Obr. 4.2: Gradient aproximaļnej funkcie na elemente pre j-ty vrchol 
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S uv§ģen²m priebehu line§rnej funkcie na elemente dostaneme 
 
 

ὔɳ 
ρ

ὃ

ὰ

ς
’ᴆ

ὰ

ς
’ᴆ  ȟ (4.12) 

 
a teda vĨslednĨ vzŠah pre z²skanie novej okrajovej podmienky m§ tvar 
 

Ὣ
ὫĤ В Ὕ ὔɳ ȟ′ᴆ ′ᴆȟ’ᴆ В Ὕ ὔɳ ȟ†ᴆ †ᴆȟ’ᴆ

’ᴆȟὲᴆ
Ȣ (4.13) 

  
Tento postup bol n§sledne otestovanĨ na dvoch pr²kladoch. V prvom pr²klade 

bol potenci§l generovanĨ guŎou s geocentrickou gravitaļnou konġtantou Ὃὓ
σωψφππȢυ Ὧά ί  a polomerom Ὑ φσχρ km, priļom cel§ hmotnosŠ bola situovan§ 
v Šaģisku, ktor® bolo oproti stredu gule vychĨlen® na osi x o R/2, ļo predstavuje ex-
tr®mny pr²pad ġikmej deriv§cie. Presn® rieġenie na povrchu gule m§ v tomto pr²pade 
tvar 
 

ὠ
Ὃὓ

ὰ
 (4.15) 

 
a okrajov¼ podmienku ako deriv§ciu v ġikmom smere predstavuje 
 
 ὠ

ὲ

Ὃὓ

ὰ
ȟ (4.16) 

 
kde l je vzdialenosŠ bodu na povrchu od Šaģiska gule. Na tomto pr²klade bol program 
opªŠ otestovanĨ pre 3 r¹zne hr¼bky siete s postupnĨm zjemŔovan²m. Ġtatistiky od-
chĨlky rez²du² s¼ uveden® v nasleduj¼cich tabuŎk§ch. 
 
Tab. 9: Ġtatistika rez²du² pre delenie n=40 

n=40     Minimum     Maximum     Priemer 
  Smerodajn§ 

odchĨlka 
L

2
 norma 

iter§cia 0: 2.8142452 9.5417709 6.1419336 2.2193161 6.5305981 

iter§cia 1: -1.7046813 -0.4760447 -1.2488469 0.3580556 1.2991622 

iter§cia 2: -0.3736978 0.1133727 -0.0474725 0.1727140 0.1791195 

iter§cia 3: 0.0463698 0.2005782 0.1120537 0.0520272 0.1235430 

iter§cia 4: -0.0298556 0.0588858 -0.0010453 0.0276489 0.0276686 

iter§cia 5: -0.0206276 0.0180688 -0.0048521 0.0082589 0.0095788 

iter§cia 6: -0.0055936 0.0235531 0.0094415 0.0039881 0.0102492 

iter§cia 7: -0.0028740 0.0272790 0.0086531 0.0070518 0.0111627 

iter§cia 8: -0.0041560 0.0262660 0.0065369 0.0065644 0.0092640 

iter§cia 9: -0.0045081 0.0257641 0.0068344 0.0059537 0.0090640 

iter§cia 10: -0.0042664 0.0259655 0.0071796 0.0060564 0.0093929 

iter§cia 11: -0.0042180 0.0260388 0.0071013 0.0061634 0.0094030 

iter§cia 12: -0.0042661 0.0259970 0.0070412 0.0061357 0.0093395 

iter§cia 13: -0.0042727 0.0259858 0.0070603 0.0061154 0.0093406 

iter§cia 14: -0.0042628 0.0259947 0.0070712 0.0061222 0.0093533 

iter§cia 15: -0.0042619 0.0259964 0.0070667 0.0061261 0.0093524 
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Tab. 10: Ġtatistika rez²du² pre delenie n=80 

n=80     Minimum     Maximum     Priemer 
Smerodajn§ 
odchĨlka 

L
2
 norma 

iter§cia 0: 2.8199928 9.5816484 6.1609445 2.2328911 6.5530939 

iter§cia 1: -1.7256524 -0.5076555 -1.2677152 0.3587681 1.3175038 

iter§cia 2: -0.3846523 0.1146614 -0.0484670 0.1775061 0.1840040 

iter§cia 3: 0.0436173 0.1925982 0.1072389 0.0515037 0.1189656 

iter§cia 4: -0.0317962 0.0426208 -0.0069853 0.0236724 0.0246815 

iter§cia 5: -0.0263855 -0.0010745 -0.0101917 0.0082131 0.0130891 

iter§cia 6: -0.0022392 0.0094881 0.0042820 0.0025306 0.0049739 

iter§cia 7: 0.0004785 0.0089868 0.0033667 0.0027783 0.0043650 

iter§cia 8: -0.0012126 0.0071236 0.0012135 0.0020424 0.0023757 

iter§cia 9: -0.0012020 0.0066546 0.0015419 0.0013879 0.0020746 

iter§cia 10: -0.0009485 0.0068750 0.0018953 0.0014849 0.0024077 

iter§cia 11: -0.0009008 0.0069407 0.0018089 0.0015937 0.0024108 

iter§cia 12: -0.0009518 0.0068946 0.0017470 0.0015620 0.0023435 

iter§cia 13: -0.0009582 0.0068848 0.0017683 0.0015405 0.0023452 

iter§cia 14: -0.0009475 0.0068948 0.0017796 0.0015482 0.0023588 

iter§cia 15: -0.0009468 0.0068962 0.0017745 0.0015524 0.0023577 

 
Tab. 11: Ġtatistika rez²du² pre delenie n=160 

n=160     Minimum     Maximum     Priemer 
Smerodajn§ 
odchĨlka 

L
2
 norma 

iter§cia 0: 2.8214123 9.5917033 6.1656791 2.2362765 6.5586990 

iter§cia 1: -1.7309033 -0.5158963 -1.2724340 0.3589903 1.3221052 

iter§cia 2: -0.3874821 0.1149025 -0.0487152 0.1787248 0.1852451 

iter§cia 3: 0.0429212 0.1905335 0.1060276 0.0514127 0.1178351 

iter§cia 4: -0.0321788 0.0385064 -0.0084773 0.0226894 0.0242214 

iter§cia 5: -0.0280884 -0.0030232 -0.0115312 0.0086316 0.0144039 

iter§cia 6: -0.0039921 0.0077776 0.0029872 0.0032772 0.0044344 

iter§cia 7: 0.0002164 0.0059736 0.0020394 0.0018902 0.0027807 

iter§cia 8: -0.0013928 0.0021234 -0.0001228 0.0009675 0.0009752 

iter§cia 9: -0.0006303 0.0015917 0.0002135 0.0003400 0.0004015 

iter§cia 10: -0.0001736 0.0018194 0.0005689 0.0003412 0.0006634 

iter§cia 11: -0.0001260 0.0018822 0.0004804 0.0004377 0.0006499 

iter§cia 12: -0.0001778 0.0018346 0.0004181 0.0004030 0.0005807 

iter§cia 13: -0.0001841 0.0018253 0.0004399 0.0003806 0.0005817 

iter§cia 14: -0.0001732 0.0018356 0.0004513 0.0003885 0.0005955 

iter§cia 15: -0.0001725 0.0018369 0.0004460 0.0003927 0.0005943 

 
 
Tab. 12: S¼hrnn§ ġtatistika po 15. iter§cii 

n 
Poļet 
uzlov 

Minim§lny 
rozdiel 

Maxim§lny 
rozdiel 

PriemernĨ 
rozdiel 

Smerodajn§ 
odchĨlka 

L
2
 norma EOC 

40 6402 -0.0042619 0.0259964 0.0070667 0.0061261 0.0093524 - 

80 25602 -0.0009468 0.0068962 0.0017745 0.0015524 0.0023577 1.98796 

160 102402 -0.0001725 0.0018369 0.0004460 0.0003927 0.0005943 1.98812 
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V tomto pr²klade sa jednalo o extr®mny pr²pad ġikmej deriv§cie, ktor§ mala vplyv na 
celom povrchu gule a teda pre z²skanie uspokojiv®ho vĨsledku bolo potrebnĨch 
zhruba 9-10 iter§ci². Pozit²vne zistenie je, ģe experiment§lny r§d konvergencie zostal 
rovnĨ 2. 

DruhĨ pr²klad bol zaloģenĨ na ġikmej deriv§cii sp¹sobenej topografiou. Poten-
ci§l bol generovanĨ guŎou s povrchom zhodnĨm s topografiou na Zemi, priļom tento-
raz bola hmotnosŠ s¼streden§ v Šaģisku, ktor® ostalo nezmenen®. Presn® rieġenie, 
ako aj okrajov§ podmienka s¼ dan® rovnakĨmi vzŠahmi ako v predoġlom pr²klade 
(4.15-16). Tento pr²klad bol testovanĨ len na delen² n=160, na 102402 uzloch. 

 
Tab. 13: Ġtatistika rez²du² pre druhĨ pr²klad 

n=160   Minimum     Maximum     Priemer 
Smerodajn§ 
odchĨlka 

L
2
 norma 

iter§cia 0: -0.0011343 0.0017951 -0.0007621 0.0003040 0.0008205 

iter§cia 1: 0.0002792 0.0005837 0.0003398 0.0000260 0.0003408 

iter§cia 2: 0.0002703 0.0005817 0.0003371 0.0000259 0.0003381 

iter§cia 3: 0.0002702 0.0005817 0.0003371 0.0000259 0.0003381 

 
V tomto pr²klade na dosiahnutie dostatoļne presn®ho vĨsledku staļila jedin§ 

iter§cia, priļom zobrazenie rez²du² po nultej a prvej iter§cii je na obr§zku 4.2. 
 

 
Obr. 4.2: Rez²du§ po nultej a prvej iter§cii 

5 NumerickĨ experiment pre re§lne geodetick® d§ta 

Pre potreby numerick®ho experimentu na vĨpoļet geodetickej okrajovej ¼lohy 
bola vytvoren§ diskretiz§cia zemsk®ho povrchu na 1440002 uzlov, ļo predstavuje 
presnosŠ delenia 0.15Á. Ako vstupn® ¼daje boli vygenerovan® geodetick® s¼radnice 
kolokaļnĨch bodov, vĨġka zemsk®ho povrchu v tĨchto bodoch z digit§lneho modelu 
ter®nu SRTM30_PLUS V5.0 [4], ako okrajov§ podmienka boli pouģit® hodnoty tiaģo-
vĨch por¼ch z modelu DNSC08 [1] a pre elimin§ciu vplyvu vzdialenĨch z·n boli pou-
ģit® hodnoty poruchov®ho potenci§lu zo satelitn®ho geopotenci§lneho modelu ITG-
GRACE03S [8]. Limita pre elimin§ciu vzdialenĨch z·n bola nastaven§ na 912 km. 

VĨpoļty boli zrealizovan® na vĨpoļtovom klastri na Katedre matematiky a 
deskript²vnej geometrie SvF STU v Bratislave, priļom poļas vĨpoļtu boli pouģit® dva 
vĨpoļtov® uzly, kaģdĨ s 16 procesormi a 128GB distribuovanej operaļnej pamªte 
(Spolu 32 procesorov a 256GB pamªte). 
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5.1 VĨsledok a vizualiz§cia 

Na trojrozmern¼ vizualiz§ciu vĨsledkov sme vytvorili vizualizaļnĨ softv®r 3D 
MOP Vizualiz§tor v jazyku C#, priļom na urĨchlenie zobrazovania pomocou grafickej 
karty bolo vyuģit® rozhranie Direct3D 9 kniģnice MicrosoftÈ DirectXÈ [16]. Ako 
vstupn® d§ta berie softv®r priamo vĨsledky n§ġho vĨpoļtov®ho programu vo form§te 
zoznamu geodetickĨch s¼radn²c a hodn¹t poruchov®ho potenci§lu v uzlovĨch bo-
doch, na z§klade ktorĨch si n§sledne vygeneruje triangul§ciu a zostav² vĨslednĨ troj-
rozmernĨ model. Okrem samotn®ho modelu softv®r umoģŔuje zobraziŠ aj trojuholn²-
kov¼ sieŠ. ZobrazenĨ model je moģn® ŎubovoŎne ot§ļaŠ, pribliģovaŠ pomocou myġi 
a nastavovaŠ r¹zne parametre zobrazenia, napr²klad polohu, intenzitu svetla 
a farebn¼ ġk§lu. Softv®r umoģŔuje aj ukladanie vizualiz§cie do obr§zku vo form§te 
Portable Network Graphics (PNG) a zachyt§vanie videa. Rozhranie programu je zob-
razen® na obr§zku 5.1 a vizualiz§cia glob§lneho priebehu rieġenia zobrazen§ tĨmto 
programom je na obr§zkoch 5.2, 5.3 a 5.4. Okrem tohto programu sme na vizualiz§-
ciu glob§lneho rieġenia sme pouģili softv®r GMT. Na obr§zku 5.5 je zobrazenĨ glo-
b§lny priebeh rieġenia, na obr§zkoch 5.6 a 5.7 rez²du§ v porovnan² s modelom 
EGM2008 po nultej a druhej iter§cii a na obr§zkoch 5.8 a 5.9 je pr²spevok ġikmej de-
riv§cie medzi jednotlivĨmi iter§ciami. Hodnoty s¼ zobrazovan® v jednotk§ch GPU, 

priļom 1 GPU = 10 ά Ȣί . 
 

 
Obr. 5.1: Rozhranie vizualizaļn®ho programu 

 


















