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Anotacia:

V tejto praci sme sa zamerali na numerické rieSenie geodetickej okrajo-
vej ulohy pre poruchovy potencial s okrajovou podmienkou v tvare Sikmej derivacie
metodou okrajovych prvkov. Najprv sme odvodili numerické rieSenie priamou integ-
ralnou formulaciou metody okrajovych prvkov, na zaklade ktorého sme vytvorili vypo-
Ctovy program v jazyku C. Nasledne sme otestovali presnost’ vytvoreného programu
s vyuzitim kvadratickych a linearnych aproximacnych funkcii a tiez s rieSenim singu-
larnych elementov analyticky alebo transformaciou na polarne suradnice a naslednou
numerickou kvadraturou. Vypoctovy program sme aplikovali na rieSenie geodeticke;j
ulohy s realnymi vstupnymi datami. Pre velky rozsah ulohy bol program paralelizova-
ny pomocou rozhrania MPI a na zniZenie pamatovych narokov bola aplikovana me-
téda eliminacie vplyvu vzdialenych zén. Problém Sikmej derivacie sme riesili iterativ-
nym spdsobom rieSenim Neumannovej okrajovej ulohy. Velkost normalovej derivacie
sme iterativne urCovali pomocou prispevku tangencialnych zloziek gradientu poru-
chového potencialu vypocitanych z rieSenia v predchadzajucom kroku. Vysledny po-
ruchovy potencial ziskany nasim vypoctom sme nakoniec porovnali s globalnym
geopotencialnym modelom EGM2008.

Anotation:

In this work we have focused on a numerical solution of the geodetic
boundary value problem (GBVP) for the disturbing potential with an oblique derivative
boundary condition using the boundary element method (BEM). We have derived the
numerical solution by a direct integral formulation of BEM. We have developed a
computational program in C language based on this solution. Then we have tested
accuracy of the developed program using quadratic and linear basis functions as well
as by using an analytical solution for singular elements or a transformation to polar
coordinates and corresponding numerical quadrature. Then we have applied the
computational program to solve GBVP with real input data. Due to a large size of this
problem, the program was parallelized using the MPI framework. In order to reduce
large memory requirements we have eliminated an impact of far zones. We have
used an iterative approach to treat the oblique derivative problem solving the Neu-
mann BVP. Here, the normal derivative has been derived iteratively computing tan-
gential components of a gradient of the disturbing potential obtained from the previ-
ous iterative step. Finally, we have compared the disturbing potential obtained by our
computations with the EGM2008 global geopotential model.



1 Uvod

S rozvojom vypoctovej techniky nastal aj prudky rozvoj réznych numerickych
metdd na vypocet problémov danych diferencialnymi rovnicami. NajpopularnejSimi
metddami sa stali metdoda kone€nych prvkov a metdda kone€nych objemov. Vyhoda
tychto metdd je hlavne ich vSeobecna pouzitelnost. Menej pouzivanou je metdda
okrajovych prvkov, ktorej hlavna nevyhoda je pouzitelnost iba pre problémy kde je
zname fundamentalne rieSenie. Napriek tomu méze v ur€itych pripadoch mat’ tato
metdda oproti predosSlym viaceré vyhody a to najma vtedy, ked mame napriklad ne-
kone€nu vypoctovu oblast, pripadne nas zaujima rieSenie problému iba na hranici
oblasti, kedZe v metdde okrajovych prvkov robime diskretizaciu a hfadame rieSenie
iba na hranici oblasti, ¢im sa nam dimenzia ulohy znizZi o jeden stupen.

V geodézii sa Casto vyskytuju ulohy spojené s gravitaénym potencialom. Ked-
Ze potencial je z definicie harmonicka funkcia mimo oblasti telesa, ktoré ho generuje,
a teda musi spifat Poissonovu alebo Laplaceovu rovnicu, a vzhladom na to, Ze ob-
last rieSenia byva zemské teleso v pripade vnutornej ulohy a cela oblast mimo Zeme
v pripade vonkajSej ulohy, tak tu pride vhod prave metdéda okrajovych prvkov, ktora
nam moze priniest vyrazné zlepsenie ekondmie vypoctu.

V tejto praci sa budeme zaoberat’ vytvorenim vlastného vypoctového progra-
mu Vv jazyku C na rieSenie potencialovych uloh metédou okrajovych prvkov. Pri vytva-
rani programu sa bude uvazovat s réznymi druhmi bazovych funkcii a okrajovych
elementov, konkrétne s linearnymi trojuholnikovymi elementmi a kvadratickymi troj-
uholnikovymi elementmi. Nasledne bude tento program aplikovany na rieSenie geo-
detickych okrajovych uloh. Vzhladom na velky vypoctovy rozsah tychto uloh bude
vysledny program paralelizovany pomocou rozhrania MPI (Message Passing Interfa-
ce) a bude aplikovana metdéda eliminacie vzdialenych zon, pricom vysledna riedka
matica bude v pamati interpretovana pomocou tzv. “compressed row storage”.

2 Geodetické okrajové ulohy

V geodézii su zname mnohé okrajové ulohy. Zaoberaju sa mnohymi problé-
mami, ako napriklad uréenim hmotnosti Zeme z hodnét tiazového zrychlenia, prob-
Iémom urcenia fyzického povrchu zeme alebo hladanim tvaru geoidu, ¢o uzko suvisi
s urCovanim poruchového potencialu.

2.1 Neumannova geodeticka okrajova uloha

Tato uloha, znama aj ako gravimetricka okrajova uloha s pevnou hranicou (fi-
xed gravimetric boundary-value problem, FGBVP), predpoklada, Ze fyzicky povrch
zeme je znamy a preto sa dostala do popredia az v su€asnej dobe, kedZe je mozné
vdaka satelitnym meraniam urCovat polohu zemského povrchu pomerne presne.
Formulacia tejto ulohy je v tvare Laplaceovej rovnice pre poruchovy potencial, kde
ako okrajova podmienka vystupuju tiaZzové poruchy, ktoré predstavuju projekciu gra-
dientu poruchového potencidlu do smeru vonkajSej normaly k referenénému elipsoi-
du. Pretoze okrajova podmienka je v smere normaly k referenénému elipsoidu a nie
v smere normaly k skuto€nému zemskému povrchu, predstavuje tato uloha problém
s okrajovou podmienkou v smere Sikmej derivacie. V dalSich Castiach tejto prace sa
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budeme venovat numerickému rieSeniu linearizovanej FGBVP pomocou metddy ok-
rajovych prvkov, a naslednym porovnanim ziskaného rieSenia s globalnym geopo-
tencialnym modelom EGM2008 [10].

3 Metdda okrajovych prvkov

Vzhfadom na to, Ze v geodézii sa €asto vyskytuju vonkajSie ulohy, a teda ob-
last na ktorej hladame rieSenie je neohrani€ena, je vhodné na ich rieSenie pouzit
metddu okrajovych prvkov.

Vyhoda tejto metddy je redukcia dimenzie ulohy o jeden stupen a nasledné
rieSenie len na hranici oblasti. V pripade, Ze je pozadované rieSenie aj mimo hranice,
tak je mozné vyjadrit' toto rieSenie v lubovofnom bode oblasti pomocou znameho rie-
Senia na hranici.

Nevyhoda tejto metddy je moznost aplikovania len v pripade znameho funda-
mentalneho rieSenia danej rovnice a plna nesymetricka matica, ¢im vznika pri ulohe s
rozmerom N vypoctova narocnost NxN.

Cely proces metddy okrajovych prvkov sa da rozdelit na nasledovné kroky [7].

1) Diskretizacia hranic skumanej oblasti na siet okrajovych prvkov. Pri 2D prob-
Iéme sa pouzivaju 1D prvky (Ciarové prvky), pri 3D probléme sa pouziju 2D
prvky (plosné prvky).

2) Fundamentalne rieSenie danej parcialnej diferencialnej rovnice bez uvazova-
nia okrajovych podmienok skutocného problému musi byt zname. Toto fun-
damentalne rieSenie sa pouZije ako vahova funkcia pri formulacii metddy okra-
jovych prvkov pre danu ulohu.

3) Zostavenie zakladnych rovnic metody okrajovych prvkov pre uzly na hranici
0Q pre oblast Q.

4) Vypoc€et neznamych hodnét na hranici, neznama hodnota vo vnutri oblasti Q
sa vyjadruje pomocou znamych hodnét na hranici 9Q.

3.1 Priama integralna formulacia rieSenia

Priamu integralnu formulaciu pre potencialové ulohy v homogénnom kontinuu
s Poissonovou riadiacou rovnicou

kiju_ij(x) + W(.X') =0, X €, (31)

s nespecifikovanymi okrajovymi podmienkami na hranici oblasti 0Q mézeme ziskat
nasledovnym spOdsobom. Zintegrujeme (3.1) cez celu oblast Q a ziskame integralne

jadro

j G (x — Yk (x) d(x) = f 6(x — y)w(x) d(). (32)
Q Q

Dvojnasobnou aplikaciou Gaussovej vety a naslednou upravou vyrazu dosta-
neme integralnu reprezentaciu potencialu v oblasti ) pre y € Q v tvare,



xdwmw=fmmwmmrwmmm—wwwm
éa (3.3)

+ f G(x —y)w(x)dQ(x)
Q

kde G(x —y) predstavuje fundamentalne rieSenie Laplaceovho operatora, F(n,y)
predstavuje fundamentalny tok a q(n) je hustota toku na hranici n € 9Q.

(1 y € ()
je charakteristicka funkcia pre Q.

Nezname z hrani¢nych hodnét u(n) a q(n) ziskame rieSenim hrani¢nych in-
tegralnych rovnic, ktoré ziskame zo vztahu (3.3) v limite y - { € 0Q pre y & 9Q. Pre-
toZe pre vonkajSiu ulohu plati [11]

f F(n,y)dT(m) = 8y [1 — xa ()], (3.5)
0

dosadenim (3.5) do (3.3) a vykonanim limity y — { € dQ dostaneme hrani¢né integ-
ralne rovnice (boundary integral equation, BIE) v tvare

we@)+ [Fuin — w @A = [ atnG(r - Hdran = W@, (36)

oQ oQ

kde W, ({) predstavuje prispevok znamych objemovych sil. Dalej budeme uvazovat
iba spripadom Laplaceovej rovnice apreto je tento prispevok nulovy
a fundamentalne rieSenie a fundamentalny tok budu mat pre 3D pripad nasledovny
tvar

G(x—-yD = prIp——L (3.7)
_0G(lx—yD)  nm(x)r
Flxy) = - on(x)  4mr?’ (3.8)

kde r predstavuje vektor vzdialenosti bodov x a y. VSetky integraly v BIE (3.6) existu-
ju v oby€ajnom zmysle a nie je treba ich uvazovat v zmysle Cauchyho hlavnej hod-
noty.

3.2 Numerické rieSenie

Na odvodenie systému algebraickych rovnic pouzijeme postup, ktory navrhli
autori v [12] pre ulohy v elastostatike. My si tento postup upravime pre Laplaceovu
rovnicu pre poruchovy potencial a okrem kvadratickych trojuholnikovych elementov
pouzijeme aj linearne trojuholnikové elementy.



Hranicu oblasti, v naSom pripade Zemsky povrch si diskretizujeme metédou
kolokacie na konecny pocet elementov S, (g= 1, 2, ..., M), kde kazdy je urCeny dis-
krétnymi kolokacnymi bodmi v lokalnom znaceni n%(a=1, 2, ..., n) a vSetky body bu-
du mat globalne znadenie ¢? (b= 1, 2, ..., m). Suradnice vnutornych bodov elementov
a hodnoty tiazovych poruch a poruchového potencialu na elemente sa aproximativne
vyjadria cez hodnoty v kolokacnych bodoch pomocou interpolacnych funkcii v tvare

Mels, = ) RN (662, (3.9)
a=1

Fls, = D O INGELE), (3.10)
a=1

kde N%(&,,&,) predstavuje interpolacnu funkciu a funkcia f(n) predstavuje hodnotu
tiazovej poruchy alebo poruchového potencialu. Pri diskretizacii budeme pouzivat
kvadraticku aproximaciu, ¢o predstavuje 6-uzlové trojuholnikové elementy a linearnu
aproximaciu, ¢o predstavuje 3-uzlové trojuholnikové elementy (Obr. 3.1).

$2 $2

1 2 {.’l 1 4 2 fj_

Obr. 3.1: Linearne a kvadratické trojuholnikové izoparametrické elementy
Izoparametrické suradnice sa na elemente menia v rozsahu
£ € { (0;V3(1—&,)) pre & €(0;1) (3.11)
2 .
(0;V3(1 + &)) pre & € (—1;0)

Na vypocet vonkajSej normaly na elemente si zadefinujeme dva tangencialne
vektory na Sq:

n
an;
W =gl = ) MmN, (3.12)
Vsq  a=1
n
an;
K=o = > NG 6, (3.13)
$2 S¢ a=1

kde N%(§1,¢,) a N3(&41,¢;) predstavuju derivaciu interpolacnej funkcie podla &, res-
pektive &,.
gi = ejhlk] (3.14)
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je nenormalizovany normalovy vektor, ziskany ako vektorovy sucin vektorov h ak,

dalej

~Ta
Il

Q|~a

. 99= |glg]

a g? je zaroven jakobianom transformacie (3.9) pretoze plati

()dS, = f ()g?dE,dE,

Sq

(3.15)

(3.16)

Ak uzlovy bod ¢?, v ktorom definujeme hrani¢ni integralnu rovnicu, lezi na
elemente Sy, tak je tento element Sy singularny. Na singularnych elementoch je vy-
hodné transformovat' izoparametrické suradnice &;, &, na polarne suradnice g, SO

zadiatkom v bode ¢?. Potom dé&;d¢, — ododg.
Teraz definujeme nasledujuce veliciny:

(z o Pt =3y, "es,
bq _ { a1
Lz n%pa, Pes,

a=1 a=1
bq 1
47TR2bq
1 1
bq _ bq q
P = () RS

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

kde polynémy P4, P{*, Py su definované v tabulkach 2 a 3 pre kvadratické aproximac-
né funkcie avtabulkach 4 a5 pre linearne aproximacné funkcie. Polyndmy

Na('Sl"SZ)’ 1\],(11(8;1'52)! 1\1,621(51'52)1 Ma(Q'<p)1 Ka(9'<p)! M{l(gi(p)! M?(Qﬁp), Kla(Qr(p)’
K3 (o0, ) su definované v prilohe v Casti | pre kvadratické aproximacné funkcie a Il

pre linearne aproximacné funkcie.
Pre takto definované veli€iny plati
Rllzq' (b e Sq

Tielsy = Micls, — &= {Qqu Pes,

(Z GIPDP —w(GD),  ¢P S,
[0 = 1 Gls, =17

0 z u; (NP,

(3.22)

(3.23)



aiDls, = ) 4 )Q" (3.24)

Nasledne mézeme definovat integraly na jednotlivych elementoch s prihliadnutim na
konfiguraciu bodu ¢? v ktorom uvazujeme hrani¢nu integralnu rovnicu a element S,
na ktorom integrujeme:

1) ak P ¢S,
0 V3(1+£1) 1V3(1-¢1) n
U A Y T S Y e
0 0 a=1
0 V3(1+&1) 1V3(1-¢1)
baq f f _|_f f Q“Gﬁcngdfldfz (3.26)
0 0
2) ak (P eS,ac<3:
/3 p
/3 0 O
/3 p
2V3
G_baq =f f aqu 4dod , D= (328)
ik Q%Gye g dedy sin(¢) + v/3cos(¢)

0 O
3) ak (P €S ac=> 4

m/2D/2 T E
Fpet = j + j PFiidodp, Cpl=0 (3.29)
0 0 /20
m/2D/2 T E N
baq f f + ff QaG 1g9dode, EEsin( ) V3eos(e) (3.30)
0 m/20 ¢ ¢

kde v (3.25) ide sumacia pre n=3 v pripade linearnych aproximacnych funkcii a pre
n=6 pre kvadratické aproximacné funkcie. Parameter ¢ nadobuda hodnoty podla toho
na ktorej pozicii sa nachadza bod {? na elemente podfa obrazka 3.1.

Aplikovanim tychto hrani€nych integralnych rovnic na diskrétnu siet uzlovych
bodov ziskame diskretizované hrani¢né rovnice ktoré predstavuju systém algebraic-
kych, rovnic pomocou ktorych mézeme vypocCitat hodnoty neznamych veliCin

v uzlovych bodoch v tvare
n

M M
w () 84 + Z chal + Z Z () FL — g, (799) G299 = (3.31)
=1 g=1a=1

VSetky integrandy v rovniciach (3.25) - (3.30) su ohrani¢ené a mézeme ich numericky
integrovat regularnou Gaussovou kvadraturou s dostatocnou presnostou.



Na numericku integraciu budu pouZité suradnice Gaussovych bodov pre troj-
uholnik ziskané pravidlom symetrickej kvadratury na trojuholniku [14] a ich suradni-
ce, ako aj suradnice po transformacii na polarne suradnice aj s prisluSnymi vahami
su uvedené v tabulke 1. Pre linearne aj kvadratické aproximacné funkcie bude pouzi-

ta 7 bodova kvadratura.

Tab. 1: Suradnice Gaussovych bodov pre numerickd kvadrataru

c=0
$1 $2 w
0 0.5773502691896258 0.225
0 0.10343092395815051 | 0.1323941527885062
0 1.3811840539580302 | 0.1259391805448271
0.41042619231534516 | 0.8143099418053635 | 0.1323941527885062
-0.6961404780296309 | 0.1754333768054237 |0.1259391805448271
-0.41042619231534516 | 0.8143099418053635 |0.1323941527885062
0.6961404780296309 | 0.1754333768054237 |0.1259391805448271
1<c<3
4 @ w
1.1547005383792517 | 0.5235987755982989 0.225

1.0053347482459942

0.1030644403143339

0.1323941527885062

1.7051889604697597

0.944133110882264

0.1259391805448271

1.6286198836107268

0.5235987755982989

0.1323941527885062

0.3508667536108473

0.5235987755982991

0.1259391805448271

1.0053347482459944

0.9441331108822639

0.1323941527885062

1.7051889604697592

0.10306444031433384

0.1259391805448271

4<c<e6
4 @ w
0.5773502691896258 | 1.5707963267948966 0.225

0.10343092395815051

1.57079632679489661

0.1323941527885062

1.3811840539580302

1.570796326794896

0.1259391805448271

0.9118938209361478

1.1039401486247842

0.1323941527885062

0.7179055890914047

2.8947244528151397

0.1259391805448271

0.9118938209361478

2.037652504965009

0.1323941527885062

0.7179055890914047

0.24686820077465335

0.1259391805448271

omov P? Q? pre kvadratické aproximacéné funkcie

Tab. 2: Definicia polyn
Pl PZ P3 P4 P5 P6 Qa

Pes, | N'| N N N | N | N p?

b — ,1 1 2 6 3 z 5 a
p=pa | K| K[K [K]|K | K | oP*+6,
b = KE | KZ K2 Ko K3 KZ 0P% + 5.,
b = K2 K® KZ KZ Ko K3 0P + 8,
P=pta [ M [ M | MM [ M| M] oPr+5,,
P=p% MM [ M| M| M| M| oP%+ 6,
=0 [M [ M [ M | M| M| M| oP%+ 64




Tab. 3: Definicia polyndmov P, P pre kvadratické aproximacéné funkcie

P{ Py PY P P; Py P; P;
¢ &5, N Ni Ni N3 N3 N3 N3 NS
3 1 4
¢b=nt Mi-> | MP-o M3 +2 M} 4M21—ﬁ 21\/121—ﬁ M3 —M§+ﬁ
b =n2 —Mf+% —M11+; M; -2 M? 2M25—% Mg—% —M6—% M3
b 3 2 1 4 1 6 1 1 1 2 2 3 2
(P =n% —ME4S | M-S M —-M{+2 | —2K}++3 —K; Kz—ﬁ 1<2—\/—§
e | -t | Ml | o i | - zmg—% M23+% —M§+%
1 1 1 1 1 1
7b =psa _M;*+E — 11+§ M -1 | MZ+1 2M25+E M;—ﬁ —M§+ﬁ MZZ_Tg
cpysr | 2| ol mser | omien | e = | ko= | k2oL | KR4~
2 2 V3 V3 V3 V3
1 1
P} =0, Pt =—P} P} =—P}, P} =——P?
1 1 1 2 \/§ 1 2 \/§ 1
Tab. 4: Definicia polynémov P?, Q? pre linearne aproximacné funkcie
Pl P2 P3 Qa
¢ ¢S, N* N? N° p?
b = pla M? M? M° oP% + 643
{b = n2a Mz Mi Mi oP% + 84,
{b =n3 M M M oP% + 65,3
Tab. 5: Definicia polyndmov PZ, Py pre linearne aproximacéné funkcie
P P{ P} P; P; P;
" es, Ni Ni N3 N3 N3 N3
¢P=n'1| N} N} N N} N3 N3
b _ .2 3 1 2 '3 1 2
" =n" Ni Ni Ni N> N2 N3
P =n | N V; N} N3 N; N}

3.3 Implementacia

Na zaklade tohto postupu bola vytvorena implementacia vypoctového progra-
mu v programovacom jazyku C. Vyhoda tohto postupu spociva v tom, ze vytvoreny
program sa da jednoducho upravit pre pouZzitie linearnych aj kvadratickych, ale aj
trojuholnikovych a Stvoruholnikovych elementov, pretoze staCi zmenit iba definicie
tvarovych funkcii a rozsahy vnutornych cyklov, pripadne suradnice Gaussovych bo-
dov pre numericku kvadraturu. Tak isto sa da pomerne jednoducho zmenit typ ulohy
z vonkajSej na vnutornu, aplikovat’ Dirichletovu okrajovi podmienku namiesto Neu-
mannovej, pripadne zmenit tvar fundamentalneho rieSenia a fundamentalneho toku,
¢im sa program stane pouzitelnym nielen na potencialové ulohy v geodézii, ale aj pre
rézne iné spektrum okrajovych uloh.

Pre potrebu rieSenia rozsiahlych uloh na vypoc¢tovom klastri bol program para-
lelizovany pomocou rozhrania MPI (Message Passing Interface) [2], kde sa pocCas
vypoctu matica systému rovnic rovnomerne rozdeli na pasové diely po riadkoch, pri-
com kazdy proces si v pamati uchovava iba svoju ¢ast matice systému, ¢im docha-
dza k uspore pamatovych poziadaviek. Medziprocesorova komunikacia prebieha iba
na zaciatku vypoctu pre rozposlanie nacitanych vstupnych udajov z prvého proceso-
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ra na ostatné, po skonéeni napifiania matice na kompletizaciu vektora pravej strany
na vSetkych procesoroch a pocas rieSiCa systému rovnic na rozposielanie vektorov
pouzivanych v rieSici.

Na rieSenie vysledného systému algebraickych rovnic bola pouzita nestacio-
narna iterativna stabilizovana metdéda bikonjugovanych gradientov (BiCGSTAB) [3],
ktora sa ukazala ako vhodna na rieSenie tohto systému, pretoze matica systému je
sice plna a nesymetricka, ale je pozitivne definitna.

Pre znizenie pamatovych narokov pri extrémne rozsiahlych ulohach bola pou-
Zita metdda eliminacie vzdialenych zon, kde sa nastavenim limity vzdialenosti uzlov
v programe, vplyv uzlov, ktorych vzdialenost od prave pocitaného uzla presahuje tuto
limitu prenasobi uz ziskanym rieSenim (napriklad rieSenim problému na hrubse;j sieti)
a prejde do pravej strany, ¢im nam vznikne namiesto plnej matice redsia matica
s nenulovymi prvkami okolo diagonaly. Na ulozenie takejto riedkej matice je pouzita
metdda “compressed row storage® [5], kde sa pre kazdy prvok matice uklada okrem
jeho hodnoty aj jeho stipcova suradnica v matici a do samostatného vektora sa ukla-
daju Cisla, ktoré urCuju na ktorej pozicii v matici zaCina novy riadok. Tym sa sice pri
pouziti premennej typu double zvySia pamatové naroky pre uloZzenie jedného prvku
z 8 bajtov na 12 bajtov, ale zaroven nam to umoznuje v kombinacii s eliminaciou
vzdialenych zén rieSit vyrazne rozsiahlejSie ulohy, ako keby sme uchovavali plnd ma-
ticu.

Zaroven je program optimalizovany tak, Ze veliCiny, ktoré nie su zavislé na
vzajomnej konfiguracii bodov sa vypocitaju pred samotnym cyklom vyc€islovania ma-
tice systému, ¢im sa sice trochu zvysi pamatova naroCnost ale usetri sa procesorovy
Cas, pretoze ich nie je potrebné pocitat poCas hlavného cyklu vypoctu.

Okrem MPI su v programe pouZité len Standardné C kniZnice a je teda plne
multiplatformovy. Jeho beh bol testovany v prostredi operacnych systémov Micro-
soft® Windows® aj Linux, ako prostredie MPI bola v oboch opera¢nych systémoch
pouzita implementacia MPICH2 [9].

3.4 Testovanie presnosti metédy a odhadnutie radu konvergencie

Pre prvotné otestovanie presnosti tejto metody bol zvoleny jednoduchy priklad
kde je gravitatny potencial generovany homogénnou gulou s geocentrickou gravi-
taénou konstantou GM = 398600.5 km3s~2 a polomerom R = 6371 km. Presné rieSe-
nie na povrchu gule ma v tomto pripade tvar

GM
=— 3.32
V=— (3.32)
a jeho derivacia predstavuje Neumannovu okrajovu podmienku v tvare
o __ oM (3.33)
on R?

Na tejto ulohe bol vypoltovy program postupne otestovany s linearnymi
a kvadratickymi aproximacnymi funkciami na troch sietach, vzdy s postupnym zdvoj-
nasobenim jemnosti vypoctovej siete. Porovnanim numericky vypocCitanych hodnoét
s presnym rieSenim bola vypocCitana Statistika rezidui odchylok a nasledne zisteny
experimentalny rad konvergencie (EOC).



Vypoctova siet bola vytvorena diskretizaciou gule postupnym delenim 8-stena
az na pozadovanu jemnost’ siete. Vstupné data su ulozené v dvoch suboroch, kde
v jednom je zoznam elipsoidickych (geodetickych) suradnic zemepisnej dizky a $irky
vSetkych vypoctovych bodov a v druhom je Ciselny zoznam z ktorych bodov su tvo-
rené jednotlivé elementy. Pre kvadratické aj linearne elementy su pouZité rovnaké
vstupné udaje, priCom v pripade linearnych elementov su dané elementy vytvorené
rozdelenim kazdého kvadratického elementu na 4 linearne. Na vizualizaciu tejto dis-
kretizacie bol vytvoreny jednoduchy program v jazyku C# a jeho vystupy su zobraze-
né na obrazkoch 3.2 a 3.3.

Obr. 3.2: Vizualizacia diskretizacie gule na kvadratické elementy, pohlad zboku a zhora

—m

- =

Obr. 3.3: Vizualizacia diskretizacie gule na linearne elementy, pohfad zboku a zhora

Program sme postupne testovali na 3 réznych hrubkach siete s delenim n,
vzdy s postupnym dvojnasobnym zjemnenim (vzhlfadom na to, ze hranica predstavu-
je 2D plochu tak pocet uzlov bol po kazdom zjemneni Stvornasobny), s poétami uzlov
6402, 25602 a 102402. Najprv sme otestovali vypocCtovy program s kvadratickymi
aproximacnymi funkciami a Statistiky rezidui odchylky od presného rieSenia su uve-
dené v nasledujucej tabulke.

Tab. 6: Statistika rezidui pre model s kvadratickymi aproximaénymi funkciami

n Pocet Mmlm.alny Max1m-alr1y Prwme;my Smerosiajna L2 norma EOC
uzlov rozdiel rozdiel rozdiel odchylka
40 6402 -2.4922609 0.5769070 -0.4904529 0.4163144 0.6433208 -
80 25602 -1.2122681 0.2938462 -0.2391955 0.2057549 0.3155148 1.02783
160 | 102402 -0.6402610 0.1481841 -0.1183153 0.1025588 0.1565785 1.01082

EOC (experimental order of convergence) predstavuje experimentalny rad
konvergencie ziskany na predpoklade, Ze norma odchylky je proporCne zavisla od
mocniny poctu deleni a vypoCitame ho vztahom
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_ In(ERR(n;_,)) —In(ERR(n,))

R O YR R G359

kde sme ako funkciu ERR (n;) vzali L>-normu odchylky.

Z experimentu vyplynulo, Ze tato metdda je metddou prvého radu, ale ako
vacsi problém sa ukazalo, Ze pouzitie kvadratickych elementov pre takuto siet a tuto
ulohu je nevhodné vzhladom na to, Ze medzi vysledkami vo vrcholovych uzloch ele-
mentov a v uzloch v stredoch hran elementov vychadzaju relativne velké rozdiely, ¢o
spbsobuje oscilacie vo vysledku (Obr. 3.4). Na vizualizaciu bol pouzity softvér GMT —
Generic Mapping Tools [15].

W(BEM) - W(GGM)
Obr. 3.4: oscilacie vo vysledku pri pouziti kvadratickych elementov

Potom sme otestovali program s linearnymi aproximacnymi funkciami
a Statistika odchylok je uvedena v tabulke 7.

Tab. 7: Statistika rezidui pre model s linearnymi aproxima&nymi funkciami

n Pocet Mlmm_alny Maxun_alny Prlemgrny Smeroc’lajna L2 norma EOC
uzlov rozdiel rozdiel rozdiel odchylka

40 6402 -0.1652797 -0.0659092 -0.1409954 0.0144853 0.1417375 -

80 25602 -0.0768625 -0.0264843 -0.0651084 0.0069492 0.0654782 1.11413

160 | 102402 | -0.0370096 -0.0116128 -0.0312083 0.0034071 0.0313937 1.06054

Z tabufky vyplyva, Ze pouzitie linearnych elementov je vhodnejSie, pretoze si-
ce aj teraz je to metdda prvého radu, ale rieSenie vySlo z pohfadu smerodajnej od-
chylky radovo lepSie ako s pouzitim kvadratickych elementov a tiez sa tam nevysky-
tuju Ziadne lokalne oscilacie. Pri vizualizacii rezidui (Obr. 3.5) je vidiet isty vzor na
poloch a v okoli rovnika, ktory je spdsobeny spdsobom diskretizacie delenim 8-stena
a maju na to vplyv body v ktorych sa spajaju Styri trojuholniky namiesto Siestich, €o je
viditelné na obrazku 3.3 v strede diskretizovanej gule.

11



—— D J/kg
-0.04 -0.02 0.00 0.02

W(BEM) - W(GGM)
Obr. 3.5: Rezidua odchylky od presného rieSenia pri pouziti linearnych elementov

Vzhlfadom na to, Ze pri pouziti linearnych aproximacnych funkcii je mozné pre
vypocet integralov na singularnych elementoch ziskat analytické rieSenie v tvare [6]

G299 = 14, BB+ a)/Z]’ (3.35)

2mr tg(8/2)

kde A, predstavuje plochu trojuholnika a a, 8,7 predstavuju uhly a dizku strany (Obr.
3.6), skusili sme vykonat vypocet aj s vyuzitim analytického rieSenia.

b

14

B

r

Obr. 3.6: Schéma uhlov a strany trojuholnika pre analytické rieSenie
Statistika pri pouZiti analytického rieSenia pre singularne elementy namiesto

transformacie suradnic na polarne a pouzitia regularnej Gaussovej kvadratury je
uvedena v tabulke 8.
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Tab. 8: Statistika rezidui pre model s linearnymi aproximaénymi funkciami s vyuzitim analytic-
kého rieSenia
Pocet Mlmm_alny Max1m_alny Prleme_:rny Smerogajna L2 norma EOC
uzlov rozdiel rozdiel rozdiel odchylka
40 6402 -0.0238228 | -0.0199806 -0.0215976 0.0010682 0.0216240 -
80 | 25602 | -0.0059829 | -0.0048962 -0.0053797 0.0002707 0.0053865 2.00521
160 | 102402 | -0.0015160 | -0.0011784 -0.0013402 0.0000712 0.0013421 2.00486

n

Z vysledkov sme zistili, Zze pouzitie analytického rieSenia ma nielen vplyv na
vyrazné zvysenie presnosti vypoctu, ale aj na vylepSenie celej metddy na metddu
druhého radu. Z obrazka 3.7 dalej vidno, ze vzor spésobeny diskretizaciou sa prejavi
vyrazne slabSie, a aj to az pri o rad mensej mierke.

— , — » Jikg
-0.0020 -0.0015 -0.0010 -0.0005 0.0000
W(BEM) - W(GGM)
Obr. 3.7: Rezidua odchylky od presného riedenia pri pouZiti linearnych elementov s analytickym rieSe-
nim pri vypocte singularnych elementov

Na zaklade vysledkov dosiahnutych pri tomto testovani sme sa rozhodli dalej
pouzivat vypoctovy program s linearnymi aproximacnymi funkciami pri pouziti analy-
tického rieSenia pri integracii cez singularne elementy.

Zo zisteni dalej vyplyva aj to, Ze pokial nie su kladené vysoké poziadavky na
presnost vypoctu, pripadne nie je mozné ziskat analytické rieSenie, tak sa da na jed-
noduché vysporiadanie sa s integraciou na singularnych elementoch pouZit trans-
formacia lokalnych suradnic na polarne suradnice a pouzit regularnu Gaussovu
kvadraturu.

4 RieSenie geodetickej okrajovej ulohy so Sikmou derivaciou
Program popisany v predchadzajucej ¢asti sme aplikovali na numerické rieSe-

nie geodetickej okrajovej ulohy pre poruchovy potencial s okrajovou podmienkou
v tvare derivacie v Sikmom smere definovanej ako
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AT(x) =0, x€R3*-Q, (4.1)
(VT (x),7, (%)) = —6g(x), x€0Q, (4.2)
T =0(|x|™) prex -» o, (4.3)

kde T je poruchovy potencial definovany ako
T(x) =W(x)—U(x), x€R3 (4.4)
kde W je tiazovy potencial a U je normalny tiaZzovy potencial, 7, je vektor vonkajsej
normaly k ekvipotencialnemu elipsoidu, (, ) je skalarny sucin, Q predstavuje teleso
Zeme a 0Q je fyzicky povrch Zeme ako hranica oblasti. Polohovy vektor x oznacuje

polohu v pravouhlych kartezianskych suradniciach, &ize trojicu (x,x,,x3). Clen &g
predstavuje hodnoty povrchovych tiazovych poruch ziskané zo vztahu

5g(x) = g(x) —y(x), x€R? (4.5)

kde g = |VW| je velkost gravitatného zrychlenia a y = |VU| je velkost normalového
gravitacného zrychlenia.

4.1 Problém Sikmej derivacie

Problém Sikmej derivacie spocCiva v skutoCnosti, ze normala k zemskému po-
vrchu 71, nie je totoZzna s normalou k ekvipotencialnemu elipsoidu 7, (Obr. 4.1).

7 povrch

//—\ elipsoid

Obr. 4.1: Normala k zemskému povrchu a ekvipotencialnemu elipsoidu

Problém Sikmej derivacie sme riesili iterativnym spésobom, kde v O-tej iteracii rieSime
klasicki Neumannovu vonkajSiu okrajovu ulohu, a teda vplyv Sikmej derivacie kom-
pletne zanedbame, priCom z takto ziskaného rieSenia v nasledujucej iteracii vypoci-
tame novu okrajovu podmienku pomocou vztahu

§gSkM_< VT, 8 >< 3,V > —< VI, T>< T,V >
nor _ %9 Q Qe _ : (4.6)
<v,n>

89

kde §g%*™ predstavuje pdvodnu okrajovi podmienku v smere Sikmej derivacie,
6g™°" predstavuje novo-ziskanu okrajovu podmienku v smere normaly k hranici, vek-
tor v predstavuje smer Sikmej derivacie, 7 jeho normalovu a g, 7 tangencialne zlozky.
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V numerickej implementacii sme tuto modifikovanu okrajovu podmienku ziskali
pomocou nasledujucich vztahov. Vzhladom na to, Ze priebeh potencialu na elemente
je definovany pomocou hodndt vo vrcholoch elementu a hodnotach aproximacnych
funkcii na elemente v tvare

TOls, = ) TN &), @.7)

mobzeme si jeho gradient vyjadrit pomocou gradientov aproximacnych funkcii

VT@ls, = ) T )TN ) (48)
a=1

KedZe uvazujeme linearne aproximacné funkcie, bude VN na celom trojuhol-
niku konstantny. Preto plati

1
a —
VN® = 2 fVNdA, (4.9)
q
4q
a aplikaciou Greenovej vety na (4.9) dostaneme

1 1 .
Aq 044

kde 0A je hranica trojuholnika a v je normala trojuholnika. Jednotlivé zloZky gradientu
pre g-ty trojuholnik v bode j potom vypocCitame

VNJ =

1 [NG)+N@m) N/(m)+Ni(k)
E I 2 ljmvjm 2 lmkvmk
N N/ (k) + N/ (j) (4.11)

Obr. 4.2: Gradient aproximacnej funkcie na elemente pre j-ty vrchol
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S uvazenim priebehu linearnej funkcie na elemente dostaneme

L, ;
+§17k,- , (4.12)

o1
VN] 25 7ij

a teda vysledny vztah pre ziskanie novej okrajovej podmienky ma tvar

Sgitkm _sn_ T <UN%LG>< V> T, <VN%LT><TV>

nor — Q —— (4.13)
<v,n>

69

Tento postup bol nasledne otestovany na dvoch prikladoch. V prvom priklade
bol potencial generovany gulou s geocentrickou gravitaénou konstantou GM =
398600.5 km3s~2 a polomerom R = 6371 km, pricom celd hmotnost bola situovana
v tazisku, ktoré bolo oproti stredu gule vychylené na osi x 0 R/2, o predstavuje ex-
trémny pripad Sikmej derivacie. Presné rieSenie na povrchu gule ma v tomto pripade
tvar

M
V= GT (4.15)
a okrajovu podmienku ako derivaciu v Sikmom smere predstavuje
w__M (4.16)
on [2

kde | je vzdialenost bodu na povrchu od taziska gule. Na tomto priklade bol program
opat’ otestovany pre 3 rézne hrubky siete s postupnym zjemnovanim. Statistiky od-
chylky rezidui su uvedené v nasledujucich tabuflkach.

Tab. 9: Statistika rezidui pre delenie n=40

n=40 Minimum Maximum Priemer Smg;%?;{g L2 norma
iteracia 0: 2.8142452 9.5417709 | 6.1419336 2.2193161| 6.5305981
iteracia 1: | -1.7046813| -0.4760447| -1.2488469 0.3580556 | 1.2991622
iteracia 2:| -0.3736978 0.1133727| -0.0474725 0.1727140| 0.1791195
iteracia 3: 0.0463698 0.2005782| 0.1120537 0.0520272 | 0.1235430
iteracia 4:| -0.0298556 0.0588858 | -0.0010453 0.0276489 | 0.0276686
iteracia 5:| -0.0206276 0.0180688 | -0.0048521 0.0082589 | 0.0095788
iteracia 6:| -0.0055936 0.0235531| 0.0094415 0.0039881 | 0.0102492
iteracia 7: | -0.0028740 0.0272790| 0.0086531 0.0070518| 0.0111627
iteracia 8:| -0.0041560 0.0262660 | 0.0065369 0.0065644 | 0.0092640
iteracia 9:| -0.0045081 0.0257641| 0.0068344 0.0059537 | 0.0090640
iteracia 10:| -0.0042664 0.0259655| 0.0071796 0.0060564 | 0.0093929
iteracia 11:| -0.0042180 0.0260388| 0.0071013 0.0061634 | 0.0094030
iteracia 12:| -0.0042661 0.0259970| 0.0070412 0.0061357 | 0.0093395
iteracia 13:| -0.0042727 0.0259858 | 0.0070603 0.0061154 | 0.0093406
iteracia 14:| -0.0042628 0.0259947 | 0.0070712 0.0061222 | 0.0093533
iteracia 15:| -0.0042619 0.0259964 | 0.0070667 0.0061261 | 0.0093524

16




Tab. 10: Statistika rezidui pre delenie n=80

n=80 Minimum Maximum Priemer Smg(rjcgﬂ?lrl:: L® norma
iteracia O: 2.8199928 9.5816484 | 6.1609445 2.2328911| 6.5530939
iteracia 1: | -1.7256524| -0.5076555| -1.2677152 0.3587681 | 1.3175038
iteracia 2: | -0.3846523 0.1146614 | -0.0484670 0.1775061 | 0.1840040
iteracia 3: 0.0436173 0.1925982| 0.1072389 0.0515037 | 0.1189656
iteracia 4:| -0.0317962 0.0426208 | -0.0069853 0.0236724 | 0.0246815
iteracia 5:| -0.0263855| -0.0010745| -0.0101917 0.0082131| 0.0130891
iteracia 6:| -0.0022392 0.0094881| 0.0042820 0.0025306 | 0.0049739
iteracia 7: 0.0004785 0.0089868 | 0.0033667 0.0027783 | 0.0043650
iteracia 8:| -0.0012126 0.0071236| 0.0012135 0.0020424 | 0.0023757
iteracia 9:| -0.0012020 0.0066546 | 0.0015419 0.0013879 | 0.0020746
iteracia 10: | -0.0009485 0.0068750| 0.0018953 0.0014849 | 0.0024077
iteracia 11:| -0.0009008 0.0069407 | 0.0018089 0.0015937 | 0.0024108
iteracia 12:| -0.0009518 0.0068946 | 0.0017470 0.0015620 | 0.0023435
iteracia 13:| -0.0009582 0.0068848| 0.0017683 0.0015405| 0.0023452
iteracia 14:| -0.0009475 0.0068948 | 0.0017796 0.0015482 | 0.0023588
iteracia 15:| -0.0009468 0.0068962 | 0.0017745 0.0015524 | 0.0023577
Tab. 11: Statistika rezidui pre delenie n=160
n=160 Minimum Maximum Priemer Smg;%ﬂ?lﬂi L2 norma
iteracia O: 2.8214123 9.5917033| 6.1656791 2.2362765| 6.5586990
iteracia 1: | -1.7309033| -0.5158963| -1.2724340 0.3589903 | 1.3221052
iteracia 2: | -0.3874821 0.1149025| -0.0487152 0.1787248 | 0.1852451
iteracia 3: 0.0429212 0.1905335| 0.1060276 0.0514127 | 0.1178351
iteracia 4:| -0.0321788 0.0385064 | -0.0084773 0.0226894 | 0.0242214
iteracia 5:| -0.0280884 | -0.0030232| -0.0115312 0.0086316 | 0.0144039
iteracia 6:| -0.0039921 0.0077776| 0.0029872 0.0032772 | 0.0044344
iteracia 7: 0.0002164 0.0059736 | 0.0020394 0.0018902 | 0.0027807
iteracia 8:| -0.0013928 0.0021234 | -0.0001228 0.0009675| 0.0009752
iteracia 9:| -0.0006303 0.0015917| 0.0002135 0.0003400 | 0.0004015
iteracia 10:| -0.0001736 0.0018194 | 0.0005689 0.0003412 | 0.0006634
iteracia 11:| -0.0001260 0.0018822| 0.0004804 0.0004377 | 0.0006499
iteracia 12:| -0.0001778 0.0018346 | 0.0004181 0.0004030 | 0.0005807
iteracia 13:| -0.0001841 0.0018253| 0.0004399 0.0003806 | 0.0005817
iteracia 14:| -0.0001732 0.0018356 | 0.0004513 0.0003885 | 0.0005955
iteracia 15:| -0.0001725 0.0018369 | 0.0004460 0.0003927 | 0.0005943
Tab. 12: Suhrnna Statistika po 15. iteracii
o [ Gkt [ Vinmay [ Mexap [ Preneny | Speooerd | cnoma | eoc
40 6402 -0.0042619 | 0.0259964 | 0.0070667 0.0061261 0.0093524 -
80 25602 | -0.0009468 | 0.0068962 | 0.0017745 0.0015524 0.0023577 | 1.98796
160 | 102402 | -0.0001725 | 0.0018369 | 0.0004460 0.0003927 0.0005943 | 1.98812
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V tomto priklade sa jednalo o extrémny pripad Sikmej derivacie, ktora mala vplyv na
celom povrchu gule ateda pre ziskanie uspokojivého vysledku bolo potrebnych
zhruba 9-10 iteracii. Pozitivne zistenie je, Ze experimentalny rad konvergencie zostal
rovny 2.

Druhy priklad bol zaloZzeny na Sikmej derivacii spésobenej topografiou. Poten-
cial bol generovany gulou s povrchom zhodnym s topografiou na Zemi, pricom tento-
raz bola hmotnost’ sustredena v tazisku, ktoré ostalo nezmenené. Presné rieSenie,
ako aj okrajova podmienka su dané rovnakymi vztahmi ako v predosSlom priklade
(4.15-16). Tento priklad bol testovany len na deleni n=160, na 102402 uzloch.

Tab. 13: Statistika rezidui pre druhy priklad

Smerodajna

2
odchylka| - "orma

n=160 Minimum Maximum Priemer

iteracia 0: | -0.0011343 | 0.0017951 | -0.0007621 | 0.0003040 | 0.0008205

iteracia 1: | 0.0002792| 0.0005837 | 0.0003398| 0.0000260 | 0.0003408

iteracia 2: | 0.0002703| 0.0005817 | 0.0003371| 0.0000259 | 0.0003381

iteracia 3:| 0.0002702| 0.0005817| 0.0003371| 0.0000259 | 0.0003381

V tomto priklade na dosiahnutie dostato¢ne presného vysledku stacila jedina
iteracia, priCom zobrazenie rezidui po nultej a prvej iteracii je na obrazku 4.2.

— P Jikg — ,
-0.002 -0.001 0.000 0.001 0.002 -0.002 -0.001 0.000 0.001 0.002

W(BEM) - W(GGM) W(BEM) - W(GGM)
Obr. 4.2: Rezidua po nultej a prvej iteracii

5 Numericky experiment pre realne geodetické data

Pre potreby numerického experimentu na vypocet geodetickej okrajovej ulohy
bola vytvorena diskretizacia zemského povrchu na 1440002 uzlov, ¢o predstavuje
presnost delenia 0.15°. Ako vstupné udaje boli vygenerované geodetické suradnice
koloka¢nych bodov, vySka zemského povrchu v tychto bodoch z digitdlneho modelu
terénu SRTM30_PLUS V5.0 [4], ako okrajova podmienka boli pouzité hodnoty tiazo-
vych poruch z modelu DNSCO08 [1] a pre eliminaciu vplyvu vzdialenych zén boli pou-
Zité hodnoty poruchového potencialu zo satelitného geopotencialneho modelu ITG-
GRACEOQS3S [8]. Limita pre eliminaciu vzdialenych zén bola nastavena na 912 km.

Vypocty boli zrealizované na vypoCtovom Kklastri na Katedre matematiky a
deskriptivnej geometrie SvF STU v Bratislave, pricom poc€as vypoctu boli pouzité dva
vypoctové uzly, kazdy s 16 procesormi a 128GB distribuovanej operacnej pamate
(Spolu 32 procesorov a 256GB pamate).
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5.1 Vysledok a vizualizacia

Na trojrozmernu vizualizaciu vysledkov sme vytvorili vizualizaény softvér 3D
MOP Vizualizator v jazyku C#, pri€om na urychlenie zobrazovania pomocou grafickej
karty bolo vyuzité rozhranie Direct3D 9 kniznice Microsoft® DirectX® [16]. Ako
vstupné data berie softvér priamo vysledky nasho vypoctového programu vo formate
zoznamu geodetickych suradnic a hodnét poruchového potencialu v uzlovych bo-
doch, na zaklade ktorych si nasledne vygeneruje triangulaciu a zostavi vysledny troj-
rozmerny model. Okrem samotného modelu softvér umozhuje zobrazit’ aj trojuholni-
kovu siet. Zobrazeny model je mozné lubovolne otacat, priblizovat pomocou mysi
a nastavovat rozne parametre zobrazenia, napriklad polohu, intenzitu svetla
a farebnu skalu. Softvér umoznuje aj ukladanie vizualizacie do obrazku vo formate
Portable Network Graphics (PNG) a zachytavanie videa. Rozhranie programu je zob-
razené na obrazku 5.1 a vizualizacia globalneho priebehu rieSenia zobrazena tymto
programom je na obrazkoch 5.2, 5.3 a 5.4. Okrem tohto programu sme na vizualiza-
ciu globalneho rieSenia sme pouzili softvér GMT. Na obrazku 5.5 je zobrazeny glo-
balny priebeh rieSenia, na obrazkoch 5.6 a 5.7 rezidua v porovnani s modelom
EGM2008 po nultej a druhej iteracii a na obrazkoch 5.8 a 5.9 je prispevok Sikmej de-
rivacie medzi jednotlivymi iteraciami. Hodnoty su zobrazované v jednotkach GPU,
pricom 1 GPU = 10 m?2.s72.

7 o
{12} 3D MOP Vizualizétor SimDX 4.3.4134.30681 (compiled on 17:02:42 27.4.2011) =Nael X

Subor  Nastroje Pomoc

Prekreslit’
[ WireFrame
[¥] Legenda
Svetlo:

Ambient: 0.2

U

-104 .44 -57.31 -10.18 36.94 84.07

Pripraveny

Obr. 5.1: Rozhranie vizualizaéného programu
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-104 4355 -57.3093 -10.1831 369431 84.0693
Obr. 5.2: Globalny priebeh rie$enia v oblasti Azie

-104.4355 -57.3093 -10.1831 369431 840693
Obr. 5.3: Globalny priebeh rieSenia v oblasti Eurdpy a Afriky
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T(BEM) - T(EGM)
Obr. 5.6: Rezidua po nultej iteracii

T(BEM) - T(EGM)
Obr. 5.7: Rezidua po druhej iteracii

22



ﬁ ¥ ' - —MGPU
-12 -10 -08 -06 -04 -0.2 0.0 0.2 0.4

T(BEM 1. iter) - T(BEM 0. iter)
Obr. 5.8: Prispevok Sikmej derivacie medzi nultou a prvou iteraciou

0.2 0.4

T(BEM 2. iter) - T(BEM 1. iter)
Obr. 5.9: Prispevok Sikmej derivacie medzi druhou a prvou iteraciou

Na vizualizaciu lokalnych prispevkov Sikmej derivacie sme pouzili softvér sur-
fer [13]. Na obrazku 5.10 je prispevok Sikmej derivacie v Andach a na obrazku 5.11
je prispevok v Himalajach.
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Obr. 5.10: Lokalny prispevok Sikmej derivacie v Andach

Obr. 5.11: Lokalny prispevok Sikmej derivacie v Himalajach

6 Zaver

V tejto praci sme pouZili alternativny spbésob rieSenia problému Sikmej deriva-
cie, a to iterativnym rieSenim Neumannovej okrajovej ulohy metédou okrajovych prv-
kov. Zaroven sme zistili, Zze pri tomto type ulohy sa ukazuje vhodnejSie pouZitie line-
arnych aproximacnych funkcii namiesto kvadratickych, a Ze pouzitie analytického
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[1]
2]
[3]

[6]

[7]
[8]

[10]
[11]
[12]

[13]
[14]

[15]

[16]

rieSenia pre singularne elementy namiesto Standardnej Gaussovej kvadratury méze
priniest vyrazné zvySenie presnosti.

Pri aplikacii vypoCtov na realnych geodetickych datach sme zistili, ze Sikma
derivacia ma najvyraznejSi vplyv prave v hornatych oblastiach, kde v Himalajach
spbsobila znizenie priebehu potencialu v oblasti hlavného hreberia a zvySenie v ok-
rajovych oblastiach a na nahornej ploSine a v Andach spdésobila znizenie, ktoré sa
najviac prejavuje hlavne na hrebenoch. Pri porovnani s modelom EGM2008 sa zaro-
ven ukazalo, ze vplyvom prispevku Sikmej derivacie sa nam tiez vyhladili rezidua
v oblasti Europy.
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Prilohy

|. Definicia polynémov pre kvadratické aproximaéné funkcie

N = LB+ )0 + 6 VD)

6
1

N? =2 (V36 — &) (V36 - & +3)
2 V3

N3 = 552(52 _7)

Kl = %(\/5 cos(¢) + sin(¢))[e (V3 cos(¢)
+sin(¢)) — 3v3)]

K? = %(\/5 cos(p) — sin(p))[e(V3 cos(p)

. — sin(@)) = V3)]

K3 =— 3 (V3 cos(p) — sin(p))[o(V3 cos(¢p)
+ sin(g)) — 2v3)]

M = %(\/5 cos(p) + sin(¢))[e (V3 cos(p)
+sin(¢)) —V3)]

M? = %(x/? cos(p) —sin(9))[e(V3 cos(p)

—sin(g)) +v3)]

M3 _KG

1 1 1
Ni=§ +\/_§€2 )

2 1 1
N,1=f1_\/_§€2+§
N3 =
N% = —251
N3 = —EN,%

Ni =48 —V3)
Ni =2 (45 —V)

M} = o(cos(p) + %sin((p))

M? = p(cos(p) — %sin((p))

M} = —2¢cos(p)

M} = %sin((p)

M2 = g(S sin(p) — V3 cos(¢))
2 .

M3 = §Q(\/§ cos(p) — 2sin(¢))

Kl = g(\/?cos(qo) + sin(¢))

K2 = %(\E cos(p) + 5sin(p))

N* = —%(\/551 — & +V3)(V36 + 5 —V3)
2

N5 = 362(\/551 _52 +\/§)
2
N6 = §fg(—\/§f1 & +\/§)

K* = ggsin(q)) (V3 cos(p) = sin())

K® = gsin(fp) [~e(V3cos(e) +sin(p)) + 2v3]

2 V3
K¢ = §sin(<p)(9 sin(¢p) — 7)

M4 — _i : + l 122 _ 2
= \/gsm(w) e(5sin®(p) — cos*(e))

M = %sm(w) [e(V3 cos(p) = sin(g)) +3]

M® = %sin(q’) [~o(V3 cos(p) + sin(p)) + 3]

NS = = 3
1 V3 2
N$ = -N3
N3 =N}

N,% = %(\/551 — 25+ \/§)
NS = g(—@a — 26, +3)

4 2 ;
M} = ﬁgsm(go)

M? = o(cos(p) — V3 sin(p))
M¢ = o(cos(p) — V3sin(ep))

M) = gg(\/g cos(¢) + 2sin(ep))
M§ =5 (V3 cos(p) - sin(0))

1
M$ = o(V3 cos(p) + §Sin(¢))

K3 = o(\3 cos(¢) — %Sin(@)
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II. Definicia polynédmov pre linearne aproximaéné funkcie

=Y s 2o _ L
N* = 2\1/§(\/§ V3¢ — &) N3 12\5
NZ:@(@‘H@Q—Q) NE:ﬁ o

_ 52 sin{g)

N3—\/§ Ml:_cos(<p)+ 73
Nl__l 2.

1 ) 2 cos(<p)——su\l/(§(p)
Ni=> M= ——
N3=0 ; _ sin(p)

1 3
N3 Wi
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