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Anot 8ci a:

Vtejtopr 8ci sme sa zameral. na numerick®
vV e,j “ul ohy pr e p o okiapvoo podmiepkou et rvcair &l gsi k me j der
met - dou okrajovich prvkov. Naj prv smeg- odvod.]
r§lnou formul §cviouh metvkigvokmaj o8kl ade- kt or ®
| t ov1 prjoagzryakmu vC. N§sl edne sme otestovali pr
svyugit2zm kvadmatiraklchh ar oxt marjindsgeén ¢-m nkicn ¢
| 8rnych el ementov am@lcytoiuc by @loe 3o Bl adunfaadmi
numerickou kvadrat%rou. VIipoltovl program s
%l ohrye 8l nymi vstupnimi d§tami. Pre veG@kl roz
nT pomocou ronlkar ami2aeMPle paknd\Solvdica aeBlri kov e
t-da elimingcie vplyvu vzdialenTch z-wn. Pr ot
nym spl!sobom riegen?2m Neumannovej] okrajovej
sme iterat2vne ur| oval. pomocou dentd mpuevku t
chov®ho potenci §t ue §gpprioshd?cvhasndl zcahj Yzc om lor ok u .
ruchovl potenci §I z2skanl nag2m 9ylpbBtomms

geopotenci 8l nym model om EGM2008.

Anotation:

In this work we have focused on a numerical solution of the geodetic
boundary value problem (GBVP) for the disturbing potential with an oblique derivative
boundary condition using the boundary element method (BEM). We have derived the
numerical solution by a direct integral formulation of BEM. We have developed a
computational program in C language based on this solution. Then we have tested
accuracy of the developed program using quadratic and linear basis functions as well
as by using an analytical solution for singular elements or a transformation to polar
coordinates and corresponding numerical quadrature. Then we have applied the
computational program to solve GBVP with real input data. Due to a large size of this
problem, the program was parallelized using the MPI framework. In order to reduce
large memory requirements we have eliminated an impact of far zones. We have
used an iterative approach to treat the oblique derivative problem solving the Neu-
mann BVP. Here, the normal derivative has been derived iteratively computing tan-
gential components of a gradient of the disturbing potential obtained from the previ-
ous iterative step. Finally, we have compared the disturbing potential obtained by our
computations with the EGM2008 global geopotential model.



1 bvod

Srozvojom vipoltovej techni ky nast al aj |
met-d na vipolet probl ®mov danlch diferenci
met  -dami sa stali metmda-dankbnbthl phvkbyemc
tTchto met - dh jvegemlbeevwme ipoougi teOnosS. Menej
okrajovich prvkov, ktorej hlavng nevlihoda |
zn8&me fundament 8l ne riegeuwrlei.t TNcahp rp re%kp at dooncuh
met  -da oproti predoddnianj mAi avcteerd® ,v TkheoNdegm8ame n
koneln¥% vipoltov% oblasS, pr2padne n8s zauj
obl asti ,mekeN@e okrajovich prvkdWadg@meme i @igek
i ba na hranici oblasti, | 3endesna sntSnpedRi.menzi a

Vgeod®zii sa | asto vygkyviug &l il mhyNise@mg ie§

ge pot endceif8ilnzjcei ez har moni ck8 funkcia mimo ob
ateda mus?2 spORaS PoissonovwzalOabo mLa@l| d ®g 0 u
lasS riegenia blvagr2Zeomdk® vinedt oa m&\ o Bl @osh§ mi mo
vpr2pade vonkaj gej Yal ohy, tak tu pr2de vhod
ng§m mt:ge priniesS virazn® zI|lepgenie ekon- mie

Vtejto pr&8ci sa budamem wvhaben®Bovyat polt o)
muvj azyku C na riegenie potenci 8l ovlich8-%l oh

ran2 programu sarbmdgmiuvdgohmbB b8kowa] okl ¢ hun
el ementov, Ikiom&§®tymi str oj uh o lknvakdorvaltmic kd Imé me
uholn2kovimi elementmi. N§sledne budeo-tento
deticklch okrajovich % oh. VzhOadom na veOk
vislednl prbgramaphrpbmocou rozhr annteafa-MPI1 (N
ce)abude aplikovan8 met- -da elimin8cie vzdiale
maticabudevpam2ti i nt er pr dtzocangpréagsedpoo storagenu

2 Geodetick® okrajov® Yl ohy

Vgeod®zi i S Ya
mami, akonapr 2 k|l ad
| ®mom ur| eni a f
sur|l ovan2zm poru

zn8me mnoh® okrajov® ®%4l ohy.
url en2 mhdhdmoinosiagcedren zzrTct
yzi ck®ho povrchu zeme al ebo h
chov®ho potenci 81 u.

2.1 Neumannovageodeti ck8 okrajovsg %Y oha

T8t o %l oha, gavigieha i &jk §a lodk r gevoou Branigdu ¢fih a s
xed gravimetric boundary-value problem, FGBVP), predpokl ad§g, ge fyz
zeme je pné€myg sa dostal aVdaspepr eldbibe,akeWNge
vNaka satelitnTm pnelrami ameavehu@bnerSe presne.
Formul 8§8ci a t djvtaac e%lLalpy ajceove| rovnice pre p
ako okrajov8§ podmienka vystupuj % tiagaav® por
dientu poruchov®ho potenci 8l uefder esmalggoc®mw o0 n K :
du. Pretoge okrajomeér g ordom eafdknae rfl en ®muniee | i ps o
vsmere noskngtl y| k®mu zemsk®mu povrchu, predst
s okrajovou podmienkouvs mer e g¢gi kmej Nalleg3d olBcl @st iVach te]j

1



budemevgnovaé numerick®mu riegeniu |inelerizova
rajovich np8&svikeodvn | ma por ovnan?2 m gzl2osbk8l nn®dno grei oepc
tenci 8l nym moddglllom EGM2008

3 Met-da okrajovich prvkov

VzhOadom na@ewad®zg§eé va | asto vystdatohrj % von
l asS na Kktor ej hOadg&§me riegenie je neohrani
met -du okrajovich prvkov.

Vihoda tejto met- -dqyipe Yjiedeak osc a6 pk Bea®
riegenie | en naprhrpagndiecie opbolgaasdtoiv.a n\® rlegenie

tak je mogn® vyj &dbioS8oOabm bobdgeobé asd-i P O MC
genia na hranici.

Nevihoda tejto maptkevdnyalepep rmfopjandoes Sz n 8me ho f
ment 8l neho riegerpllm§dmreeSJynTedvrn|cd<é anatica, | 2
rozmerom N vipoltov8 n8rolnosS NxN.

CelT proces met-dy okrajovich prvkhv sa d§
1) Di skreti z8cia hran2c sk¥Ysmane] obl alst i na

| ®me s@? vpaguws 1D prvky ptriaB®Ov®rpbVi®Me sa
prvky (plogn® prvky).

2) Fundament 8l ne riegenie danej parciaSl nej (
nia okrajovich podmienok skuto|l n®hme prob
dament 81 n riegenie sa pougije akoavs8hovs§
jovich pr pre dan¥% %l ohu.

e
vko N

3) Zostaven i e z§k|adn|ch rovn2c met - -dy okrajovl
as

Tmpre ol S
4y Vipol et nezn8mych hodn?tt na hranicm, nez.i

sa vyjadruje pomocou zhf@mych hodn®t na hr
31 Priama integr8lna formul 8cia riegeni

Priamui nt egr 8l nu formul 8ci uhpmeg®Pooiemck hbw
s Poissonovou riadiacou rovnicou

Vo6, ¢ Ve Th enNmh (3.1)
s negpecifikovanTmi okraj ov]Il minnptojdermee nzk2asrk a S
nasl edovnim sp!sobom. Zintegraupeshwmame3i b} ege?
jadro
‘Oe « QO; o Qne "Oe « U e OQne3s8 (3.2)
Dvojn8&§sobnou apl i k§cn ®ul eGanuosus oWperj a aoeuw yv lar

neme i ntegr 88 miuu rpe@traslastem@d «N Mw tvare,



.0 6t Othh ALOL « BL
(3.3)
Ve « 0 e Ome

kdie'Oe « predstavuje fundament§lne ri©ghenie La
predstavuj e f unrifa jeaustot®tbka iya hramcke N & m

ph «vm
mh e mTm (34)
je charakterismick8 funkcia pre

Nezn§nher ami | nT ctht hgdme2tskame riegenAm hr
tegr8l nych rovn?2c, ktorli@itea®d k Zimpee « 2 & Rre-Sa h u
toge pre vonkdlj]lgi u %%l ohu pl at 2

a

r
(

Othe Wt 1 p ... h (3.5)
dosaden2zm (3.viy)koha n@3®° 8YiFmadbgt aneme hg-anil n®
r 81 ne (bouadary integral equation, BIE) v tvare

6 — 6t o6+ Oth Bt ntOot +t Bt o th (36

kdlew t predstavuje pr2spevok zn8§mych objemovlTc
iba sprzpadom Lapl ace@pvejto rgwni centa pr2spe
af undament 81 nfeumrdeaengemti&l nay t ok bud¥»%» ma$S pre
tvar

. P ~
Do 2 % E *lig (3.8)
T= o 1

kde r predstavuje vektor vzdialenosti bodov x ay.Vget ky i BIE GFyeSidtuy v
j solwy | aj nom nziney sjlee tar e b a zmyslehCauchyhothtavwnej Bod-v
noty.

32 Numeri ck® riegenie

Na odvodenie syst®mu algebraicklch rovn?2.

autoriv [12[ pr e Yledhystwst ati ke. My si tento postu
rovnicu pre por uockhroevnmi kpvoatdernactii8lklaa h tr oj uhol
pougijeme aj | ine8mentye trojuholn2kov® el e



Hranicu oblast,b vnagom pr2pade Zems kT povrch si d
kol ok8cie na konel%(q:b,ﬁ,!...el\t/l),elkedrreenktaog/ds- je ur
kr ®t ny mi kol oklad n8 Imn o m-exand,|l2evnA)avget ky ubody b

d¥% mad8&dine zn@+ledi.en) . S¥%Wradnice vn¥tor nTch &
ahodnoty ti agopvolrcuhc hpoovr®Mhcoh paot enci 8l u na el eme
vyjadria cez hodnotyvk ol okal nl ch bodoch pomocawarei nt er po

- s - 06 ,h h (3.9)
0-s - O ,h h (3.10)

kdked ,h predstavuje inter pol®@]| prédstabujernédootuu a f u
ti agove,j poruchy alebo poruchov®ho potenci §
kvadratick¥% aproxi macililowyv® o6rpjettst avapg®bel c

aproxi m8ci u, |-wzlpavwe® sttraovjuyheolI3n2 khv® el ementy
{:2 5;2
3 3
6 5
1 2 fl 1 a4 2 fl

Obr. 3.1: klvianWe &nrnek&® trojuholn2kov® izopar amet
|l zoparametrick® s%radni mmahsa na el ement e
ontyio ® OAN Gup0
. op . ®OAY arpl 3.11)
aiViop , OO OAN O pMO

Na vIipolet vonkaj gej norm8ly na el emente
vektory na Sq:

0 ;— - 05, h h (3.12)

1T "

Q — ~ 6, h B (3.13)
kde 0 , h a0 ,h predstavuj ¥% deriv8ciu inresrpol al
pekt,2ve

M - 00 (3.14)



je nenormalizovanl norm8lovl vektorhakz2skan’
Nal e]
-~ -

: —h Q QQ 3.15
¢ 5 (3.15)
aQje z8roveR jakobi 8nom transform8cie (3.9)
8QqY 8Q0 O (3.16)
Ak uzl ov]Jvki@d om definujeme hraniln% inte
eIementeSq,takjetentoelementquivngul§r ny. Na singul 8rnych

hodn® transformova$S i z,0,pawa medlr§ rcrke® bsdtur madmii «
zal i atbodem.RotomQ Q O ' Q" Qe

Teraz definujeme nasl eduj Y“ace veliliny:
T -0 -F _ ey
Yo, (3.17)
v — 0 h — NY
Vg
Y Y'Y RO Y TY (3.18)
Q - Q0h Q QQ
0 - 0h 0 -0 (3.19)
N P
3.20
© ™Y ( )
o 2Py 3.21
0O =5 %0 (3.21)

kde polOym fimg ¥4 def i nabarOka8Bph e kvadratilek® ap
n® funktabuCGKSdchpr e l' i ne8rne aproxi maln® f
6o ,h ,0,,h ,0,,h ,0 ' ,0 '"P,0 '"P,0 '"P,0 '"P,

O 'k s¥% def i mpaovdmn@ eVpw el aksvtaidr at i ck® aplkroxi mal

pre | ine8rne aproximaln® funkci e.
Pretakt o defi novan® veliliny plat?
is k Yooy (3.22)
| - - . :
R "Y h = N7
Y6 0 6 - h —eY
06— 0 - s “ (3.23)
w6 - 0h - Y
Vi



n—s n- 08 (3.24)

N§s | endinjeeme definovaS integr8lypnahjicaddoat 1 m
konfigur 8cviut dorodm uvaguj eme hr ani éleamént $gnt egr §
na ktorom integrujeme:

1) ak — © “Yq,

O 00QQh 6 D "0 (3.25)

0 0 "0 "QQ Q (3.26)

T
O 0°0Q" e 6 Tt (3.27)
7 —
- . No
"0 0 0 NQ' BeOK 0t (3.28)
OEe VoAl O
3) ak — VYO T
T 7
O 0 °0Q" e 6 T (3.29)
T
T 7 _
. _ Vo
O 00 QQ" MeOK ———————— (3.30)
. OEd WoAIl O
kde v (3.25) infBeepstm8deal pne8rnych ape oxi ma
n=6pre kvadratick® aproximaln® funkci e. Par am
a ktorej pozZCi—i~nasaeIneameM§dezap~obdoC”Ija obrg8zka 3.
Aplikovan?2m tlchto hranilnlch integr8lnyc
bodov z2skame diskretizovan® hraniln®-rovni c
kl ¢hovn2c pomocou ktorlch m! g e me vyigeinzt as

vuzl ovich ttmedoch v

6 — 1 8 6- 0 A- 'O mt (3.31)

Vget ky i ntoengiaca@25-(B. 30) s ot rgaemiel e t@® aumer |
integrovaS regulknamdo a td@asad sast@vionuou presnosSou.



bud¥ pougijf ® s Var e
y mdld]raii € e jsi¥k aaar ¢

ranspgrozrsm8ucgnl mia vp8oh

kvadratick® apr ox

rGea unsusnoevrlicchk Y okdvoavd rpa t Yar u

Na numerick¥ integr8ciu
uholn2k z2skan® pravidlom s
ce, ako aj s%Wradnice po t
s¥% uvedam® Okree 1l.i ne8r ne aj
t8 7 bodov8 kvadrat %r a.

Tab. 1: S%radnice

@ T

, , 0

0 0.5773502691896258 0.225

0 0.10343092395815051 | 0.1323941527885062

0 1.3811840539580302 | 0.1259391805448271
0.41042619231534516 | 0.8143099418053635 |0.1323941527885062
-0.6961404780296309 | 0.1754333768054237 |0.1259391805448271
-0.41042619231534516 | 0.8143099418053635 |0.1323941527885062
0.6961404780296309 | 0.1754333768054237 |0.1259391805448271

p W O

]

0

1.1547005383792517

0.5235987755982989

0.225

1.0053347482459942

0.1030644403143339

0.1323941527885062

1.7051889604697597

0.944133110882264

0.1259391805448271

1.6286198836107268

0.5235987755982989

0.1323941527885062

0.3508667536108473

0.5235987755982991

0.1259391805448271

1.0053347482459944

0.9441331108822639

0.1323941527885062

1.7051889604697592

0.10306444031433384

0.1259391805448271

T ® @

]

0

0.5773502691896258

1.5707963267948966

0.225

0.10343092395815051

1.57079632679489661

0.1323941527885062

1.3811840539580302

1.570796326794896

0.1259391805448271

0.9118938209361478

1.1039401486247842

0.1323941527885062

0.7179055890914047

2.8947244528151397

0.1259391805448271

0.9118938209361478

2.037652504965009

0.1323941527885062

0.7179055890914047

0.24686820077465335

0.1259391805448271
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Tab.3: Defin2ciafMpwdegnkmadr ati ck® aproximaln® funkci
0 0 0 0 0 0 0 0
ey O, O, O, O, Op Oy, Oy, Oy
o o o p o o p o S N T
0 — 0 - V) TL - (8] - 0] =
C Cc Vo Vo Vo
. P o (¢ o o Y o S o T o
V] — U — V] (qV) - V] - V] - V]
C C Vo Vio Vio
N P o p o o . — . . C q
V] - V) - v v C cu No V] V] = -
C C Vio Vo
o Ple 2o o WXl = = =
(S C Vo Vo Vo Vo
N P o & o o P o P o P P
U — U — Y p cu = v = v = =
C C Vo Vio Vo Vo
o p . p . . p . p : p p
U — U — Y p cu = v = v = =
C C Vo Vo Vo Vo
5 o PoRe 2o
Vo Vo
Tab. 4 Def|n20|BQﬂpnﬂeynl ime8§rne aproximaln® funkci e
P P? P° Q*
7 N* N2 N® p?
_ Ml M2 M3 16 <-|
— M? M* M? "0
- M? M° M* "0
Tab. 5 DefanCHah)ppanean |mrlne/§rne aproximaln® funkci e
0 0 0 0 0 0
- oY Op Op Op, O, Op Op
- Ok Op O O Or Ok
- Oh Op O O Or Or
- Op Op O O Or Ok
331 mpl ement 8§ci a
Na z8kl ade tohto postupu bola vytvarens§ i
muvprogramovacom jazyku C. VI hbdm, togdt oypoast

u parja vk \Sa dprraet i pcakd ¢eiht,
el ementov, pretog
cykl ov, po-2 padne

program sa d§ jednoducho
trojuhol ngtkvoovriuchholan2 kov 1l ch
tvarovl!l chr dasn&«ity 2vm¥%t or nl ch

dov pre numerick¥% kvadrat%ru. TakSisyp Xholy
zvonkajgej na vnYt or n Y, aplikovaS Diruchl et
mannovej, przpadne zmeni S tvamdfameadnadBé mte$lon e
| 2m sa progr a stane pougiteOmlemdmizél2en ala&e g
rtzne i n® spektrum okrajovich %l oh.

Pre potrebu riegenia rozsiahlych Y&oh na
leli zovanl pomocou essagd Passimg laterfdt®)I[2], ( Mde sa pol e
vipoltu matica syst@®@muozodeh2cnaopgosme®ndi el y
|l om kagdl mpraom®déd wxichwvgva iba svoju I8asS ma

dzak%quoraemaSow@@ihadavl\/ieejkziprocesorov@halibamunik~§
na zaliatku viIipoltu pre rozposlpanwi®honaplr?tcersl

8



, po skonlen2 napORania matice

ra na o ®
t prod aess ooriocecghi laa syst ®mu rovn2c na
[

na vge

edn®ho syst®mu al goebr ai cl
abilizovang8 met - d], bi kon]j
o vhodn8 na riegenie toh
dAvee definitns§
a2 Sovich ngho¥b
C nl c

hpcli- Raxlt a
: ie vzdiale z-n, kde
e, vplyv uzlov, ktorTch vzdialenosS
preng8§sob2 ug z2skanim riedendbme{napet
r do pravej strany, | 2m n8m vznikne 1
e ovimi prvkami okolo diagon8ly. Na ul od
t - fdompressed row storagefi[5], kde sa pre kagdl prvok me
ho hodnoty aj |j ehmaticcad®p csoavngo sstvart and@nhi@e av evk t 0
daj %% | 2sl a, kt or ® umatuijci nzaa |k2tnoar en osvpl @ er2iguirdio ki

it2 premennej typu double zvIigia pam2So\
z8 bajtov na 12 bajtov, al komlBirm&EiRmin®gscitow

i enlch z-n riegi S,akior akzenbey rsorees iuachhloevj8gviad

v
h

c —
—a <
0]

Z8roveR je program optimalizovanl tak, g
8j omnej konfigurg8cii bodov sa vypol&taj¥% ¢
ce syst®mu, |2m sa s2ce trochu zvigi pamasS
s, prhetnoigee jiec potrebn® pol2taS polas hl avn(
Okrem MPpPpr osga avme pougi t ® | en (ettealaaplnar dn® (
multiplatformovli. Jepoodtehe 20! o peersalonofacnd  svy
softE WindowsE aj Linuxy a@akochroperadiné cMPk
pougits8 i mplemdmt&cia MPI CH2

34 Testovani e presodBadnmetedy8du konve

Pre prvotn® otestowanidy parodsrzo/sotlientlejjteajnrt
kde je gravitalnl potenci 8| geecantrickouvgsani-l homo
tal nou ko@dg toaonpt@ri@ i apolomeromY @oxkm. Presea® rieg
ni e na povr cthoumtgou Iper 2npS8a dve t var

"O0
D — 3.32
o (3.32)

a jeho deriv8§cia predstavuje Namamannovu okra

T w 00

— 3.33

T g Y ( )
N a tejto sl ohe bol vipol tovl p ri onger§arm y mpio
akvadratickI mi aproxi mal nl mi fpoktupmlbmnadvo
n8sobegme?mmost.i vI pol tovej siete. Porovnanz2m

spresnlim riegen2m bola vypol?2tma®8gl egdmda i 5it $ K6
experiment8l ny r8d konvergencie (EOC).



Vipoltovsg sieS bola vytvoren§ adni8stenaeti z8§c

ag na pogadovan¥% jemnosS siedweochsg Wipnm®o alg,t
viednom je zoznam elipsoidicklch (gepxdreky ckI
vgetkTch vipol vovikdmbjoeohv? st ofl T clozb@adow s
ren@®@npeli v® el ementy. Pre kvadratick® aj [
vstupn® Ydape?ppdel obmne8rnych el ementov s¥
rozdelen2m kagd®ho kvadratick®ho el em&ntu na
kretiz8coerebbl| | eghodufmiyluCpajoegroanmvivst upy s¥% z
nN® na obr §8Boch 3.2 a

Obr. 3.2: Vizualiz8cia diskretiz8ciezpal e na kvadi

Obr. 3.3: Vizualiz8cia diskreti zbfkmazorggul e na | i ne

Program sme postupne testovalideh@an3mr?!zn
vgdpostupnim dvojn8§sobnim zjemnen2m (wzhOadoa
je 2D plochu tak polet wuzlov bolpolot &migdwzi a
6402, 25602 a102402. Naj prv sme otestoval kvadpaditokTm
aproxi mal nl migtfautnksctiiaknyi raez2du2 odchTlky od
den@aw!| eduj “cej tabuOke.

Tab.6: Gtatistika rlevaddnuagt ipeclel modaepr esxi mal nTmi funkc
Pol g Mini m§ Maxi m§ Priemg Smer od L2 norma EOC
uzlov rozdiel rozdiel rozdiel odchl I
40 6402 -2.4922609 | 0.5769070 | -0.4904529 | 0.4163144 0.6433208 -
80 25602 -1.2122681 | 0.2938462 | -0.2391955| 0.2057549 0.3155148 | 1.02783
160 | 102402 | -0.6402610 | 0.1481841 | -0.1183153 | 0.1025588 0.1565785 | 1.01082

EOC (experimental order of convergence)
konvergencie z2skanl na predpokl ade, ge nor
mocniny polviyup odle?lteanmie aho vz Sahom
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oW IOY\E ‘IA‘OY% h (3.34)
Il (>
kde sme ako funkciu'O'Y¥ vzaliL>nor mu odchT | ky.

Zexperimentu vyplynul o, ge t8to met- -da |
val|l g2 probl ®m sa uk8zal o, ¢ge ppe@u(iatkive %k esa ckrSa
%l ohu je nevhodn® vzhOadom na t o, ge emedzi \
mentovavuziochvst redoch hr 8n el ementov vych8dzaj %
splsobuje oscil8cie vo visledkul (sObfrt.vigdr. 4GMT

Generic Mapping Tools [15].

-0.2 0.0 0.2
W(BEM) - W(GGM)
Obr. 3.4: oscil8cie vo visledku pri pougit?2 Kk
Potom sme otestovali program sl i ne 8r ny mi aproximalnTm

agtatistika odchlalbawkdOkjee uveden§ v
Tab.7: Gt atistika rleizda@&@r”nymie anwrdexi mal nTmi funkci an
Pol ¢ Mi ni m§ Maxi m§ Pri eme Smerod 2
" | uzlov | rozdiel rozdiel rozdiel odchij LTnoma | EOC
40 | 6402 | -0.1652797| -0.0659092 | -0.1409954 | 0.0144853 | 0.1417375 -
80 | 25602 | -0.0768625| -0.0264843 | -0.0651084 | 0.0069492 | 0.0654782 | 1.11413
160 | 102402 -0.0370096 | -0.0116128 | -0.0312083 | 0.0034071 | 0.0313937 | 1.06054
Zt abuOkpl Tva, ¢§ge pougitie ine8§rnyc2h- el em
ce aj teraz je to met- - da pp(vl®®emdu smedyr @ad &)
chTl ky r8dovepougpgren akadsat itdlelgc s ae ltymme mteov
tuj ¥a giadne ilo@k8Pmnie wviszu&lBicz8ci.i rez2duz (Ol
p-loevbkal 2 rovnz2ka ktorT je splsobeteda spt!so
amaj ¥ na to k/tpdryTvcrbosdey syp8jaj¥% gtyri trojuho
vi di t e On ® 38 astredé disBretikouanej gule.
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k\\¥ 5 =
Y —————— —  ———W%
0.00 0.02

-0.04 -0.02
W(BEM) - W(GGM)
Obr. 3.5: Rez2dua odchTl ky

od presn®ho riegenia

N VzhOadom na to, ¢ge pri pougit?2 Iline8rnych
vipolet integr8lov na singul 8rnychvare[6le ment oc
. po . OQ | T .
O — I = h 3.35
<1 Tocxk (3:39
kde Aypredstavuj e pIopPthplte«bg;mavolhdjrﬂ;?/gkkmhI@Mrraany
36), sk¥sili sme vykogaS2w polhéytajick®ho riege
b
a
r

Obr. 3.6: Sa$ht®rmean yw htlroovj uhol n2ka pre analytickf(

t2 analytick®ho rieg

Gtatistika pri pougi
pedg & en ej Gausso

transform8cie s pouyjctina
uveden&buwdke

12



Tab. 8:

Gt ati st iekadelseizA d&? nypmi

aproxi mylumii mi2 caf wmlad iya

k®ho riegeni a
e : :
0 | ey | ostiel | easdiel | vozdisl | odcni| Linerma | EOC
40 | 6402 | -0.0238228| -0.0199806 | -0.0215976 | 0.0010682 | 0.0216240 -
80 | 25602 | -0.0059829 | -0.0048962 | -0.0053797 | 0.0002707 | 0.0053865 | 2.00521
160 | 102402] -0.0015160| -0.0011784 | -0.0013402 | 0.0000712 | 0.0013421 [ 2.00486
Zvi sl edkaistli, smje pougitie analytick®ho rie
virazn® zvigenie premanosyliepdemild uceladje mgt -
druh®ho orb§dw.kaz 3.7 Nalej vidno, ¢ge vzor spt!t
virazne waljald®i a§dapmeén e | mi er ke.
| —— : EE—— P Jikg
-0.0020 -0.0015 -0.0010 -0.0005 0.0000
W(BEM) - W(GGM)
Obr 3.7 Rez2dua odchll ky od preesen®sanril gg e m®kad mpnri eg
nZm pri vipolte singul8rnych el ementov
Na z8klade visledkov dosiahnutlTch pri tor
poudg2vaS vipolltiové §prmymir aamprsoxi mal nT miy- funkc
ti ck®ho riirmtgeegiri&c ipiricez singul 8rne el ementy.
Zo zisten2 Nalej vypllva aj to, ge poki af
presnosS vipoltu, pr2padne nie je mog#® z2 sk
noduch® vyspoinaegni€ei sa sBsamenhgaoh§mpmudgh Selt
form8cia | ok8&8lnych s¥%radnocugn& pelg8t 8e ns %G
kvadr at Yar u

4 Riegeni e

geodetickej

Program pop2edami§de aj Y%cej
nie geodetickej okr aj ov e
vt var e

der i

v8cie

Y4l ohy

gi kmom
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YYe mh ev'Y mh (4.1)

O'Yeo ¢ O 1 "® h envtmh (4.2)
Y U ses D OO0 Hoh (4.3)

kdeTj e poruchovl potenci 8l definovanl ako
Yo ® e “Yehen'Yh (4.4)

kdleWje tiagoviUjpotreracmE&lny titajjevivepobenwoviodk,
nor mS8é kvikpot enci §1 MeGhe elkiap §anmdedstavigé teleso

Zemealmj e fyzickl povrch Zeme ako kbanatajebl
polohuvpravouhlTch kartezi §nskycbohobdsr adh&ni ach
predstavuje hodnoty povrchovich tiagovich po

1 °® Qe | eh en'Yh (4.5)

kde'Q giwsj e veOkosS gravitralgrvgheo wvzerQkeohsl & nri ar na§ |
gravitaln®ho zrlchlenia.

41 Probl ®&m gi kme | derivs8cie

Probl ®m ¢gi kme|j desrkiut ®d in@sspolzgwas M®mMumME p a |
vichubnie je hotm§re&wslkpotenci 8§l &@¢é&budlpl i psoi du

povrch

;Hf,_—~#*‘”"'_____‘_“‘*“Hﬁsﬁsﬁﬁ%\“‘dmmm

Obr. 4. 1: zHmsk®mMma pokvichat anci 8l nemu el ipsoi

Probf®khmej derriiveBtieleias menym spPptepbiomer 8diei vr
kl asi ck% Neom&mapag@gVv w o0Kkrtag doav v p/dl yovh ugi keme | der
pl etne zanedb§mé&itoprzeb&mn®hs|l edep®oep? vt er 8
tame nov¥% okrajov¥% podmienku pomocou vzSahu

@ Ve o Vb o
_—— P el Yo #b . (4.6)

kde | (¥ predstavuj e ptvodn¥ ochkreajeovda kpned mi deenrki
1 "Q predstavujenovo-z 2 skan¥% okr aj ov e mpe dmaoheamidilvek-v k
torppredstavuj e s mer&jgeihkomenjo rdeedt iawsecimec,i 81 ne z |

14



Vhnumeri ckej i mpl ement §ci i sme t¥to modifi
pomocou nasleduj %cich vzSahov. VzhOadom na 't

je definovanl pomocou hodnhadnvoot §wrhc haopl roocxhi mea
funkci 2 natvaeel emente v

Y-s Y- 0 ,h h (4.7)
m:tgeme si jeho gradient vyjadri S pomocou g¢gr a
Y- Y- 6 LR 8 (4.8)
KeNge uvagujeme | ine8rne napnacelommguhat® f unk
nzku kongtantnl. Preto plat?
w2 ngoh
8 (4.9)
a aplik8ciou Greenovej vety na (4.9) dostane
P MV O )
5 no Y 5 0PQTY h (4.10)

kdeTYj e hranica bjrojruhromflrP&at raoj uhol n2ka. Jedn
preg-t y tr ojhotegp mt2&kmvvypol 2t ame

ap a p
- v (4.11)

. o0 QO & . 64 0 0.
no  +—
(0]

Obr. 4.2: Gradienta p r o x i rfualcie re elemente pre j-ty vrchol
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Suv8&§gen2zm priebehu line8rnej funkci
. o} a .
nu ﬁ —D —b h
0 ¢ C
a teda vislednlT vzSah pre z2skani novej
. q 1 B ng Hp ‘oD Yonh fb Hie
Tento postup bol ng§sledne otpsvomapti 2 khad
bol potenci 8§l gegeooeant i ckuoQougrsaviObal nou
0wy @ricar i apolomerom Y @ o xkm, prilom cel hmotnosS
vSagi sku, ktor® bolo oprotxoRE2yrellao pukrdswgehb
tr®mny pr2pad gi kme|j deri v8ci e. tPornetson @ rr2ipeagde
tvar
., 00
W —
a
a okrajov¥% podmiegklkmakosterevpcedsvavuj e
) "O0,
) a
kdelj e vzdialenosS bodu na povrchu
op2S otestovanl pre [Bosttwmrel nhrzZj4beknyR osvidentzem. s (
chll ky rez?2durfa ssl¥e duwjedceinc®h vt abu Ok §c h
Tab.9: Gt at ir setzi?gabadedenie n=40
n=40 Minimum Maximum Priemer Smer od| L2 norma
odchl
i t er § 28142452 9.5417709| 6.1419336| 2.2193161| 6.5305981
i t er § -1.7046813| -0.4760447| -1.2488469| 0.3580556 | 1.2991622
i t er § -03736978| 0.1133727| -0.0474725| 0.1727140| 0.1791195
i t er § 00463698 0.2005782| 0.1120537| 0.0520272| 0.1235430
i t er § -0.0298556| 0.0588858| -0.0010453| 0.0276489| 0.0276686
i t er58 -0.0206276| 0.0180688| -0.0048521| 0.0082589| 0.0095788
i t er § -0.0055936| 0.0235531| 0.0094415| 0.0039881| 0.0102492
i t er § -0.0028740| 0.0272790| 0.0086531| 0.0070518| 0.0111627
i t er 8§ -0.0041560| 0.0262660| 0.0065369| 0.0065644 | 0.0092640
i t er § -0.0045081| 0.0257641| 0.0068344| 0.0059537 | 0.0090640
it er 8q -0.0042664| 0.0259655| 0.0071796| 0.0060564 | 0.0093929
i t er §( -0.0042180| 0.0260388| 0.0071013| 0.0061634| 0.0094030
it er 8q -0.0042661| 0.0259970| 0.0070412| 0.0061357 | 0.0093395
i t er §q -0.0042727| 0.0259858| 0.0070603| 0.0061154 | 0.0093406
i t er §( -0.0042628| 0.0259947 | 0.0070712| 0.0061222| 0.0093533
it er §8q -0.0042619| 0.0259964| 0.0070667| 0.0061261| 0.0093524
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Gtatisti

Tab. 10: k8 rez2du?2 pre delenie n
n=80 Minimum Maximum Priemer Smerod L® norma
odchl

i ter § 28199928 9.5816484 | 6.1609445 2.2328911| 6.5530939

i ter § -17256524| -0.5076555| -1.2677152 0.3587681 | 1.3175038

i t er§ -0.3846523 0.1146614 | -0.0484670 0.1775061 | 0.1840040

i ter § 0.0436173 0.1925982| 0.1072389 0.0515037 | 0.1189656

i ter § -0.0317962 0.0426208 | -0.0069853 0.0236724 | 0.0246815

i ter § -0.0263855| -0.0010745| -0.0101917 0.0082131| 0.0130891

i ter § -0.0022392 0.0094881| 0.0042820 0.0025306 | 0.0049739

i t er § 0.0004785 0.0089868 | 0.0033667 0.0027783 | 0.0043650

i ter § -0.0012126 0.0071236| 0.0012135 0.0020424 | 0.0023757

i ter§ -0.0012020 0.0066546 | 0.0015419 0.0013879 | 0.0020746

i ter 8¢ -0.0009485 0.0068750| 0.0018953 0.0014849 | 0.0024077

i ter 8¢ -0.0009008 0.0069407 | 0.0018089 0.0015937 | 0.0024108

i ter 8¢ -0.0009518 0.0068946 | 0.0017470 0.0015620 | 0.0023435

i ter 8¢ -0.0009582 0.0068848| 0.0017683 0.0015405| 0.0023452

i ter 8¢ -0.0009475 0.0068948 | 0.0017796 0.0015482 | 0.0023588

i ter 8¢ -0.0009468 0.0068962 | 0.0017745 0.0015524 | 0.0023577
Tab.11: Gt atistika rels3du2 pre delenie n=

n=160 Minimum Maximum Priemer Smer od| L2 norma
odchl

iter § 28214123 9.5917033| 6.1656791 2.2362765| 6.5586990

i ter § -17309033| -0.5158963| -1.2724340 0.3589903 | 1.3221052

i t er § -0.3874821 0.1149025| -0.0487152 0.1787248 | 0.1852451

i ter § 0.0429212 0.1905335| 0.1060276 0.0514127 | 0.1178351

i ter § -0.0321788 0.0385064 | -0.0084773 0.0226894 | 0.0242214

i t er § -0.0280884| -0.0030232| -0.0115312 0.0086316 | 0.0144039

it er § -0.0039921 0.0077776| 0.0029872 0.0032772 | 0.0044344

i ter § 0.0002164 0.0059736 | 0.0020394 0.0018902 | 0.0027807

i ter § -0.0013928 0.0021234 | -0.0001228 0.0009675| 0.0009752

it er § -0.0006303 0.0015917| 0.0002135 0.0003400 | 0.0004015
iter 8¢ -0.0001736 0.0018194 | 0.0005689 0.0003412 | 0.0006634

i ter 8¢ -0.0001260 0.0018822| 0.0004804 0.0004377 | 0.0006499
iter 8¢ -0.0001778 0.0018346 | 0.0004181 0.0004030 | 0.0005807

i ter 8¢ -0.0001841 0.0018253| 0.0004399 0.0003806 | 0.0005817

i ter 8¢ -0.0001732 0.0018356 | 0.0004513 0.0003885 | 0.0005955

i ter 8¢ -0.0001725 0.0018369 | 0.0004460 0.0003927 | 0.0005943
Tab.12: SY%hrnn8 gtatistika po 15. iter§8cili

0| aov | rotie | sl | rozdiel ] o' ni )| rnorma | EOC
40 6402 -0.0042619 | 0.0259964 | 0.0070667 0.0061261 0.0093524 -
80 25602 | -0.0009468 | 0.0068962 | 0.0017745 0.0015524 0.0023577 | 1.98796
160 | 102402 | -0.0001725 | 0.0018369 | 0.0004460 0.0003927 0.0005943 | 1.98812
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Vtomt o pr 2kl adeex tsra®mneyd nparl2ogpaad ¢§i k mej deri vs8c
celom povrchu gule at eda pre z2skanie wuspokojiv®ho v

zhruba9-10 iter8ci 2. Pozit2vne zistenie je, ge ¢
rovnl 2.

Dr uhfi pr2klad bol zalogenl na ¢gikmej deri
ci 81 bol geneproowracnhio ny uzGaoyd msj ma fsi ou na oZemi , |
razbol a hmotnosSSadiss k @ .d e knfeozvi® noes®@®ad DN ® ri ege

ako aj okrajov@8ap@®dmioenkalasovpryzSafrmiom pr 2kl

(4.15-16). Tento pr2klad bol testovanl | en na del
Tab.13: Gt at i2gdtuirk @rreeadr uhl pr2kl ad
_ - . . Smer od| 2
n=160 Minimum Maximum Priemer odchi L" norma

er §/-0.0011343| 0.0017951 |-0.0007621| 0.0003040 | 0.0008205
e r §| 0.0002792| 0.0005837| 0.0003398| 0.0000260 | 0.0003408
e r §| 0.0002703| 0.0005817| 0.0003371| 0.0000259 | 0.0003381
e r §| 0.0002702| 0.0005817| 0.0003371| 0.0000259 | 0.0003381

— | = |~ |

2kl ade na dosiahnutie dostatol ne
I

om zobrparzveeni e treerz8aditi®2 jpeo nnau |otbel

Vtomt o p
iter8cia, p

— > Jikg L — - —
-0.002 -0.001 0.000 0.001 0.002 -0.002 -0.001 0.000 0.001 0.002
W(BEM) - W(GGM) W(BEM) - W(GGM)
Obr.4.2: Re z 2 dultegapprovej iter 8cii

5 Numerickl epperiméhhe geodetick® d§t

~

Pre potreby numeri ck®ho experimentu na vl
bola vytvoren8 diskretiz8cia zemsk®ho povrec
presmeleni$015A. Ako vstupn® wWdaje boli vygenerc
kol okalnTch bodov, vI gtklac hzteomstkid®dgada hp b e b 6 u mw «
ter ®nu SRTM3 0[_4]PLH30V5.k®ajov§ podmi enka bolii
vich pomodeiDNSCO8 [1]apre el i min8ciu vplyvu vzdia
git® hodnoty poruchov®ho potenci 8lu ze sate
GRACEOQS3S [8]. Limita pre eliming8§ciu vzdialenTch z

Vipgltbhol i z r mavllipzod vt klns® ma Katedre matematiky a

deskript2vnFSTYyedmatirsleave, prilom polas v
vipoltov® uAdé pgceskknra g828 GB di stri buovane,j op
(Spolu 32 procesorova 256GBp ama t e ) .
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51 Vi sl edok a vizualiz8ci a

Na trojrozmern¥% visneaytori §czualvii zdleRik os of t

MOP Vi zuauajpzykn€#, ompril om na urlTchlenie zobrazo\
karty bolo vyugit® rozhranie ®ct XIB)tA&D 9 kn
vstupn® d§taphbieame sbste®ky n&§gho vIipoltov®h
zoznamu geodetichbdbdh!lts%UpadnébovwRuov Iptdt enci §
doch, na z8klade ktorTch si nd®%shtadde vigsdgedar
rozmernl model. Okremobam@tn®mbygRndB]l A troj

kovY% sieS. Zobrazenlvonmdcelptrj§baBgpnv@a SO ypano ¢ c
anastav ovarS zne par amet r ena zmdpdouginenzdu, svetla

af ar ebn %S gfkt§dnmidr.g Rajjy k|l adani e vizualiz8cie do
Portable Network Graphics (PNG)azachyt 8vani e videa. R zhrani
razen® na alvi alkd i Z28tia glob8lneho priebehu
programom j e na o bA.Okrenotohto prograthy smeé naldvizualiz§ -

ciu glob8lneho riegenia sme pojueyiddbrseezemni®rg
b8l ny priebeh r ioehgsebnaba,r ez & dpodbrrofvznkaadélom s
EGM2008 ponultejadr uhej nteofochdbiBhE89)j e pr2spewvwok gi ki
rivgci e emdecbzili vimi HbtdeoByi ami zedbnazk§ah®GRL
prilleRU=104 9

Obr.5.1: Rozhranievizual i zal n®ho progr amu
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