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Numerické metódy na segmentáciu 4D obrazu

Abstrakt:

V tejto práci predstavujeme dve semi-implicitné numerické schémy, ktoré rie¹ia level-set rov-

nicu segmentácie ¹tvordimenzionálneho (4D) obrazu. Pod pojmom 4D obraz rozumieme troj-

dimenzionálne video. Numerické schémy sú zalo¾ené na semi-implicitnej èasovej diskretizácií

a metóde koneèných objemov v priestorovej diskretizácii. Obidve schémy testujeme na 3D

a 4D príkladoch, v ktorých segmentujeme pohybujúce sa objekty. Pri testovaní na reálnych

príkladoch sú týmito objektami bunky. Následne výsledné segmentácie pou¾ívame v hµadaní

trajektórií týchto objektov.

Kµúèové slová: segmentácia obrazu, numerická metóda, metóda koneèných objemov

Numerical methods for 4D image segmentation

Abstract:

In this thesis we introduce two semi-implicit numerical methods for solving level-set segmenta-

tion equation of four-dimensional (4D) image. As 4D image we understand three-dimensional

video. Numerical methods are based on semi-implicit time discretization and �nite volume

space discretization. We test both methods for solving 3D and 4D examples, in which we are

segmenting moving objects. In real examples these objects are cells. Then we use segmenta-

tion in application of �nding trajectories of these objects.

Key words: image segmentation, numerical method, �nite volume method
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1 Úvod

Segmentácia obrazu je neoddeliteµnou súèas»ou spracovania obrazu a poèítaèového videnia.

Jej hlavným cieµom je rozdeli» obraz do logických celkov na základe informácie o intenzite

farby. ¥udia pracujúci s vizuálnymi dátami si èasto potrebujú týmto spôsobom rozdeli» obraz,

aby ho vedeli lep¹ie analyzova». Najèastej¹ie je segmentácia vyu¾ívaná v oboroch ako je bio-

lógia, medicína, èi práca so satelitnými snímkami. Segmentácia obrazu je v biológií rozsiahle

pou¾ívaná na segmentovanie buniek, ktoré mô¾u by» reprezentované buï bunkovým jadrom

alebo bunkovým obalom. V medicíne sa èasto segmentujú orgány, tumory alebo materské

znamienka. Následne mô¾eme pozorova» zmenu tvaru alebo veµkosti a presnej¹ie urèi» ïal¹í

postup pri lieèbe. Pri satelitných snímkach sa vïaka segmentácií dá urèi» rozsah plochy, na

ktorej sa nachádza nerastné bohatstvo.

V tejto práci nadväzujeme na bakalársku prácu [16], v ktorej sme odvodili numerickú

schému pre segmentáciu ¹tvorrozmerného (4D) obrazu a testovali ju na umelých príkladoch.

Pod pojmom 4D obraz rozumieme trojrozmerné (3D) video. To je svojím spôsobom ana-

logické ku klasickému videu. Av¹ak rozdiel je v tom, ¾e pri 3D videu sú jednotlivé snímky

trojrozmerné. Takáto 3D snímka je reprezentovaná objemom v tvare kvádra. Èi¾e 4D obraz

je video, v ktorom sa v ka¾dom èase pozeráme na objem, prièom si tento objem vieme natáèa»

a pozera» do vnútra. Teraz je na¹im cieµom otestova» túto numerickú metódu na zlo¾itej¹ích

príkladoch, porovna» ju s inou numerickou schémou a aplikova» ju v trekingu buniek. Práve

treking buniek je aplikácia segmentácie obrazu v obore biológie. Cieµom trekingu je nájs»

trajektóriu, po ktorej sa bunka pohybovala poèas svojho ¾ivota. Na to aby sme mohli pou-

¾i» algoritmy, ktoré tieto trajektórie hµadajú, potrebujeme ma» spoµahlivú segmentáciu danej

bunky, lebo je to práve kvalitná segmentácia, ktorá nám zaruèí spoµahlivé nájdenie po¾ado-

vanej trajektórie. Keï¾e sa bunka pohybuje v èasopriestore, tak sa na daný problém treba

pozera» ako na ¹tvorrozmernú (4D) úlohu. Výsledné trajektórie sú následne premietnuté do

trojrozmerného priestoru. Kvôli deleniu buniek, ktoré nastáva poèas ¾ivotného cyklu buniek,

majú tieto trajektórie charakter stromu.

V reálnych biologických dátach sa mô¾u vyskytova» rôzne ne¾iaduce komplikácie. Èastou

komplikáciou býva ¹um zapríèinený snímacím prístrojom. Taktie¾ sa u nich mô¾e objavi» aj

nedokonalos» v podobe poru¹enej hranice. Jednoduch¹ie metódy na segmentáciu, v ktorých sa

pozeráme iba na hodnoty intenzity farby v jednotlivých pixeloch tu zlyhávajú. Preto je nutné

pou¾i» so�stikovanej¹ie metódy. Medzi takéto metódy patria metódy zalo¾ené na parciálnych

diferenciálnych rovniciach. V týchto metódach sa na daný obraz pozeráme ako na funkciu,

prièom funkèné hodnoty sú dané intenzitou farby v jednotlivých pixeloch. Gradient tejto

funkcie je súèas»ou parciálnej diferenciálnej rovnice, ktorej rie¹ením je segmentaèná funkcia.

Matematický model, ktorý pou¾ívame sa nazýva metóda subjektívnych plôch a bol prezen-

tovaný v [15]. Model je reprezentovaný rovnicou, ktorá je èasovo závislá a mô¾eme ju chápa»

ako vývin plochy v èase. Táto plocha je reprezentovaná izoplochami segmentaènej funkcie,

ktoré urèujú výsledný tvar segmentácie. Rovnica má difúzny charakter, vïaka ktorému do-

ká¾e segmentova» aj za¹umené dáta. Taktie¾ sa v rovnici vyskytuje aj èlen toku podµa strednej

krivosti, ktorý zabezpeèuje segmentáciu objektov s poru¹enou hranicou. Obidve prezentované

numerické schémy, EHM schéma [1, 4] a Reduced diamond cell schéma [5] sú semi-impicitné
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v èase a na diskretizáciu v priestore pou¾ívajú metódu koneèných objemov. Tu je dôle¾ité

spomenú», ¾e v na¹om prípade berieme èas videa ako priestorovú premennú, ktorá je úplne

rovnocenná so zvy¹nými tromi priestorovými premennými. Tento postup bol pre 3D úlohy

(2D + èas) prezentovaný v [9, 10] a pre 4D úlohu (3D + èas) v [11], av¹ak na segmentáciu

bola pou¾itá iná numerická metóda (tzv. diamond cell method). V bakalárskej práci [16] sme

pou¾ívali EHM schému na umelých 2D, 3D a 4D príkladoch. Algoritmus trekingu buniek,

tak ako ho pou¾ívame, bol prezentovaný v prácach [7, 8], v ktorých v¹ak nebola pou¾itá 4D

segmentácia reálnych dát, ale prepojenie 3D segmentácií pomocou 4D elipsoidov.

2 Matematický model

Aplikácia hµadania trajektórií buniek sa skladá z dvoch samostatných krokov, ktoré v¹ak

spolu súvisia:

1. Segmentácia buniek

2. Hµadanie trajektórií

V tejto kapitole najskôr predstavíme matematický model na segmentáciu 4D obrazu, po-

pí¹eme jeho základné princípy a vlastnosti. Následne popí¹eme ako výsledky zo segmentácie

aplikujeme na nájdenie trajektórií a popí¹eme matematický model hµadania týchto trajektórií.

2.1 Matematický model segmentácie 4D obrazu

Matematický model je daný level set formuláciou toku podµa strednej krivosti. Táto formulácia

je zalo¾ená na vývoji level set funkcie v èase, prièom izoplochy tejto funkcie nám urèujú

výsledný tvar segmentácie. Odpovedajúca nelineárna parciálna diferenciálna rovnica [15] má

nasledovný tvar

ut −
√
ε2 + |∇u|2∇.

(
g
(√

ε2 + |∇I0|2
) ∇u√

ε2 + |∇u|2

)
= 0 , (2.1)

kde u (t, x) je nami hµadaná neznáma level set funkcia, ktorá urèuje tvar segmentácie. Preto ju

zvykneme nazýva» aj segmentaèná funkcia. Je de�novaná na oblasti QT = [0, T ]×Ω. Prièom

uva¾ujeme Ω ⊂ Rd, d = 4, kde x ∈ Ω ako súvislú výpoètovú oblas» s Lipschitzovskou hranicou

∂Ω a t ∈ [0, T ] urèuje èas segmentácie, prièom T predstavuje èas, kedy je dosiahnutá �nálna

segmentácia. V praxi sa väè¹inou T neurèuje vopred, ale výpoèet sa zastaví po dosiahnutí ustá-

leného stavu. Ten nastáva, ak sa hodnoty segmentaènej funkcie v dvoch po sebe nasledujúcich

èasoch nemenia alebo menia u¾ dostatoène málo. V rovnici (2.1) vystupuje váhová funkcia

g, dávajúca informáciu o detekcií hrán v segmentovanom obraze I0. Funkcia g : R+
0 −→ R+

je nerastúca, g (s) −→ 0 pre s −→ ∞. Funkciu g uva¾ujeme v ε-regularizovanom tvare

g
(√

ε2 + |∇I0|2
)
. Budeme pou¾íva» oznaèenie g0 = g

(√
ε2 + |∇I0|2

)
. Hodnoty tejto fun-

kcie sa s èasom nemenia, to znamená, ¾e hodnota je pre daný bod kon¹tantná v èase. ε je

regularizaèný parameter modelu, pre ktorý platí: 1 ≥ ε > 0. Tento parameter má vplyv na

správanie sa rovnice, keï¾e ovplyvòuje aj hodnotu váhovej funkcie. Pre segmentáciu objektov
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s jednoznaène urèenou hranicou bez poru¹enia je optimálna voµba ε = 1. Pre segmentáciu

objektu s poru¹enou hranicou potrebujeme zvoli» ε bli¾¹ie k nule [2]. Rovnica (2.1) mô¾e by»

formálne chápaná ako Evans-Spruckova ε-regularizácia

|∇u| ≈ |∇u|ε =
√
ε2 + |∇u|2 (2.2)

rovnice segmentácie

ut − |∇u|∇.
(
g0
∇u
|∇u|

)
= 0 (2.3)

Na to aby sme mohli rovnicu (2.1) jednoznaène rie¹i», je k nej potrebné prida» poèiatoènú

podmienku a takisto okrajové podmienky. Okrajové podmienky mô¾u by» Dirichletove

u(t, x) = uD(x), pre t ∈ ]0, T ] a x ∈ ∂Ω (2.4)

alebo nulové Neumannove

∂u

∂n
(t, x) = 0, pre t ∈ ]0, T ] a x ∈ ∂Ω, (2.5)

kde n je vonkaj¹ia jednotková normála. V na¹ich príkladoch uva¾ujeme nulové Neumannove

podmienky. Poèiatoènú podmienku uva¾ujeme v tvare

u(0, x) = u0 (x) , pre x ∈ Ω ∪ ∂Ω. (2.6)

Predpokladáme, ¾e funkcia u0 je ohranièená, napr. u0 ∈ L∞(Ω). Na zostrojenie poèiatoènej

podmienky potrebuje identi�kátor. Identi�kátor S ∈ Rd, d = 4 je bod, ktorý nám dáva in-

formáciu o umiestnení objektu, ktorý chceme segmentova». Je potrebné aby sa nachádzal vo

vnútri daného objektu. Funkcia u0 je zvolená tak aby mala vrchol v bode S, to znamená, ¾e

funkcia nadobúda maximum práve vo vnútri segmentovaného objektu. Ak rie¹ime problém,

v ktorom objekt mení svoju polohu vzhµadom na èas θ je potrebné pozna» viacero identi�-

kátorov. Av¹ak pre ná¹ model nie je nutné pozna» identi�kátor v ka¾dom èase θ. Je to práve

vïaka tomu, ¾e súradnicu θ pova¾ujeme za priestorovú premennú. To nám spôsobuje prepo-

jenie jednotlivých 3D objemov do jednej 4D výpoètovej oblasti. V takomto prípade je funkcia

u0 skon¹truovaná nasledovne:

• nech Si, i = 1, ..., N sú identi�kátory

• pre ka¾dé Si, i = 1, ..., N zostrojíme funkciu φi s vrcholom v bode i

• potom u0 (x) = max
1≤i≤N

φi (x)

Tak¾e ná¹ matematický model je reprezentovaný rovnicou (2.1) s okrajovými podmienkami

(2.5) a poèiatoènou podmienkou (2.6).

Tento matematický model je zalo¾ený na dvoch hlavných princípoch, ktoré sú reprezen-

tované dvoma èlenmi rovnice. Vïaka týmto èlenom vie hµada» rie¹enia aj komplikovanej¹ích

úloh, ako je napr. segmentácia objektu s po¹kodenou hranicou. Rovnicu (2.3) upravme na-

3



Obr. 2.1: Vývin segmentaènej funkciu u v èase. Objemová reprezentácia poèiatoènej pod-
mienky (vµavo) a výsledné rie¹enie v èase t = 433 (vpravo) pre 3D príklad.

sledovne

ut = |∇u|∇g0. ∇u
|∇u|

+ g0|∇u|∇.
(
∇u
|∇u|

)
. (2.7)

Následne vykrátime |∇u| a od celej rovnice odpoèítame ∇g0.∇u

ut −∇g0.∇u = g0∇.
(
∇u
|∇u|

)
. (2.8)

V rovnici (2.8) sa na µavej strane objavil advekèný èlen s rýchlos»ou v a na pravej strane èlen

toku podµa strednej krivosti k

v = −∇g0 ,

k = ∇.
(
∇u
|∇u|

)
.

Obr. 2.2: Vektorové pole rýchlostí.

Advekèný èlen s rýchlos»ou v je reprezentovaný vektorovým poµom rýchlostí (Obr. 2.2).

Je skon¹truovaný tak, ¾e spôsobuje pri»ahovanie izoèiar funkcie u k hranici segmentovaného

objektu. Tento èlen závisí od funkcie g0, ktorá je nerastúca a g0 ≡ g(|∇I0|). V na¹ich príkla-

doch sme ju zvolili ako g(s) = 1
1+ks2

, kde k > 0 je voliteµný parameter a s = |∇I0|. Pôsobením
vektorového poµa rýchlostí je výsledná segmentaèná funkcia lomená po èastiach kon¹tantná
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funkcia, prièom lom sa nachádza na hranici objektu (Obr. 2.3).

-3 -2 -1 1 2 3

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Obr. 2.3: Ilustraèný graf µubovoµnej spojitej funkcie u pred zaèiatkom segmentácie (èierna),
ilustraèný graf µubovoµnej spojitej funkcie u, po výslednej segmentácií (modrá) a pôsobenie
vektorového poµa (èervená).

Èlen toku podµa strednej krivosti slú¾i na vyhladzovanie nehladkých èastí izoèiar. Tie

sa vyskytujú v príkladoch segmentácie objektov s poru¹enou hranicou alebo v príkladoch, v

ktorých sa vyskytuje ¹um. Nehladké èasti sa vyskytujú práve v miestach, kde sú na hranici

objektu diery. Preto¾e advekèný èlen je v týchto miestach nulový, pôsobí len èlen toku podµa

strednej krivosti a jeho pôsobením sa diery akoby zalepia (Obr. 2.4). Tento proces zalepenia

hranice je veµmi dôle¾itý, ak chceme výslednú segmentáciu ïalej pou¾íva» pri trekingu buniek.

Ak by toti¾ nenastal efekt zalepenia poru¹enej hranice, tak algoritmus hµadajúci trajektóriu

bunky zlyhá. Výsledná trajektória by potom vôbec nepopisovala mo¾nú trasu, po ktorej sa

bunka pohybovala.

Obr. 2.4: ©tvorec s poru¹enou hranicou (vµavo), izoèiary segmentaènej funkcie v segmenta-
ènom èase t = 7 (vpravo, èervená), èervené ¹ípky znázoròujú pôsobenie èlena toku podµa
strednej krivosti a výsledná izoèiara segmentaènej funkcie v segmentaènom èase t = 119
(vpravo, modrá).

2.2 Matematický model trekingu

Matematický model bol prezentovaný vo v¹eobecnej¹om tvare v [7, 8, 10]. V práci ho uvá-

dzame ako mo¾nú aplikáciu segmentácie buniek, keï¾e je to v súèasnosti roz¹írená téma.
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Celkový postup a reálna aplikácia je popísaná v [6]. Model trekingu je zalo¾ený na hµadaní

lokálneho minima v potenciálovom poli V , prièom lokálne minimum hµadáme pomocou me-

tódy najstrm¹ieho spádu. Toto potenciálové pole vytvoríme kombináciou dvoch funkcií vzdia-

lenosti. Na to aby sme tieto funkcie vzdialenosti vedeli zostroji» potrebujeme ma» k dispozícií

výsledok segmentácie. Obidve funkcie vzdialenosti rátame len vo vnútri segmentácie, preto

táto vzdialenos» nie je euklidovská. Prvá funkcia vzdialenosti d reprezentuje vzdialenos» bodu

od najvzdialenej¹ieho identi�kátora, s ktorým je súvisle spojená. Druhá funkcia vzdialenosti

dB predstavuje vzdialenos» bodu od hranice 4D segmentácie. Vhodnou kombináciou týchto

dvoch funkcií zostrojíme potenciálové pole V . Po tom, ako zostrojíme toto pole mô¾eme za-

èa» s extrakciou trajektórií pomocou metódy najstrm¹ieho spádu. Èi¾e celkový postup pri

aplikácií 4D segmentácie v trekingu buniek je nasledovný:

1. Nájdenie 4D segmentácie pomocou nelineárnej difúzie

2. Zostrojenie prvej funkcie vzdialenosti d, urèujúcej vzdialenos» bodu segmentácie od

najvzdialenej¹ieho identi�kátora, s ktorým je súvisle spojená

3. Zostrojenie druhej funkcie vzdialenosti dB, urèujúcej vzdialenos» bodu segmentácie od

hranice segmentácie

4. Vytvorenie potenciálového pola v vhodnou kombináciou funkcií d a dB

5. Extrakcia trajektórie pomocou metódy najstrm¹ieho spádu v potenciálovom poli v

Výsledná trajektória je reprezentovaná usporiadanou mno¾inou bodov {Pi}N−1i=1 ⊂ R4.

Identi�kátory pre poèiatoènú podmienku segmentácie sú taktie¾ dané usporiadanou mno¾i-

nou bodov {Si}Ni=1 ⊂ R4. A keï¾e pre testovacie príklady sú tieto identi�kátory dané presne

centrami segmentovaných objektov, tak nám mno¾ina bodov S dáva presnú trajektóriu ob-

jektu. Vïaka tomuto faktu vieme jednoduchým spôsobom ohodnoti» kvalitu segmentácie q a

to aritmetickým priemerom euklidovských vzdialeností jednotlivých bodov Pi od bodov Si.

Èi¾e pre q platí

q =
1

N − 1

N−1∑
i=1

me (Si, Pi) , (2.9)

kde N je celkový poèet daných identi�kátorov. Vo vz»ahu pre výpoèet hodnoty q je N − 1,

keï¾e výsledkom algoritmu extrakcie trajektórie metódou najstrm¹ieho spádu je práve N − 1

bodov trajektórie. Pri reálnych dátach sa takéto ohodnotenie nedá spoµahlivo pou¾i», keï¾e

identi�kátory vo v¹eobecnosti neodpovedajú centrám buniek.

3 Numerické schémy pre segmentáciu

V tejto èasti si predstavíme dve numerické schémy, ktoré sme pou¾ili na rie¹enie parciálnej

diferenciálnej rovnice (2.1) spolu s okrajovými podmienkami (2.5) a poèiatoènou podmien-

kou (2.6). Prvou schémou je tzv. EHM schéma [1, 4] a druhou pou¾itou schémou je Reduced

Diamond cell schéma [5]. Obe schémy sú semi-implicitné v èase, vïaka èomu je zabezpeèená

bezpodmieneèná stabilita. V priestore vychádzame z metódy koneèných objemov, prièom sa
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schémy od seba lí¹ia v spôsobe numerickej aproximácie gradientu. V závere èasti struène po-

pisujeme implementáciu a algoritmus v jazyku C. Pre zjednodu¹enie budeme pri odvodzovaní

numerických schém vychádza» z rovnice (2.3). Regularizaèný parameter ε sa potom objaví a¾

vo výsledných numerických schémach.

3.1 Èasová diskretizácia

V rovnici (2.3) pou¾ijeme semi-implicitný prístup, ako u¾ bolo spomínané vy¹¹ie a aproximu-

jeme èasovú deriváciu doprednou diferenciou, prièom zavedieme oznaèenie u(tn) ≡ un

ut ≈
un+1 − un

τ
.

Rovnicu rie¹ime v èasovom intervale [0, T ] a v NT èasových krokoch τ , potom platí τ = T/NT .

Èi¾e rovnica (2.3) diskretizovaná v èase vyzerá nasledovne

un+1 − un

τ
− |∇un|∇.

(
g0
∇un+1

|∇un
|
)

= 0 (3.1)

3.2 EHM schéma

Táto schéma bola predstavená v [1] na rie¹enie level set rovnice s regularizovaným tokom

podµa strednej krivosti a aplikovaná na �ltrovanie ¹umu v spracovaní obrazu. V [4] bolo uká-

zané, ¾e zais»uje princíp maxima a taktie¾ bolo ukázané, ¾e konverguje k rie¹eniu problému.

V bakalárskej práci [16] sme schému roz¹írili do 4D a aplikovali na rovnicu segmentácie. Pre

úplnos» uvádzame diskretizáciu, odovodenie schémy a jej implementáciu aj v tejto práci.

Schéma nepou¾íva na aproximáciu objemového gradientu koneèného objemu hodnoty v su-

sedných koneèných objemoch, tak ako to robia iné numerické metódy, ale pou¾íva pomocné

hodnoty na hranách koneèných objemov.

3.2.1 Diskretizácia

Nech je Ω ¹tvorrozmerná oblas», taká ¾e existuje M1,M2,M3,M4 ∈ N a h > 0 a nech

Ω = (0,M1h0)× (0,M2h0)× (0,M3h0)× (0,M4h0). Povieme, ¾e D = (M, E ,P) je priestorová

diskretizácia Ω. Potom de�nujeme nasledujúce mno¾iny:

• Mno¾ina M je mno¾ina koneèných objemov, ktorá zároveò odpovedá mno¾ine doxlov

(dynamic voxel).

M = { pi,j,k,m = ((i− 1)h, ih)× ((j − 1)h, jh)× ((k − 1)h, kh)× ((m− 1)h,mh),

i = 1, ...,M1, j = 1, ...,M2, k = 1, ...,M3,m = 1, ...,M4 }

• Mno¾ina P je mno¾ina reprezentaèných bodov.

P = { xi,j,k,m =
((
i− 1

2

)
h,
(
j − 1

2

)
h,
(
k − 1

2

)
h,
(
m− 1

2

))
h,

i = 1, ...,M1, j = 1, ...,M2, k = 1, ...,M3,m = 1, ...,M4 }

• Mno¾ina E je mno¾ina hrán medzi koneènými objemami.

E = { σi,j,k,m+ 1
2

= ((i− 1)h, ih)× ((j − 1)h, jh)× ((k − 1)h, kh)× {mh},
i = 1, ...,M1, j = 1, ...,M2, k = 1, ...,M3,m = 0, ...,M4 }
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∪ { σi,j,k+ 1
2
,m = ((i− 1)h, ih)× ((j − 1)h, jh)× {kh} × ((m− 1)h,mh),

i = 1, ...,M1, j = 1, ...,M2, k = 0, ...,M3,m = 1, ...,M4 }
∪ { σi,j+ 1

2
,k,m = ((i− 1)h, ih)× {jh} × ((k − 1)h, kh)× ((m− 1)h,mh),

i = 1, ...,M1, j = 0, ...,M2, k = 1, ...,M3,m = 1, ...,M4 }
∪ { σi+ 1

2
,j,k,m = {ih} × ((j − 1)h, jh)× ((k − 1)h, kh)× ((m− 1)h,mh),

i = 0, ...,M1, j = 1, ...,M2, k = 1, ...,M3,m = 1, ...,M4 }

Eint je podmno¾ina v¹etkých σ ∈ E | σ ∈ Ω a Eext je podmno¾ina v¹etkých σ ∈ E | σ ∈ ∂Ω.

Platí, ¾e E = Eint ∪ Eext. Pre v¹etky p ∈ M, Ep je podmno¾ina v¹etkých σ ∈ E | σ ∈ ∂p, Np
je podmno¾ina v¹etkých q ∈ M | σ ∈ p ∩ q a pre v¹etky σ ∈ E , je Mσ podmno¾inou

p ∈ M | σ ∈ Ep. Ïalej |p| oznaèuje mieru koneèného objemu, |σ| mieru hrany koneèného

objemu a dpσ oznaèuje vzdialenos» medzi xp a xσ. Vïaka tomu, ¾e pracujeme na pravideµnej

mrie¾ke sú tieto hodnoty kon¹tantné a závisia len od dimenzie danej úlohy. Povieme, ¾e (τ,D),

kde D = (M, E ,P) je èasovo-priestorová diskretizácia [0, T ]×Ω, ak τ je èasová diskretizácia

de�novaná v èasti 3.1.

3.2.2 Odvodenie schémy

Hodnotu na koneènom objeme, ktorú práve poèítame si oznaèíme up, potom uq reprezentujú

hodnoty na jeho susedných koneèných objemoch a uσ, hodnoty na hranách medzi nimi. Èi¾e

∀uq ∈ Np a ∀uσ ∈ Ep. Keï¾e narábame s obrázkami, tak na¹a mrie¾ka má rovnomerné

delenie, preto si mô¾eme då¾ku strany koneèného objemu oznaèi» h. De�nujeme si aproximáciu

poèiatoènej podmienky

u0p =
1

|p|

∫
p
u0(xp)dx, ∀p ∈M,

kde xp je reprezentaèný bod na koneènom objeme p. Hodnoty na hraniciach koneèných obje-

mov u0σ vypoèítame z poèiatoènej podmienky

u0σ = u0(xσ) , ∀σ ∈ E ,

kde xσ je reprezentaèný bod na hrane σ. Rovnicu (3.1) upravíme do tvaru

un+1−un
τ

|∇un|
− ∇.

(
g0

|∇un|
∇un+1

)
= 0. (3.2)

Potom rovnicu (3.2) zintegrujeme cez ka¾dý koneèný objem p, èím dostaneme∫
p

un+1 − un

τ |∇un|
dx−

∫
p
∇.
(

g0

|∇un|
∇un+1

)
dx = 0, ∀p ∈M. (3.3)

Spravíme aproximáciu ¹tvorca gradientu v ka¾dom koneènom objeme, tak ako bola prezen-

tovaná v [4].

Np(u
n)2 =

1

|p|
∑
σ∈Ep

|σ|
dpσ

(unσ − unp )2, ∀p ∈M, (3.4)
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Oznaème d ∈ N+ dimenziu úlohy. Potom pre pravidelnú "¹tvorcovú"mrie¾ku s då¾kou hrany

h platí, ¾e |p| = hd, |σ| = hd−1, dpσ = h
2 . A teda dostávame

Np(u
n)2 =

1

hd

∑
σ∈Ep

hd−1

h
2

(unσ − unp )2, ∀p ∈M. (3.5)

Po jednoduchej úprave dostaneme výsledný vz»ah pre aproximáciu ¹tvorca gradiantu funkcie

u(xtn,p) ≡ unp
Np(u

n)2 =
2

h2

∑
σ∈Ep

(unσ − unp )2, ∀p ∈M, (3.6)

následne zregularizujeme a oznaèíme

fnp =
√
Np(un)2 + ε2, (3.7)

èi¾e |∇unp | ≈ fnp . Funkcia I0 je po èastiach kon¹tantná funkcia. Reprezentuje hodnoty doxelov

obrazu. Hodnoty na hraniciach doxelov obrazu vypoèítame ako priemernú hodnotu dvoch

doxelov, medzi ktorými sa hranica nachádza

I0σ =
I0p + I0q

2
,

ïalej potrebujeme aproximáciu hodnoty gradientu funkcie obrazu I0. Tú vypoèítame podobne

ako aproximáciu hodnoty gradientu funkcie u, èi¾e dostaneme výsledný vz»ah

Np(I
0)2 =

2

h2

∑
σ∈Ep

(I0σ − I0p )2, p ∈M, (3.8)

následne oznaèíme

gp = g0
(√

Np(I0)2 + ε2
)
, p ∈M. (3.9)

Teraz máme vyjadrené a oznaèené v¹etky aproximácie, ktoré potrebujeme na ïal¹ie úpravy

rovnice. V rovnici (3.3) na druhý integrál aplikujeme divergenènú vetu, èím dostávame∫
p

un+1
p − unp
τ |∇un|

dx−
∫
∂p

g0

|∇un|
∇un+1.n dσ = 0, p ∈M, (3.10)

Presné hodnoty nahradíme aproximáciami∫
p

un+1
p − unp
τfnp

dx−
∫
∂p

gp
fnp

∑
σ∈Ep

un+1
σ − un+1

p

dpσ
dσ = 0, p ∈M, ∀n ∈ N, (3.11)

a zintegrujeme

(un+1
p − unp )hd

τfnp
− gph

d−1

fnp

2

h

∑
σ∈Ep

(
un+1
σ − un+1

p

)
= 0, p ∈M, ∀n ∈ N, (3.12)
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vydelíme hd−2 a dostaneme

h2(un+1
p − unp )

τfnp
− 2gp
fnp

∑
σ∈Ep

(
un+1
σ − un+1

p

)
= 0, p ∈M, ∀n ∈ N. (3.13)

Uva¾ujeme podmienku konzervativity, ktorá vyjadruje, ¾e tok z koneèného objemu p do kone-

èného objemu q cez hranicu σ je rovnako veµký, ako tok z koneèného objemu q do koneèného

objemu p cez túto hranicu σ, prièom tieto hodnoty majú opaèné znamienka.

gp(u
n+1
σ − un+1

p )

fnp
+
gq(u

n+1
σ − un+1

q )

fnq
= 0, ∀σ ∈ Eint sMσ = {p, q}, ∀n ∈ N

fnq
gp
fnp
un+1
σ + fnp

gq
fnq
un+1
σ − fnq

gp
fnp
un+1
p − fnp

gq
fnq
un+1
q = 0,

∀σ ∈ Eint sMσ = {p, q}, ∀n ∈ N

un+1
σ =

fnq gpu
n+1
p + fnp gqu

n+1
q

fnq gp + fnp gq
, ∀σ ∈ Eint sMσ = {p, q}, ∀n ∈ N (3.14)

Do druhého èlena rovnice (3.13) dosadíme vyjadrenú hodnotu un+1
σ v tvare (3.14). Potom

tento èlen vyzerá nasledovne

2gp
fnp

∑
q∈Np

(
fnq gpu

n+1
p + fnp gqu

n+1
q

fnq gp + fnp gq
− un+1

p

)
, p ∈M, ∀n ∈ N. (3.15)

Èleny vo vnútri sumy upravíme na spoloèného menovateµa a pokraèujeme v úpravách

2gp
fnp

∑
q∈Np

(
fnq gpu

n+1
p + fnp gqu

n+1
q − fnq gpun+1

p − fnp gqun+1
p

fnq gp + fnp gq

)
=

=
2gp
fnp

∑
q∈Np

(
fnp gqu

n+1
q − fnp gqun+1

p

fnq gp + fnp gq

)
=

2gp
fnp

∑
q∈Np

(
fnp gq(u

n+1
q − un+1

p )

fnq gp + fnp gq

)
=

=
∑
q∈Np

(
2gpgq

fnq gp + fnp gq
(un+1
q − un+1

p )

)
, p ∈M, ∀n ∈ N. (3.16)

Po dosadení (3.16) do (3.13) dostaneme výslednú numerickú schému na¹ej úlohy, v tvare

h2(un+1
p − unp )

τfnp
+
∑
q∈Np

(
2gpgq

fnq gp + fnp gq
(un+1
p − un+1

q )

)
= 0, p ∈M, ∀n ∈ N. (3.17)

Táto numerická schéma sa dá pou¾i» aj na rie¹enie 2D a 3D úloh. V 2D prípade má

koneèný objem tvar ¹tvorca a zodpovedá pixelu. Takýto koneèný objem má ¹tyry hrany,

ktoré majú tvar èiary (Obr. 3.1). Ak roz¹írime úlohu o ïaµ¹iu dimenziu a teda rie¹ime úlohu v

3D, tak dostaneme koneèný objem v tvare kocky. Tento koneèný objem má ¹es» hrán v tvare

¹tvorca a je toto¾ný s voxelom (volume pixel). Voxel je roz¹írenie pixela do troch rozmerov.

Pri rie¹ení 4D úloh pou¾ívame koneèný objemv v tvare tesseractu, ktorý odpovedá doxlu
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(dynamic voxel). Tesseract je hypercube pre d = 4, kde d oznaèuje dimenziu priestoru. Èi¾e

je to analógia kocky v 4D. V tomto prípade má koneèný objem osem hrán, prièom ka¾dá z

hrán má tvar kocky. Konkrétne tieto hrany predstavujú µavý, pravý, horný, spodný, predný,

zadný, predchádzajúci a nasledujúci hranièný objem. Tento fakt je »a¾¹í na predstavenie,

keï¾e si èlovek prirodzene nevie predstavi» priestor so ¹tyrmi priestorovými dimenziami. O

tomto objekte vieme, ¾e jeho rezy majú tvar kocky, èo je aj spôsob ako si budeme výsledky

vizualizova». Ïal¹ím mo¾ným spôsobom vizualizácie je premietnutie výslednej segmentaènej

izoplochy do 3D, kedy zanedbáme ¹tvrtý rozmer, ktorým je èas θ. Keï¾e robíme priemet

z priestoru s d = 4 do priestoru s d = 3, tak sa do jedného bodu premieta viac bodov.

Vo výslednej vizualizácií zobrazíme potom bod s najväè¹ou hodnotou segmentaènej level set

funkcie. Týmto spôsobom dostaneme èasovo-priestorovú trubicu v 3D.

xp

xσn

xσs

xσw xσe

xqn

xqs

xqw xqe

Obr. 3.1: Diskretizácia 2D priestoru, koneèný objem p, hranice σ a susedia q

3.2.3 Algoritmus

Teraz máme odvodený systém rovníc (3.17) predstavujúci semi-implicitnú schému, ktorý po-

trebujeme implementova» a rie¹i». V tejto èasti predstavujeme postup pri rie¹ení daného

systému rovníc. Zavedieme si oznaèenie uni,j,k,m namiesto unp , namiesto unσ budeme pou¾íva»

un
i,j,k,m+ 1

2

, un
i,j,k,m− 1

2

, un
i,j,k+ 1

2
,m
, un

i,j,k− 1
2
,m
, un

i,j+ 1
2
,k,m

, un
i,j− 1

2
,k,m

, un
i+ 1

2
,j,k,m

, un
i− 1

2
,j,k,m

. Naj-

skôr potrebujeme nastavi» hodnoty prvkom u(0, x) pomocou funkcie u0, ktorú sme vopred

skon¹truovali postupom uvedeným v èasti 2.1.

u0i,j,k,m = u0(xi,j,k,m)
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u0
i+ 1

2
,j,k,m

= u0(xi+ 1
2
,j,k,m), u0

i,j+ 1
2
,k,m

= u0(xi,j+ 1
2
,k,m)

u0
i,j,k+ 1

2
,m

= u0(xi,j,k+ 1
2
,m), u0

i,j,k,m+ 1
2

= u0(xi,j,k,m+ 1
2
)

u0
i− 1

2
,j,k,m

= u0(xi− 1
2
,j,k,m), u0

i,j− 1
2
,k,m

= u0(xi,j− 1
2
,k,m)

u0
i,j,k− 1

2
,m

= u0(xi,j,k− 1
2
,m), u0

i,j,k,m− 1
2

= u0(xi,j,k,m− 1
2
)

Potom si zavedieme oznaèenie pre prvky pre prácu so vstupným obrazom a to I0i,j,k,m namiesto

I0p , reprezentujúce hodnoty doxelov z obrazu. Namiesto I0σ zavedieme I0
i,j,k,m+ 1

2

, I0
i,j,k+ 1

2
,m
,

I0
i,j+ 1

2
,k,m

, I0
i+ 1

2
,j,k,m

, I0
i,j,k,m− 1

2

, I0
i,j,k− 1

2
,m
, I0

i,j− 1
2
,k,m

, I0
i− 1

2
,j,k,m

reprezentujúce hodnoty na

hraniciach doxelov. Hodnoty I0i,j,k,m naèítame z obrazu. Na hranicu obrazu nastavíme okrajové

podmienky a to tak, ¾e spravíme zrkadlenie hodnôt I0p okrajových doxelov smerom von, èím

roz¹írime výpoètovú oblas». Ostatné hodnoty (hodnoty na hraniciach doxelov) vypoèítame

ako priemerné hodnoty doxelov, medzi ktorými sa hranice nachádzajú. A to nasledovne:

I0
i+ 1

2
,j,k,m

=
I0i,j,k,m + I0i+1,j,k,m

2
, I0

i,j+ 1
2
,k,m

=
I0i,j,k,m + I0i,j+1,k,m

2

I0
i,j,k+ 1

2
,m

=
I0i,j,k,m + I0i,j,k+1,m

2
, I0

i,j,k,m+ 1
2

=
I0i,j,k,m + I0i,j,k,m+1

2

I0
i− 1

2
,j,k,m

=
I0i,j,k,m + I0i−1,j,k,m

2
, I0

i,j− 1
2
,k,m

=
I0i,j,k,m + I0i,j−1,k,m

2

I0
i,j,k− 1

2
,m

=
I0i,j,k,m + I0i,j,k−1,m

2
, I0

i,j,k,m− 1
2

=
I0i,j,k,m + I0i,j,k,m−1

2

Tieto hodnoty pou¾ijeme na výpoèet pribli¾ných hodnôt gradientov obrazu, ktoré budú v

regularizovanej forme vstupova» do funkcie g0(s). Hodnoty Np(I
0) oznaèíme ako Ni,j,k,m(I0)

a zo vz»ahu (3.8) dostávame

2
(
Ni,j,k,m(I0)

)2
=

(
I0i,j,k,m−I

0

i,j,k,m+1
2

h
2

)2

+

(
I0i,j,k,m−I

0

i,j,k+1
2 ,m

h
2

)2

+

(
I0i,j,k,m−I

0

i,j+1
2 ,k,m

h
2

)2

+

(
I0i,j,k,m−I

0

i+1
2 ,j,k,m

h
2

)2

+

+

(
I0i,j,k,m−I

0

i,j,k,m− 1
2

h
2

)2

+

(
I0i,j,k,m−I

0

i,j,k− 1
2 ,m

h
2

)2

+

(
I0i,j,k,m−I

0

i,j− 1
2 ,k,m

h
2

)2

+

(
I0i,j,k,m−I

0

i− 1
2 ,j,k,m

h
2

)2

Hodnoty funkcie g0(s) v jednotlivých voxeloch si oznaèíme gi,j,k,m a vypoèítame v regu-

larizovanej forme (3.9)

gi,j,k,m = g0
(√

(Ni,j,k,m(I0))2 + ε2
)
.

E¹te potrebujeme nastavi» okrajové podmienky pre hranice I0σ na hranici obrazu. Tie nasta-

víme obdobnou re
exiou, akú sme pou¾ili pre I0p .

Okrajové podmienky pre koneèné objemy up a hranice koneèných objemov uσ le¾iace

na hranici výpoètovej oblasti nastavíme pomocou rovnakej re
exie akú sme pou¾ili pre

doxely obrazu. Tento krok budeme musie» aplikova» v ka¾dom diskrétnom èasovom kroku

n+ 1, n = 0, 1, ... na¹ej úlohy. To isté platí aj o výpoète pribli¾nej hodnoty gradientu funkcie

unp , oznaèenej Ni,j,k,m(un) pre ka¾dý koneèný objem p ∈M. Absolútnu hodnotu ¹tvorca gra-
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dientu pou¾ívame v regularizovanej forme fnp . Zo vz»ahu (3.6) dostávame

2 (Ni,j,k,m(un))2 =

(
uni,j,k,m−u

n

i,j,k,m+1
2

h
2

)2

+

(
uni,j,k,m−u

n

i,j,k+1
2 ,m

h
2

)2

+

(
uni,j,k,m−u

n

i,j+1
2 ,k,m

h
2

)2

+

(
uni,j,k,m−u

n

i+1
2 ,j,k,m

h
2

)2

+

+

(
uni,j,k,m−u

n

i,j,k,m− 1
2

h
2

)2

+

(
uni,j,k,m−u

n

i,j,k− 1
2 ,m

h
2

)2

+

(
uni,j,k,m−u

n

i,j− 1
2 ,k,m

h
2

)2

+

(
uni,j,k,m−u

n

i− 1
2 ,j,k,m

h
2

)2

aplikáciou Evans-Spruckovej ε-regularizácie (3.7) regularizujeme gradienty Np(u
n)

fni,j,k,m =

√(
Nn
i,j,k,m

)2
+ ε2

Potom oznaèíme koe�cienty systému rovníc (3.17) pre potreby SOR metódy wi,j,k,m, ei,j,k,m,

ni,j,k,m, si,j,k,m, oi,j,k,m, pi,j,k,m, qi,j,k,m, ri,j,k,m, ci,j,k,m, bi,j,k,m a kon¹truujeme ich

wi,j,k,m =
2gi,j,k,mgi−1,j,k,m

fni,j,k,mgi−1,j,k,m+fni−1,j,k,mgi,j,k,m
, ei,j,k,m =

2gi,j,k,mgi+1,j,k,m

fni,j,k,mgi+1,j,k,m+fni+1,j,k,mgi,j,k,m

ni,j,k,m =
2gi,j,k,mgi,j−1,k,m

fni,j,k,mgi,j−1,k,m+fni,j−1,k,mgi,j,k,m
, si,j,k,m =

2gi,j,k,mgi,j+1,k,m

fni,j,k,mgi,j+1,k,m+fni,j+1,k,mgi,j,k,m

oi,j,k,m =
2gi,j,k,mgi,j,k−1,m

fni,j,k,mgi,j,k−1,m+fni,j,k−1,mgi,j,k,m
, pi,j,k,m =

2gi,j,k,mgi,j,k+1,m

fni,j,k,mgi,j,k+1,m+fni,j,k+1,mgi,j,k,m

qi,j,k,m =
2gi,j,k,mgi,j,k,m−1

fni,j,k,mgi,j,k,m−1+f
n
i,j,k,m−1gi,j,k,m

, ri,j,k,m =
2gi,j,k,mgi,j,k,m+1

fni,j,k,mgi,j,k,m+1+f
n
i,j,k,m+1gi,j,k,m

ci,j,k,m = wi,j,k,m + ei,j,k,m + ni,j,k,m + si,j,k,m + oi,j,k,m + pi,j,k,m + qi,j,k,m + ri,j,k,m + h2

τ
1

fni,j,k,m

bi,j,k,m =
h2

τ

uni,j,k,m
fni,j,k,m

a rie¹ime lineárny systém

ci,j,k,mu
n+1
i,j,k,m − wi,j,k,mu

n+1
i−1,j,k,m − ei,j,k,mu

n+1
i+1,j,k,m − ni,j,k,mu

n+1
i,j−1,k,m − si,j,k,mu

n+1
i,j+1,k,m−

−oi,j,k,mun+1
i,j,k−1,m − pi,j,k,mu

n+1
i,j,k+1,m − qi,j,k,1u

n+1
i,j,k,m−1 − ri,j,k,mu

n+1
i,j,k,m+1 = bi,j,k,m.

V tejto práci sme na rie¹enie tohto systému pou¾ili successive-over-relaxation (SOR) ite-

raènú metódu, ktorá je modi�káciou základného Gauss-Seidelovho algoritmu. Po vyrie¹ení

systému dostaneme hodnoty un+1
i,j,k,m, ktoré predstavujú rie¹enie úlohy segmentácie v ïal¹om

segmentaènom èasovom kroku. Po vypoèítaní rie¹enia je potrebné vypoèíta» hodnoty na hra-

niciach koneèných objemoch uσ le¾iacich vo vnútri obrazu a nastavi» okrajové podmienky v

koneèných objemoch up a v hraniciach koneèných objemov uσ le¾iacich na hranici obrazu pre

nasledujúci segmentaèný èasový krok. Hodnoty uσ le¾iacich vo vnútri obrazu vypoèítame po-

dµa vz»ahu (3.14) a okrajové podmienky nastavíme rovnakou re
exiou, ako v 0-tom èasovom

kroku. V n+1-om segmentaènom èasovom kroku nastavíme poèiatoèné hodnoty iterácie takto

u
n+1(0)
i,j,k,m = uni,j,k,m, i = 1, 2, ...,M1, j = 1, 2, ...,M2, k = 1, 2, ...,M3, m = 1, 2, ...,M4. Potom v
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ka¾dej iterácií l = 1, 2, ... pre i = 1, 2, ...,M1, j = 1, 2, ...,M2, k = 1, 2, ...,M3, m = 1, 2, ...,M4

rie¹ime nasledovné dva kroky iterácie

Y = ( wi,j,k,mu
n+1(l)
i−1,j,k,m + ni,j,k,mu

n+1(l)
i,j−1,k,m + oi,j,k,mu

n+1(l)
i,j,k−1,m + qi,j,k,1u

n+1(l)
i,j,k,m−1 + ei,j,k,mu

n+1(l−1)
i+1,j,k,m+

+si,j,k,mu
n+1(l−1)
i,j+1,k,m + pi,j,k,mu

n+1(l−1)
i,j,k+1,m + ri,j,k,mu

n+1(l−1)
i,j,k,m+1 + bi,j,k,m ) / ci,j,k,m

u
n+1(l)
i,j,k,m = u

n+1(l−1)
i,j,k,m + ω

(
Y − un+1(l−1)

i,j,k,m

)
Iteraèný proces zastavíme, ak R(l) < TOL, kde R(l) je rezíduum v l-tej iterácií

R(l) =
∑

( ci,j,k,mu
n+1(l)
i,j,k,m − wi,j,k,mu

n+1(l)
i−1,j,k,m − ei,j,k,mu

n+1(l)
i+1,j,k,m − ni,j,k,mu

n+1(l)
i,j−1,k,m

−si,j,k,mu
n+1(l)
i,j+1,k,m − oi,j,k,mu

n+1(l)
i,j,k−1,m − pi,j,k,mu

n+1(l)
i,j,k+1,m − qi,j,k,1u

n+1(l)
i,j,k,m−1 − ri,j,k,mu

n+1(l)
i,j,k,m+1 − bi,j,k,m )2

a TOL je nami vopred zvolená tolerancia. Voµba tolerancie zále¾í na u¾ívateµovi. Ak chce

presnej¹ie výsledky je potrebné zvoli» men¹iu toleranciu, ak mu zále¾í na rýchlosti výpoètu a

postaèia mu menej presné výsledky, mal by zvoli» väè¹iu toleranciu. Keï¾e poèítanie rezídua

predl¾uje výpoètový èas, tak je dobré kontrolova» túto podmienku napr. po ka¾dej desiatej

iterácií. ω je relaxaèný parameter, ktorý si volí u¾ívateµ na zrýchlenie konvergencie. Takisto

má na výpoètový èas vplyv aj voµba parametra ε a voµba èasového kroku τ . Algoritmus vyzerá

nasledovne:

1. Naèítanie obrazu

I0i,j,k,m, I
0
i,j,k,m+ 1

2

, I0
i,j,k+ 1

2
,m
, I0

i,j+ 1
2
,k,m

, I0
i+ 1

2
,j,k,m

2. Nastavenie poèiatoènej podmienky

u0i,j,k,m, u
0
i,j,k,m+ 1

2

, u0
i,j,k+ 1

2
,m
, u0

i,j+ 1
2
,k,m

, u0
i+ 1

2
,j,k,m

3. Výpoèet ¹tvorcov gradientov obrazu a váhovej funkcie

N I
i,j,k,m, gi,j,k,m

4. Cyklus cez èas (n = 0, 1, ..., N)

(a) Výpoèet gradientov funkcie u v èasovom kroku n

fni,j,k,m

(b) SOR

(c) Výpoèet hodnôt na hraniciach voxelov a nastavenie okrajových podmienok pre

ïal¹í èasový krok

un+1
i,j,k,m+ 1

2

, un+1
i,j,k+ 1

2
,m
, un+1

i,j+ 1
2
,k,m

, un+1
i+ 1

2
,j,k,m

, un+1
i,j,k,m ∈ εext

(d) Kontrola zastavovacej podmienky

3.3 Reduced diamond cell schéma

Schéma reduced diamond cell, predstavená v [5], je zjednodu¹ením pôvodnej diamond cell

schémy. A to tak, ¾e redukuje poèet hodnôt pou¾itých na výpoèet gradientu èasti hranice
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koneèného objemu. Konkrétne sa pri výpoète takéhoto gradientu pri pou¾ití schémy reduced

diamond cell, zanedbávajú susedia cez vrcholy koneèného objemu. Na túto schému sa dá

pozera» aj ako na pou¾itie tzv. 2D diamond cell schémy v ka¾dej rovine, v ktorej le¾ia

centrá dvoch susedných doxelov. V nasledujúcej èasti budeme pou¾íva» výrazy hrana a stena.

Oznaème d ∈ N+, d ≥ 3 dimeziu problému. Potom pojmom stena budeme oznaèova» takú

èas» hranice doxelu, ktorá má dimenziu d−1 a pojmom hrana takú èas» hranice doxelu, ktorá

má dimenziu d−2.

3.3.1 Diskretizácia

Nech je Ω ¹tvorrozmerná oblas», taká ¾e existuje M1,M2,M3,M4 ∈ N a h > 0 a nech

Ω = (0,M1h0)×(0,M2h0)×(0,M3h0)×(0,M4h0). Povieme, ¾e D = (V,X , E ,Y) je priestorová

diskretizácia Ω. Potom de�nujeme nasledujúce mno¾iny:

• Mno¾ina P je mno¾ina koneèných objemov, ktorá zároveò odpovedá mno¾ine doxelov

(dynamic voxel).

V = { vi,j,k,m = ((i− 1)h, ih)× ((j − 1)h, jh)× ((k − 1)h, kh)× ((m− 1)h,mh),

i = 1, ...,M1, j = 1, ...,M2, k = 1, ...,M3,m = 1, ...,M4 }

• Mno¾ina X je mno¾ina reprezentaèných bodov.

X = { xi,j,k,m =
((
i− 1

2

)
h,
(
j − 1

2

)
h,
(
k − 1

2

)
h,
(
m− 1

2

)
h
)
,

i = 1, ...,M1, j = 1, ...,M2, k = 1, ...,M3,m = 1, ...,M4 }

• Pre ∀vi,j,k,m ∈ V de�nujeme takú mno¾inu indexov I1i,j,k,m = (p, q, r, s) , ¾e p, q, r, s ∈
{−1, 0, 1}, |p|+ |q|+ |r|+ |s| = 1. Potom je E mno¾ina stien medzi koneènými objemami.

E = { ep,q,r,si,j,k,m, i = 1, ...,M1, j = 1, ...,M2, k = 1, ...,M3,m = 1, ...,M4,

p, q, r, s ∈ I1i,j,k,m }

• Pre ∀pi,j,k,m ∈ P de�nujeme takú mno¾inu indexov I2i,j,k,m = (p, q, r, s), ¾e p, q, r, s ∈
{−1, 0, 1}, |p|+ |q|+ |r|+ |s| = 2. Potom je Y mno¾ina stredov hrán koneèných objemov.

Y = { yp,q,r,si,j,k,m, i = 1, ...,M1, j = 1, ...,M2, k = 1, ...,M3,m = 1, ...,M4,

p, q, r, s ∈ I2i,j,k,m }

Ïalej |v| oznaèuje mieru koneèného objemu, |e| mieru steny koneèného objemu a dvz oznaèuje

vzdialenos» medzi xv a xz, kde z je susedný koneèný objem. Vïaka tomu, ¾e pracujeme

na pravidelnej mrie¾ke sú tieto hodnoty kon¹tantné a závisia len od dimenzie danej úlohy.

Povieme, ¾e (τ,D), kde D = (V,X , E ,Y) je èasovo-priestorová diskretizácia [0, T ] × Ω, ak τ

je èasová diskretizácia de�novaná v èasti 3.1.

3.3.2 Odvodenie schémy

Hodnotu na koneènom objeme, ktorú práve poèítame si oznaèíme uijkm, potom ui+p,j+q,k+r,m+s,

p, q, r, s ∈ I1ijkm reprezentujú hodnoty na jeho susedných koneèných objemoch. Keï¾e nará-

bame s obrázkami, tak na¹a mrie¾ka má rovnomerné delenie, preto si mô¾eme då¾ku hrany

koneèného objemu oznaèi» h. Potom pre d-dimenzionálnu úlohu platí, ¾e |v| = hd, |e| =
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hd−1, dvz = h. De�nujeme si aproximáciu poèiatoènej podmienky

u0ijkm =
1

|vijkm|

∫
vijkm

u0(xijkm)dx, ∀vijkm ∈ V,

kde xijkm je reprezentaèný bod na koneènom objeme vijkm. Rovnicu (3.1) upravíme do tvaru

un+1−un
τ

|∇un|
− ∇.

(
g0

|∇un|
∇un+1

)
= 0. (3.18)

Teraz rovnicu (3.18) zintegrujeme cez ka¾dý koneèný objem vijkm ∈ V. Dostaneme

∫
vijkm

un+1
ijkm − u

n
ijkm

τ |∇unijkm|
dx−

∫
vijkm

∇.

(
g0ijkm
|∇unijkm|

∇un+1
ijkm

)
dx = 0, ∀vijkm ∈ V. (3.19)

V rovnici (3.19) pou¾ijeme na druhý integrál divergenènú vetu a dostaneme

∫
vijkm

un+1
ijkm − u

n
ijkm

τ |∇unijkm|
dx−

∫
∂vijkm

g0ijkm
|∇unijkm|

∇un+1
ijkm.n de = 0, ∀vijkm ∈ V. (3.20)

V tejto chvíli si zavedieme aproximácie, ktorými nahradíme ¹tvorec normy objemového gra-

dientu funkcie u, ¹tvorec normy gradientu steny koneèného objemu funkcie u a ¹tvorec normy

objemového gradientu obrázka I. Schéma pou¾íva na výpoèet týchto aproximácií hodnoty v

bodoch ypqrsijkm, (pqrs) ∈ I2, ktoré sú aproximovanými hodnotami v stredoch hrán koneèných

objemov.

upq00ijkm =
1

4
(ui,j,k,m + ui+p,j,k,m + ui,j+q,k,m + ui+p,j+q,k,m)

up0r0ijkm =
1

4
(ui,j,k,m + ui+p,j,k,m + ui,j,k+r,m + ui+p,j,k+r,m)

u0qr0ijkm =
1

4
(ui,j,k,m + ui,j+q,k,m + ui,j,k+r,m + ui,j+q,k+r,m)

up00sijkm =
1

4
(ui,j,k,m + ui+p,j,k,m + ui,j,k,m+s + ui+p,j,k,m+s)

u0q0sijkm =
1

4
(ui,j,k,m + ui,j+q,k,m + ui,j,k,m+s + ui,j+q,k,m+s)

u00rsijkm =
1

4
(ui,j,k,m + ui,j,k+r,m + ui,j,k,m+s + ui,j,k+r,m+s)

Potom aproximovanú hodnotu gradientu na stene e1000ijkm vyjadríme nasledovne

1

|e1000ijkm|

∫
e1000ijkm

∇uijkm dx ≈
ui+1,j,k,m − ui,j,k,m

h
e1 +

u1,1,0,0i,j,k,m − u
1,−1,0,0
i,j,k,m

h
e2+

+
u1,0,1,0i,j,k,m − u

1,0,−1,0
i,j,k,m

h
e3 +

u1,0,0,1i,j,k,m − u
1,0,0,−1
i,j,k,m

h
e4.

(3.21)

Pou¾itím podobných výrazov si aproximujeme gradienty aj na zvy¹ných stenách. Týmto do-

staneme aproximácie ∇pqrsun−1ijkm v centrách stien koneèného objemu. Následne si zavedieme
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oznaèenie
Qn;pqrsε,ijkm =

√
ε2 + |∇pqrsunijkm|2

Q
n
ε,ijkm =

√√√√ε2 +
1

8

∑
(pqrs)∈I1

|∇pqrsunijkm|2

gpqrsijkm = g0
(√
|∇pqrsIijkm|2 + ε2

)
.

(3.22)

Hodnoty |∇pqrsIijkm| vypoèítame obdobným vz»ahom, ako sme pou¾ili pre |∇pqrsun−1ijkm| ale
do výpoètu upqrsijkm bude namiesto funkcie uijkm vstupova» funkcia I0ijkm. V rovnici (3.20) si

integrál cez hranicu koneèného objemu prepí¹eme na sumu integrálov cez jednotlivé steny

koneèného objemu a presné hodnoty nahradíme aproximáciami (3.22), èím dostaneme

∫
vijkm

un+1
ijkm − u

n
ijkm

Q
n
ε,ijkmτ

dx−
∑

(pqrs)∈I1

∫
eijkm

gpqrsijkm

(
un+1
i+p,j+q,k+r,m+s − u

n+1
i,j,k,m

)
Qn;pqrsε,ijkmh

 dx = 0,

∀vijkm ∈ V.
(3.23)

Následnou integráciou a predelením hd−2 dostaneme výslednú numerickú schému

h2

Q
n
ε,ijkmτ

(
un+1
ijkm − u

n
ijkm

)
+

∑
(pqrs)∈I1

gpqrsijkm

(
un+1
i,j,k,m + un+1

i+p,j+q,k+r,m+s

)
Qn;pqrsε,ijkm

= 0. (3.24)

.

Výsledná schéma reprezentuje sústavu lineárnych algebrických rovníc, ktorú budeme v

na¹om prípade rie¹i» pomocou algoritmu SOR. Táto schéma sa dá pou¾i» aj pre 3D úlohy,

pre 2D úlohy je analógiou tejto schémy schéma diamond cell. Je to kvôli tomu, ¾e na schému

reduced diamond cell sa v 3D dá pozera» ako na pou¾itie diamond cell schémy v dvoch

rovinách obsahujúcich xi,j,k,m, xi+1,j,k,m.

3.3.3 Algoritmus

Aj pri tejto schéme sme sa dopracovali k systému rovníc (3.24), ktorý predstavuje semi-

implicitnú schému. Tento systém potrebujeme implementova» a rie¹i». V tejto èasti predsta-

víme postup na rie¹enie tohto systému rovníc. Najskôr potrebujeme nastavi» hodnoty prvkom

u(0, x) pomocou funkcie u0, ktorú sme vopred skon¹truovali postupom uvedeným v èasti 2.1.

u0i,j,k,m = u0(xi,j,k,m)

Následne naèítame vstupný obraz, èi¾e nastavíme hodnoty I0i,j,k,m naèítaním z obrazu. Na

hranicu obrazu nastavíme okrajové podmienky a to tak, ¾e spravíme zrkadlenie hodnôt I0ijkm
okrajových doxelov smerom von, èím roz¹írime výpoètovú oblas». Pomocou vz»ahu (3.21) vy-

poèítame pribli¾né hodnotu normy gradientu obrazu na stenách doxelov |∇pqrsIijkm|, ktoré
budú v regularizovanej forme vstupova» do funkcie g0(s) a podµa vz»ahu (3.22) vypoèítame

gpqrsijkm. Potom budeme v ka¾dom èase n poèíta» hodnoty Qn−1;pqrsε,ijkm a Q
n−1
ε,ijkm, ktoré reprezen-

tujú normu gradientu na stene koneèného objemu a normu objemového gradientu koneèného
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objemu v regularizovanom tvare. Tieto hodnoty vypoèítame podµa vz»ahu (3.22). Ïalej ozna-

èíme koe�cienty systému rovníc (3.24) pre potreby SOR metódy wi,j,k,m, ei,j,k,m, ni,j,k,m,

si,j,k,m, oi,j,k,m, pi,j,k,m, qi,j,k,m, ri,j,k,m, ci,j,k,m, bi,j,k,m a kon¹truujeme ich

wi,j,k,m =
g−1,0,0,0i,j,k,m

Qn−1;−1,0,0,0ε,ijkm

, ei,j,k,m =
g1,0,0,0i,j,k,m

Qn−1;1,0,0,0ε,ijkm

ni,j,k,m =
g0,−1,0,0i,j,k,m

Qn−1;0,−1,0,0ε,ijkm

, si,j,k,m =
g0,1,0,0i,j,k,m

Qn−1;0,1,0,0ε,ijkm

fri,j,k,m =
g0,0,−1,0i,j,k,m

Qn−1;0,0,−1,0ε,ijkm

, bai,j,k,m =
g0,0,1,0i,j,k,m

Qn−1;0,0,1,0ε,ijkm

pai,j,k,m =
g0,0,0,−1i,j,k,m

Qn−1;0,0,0,−1ε,ijkm

, fui,j,k,m =
g0,0,0,1i,j,k,m

Qn−1;0,0,0,1ε,ijkm

ci,j,k,m = wi,j,k,m + ei,j,k,m + ni,j,k,m + si,j,k,m + bai,j,k,m + fri,j,k,m + pai,j,k,m + fui,j,k,m + h2

Q
n−1
ε,ijkmτ

bi,j,k,m =
h2un−1i,j,k,m

Q
n−1
ε,ijkmτ

a rie¹ime lineárny systém

ci,j,k,mu
n
i,j,k,m − wi,j,k,muni−1,j,k,m − ei,j,k,muni+1,j,k,m − ni,j,k,muni,j−1,k,m − si,j,k,muni,j+1,k,m−

−bai,j,k,muni,j,k−1,m − fri,j,k,muni,j,k+1,m − pai,j,k,1uni,j,k,m−1 − fui,j,k,muni,j,k,m+1 = bi,j,k,m.

Aj na rie¹enie tohto systému sme pou¾ili successive-over-relaxation (SOR) iteraènú metódu.

Po vyrie¹ení systému dostaneme hodnoty un+1
i,j,k,m, ktoré predstavujú rie¹enie úlohy segmen-

tácie v ïal¹om segmentaènom èasovom kroku. Po vypoèítaní rie¹enia je potrebné nastavi»

okrajové podmienky ui,j,k,m v koneèných objemoch le¾iacich na hranici výpoètovej oblasti

pre nasledujúci segmentaèný èasový krok. Okrajové podmienky nastavíme rovnakou re
e-

xiou, ako v predchádzajúcej schéme. Nasledovne je celý proces výpoètu rie¹enia pomocou

metódy SOR identický ako pri EHM schéme. Algoritmus vyzerá nasledovne:

1. Naèítanie obrazu I0i,j,k,m

2. Nastavenie poèiatoènej podmienky u0i,j,k,m

3. Výpoèet normy gradientu obrazu na stenách koneèných objemov a výpoèet váhovej

funkcie gpqrsi,j,k,m

4. Cyklus cez èas (n = 0, 1, ..., N)

(a) Výpoèet gradientov Qn−1;pqrsε,ijkm a Q
n−1
ε,ijkm v èasovom kroku n
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(b) SOR

(c) Nastavenie okrajových podmienok pre ïal¹í èasový krok un+1
i,j,k,m

(d) Kontrola zastavovacej podmienky

4 Numerická schéma pre treking

Ako u¾ bolo spomínané v èasti o matematickom modely, schéma pre nájdenie trajektórií je

zalo¾ená na vytvorení potenciálového poµa a následnej metóde najstrm¹ieho spádu. V [7, 8, 10]

je metóda popísaná v¹eobecnej¹ie, pre na¹e príklady staèí pou¾i» jednoduch¹iu formu. Pre

úplnos» ju popisujeme.

4.1 Vytvorenie potenciálového poµa

Potenciálové pole zostrojíme pomocou dvoch funkcií vzdialenosti. Prvá funkcia urèuje vzdiale-

nos» bodu od najvzdialenej¹ieho centra, s ktorým je súvisle spojená a druhá urèuje vzdialenos»

od hranice segmentácie. Na výpoèet hodnôt týchto funkcií v jednotlivých bodoch (doxeloch)

potrebujeme rie¹i» èasovo závislú rovnicu

dt + |∇d| = 1 (4.1)

pre neznámu funkciu d (x1, x2, x3, θ, t). Opä» rie¹ime 4D úlohu z pohµadu priestoru, kde ∇d je
¹tvorrozmerný gradient, respektíve vektor parciálnych derivácií podµa x1, x2, x3, θ. Pre rie¹e-

nie rovnice (4.1) potrebujeme predpísa» nulové Dirichletove podmienky pre body, od ktorých

poèítame vzdialenos». V na¹om prípade to bude pre body identi�kátorov v prípade prvej

funkcie vzdialenosti a pre body hranice segmentácie v prípade druhej funkcie vzdialenosti.

Túto rovnicu budeme rie¹i» numericky pou¾itím Rouy-Tourinovej schémy s �xovaním. Na to

aby sme mohli túto rovnicu rie¹i» numericky, potrebujeme si zavies» diskretizáciu a znaèenie.

Výpoètovú oblas» Ω si zvolíme toto¾nú s oblas»ou na ktorej sme robili segmentáciu. Pria-

moèiaro sa nám ponúka diskretizova» oblas» na body umiestnené v centrách doxelov, keï¾e

hodnota segmentaènej funkcie je v ka¾dom doxely kon¹tantná. Tieto 4D doxely si oznaèíme

Vijkm. Priestorový krok si zvolíme h = 1
M1

, kde M1 predstavuje ¹írku obrazu. Nech dnijkm
oznaèuje aproximovanú hodnotu rie¹enia d v centre Vijkm a v diskrétnom èasovom kroku

tn = nτ , kde τ oznaèuje veµkos» èasového kroku. Pre ka¾dý Vijkm de�nujeme mno¾inu inde-

xov Nijkm = {(p, q, r, s) , |p|+ |q|+ |r|+ |s| = 1} a pre v¹etky (p, q, r, s) ∈ Nijkm de�nujeme

Dpqrs
ijkm =

(
min

(
dn−1i+p,j+q,k+r,m+s − d

n−1
i,j,k,m, 0

))2
(4.2)

a následne

M1,0,0,0
i,j,k,m = max

(
D1,0,0,0
i,j,k,m, D

−1,0,0,0
i,j,k,m

)
, M0,1,0,0

i,j,k,m = max
(
D0,1,0,0
i,j,k,m, D

0,−1,0,0
i,j,k,m

)
,

M0,0,1,0
i,j,k,m = max

(
D0,0,1,0
i,j,k,m, D

0,0,−1,0
i,j,k,m

)
, M0,0,0,1

i,j,k,m = max
(
D0,0,0,1
i,j,k,m, D

0,0,0,−1
i,j,k,m

)
,

(4.3)
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Pou¾itím tohto oznaèenia má Rouy-Tourinovej schéma nasledujúci tvar

dnijkm = dn−1ijkm + τ − τ

h

√
M1000
ijkm +M0100

ijkm +M0010
ijkm +M0001

ijkm, (4.4)

aby bola schéma stabilná potrebujeme zvoli» τ = h
2 . V rovnici (4.4) si mô¾eme v¹imnú»,

¾e hodnota dnijkm sa mení len vïaka susedom s ni¾¹ou hodnotou. V bode Vijkm sme dosiahli

ustálený stav, ak sa hodnota dnijkm mení u¾ len slabo a teda
(
dnijkm − d

n−1
ijkm

)
≤ TOL. Nech I je

mno¾ina v¹etkých indexov (ijkm) a nech mno¾ina F ⊂ I taká, ¾e v doxeloch prislúchajúcim

k indexom (ijkm) u¾ nastal ustálený stav. Teda o doxeloch Vijkm takých, ¾e (ijkm) ∈ F
povieme, ¾e sú �xované a u¾ v nich nepoèítame hodnotu v ïal¹ích èasových krokoch. Keï¾e

v¹etky operácie vykonávame len na mno¾ine bodov, ktoré e¹te nedosiahli ustálený stav (poèet

bodov v ustálenom stave s rastúcim èasom t narastá), tak sa èas na výpoèet jedného èasového

kroku pre narastajúci èas zmen¹uje. Algoritmus Rouy-Tourinovej schémy je nasledovný:

• Do while F 6= I

{ Do for all (ijkm) ∈ I

∗ if (ijkm) ∈ F then continue

∗ else

· update dn+1
ijkm with (4.4)

· if
(
dn+1
ijkm − d

n
ijkm

)
≤ TOL then F = F ∪ {(ijkm)}

{ n = n+ 1

Vy¹¹ie uvedený algoritmus na rie¹enie rovnice (4.1) pou¾ijeme pre výpoèet prvej distance

funkcie d a druhej distance funkcie dB. Tie sú pou¾ité na skon¹truovanie potenciálového poµa

nasledujúcim spôsobom:

1. Vypoèítame hodnoty funkcie d. Podµa nami vybratej izoplochy reprezentujúcej segmen-

táciu si zvolíme prahovú kon¹tantu λ. Pre v¹etky Vijkm, také, ¾e hodnota segmentaènej

funkcie uijkm < λ nastavíme hodnotu d0ijkm = BIG a F = F ∪ (ijkm). Pre ostatné

Vijkm nastavíme d0ijkm = 0. Ak je Vijkm doxel, v ktorom sa nachádza identi�kátor S0
z ,

z = 1, 2, ..., n0 tak F = F ∪ (ijkm). Následne na výpoèet d pou¾ijeme algoritmus

Rouy-Tourinovej schémy uvedený vy¹¹ie.

2. Postupujeme ako v predchádzajúcom kroku, av¹ak pre ka¾dý doxel nastavíme poèiato-

ènú hodnotu funkie d0B = 0 a za�xujeme v¹etky Vijkm, ktoré sa nachádzajú na hranici

alebo mimo 4D segmentácie, èi¾e Vijkm, uijkm ≤ λ.

3. Výsledné potenciálové pole v skon¹truujeme odèítaním druhej funkcie vzdialenosti dB
od prvej funkcie vzdialenosti d a teda

v (x1, x2, x3, θ) = d (x1, x2, x3, θ)− dB (x1, x2, x3, θ) .

Pre ujasnenie si mô¾eme na¹e potenciálové pole v predstavi» ako úzke údolie (kaòon), na-

chádzajúce sa vo vnútri segmentácie. Toto údolie klesá z bodu najviac vzdialeného od bodu
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Obr. 4.1: Rez grafu funkcie d (vµavo hore), grafu funkcie dB (vpravo hore), rez grafu funkcie
v (vµavo dole) a spolu s trajektóriami (vpravo dole). Rozmer θ je orientovaný vo vertikálnom
smere.

poèiatoèného identi�kátora a¾ dosiahne minimum práve v bode tohto identi�kátora. Prièom

håbka údolia sa zväè¹uje smerom do stredu segmentácie. Po tom ako sme skon¹truovali po-

tenciálové pole, mô¾eme pristúpi» k extrakcií trajektórií.

4.2 Extrakcia trajektórií

Algoritmus extrakcie trajektórií je zalo¾ený na metóde najstrm¹ieho spádu. Túto metódu si

mô¾eme predstavi» akoby sme v tomto údolí (potenciálové pole) pustili loptièku, ktorá by

¹tartovala v najvy¹¹om bode údolia. Tá by pri¹la a¾ do najni¾¹ieho bodu údolia. Trajektória

je reprezentovaná postupnos»ou bodov v èasopriestore P θz , kde θ ∈ [Nb, Ne] a 1 ≤ Nb < Ne ≤
NθT . Extrakcia trajektórií sa deje v dvoch krokoch:

1. Pou¾itie metódy najstrm¹ieho spádu v potenciálovom poli v pre identi�kátory SθTz

2. Pou¾itie metódy najstrm¹ieho spádu pre funkciu dB v èasovom kroku θ

V tejto èasti algoritmu u¾ nepova¾ujeme ¹tvrtú súradnicu θ za priestorovú, ale budeme o nej

hovori» ako o èase. V prvom kroku si vytvoríme pomocný bod P θT = Sθ. Potom v najbli¾¹om

okolí bodu P θT hµadáme rekurzívne doxel s minimálnou hodnotou potenciálu v, ale len v

èasovom kroku θ a θ − 1. Ako bod trajektórie P θ pre èasový krok θ si oznaèím doxel z

ktorého sme sa posunuli do bodu v predchádzajúcom èasovom kroku θ − 1. Bod do ktorého

sme sa posunuli si oznaèíme ako pomocný bod P θ−1T a opakujeme tento postup. Ak sa v èase

θ nevieme posunú» do predchádzajúceho èasu, tak èasopriestorová segmentaèná izoplocha nie

je spojitá a je potrebné pou¾i» v¹eobecnej¹iu formu algoritmu, tak ako je popísaná v [8]. Pre

potreby na¹ich príkladov to nie je potrebné.

Po nájdení trajektórie zopakujeme rovnaký postup, budeme hµada» lokálne maximá pre

funkciu dB ale v¾dy iba v danom konkrétnom èasovom kroku θ a ako pomocný bod P θT si

zvolíme u¾ nájdený bod trajektórie P θ. Týmto spôsobom trajektórie vycentrujeme.
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5 Numerické výsledky

V tejto èasti predstavujeme výsledky príkladov, na ktorých sme testovali obidve schémy.

Schémy boli testované v 3D a 4D úlohách, v ktorých sa pohybovali objekty. Cieµom bolo

segmentova» objekt a následne pou¾i» segmentáciu na hµadanie trajektórie tohto objektu.

Nájdená trajektória nám pri umelých príkladoch dáva urèitú informáciu o kvalite segmentácie.

Funkciu φi, ktorá sa pou¾íva na vytvorenie funkcie u0 urèujúcej poèiatoènú podmienku (èas»

2.1) sme pre ka¾dý príklad zvolili nasledovne

φi(x) =

 1
|x−Si|+b , ak |x− Si| ≤ R2

1
R+b , inak

, (5.1)

kde x = (x1, x2, x3, θ), Si, i = 1, ..., N sú identi�kátory, R je polomer a 1
b je maximum tejto

funkcie. Funkciu g (s), ktorá poskytuje informáciu o hranách v obraze, vyzerá v regularizo-

vanom tvare nasledovne

g(s) =

√
ε2 +

(
1

1 +Ks2

)2

, (5.2)

kde s je norma gradientu obrazu, ε je regularizaèný parameter a K > 0.

5.1 3D príklady

Najskôr predstavíme 3D príklady (2D video), keï¾e sa tieto dáta dajú lep¹ie vizualizova».

Ako prvý príklad predstavujeme segmentáciu kruhu, ktorý sa pohybuje náhodne v ¹tvorco-

vej oblasti 100 × 100. Obraz má veµkos» 30 v èasovom rozmere θ. Celkový rozmer dát je

100×100×30, keï¾e sa na video pozeráme ako na jeden 3D objekt. Ide o príklad bez poru¹e-

nej hranice, tak sme zvolili ε = 1 podµa [2]. Parameter K, ktorý vystupuje vo funkcií g(s) sme

volili rôzne. Ako kritérium pre zastavenie výpoètu sme zvolili L2 (Ω) normu rozdielu funkcií

v dvoch po sebe nasledujúcich èasových krokoch. Ak bola táto norma men¹ia ako 0.0005 tak

sme výpoèet zastavili. Veµkos» èasového kroku sme zvolili proporcionálne k priestorovému

τ = h2. Na príklad sme pou¾ili obe schémy, ich porovnanie mô¾ete vidie» v tabuµke 5.1 a

5.2. Pri oboch schémach sa ako najlep¹ia voµba javí K = 0.1. Do tabuliek sme na porovnanie

uviedli poèet èasových krokov, vzdialenos» nájdenej trajektórie od identi�kátorov pred a po

centrovaní. Vizualizáciu výsledkov ukazujeme na Obr. 5.1. Na obrázku sú zvizualizované jed-

notlivé 2D èasové rezy poukladané na sebe, èím vytvárajú 3D objem. Mô¾ete vidie» pôvodné

dáta, segmentaènú funkciu a zvolené izoplochy, ktoré boli pou¾ité na nájdenie trajektórie.

Ïal¹ím 3D príkladom je simulácia situácie, ¾e sa vedµa seba pohybuje viacero buniek,

prièom dochádza aj k deleniu bunky. Predstavujeme podobnú úlohu ako v [9], v ktorej sa

pohybujú 3 disky iba v smere osi x, prièom v polovici videa príde k deleniu stredného disku.

V¹etky parametre sme zvolili ako v predchádzajúcej úlohe a takisto sme na rie¹enie pou¾ili

obe metódy. Výsledky prezentujeme v tabuµke 5.3, tabuµke 5.4 a obrázku 5.3, kde sú výsledky

pre EHM schému K = 1 a RDC schému K = 10.
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Tabuµka 5.1: 3D príklad - náhodný pohyb kruhu EHM schéma

K nT d d(centrovaná)

0.001 491 4.715 4.025
0.01 546 4.674 3.849
0.1 581 4.365 3.704
1 691 4.633 3.798
10 812 4.688 4.03
100 475 - -
1000 546 - -

Tabuµka 5.2: 3D príklad - náhodný pohyb kruhu RDC schéma

K nT d d(centrovaná)

0.001 421 4.063 3.558
0.01 399 4.236 3.473
0.1 433 4.229 3.552
1 752 4.526 3.616
10 710 4.685 3.735
100 945 - -
1000 680 - -

5.2 4D príklady

V nasledujúcich príkladoch u¾ pracujeme s 4D obrazom (3D video). Poèiatoèná podmienka

a aj funkcia g(s) ostávajú rovnaké, iba sa analogicky roz¹íria o jednu dimenziu. V príklade

ktorý prezentujeme máme za úlohu segmentova» gule, ktoré sa pohybujú v objeme 403. Video

sa skladá z 15 èasových krokov, èi¾e celkový rozmer obrazu je 40×40×40×15. Na zaèiatku sa

v objeme nachádzajú dve gule, ale v siedmom èasovom kroku sa jedna z nich rozdelí na dve.

Na rie¹enie sme pou¾ili obe schémy s rovnakými parametrami. EHM schéma rie¹ila túto úlohu

efektívnej¹ie, výpoèet jej trval 405 èasových krokov, prièom vzdialenos» nájdenej trajektórie

od identi�kátorov bola 2, 127. RDC schéma vysegmentovala dané objekty za 735 èasových

krokov. Vzdialenos» trajektórie nájdenej pomocou segmentácie RDC schémou bola 2, 458. Na

Obr. 5.4 mô¾ete vidie» segmentáciu vypoèítanú EHM schémou a trajektórie.

Teraz sme v príklade so sférami odstránili väè¹inu identi�kátorov. Ponechali sme len

identi�kátory v èasových krokoch θ = 0, 3, 7, 10, 13. Z pôvodných 39 identi�kátorov sme

pre poèiatoènú podmienku pou¾ili len 13. Týmto príkladom overujeme, èi model doká¾e

nájs» segmentáciu aj v èasových krokoch, v ktorých chýba identi�kátor a teda, èi má zmysel

uva¾ova» o θ ako o priestorovej premennej. Na rie¹enie úlohy sme pou¾ili EHM schému, prièom

segmentácia trvala len o 7 èasových krokov dlh¹ie a vzdialenos» nájdenej trajektórie je 0,217

väè¹ia. Výslednú segmentáciu a nájdenú trajektóriu mô¾te vidie» na Obr. 5.5

Ako posledný predstavujeme príklad segmentácie reálnych dát. Tieto dáta majú rozmer

404 a predstavujú výsek z 3D videa, ktoré zachytáva prenatálny vývoj rybièky zebrafish.

Vo videu mô¾me pozorova» ako sa v èasopriestore pohybujú bunky, ktoré sú reprezentované
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Obr. 5.1: Kruh náhodne pohybujúci sa v rovine (hore vµavo) a poèiatoèná podmienka (hore
vpravo). Segmentaèná funkcia EHM schéma (vµavo v strede) a RDC schéma (vpravo v strede)
a vybraná izoplocha numerického rie¹enia 3D príkladu EHM schéma (vµavo dole) a RDC
schéma (vpravo dole). ®ltou farbou je zobrazená nájdená trajektória pred vycentrovaním a
èiernou farbou po vycentrovaní.

Obr. 5.2: 2D rezy 3D príkladov. Segmentácia príkladu náhodne pohybujúceho sa kruhu v
rovine pomocou RDC schémy (hore) θ = 4 (vµavo), θ = 25 (vpravo). Segmentácia príkladu
viacerých kruhov v rovine pomocou EHM schémy (dole) θ = 12 (vµavo), θ = 36 (vpravo).

svojimi jadrami. Dáta sú u¾ �ltrované a máme dodané aj identi�kátory jedného jadra pre

v¹etky èasové kroky. Tieto identi�kátory sa získavajú pomocou parciálnej difernciálnej rov-
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Tabuµka 5.3: 3D príklad - pohyb kruhov EHM schéma

K nT d d(centrovaná)

0.01 338 1.007 0.825
0.1 330 0.976 0.737
1 268 0.978 0.620
10 286 - -

Tabuµka 5.4: 3D príklad - pohyb kruhov RDC schéma

K nT d d(centrovaná)

0.01 287 1.023 0.774
0.1 285 1.030 0.773
1 308 1.008 0.766
10 234 0.984 0.686

Obr. 5.3: Kruhy pohybujúce sa v sme osi x (hore vµavo) a poèiatoèná podmienka (hore
vpravo). Segmentaèná funkcia EHM schéma (vµavo v strede) a RDC schéma (vpravo v strede)
a vybraná izoplocha numerického rie¹enia 3D príkladu EHM schéma (vµavo dole) a RDC
schéma (vpravo dole). ®ltou farbou je zobrazená nájdená trajektória pred centrovaním a
èiernou farbou po centrovaní.

nice popísanej v [6]. Na¹im cieµom je vysegmentova» dané bunkové jadro ako súvislý objekt v

èasopriestore a následne pou¾i» segmentáciu na nájdenie trajektórie danej bunky. Pre tento

príklad sme nastavili regularizaèný parameter ε = 10−5, keï¾e hranica jadier mô¾e by» po-
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Obr. 5.4: 4D príklad - gule v priestore. Èasové rezy θ = 0 (vµavo hore), θ = 8 (vpravo hore),
θ = 11 (vµavo dole) a θ = 14 (vpravo dole). Modrou farbou sú zobrazené originálne dáta,
èervenou farbou segmentácia a èiernou centrovaná trajektória.

Obr. 5.5: 4D príklad - gule s chýbajúcimi identi�kátormi v priestore. Èasový rez θ = 11
(vµavo) a nájdené trajektórie (vpravo).

ru¹ená. Ostatné parametre sme nastavili nasledovne: K = 1, TOL = 0.0001, τ = h2. V

poèiatoènej podmienke sme zvolili polomer R = 0.2 a koe�cient b = 1, keï¾e objekty, ktoré

chceme segmentova» sú men¹ie ako v predchádzajúcich príkladoch. Úloha bola opä» rie¹ená

oboma schémami, prièom EHM schéma potrebovala 38 a RDC schéma 36 èasových krokov.
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Rie¹enie trvalo menej èasových krokov kvôli ni¾¹ím hodnotám poèiatoènej podmienky. Ten-

tokrát na Obr. 5.7 prezentujeme výslednú segmentáciu RDC schémou.

Obr. 5.6: 4D príklad - bunka v priestore. Èasové rezy: θ = 1 (vµavo hore), θ = 8 (vpravo
hore), θ = 22 (vµavo dole) a θ = 39 (vpravo dole). Objemová reprezentácia originálnych dát
a segmentácia (zelená).

Obr. 5.7: Výsledná trajektória (èierna) spolu s pôvodnými dátami pre 4D príklad - bunka v
priestore. Rôzne pohµady pre rez θ = 0.
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6 Záver

V práci sme predstavili dve numerické schémy: EHM schému a Reduced diamond cell (RDC)

schému, ktoré sme roz¹írili do ¹tvorrozmerného priestoru. Pou¾ili sme ich na rie¹enie par-

ciálnej diferenciálnej rovnice, ktorá rie¹i úlohu segmentácie obrazu. Ukázalo sa, ¾e obidve

metódy dávajú porovnateµné výsledky. RDC schéma pri príkladoch s èlenitou hranicou dosa-

huje mierne lep¹ie výsledky. Ak sa rie¹i príklad s menej èlenitou hranicou tak sa viac osvedèila

EHM schéma. Ïalej sme výsledky segmentácie pou¾ili na treking, èím sme ukázali reálnu ap-

likáciu segmentácie. Zároveò sme vïaka trekingu dokázali pri umelých príkladoch aj urèitým

spôsobom ohodnoti» kvalitu segmentácie. Ïal¹ím pokraèovaním v práci by mohlo by» pou¾i-

tie schém na zov¹eobecnenú metódu subjektívnych plôch, ako aj testovanie komplexnej¹ích

príkladov a paralelizácia výpoètu.
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