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Numerické metddy na segmentaciu 4D obrazu

Abstrakt:

V tejto praci predstavujeme dve semi-implicitné numerické schémy, ktoré riesia level-set rov-
nicu segmentacie Stvordimenziondlneho (4D) obrazu. Pod pojmom 4D obraz rozumieme troj-
dimenzionalne video. Numerické schémy sa zalozené na semi-implicitnej casovej diskretizacii
a metéde koneénych objemov v priestorovej diskretizacii. Obidve schémy testujeme na 3D
a 4D prikladoch, v ktorych segmentujeme pohybujtce sa objekty. Pri testovani na redlnych
prikladoch st tymito objektami bunky. Nésledne vysledné segmentacie pouzivame v hladani

trajektorii tychto objektov.

KTlicové slova: segmentacia obrazu, numerickd metdda, metéda koneénych objemov

Numerical methods for 4D image segmentation

Abstract:

In this thesis we introduce two semi-implicit numerical methods for solving level-set segmenta-
tion equation of four-dimensional (4D) image. As 4D image we understand three-dimensional
video. Numerical methods are based on semi-implicit time discretization and finite volume
space discretization. We test both methods for solving 3D and 4D examples, in which we are
segmenting moving objects. In real examples these objects are cells. Then we use segmenta-

tion in application of finding trajectories of these objects.

Key words: image segmentation, numerical method, finite volume method
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1 Uvod

Segmenticia obrazu je neoddelitelnou sicastou spracovania obrazu a pocéitacového videnia.
Jej hlavnym cielom je rozdelit obraz do logickych celkov na zdklade informacie o intenzite
farby. Ludia pracujuci s vizudlnymi ddtami si ¢asto potrebujt tymto sposobom rozdelit obraz,
aby ho vedeli lepsie analyzovat. NajcastejSie je segmenticia vyuzivand v oboroch ako je bio-
l16gia, medicina, ¢i praca so satelitnymi snimkami. Segmentacia obrazu je v bioldgii rozsiahle
pouzivand na segmentovanie buniek, ktoré mozu byt reprezentované bud bunkovym jadrom
alebo bunkovym obalom. V medicine sa ¢asto segmentuji orginy, tumory alebo materské
znamienka. Nésledne modZeme pozorovat zmenu tvaru alebo velkosti a presnejsie urcit dalsi
postup pri lie¢be. Pri satelitnych snimkach sa vdaka segmentécii d4 uréit rozsah plochy, na
ktorej sa nachiddza nerastné bohatstvo.

V tejto praci nadvizujeme na bakaldrsku pracu [16], v ktorej sme odvodili numericki
schému pre segmentaciu Stvorrozmerného (4D) obrazu a testovali ju na umelych prikladoch.
Pod pojmom 4D obraz rozumieme trojrozmerné (3D) video. To je svojim spdosobom ana-
logické ku klasickému videu. Av8ak rozdiel je v tom, Ze pri 3D videu st jednotlivé snimky
trojrozmerné. Takito 3D snimka je reprezentovana objemom v tvare kvadra. Cize 4D obraz
je video, v ktorom sa v kazdom ¢ase pozerame na objem, pri¢om si tento objem vieme natacat
a pozerat do vnutra. Teraz je nasim cielom otestovat tato numerickti metédu na zloZitejsich
prikladoch, porovnat ju s inou numerickou schémou a aplikovat ju v trekingu buniek. Prave
treking buniek je aplikicia segmentacie obrazu v obore biolégie. Cielom trekingu je najst
trajektdriu, po ktorej sa bunka pohybovala pocéas svojho zivota. Na to aby sme mohli pou-
7zit algoritmy, ktoré tieto trajektérie hladaji, potrebujeme mat spolahlivii segmentéciu danej
bunky, lebo je to prave kvalitnd segmentacia, ktord ndm zaruéi spolahlivé nijdenie pozado-
vanej trajektérie. KedZe sa bunka pohybuje v ¢asopriestore, tak sa na dany problém treba
pozerat ako na Stvorrozmernt (4D) tlohu. Vysledné trajektérie st nasledne premietnuté do
trojrozmerného priestoru. Kvoli deleniu buniek, ktoré nastava pocas zivotného cyklu buniek,
maju tieto trajektorie charakter stromu.

V realnych biologickych datach sa mézu vyskytovat rozne neziaduce komplikacie. Castou
komplikiciou byva Sum zapri¢ineny snimacim pristrojom. TaktieZ sa u nich mdZe objavit aj
nedokonalost v podobe porusenej hranice. Jednoduchsie metédy na segmentaciu, v ktorych sa
pozerame iba na hodnoty intenzity farby v jednotlivych pixeloch tu zlyhavaji. Preto je nutné
pouzit sofistikovanejSie metddy. Medzi takéto metddy patria metédy zalozené na parcidlnych
diferencidlnych rovniciach. V tychto metddach sa na dany obraz pozerdme ako na funkciu,
pricom funkéné hodnoty st dané intenzitou farby v jednotlivych pixeloch. Gradient tejto
funkcie je sti¢astou parcidlnej diferencidlnej rovnice, ktorej rieSenim je segmentacénd funkcia.
Matematicky model, ktory pouzivame sa nazyva metdda subjektivnych ploch a bol prezen-
tovany v [15]. Model je reprezentovany rovnicou, ktord je ¢asovo zdvisla a modzeme ju chapat
ako vyvin plochy v ¢ase. Tato plocha je reprezentovand izoplochami segmentacnej funkcie,
ktoré urcéuji vysledny tvar segmentéicie. Rovnica mé diftzny charakter, vdaka ktorému do-
kaze segmentovat aj za§umené data. Taktiez sa v rovnici vyskytuje aj ¢len toku podla strednej
krivosti, ktory zabezpecuje segmenticiu objektov s porusenou hranicou. Obidve prezentované

numerické schémy, EHM schéma [1, 4] a Reduced diamond cell schéma [5] s semi-impicitné



v ¢ase a na diskretizdciu v priestore pouzivaji metédu koneénych objemov. Tu je dblezité
spomentit, e v naom pripade berieme ¢as videa ako priestorov premennt, ktora je tplne
rovnocennd so zvy$nymi tromi priestorovymi premennymi. Tento postup bol pre 3D tlohy
(2D + c¢as) prezentovany v [9, 10] a pre 4D tlohu (3D + ¢as) v [11], avSak na segmentaciu
bola pouzita ind numerickd metéda (tzv. diamond cell method). V bakalarskej praci [16] sme
pouzivali EHM schému na umelych 2D, 3D a 4D prikladoch. Algoritmus trekingu buniek,
tak ako ho pouzivame, bol prezentovany v pracach [7, 8], v ktorych v8ak nebola pouzita 4D

segmenticia redlnych dat, ale prepojenie 3D segmentécii pomocou 4D elipsoidov.

2 Matematicky model

Aplikicia hladania trajektorii buniek sa skladd z dvoch samostatnych krokov, ktoré vSak

spolu suvisia:
1. Segmentacia buniek
2. Hladanie trajektdrii

V tejto kapitole najskér predstavime matematicky model na segmenticiu 4D obrazu, po-
piSeme jeho zdkladné principy a vlastnosti. Nasledne popiSeme ako vysledky zo segmentéacie

aplikujeme na nijdenie trajektdérii a popiSeme matematicky model hladania tychto trajektdrii.

2.1 Matematicky model segmentacie 4D obrazu

Matematicky model je dany level set formulaciou toku podla strednej krivosti. Tato formuldcia
je zalozena na vyvoji level set funkcie v ¢ase, pricom izoplochy tejto funkcie nam urcuja
vysledny tvar segmentéicie. Odpovedajica nelinedrna parcidlna diferencidlna rovnica [15] mé

nasledovny tvar

2 + [Vul2V. <g (\/€2+ |V]0|2) \/ﬁw> —0, (2.1)

kde u (t, z) je nami hladana nezndma level set funkcia, ktora urc¢uje tvar segmentacie. Preto ju
zvykneme nazyvat aj segmentacnd funkcia. Je definovand na oblasti Qp = [0, 7] x Q. Pri¢om
uvazujeme Q C R%, d = 4, kde z € Q ako stvisla vypoctovi oblast s Lipschitzovskou hranicou
0Q a t € [0,T] uréuje cas segmentdcie, pricom 7' predstavuje ¢as, kedy je dosiahnutd findlna
segmentécia. V praxi sa vac¢sinou 1" neurcuje vopred, ale vypocet sa zastavi po dosiahnut{ usté-
leného stavu. Ten nastava, ak sa hodnoty segmentacnej funkcie v dvoch po sebe nasledujtcich
¢asoch nemenia alebo menia uz dostatoéne malo. V rovnici (2.1) vystupuje vahova funkcia
g, dévajtca informaciu o detekcii hrdn v segmentovanom obraze I°. Funkcia g : ]Rar — RT
je nerastica, g(s) — 0 pre s — oo. Funkciu ¢ uvazujeme v e-regularizovanom tvare
g (\/W) Budeme pouzivat oznacenie ¢° = g( g2 4+ \VIO|2>. Hodnoty tejto fun-
kcie sa s ¢asom nemenia, to znamend, ze hodnota je pre dany bod konstantnd v Case. € je
regularizacny parameter modelu, pre ktory plati: 1 > ¢ > 0. Tento parameter ma vplyv na

spravanie sa rovnice, kedZe ovplyviiuje aj hodnotu vahovej funkcie. Pre segmenticiu objektov



s jednozna¢ne uréenou hranicou bez porusenia je optimalna volba ¢ = 1. Pre segmentaciu
objektu s porusenou hranicou potrebujeme zvolit € blizsie k nule [2]. Rovnica (2.1) mdZe byt

formélne chipand ako Evans-Spruckova e-regularizacia

|Vu| ~ |Vul. = /€2 + |Vu|? (2.2)

rovnice segmentécie

Vu
ug — |Vul|V. <gow> =0 (2.3)

Na to aby sme mohli rovnicu (2.1) jednoznacne riesit, je k nej potrebné pridat pociatoéni

podmienku a takisto okrajové podmienky. Okrajové podmienky mézu byt Dirichletove

u(t,z) = uP(x), pre t €10,T] a z € 9Q (2.4)
alebo nulové Neumannove
ou
8—n(t,x) =0,pret€0,7] ax € 01, (2.5)

kde n je vonkajsia jednotkova normala. V nasich prikladoch uvazujeme nulové Neumannove

podmienky. Pociato¢ni podmienku uvazujeme v tvare
u(0,z) = u® (z), pre z € QU IN. (2.6)

Predpokladdme, Ze funkcia u® je ohrani¢end, napr. u® € L (Q). Na zostrojenie pociatoénej
podmienky potrebuje identifikitor. Identifikitor S € R%,d = 4 je bod, ktory nim dava in-
forméciu o umiestneni objektu, ktory chceme segmentovat. Je potrebné aby sa nachadzal vo
vnitri daného objektu. Funkcia u” je zvolen4 tak aby mala vrchol v bode S, to znamend, Ze
funkcia nadobtida maximum prave vo vnutri segmentovaného objektu. Ak rie§ime problém,
v ktorom objekt meni svoju polohu vzhladom na &as 0 je potrebné poznat viacero identifi-
katorov. Av8ak pre nis model nie je nutné poznat identifikitor v kazdom case 0. Je to prave
vdaka tomu, e stradnicu 6 povazujeme za priestorovil premennid. To ndm sposobuje prepo-
jenie jednotlivych 3D objemov do jednej 4D vypoctovej oblasti. V takomto pripade je funkcia

u® skonstruovans nasledovne:
e nech §;, i =1,..., N su identifikatory
e pre kazdé S;, i =1, ..., N zostrojime funkciu ¢; s vrcholom v bode i

e potom u (z) = max ¢i ()

Takze nas matematicky model je reprezentovany rovnicou (2.1) s okrajovymi podmienkami
(2.5) a podiato¢nou podmienkou (2.6).

Tento matematicky model je zalozeny na dvoch hlavnych principoch, ktoré su reprezen-
tované dvoma ¢lenmi rovnice. Vdaka tymto ¢lenom vie hladat rieSenia aj komplikovanejsich

uloh, ako je napr. segmenticia objektu s poskodenou hranicou. Rovnicu (2.3) upravme na-
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Obr. 2.1: Vyvin segmentac¢nej funkciu u v ¢ase. Objemova reprezenticia podciatocénej pod-
mienky (vlavo) a vysledné riesenie v ¢ase t = 433 (vpravo) pre 3D priklad.

sledovne - -
n U
= |Vu|V¢’.— + ¢°|Vu|V. | =— | . 2.7

Nésledne vykratime |Vu| a od celej rovnice odpoéitame Vg°.Vu

uy — Vg°.Vu = ¢°V. Vu : (2.8)
[Vl

V rovnici (2.8) sa na lavej strane objavil advekény ¢len s rychlostou v a na pravej strane ¢len

toku podla strednej krivosti k

v = _Vgo )

Vu
k=V.[—— ).
v (\vm)

Obr. 2.2: Vektorové pole rychlosti.

Advekény ¢len s rychlostou v je reprezentovany vektorovym polom rychlosti (Obr. 2.2).
Je skonstruovany tak, ze sposobuje pritahovanie izo¢iar funkcie v k hranici segmentovaného

objektu. Tento ¢len zdvisi od funkcie ¢°, ktord je nerastica a ¢° = g(|VI°|). V nasich prikla-

doch sme ju zvolili ako g(s) = H—ﬁ’ kde k > 0 je volitelny parameter a s = |VI°|. Pésobenim

vektorového pola rychlosti je vysledna segmentacnd funkcia lomena po castiach konstantna



funkcia, pri¢om lom sa nachidza na hranici objektu (Obr. 2.3).

Obr. 2.3: Tlustracny graf lubovolnej spojitej funkcie u pred zaciatkom segmentécie (¢ierna),
ilustrac¢ny graf lubovolnej spojitej funkcie u, po vyslednej segmentécii (modrd) a posobenie
vektorového pola (Cervend).

Clen toku podla strednej krivosti slizi na vyhladzovanie nehladkych ¢asti izociar. Tie
sa vyskytuja v prikladoch segmentacie objektov s porusenou hranicou alebo v prikladoch, v
ktorych sa vyskytuje sum. Nehladké casti sa vyskytuju prave v miestach, kde s na hranici
objektu diery. PretoZe advekény €len je v tychto miestach nulovy, posobi len ¢len toku podla
strednej krivosti a jeho posobenim sa diery akoby zalepia (Obr. 2.4). Tento proces zalepenia
hranice je velmi dolezity, ak chceme vyslednil segmentaciu dalej pouZivat pri trekingu buniek.
Ak by totiz nenastal efekt zalepenia porusenej hranice, tak algoritmus hladajici trajektériu
bunky zlyha. Vysledna trajektoria by potom vébec nepopisovala moznu trasu, po ktorej sa

bunka pohybovala.

Obr. 2.4: Stvorec s porusenou hranicou (vlavo), izodiary segmentacnej funkcie v segmenta-
¢nom case t = 7 (vpravo, Cervend), ¢ervené Sipky zndzornuji posobenie ¢lena toku podla
strednej krivosti a vysledni izociara segmentacnej funkcie v segmentacnom case t = 119
(vpravo, modrd).

2.2 Matematicky model trekingu

Matematicky model bol prezentovany vo vSeobecnejSom tvare v [7, 8, 10]. V praci ho uva-

dzame ako moznu aplikidciu segmentacie buniek, kedZe je to v sicasnosti rozSirena téma.



Celkovy postup a redlna aplikicia je popisana v [6]. Model trekingu je zaloZeny na hladani
lokalneho minima v potencidlovom poli V', pri¢om lokdlne minimum hladdme pomocou me-
tddy najstrmsieho spadu. Toto potencidlové pole vytvorime kombinéciou dvoch funkcii vzdia-
lenosti. Na to aby sme tieto funkcie vzdialenosti vedeli zostrojit potrebujeme mat k dispozicii
vysledok segmentécie. Obidve funkcie vzdialenosti ratame len vo vnutri segmenticie, preto
tato vzdialenost nie je euklidovska. Prva funkcia vzdialenosti d reprezentuje vzdialenost bodu
od najvzdialenejsieho identifikatora, s ktorym je suvisle spojena. Druha funkcia vzdialenosti
dp predstavuje vzdialenost bodu od hranice 4D segmentédcie. Vhodnou kombindciou tychto
dvoch funkcii zostrojime potencidlové pole V. Po tom, ako zostrojime toto pole mézeme za-
¢at s extrakciou trajektérii pomocou metédy najstrmsieho spadu. Cize celkovy postup pri

aplikacii 4D segmenticie v trekingu buniek je nasledovny:
1. Najdenie 4D segmentacie pomocou nelinedrnej difazie

2. Zostrojenie prvej funkcie vzdialenosti d, uréujicej vzdialenost bodu segmentacie od

najvzdialenejsicho identifikitora, s ktorym je suvisle spojena

3. Zostrojenie druhej funkcie vzdialenosti dp, uréujicej vzdialenost bodu segmentécie od

hranice segmentécie
4. Vytvorenie potencidlového pola v vhodnou kombinaciou funkcii d a dp
5. Extrakcia trajektorie pomocou metédy najstrmsieho spadu v potencidlovom poli v

Vysledna trajektéria je reprezentovand usporiadanou mnozinou bodov {PZ}Z]\;1 C R
Identifikatory pre pociatoéni podmienku segmentacie sa taktiez dané usporiadanou mnozi-
nou bodov {Sl}fil C R*. A kedZe pre testovacie priklady st tieto identifikitory dané presne
centrami segmentovanych objektov, tak ndm mnozina bodov S déava presnt trajektériu ob-
jektu. Vdaka tomuto faktu vieme jednoduchym spdsobom ohodnotit kvalitu segmentacie g a
to aritmetickym priemerom euklidovskych vzdialenosti jednotlivych bodov P; od bodov S;.

Cize pre q plati
1 N1
1= 57 z; me (S, P;) (2.9)

kde N je celkovy podet danych identifikitorov. Vo vztahu pre vypocet hodnoty ¢ je N — 1,
kedZe vysledkom algoritmu extrakcie trajektdrie metédou najstrmsieho spadu je prave N — 1
bodov trajektérie. Pri redlnych datach sa takéto ohodnotenie nedéa spolahlivo pouzit, kedZe

identifikdtory vo vSeobecnosti neodpovedaji centram buniek.

3 Numerické schémy pre segmentaciu

V tejto Casti si predstavime dve numerické schémy, ktoré sme pouzili na rieSenie parciilnej
diferencidlnej rovnice (2.1) spolu s okrajovymi podmienkami (2.5) a pociatoénou podmien-
kou (2.6). Prvou schémou je tzv. EHM schéma [1, 4] a druhou pouzitou schémou je Reduced
Diamond cell schéma [5]. Obe schémy st semi-implicitné v ¢ase, vdaka ¢omu je zabezpefena

bezpodmienecnd stabilita. V priestore vychddzame z metédy koneénych objemov, pri¢om sa



schémy od seba ligia v sposobe numerickej aproximécie gradientu. V zavere ¢asti struéne po-
pisujeme implementaciu a algoritmus v jazyku C. Pre zjednodusenie budeme pri odvodzovani
numerickych schém vychidzat z rovnice (2.3). Regularizaény parameter € sa potom objavi az

vo vyslednych numerickych schémach.

3.1 Casova diskretizacia

V rovnici (2.3) pouzijeme semi-implicitny pristup, ako uz bolo spominané vyssie a aproximu-

jeme ¢asovi derivaciu doprednou diferenciou, pricom zavedieme oznacenie u(t") = u”

Rovnicu rieSime v ¢asovom intervale [0, 7] a v Ny ¢asovych krokoch 7, potom plati 7 = T'/Nr.

Cize rovnica (2.3) diskretizovand v ¢ase vyzera nasledovne

un+1 —u" Ovun+1
VY - 1
= v () =0 (3.1

3.2 EHM schéma

Tato schéma bola predstavend v [1] na rieSenie level set rovnice s regularizovanym tokom
podla strednej krivosti a aplikovana na filtrovanie umu v spracovani obrazu. V [4] bolo uka-
zané, ze zaistuje princip maxima a taktiez bolo ukizané, ze konverguje k rieSeniu problému.
V bakalarskej praci [16] sme schému rozsirili do 4D a aplikovali na rovnicu segmentécie. Pre
uplnost uvadzame diskretizaciu, odovodenie schémy a jej implementiciu aj v tejto praci.
Schéma, nepouziva na aproximiciu objemového gradientu konec¢ného objemu hodnoty v su-
sednych koneénych objemoch, tak ako to robia iné numerické metddy, ale pouziva pomocné

hodnoty na hranach kone¢nych objemov.

3.2.1 Diskretizacia

Nech je Q stvorrozmernd oblast, takd ze existuje My, Mo, M3, My € N a h > 0 a nech
Q = (0, Myhg) x (0, Mahg) x (0, M3hg) X (0, Myhg). Povieme, ze D = (M, &, P) je priestorova

diskretizdcia €. Potom definujeme nasledujiice mnoziny:

e Mnozina M je mnozina koneénych objemov, ktord zaroven odpoveda mnozine doxlov
(dynamic vozel).
M = { pigim = (= hyih) (G = Dh, i) (k= 1)h,kh) x ((m — 1)h,mh),
i=1,.,My,j=1,... Mo, k=1,...,M3,m=1,..., My }

e Mnozina P je mnozina reprezentacnych bodov.
P=A{ @ijrm=((i=2)h (i =3) b (k=3) b (m=3)) b
1= 1, ...,Ml,j = 1, ...,Mg,k = 1, ...,Mg,m = 1, ...,M4 }

e Mnozina £ je mnozina hran medzi koneénymi objemami.
€= {01 pmps = (i = Vi) x (( = 1)h,h) x ((k — 1)h,kh) x {mh},
i=1,.,My,j=1,..., Mo k=1,....,M3,m=0,...,My }



U { o) = ((i — D)h,ih) x ((j — 1)h, jh) x {kh} x ((m — 1)h, mh),

1,7, k+ ,m
1= Ml,]—l, ,Mg,kzo,...,Mg,m:1,...,M4 }
U { T jdhom = (0= Dhyih) x {jh} x ((k = 1)h, kh) x ((m = 1)h, mh),
1= Ml,j—o Mg,k:1,...,M3,m:1,...,M4 }

U { 0i+%,j,k,m = {ih} > (5 = Dh, jh) x ((k = 1)h, kh) x ((m — 1)k, mh),
1= 07 ...,Ml,j = 1, ...,Mg,k = 1, ...,Mg,m = 1, ...,M4 }

Eint je podmnozina vetkych o € £ | 0 € Q a Epr je podmnozina vietkych o € £ | o € 0N
Plati, ze £ = Eipt U Eeqr. Pre vietky p € M, &, je podmnozina vietkych o € € | o0 € dp, N,
je podmnozina vsetkych ¢ € M | 0 € pNq a pre vietky o € &, je M, podmnozinou
p € M | o € &, Dalej |p| oznacuje mieru kone¢ného objemu, |o| mieru hrany kone¢ného
objemu a dp, oznacuje vzdialenost medzi =, a z,. Vdaka tomu, ze pracujeme na pravidelnej
mriezke st tieto hodnoty konstantné a zavisia len od dimenzie danej tlohy. Povieme, ze (7, D),
kde D = (M, E,P) je ¢asovo-priestorova diskretizacia [0,T] x Q, ak 7 je ¢asova diskretizacia

definovana v casti 3.1.

3.2.2 Odvodenie schémy

Hodnotu na kone¢nom objeme, ktord prave pocitame si oznac¢ime u,, potom u, reprezentuji
hodnoty na jeho susednych koneénych objemoch a u,, hodnoty na hranich medzi nimi. Cize
Vug, € N, a Vu, € &,. KedZze nardbame s obrazkami, tak nasa mriezka ma rovnomerné
delenie, preto si mézeme dizku strany koneéného objemu oznaéit h. Definujeme si aproximaciu
pociatoénej podmienky

1
ug = — /uo(:rp)dx, Vp e M,
vl Jp

kde z, je reprezentacny bod na kone¢nom objeme p. Hodnoty na hraniciach kone¢nych obje-
mov 1 vypoéitame z poéiatoénej podmienky
ug =up(zy) ,Vo € €,

kde z, je reprezenta¢ny bod na hrane o. Rovnicu (3.1) upravime do tvaru

un+1_un
- _V. Vot ) = 0. 3.2
] <|v g ) 3.2)

Potom rovnicu (3.2) zintegrujeme cez kazdy koneény objem p, ¢im dostaneme

/de—/v g’ Vut ) dr =0, Vpe M (3.3)
» TIVu| [Vunr| -5 P ' '

Spravime aproximéaciu §tvorca gradientu v kazdom konecnom objeme, tak ako bola prezen-

tovana v [4].

Z "" —u)?, Vp € M, (3.4)



Ozna¢me d € NT dimenziu tilohy. Potom pre pravidelnii ”§tvorcovit” mriezku s dlzkou hrany
h plati, 7e |p| = hd, |o| = h47L, dpy = % A teda dostdvame
o 1 h*! 2
Np(u")? = 35 > 5 (ug —up)?, Vp € M. (3.5)
ceg, 2

Po jednoduchej tiprave dostaneme vysledny vztah pre aproximaciu stvorca gradiantu funkcie
u(wem p) = uy

Np(u")? = = 37 (u — w2, Wp € M, (3.6)

Iy =/ Np(um)? + €2, (3.7)

cize \Vu;‘\ ~ f, . Funkcia I U je po ¢astiach konstantna funkcia. Reprezentuje hodnoty doxelov
obrazu. Hodnoty na hraniciach doxelov obrazu vypodéitame ako priemernii hodnotu dvoch

doxelov, medzi ktorymi sa hranica nachadza

04 70
IO — Ip + Iq
ag 2 Y
dalej potrebujeme aproximéciu hodnoty gradientu funkcie obrazu I°. T4 vypoéitame podobne

ako aproximaciu hodnoty gradientu funkcie u, ¢ize dostaneme vysledny vztah

2
Np(I°)? = 75 > (17— L)’ peM, (3.8)
oc&p
nasledne oznac¢ime
gp:go ( Np(IO)2+€2> , pEM. (3.9)

Teraz mame vyjadrené a oznacené vietky aproximécie, ktoré potrebujeme na dalsie upravy

rovnice. V rovnici (3.3) na druhy integral aplikujeme divergenéni vetu, ¢im dostadvame

un+1 —un go
/”pdx — / Vu" "l ndo=0, pe M, (3.10)
» TIVun| ap | Vu"|
Presné hodnoty nahradime aproximéaciami
un+1 —un un+1 _ un—l—l
/de—/gf)lzwda:O,peM,VneN, (3.11)
p Tlp op Ip o8, dpo
a zintegrujeme
un+1 —un hd hd_l 2
(v np) — I > (ug™ —up™h) =0, pe M, ¥neN, (3.12)
Tfp fp oeép



vydelime h%2 a dostaneme

R2(untt —u?) 2
Lﬂp gp Z n+1 n+1) —0, pe M, YneN. (3.13)
Tfp p UES

UvaZujeme podmienku konzervativity, ktord vyjadruje, Ze tok z konec¢ného objemu p do kone-
¢ného objemu ¢ cez hranicu o je rovnako velky, ako tok z koneéného objemu ¢ do koneéného

objemu p cez tito hranicu o, pri¢om tieto hodnoty maja opa¢né znamienka.

on(ug+1 - UZ—H) gq(UZ—H - UZ—H)

1 * f

=0,Yo € Eint s Mo ={p,q}, Vn eN

fn 9p n+1 fn 9q n—l—l fn 9p n+1 fn Yq n+1 — 0,

‘Ifno' anU anp anq
Vo € Eint s My ={p,q}, Yn €N

ntl _ foavup ™ + fygqug ™
7 f(?gp + f;gq

, Vo € Eint s My ={p,q}, Vn €N (3.14)

Do druhého élena rovnice (3.13) dosadime vyjadrent hodnotu u?*! v tvare (3.14). Potom

tento ¢len vyzerd nasledovne

2gp Z (fggpugﬂ —|—f£gquj}“

—u”+1 peM, VneN. 3.15
fdap + 1194 ) (3.15)

p qEN,

Cleny vo vntitri sumy upravime na spolo¢ného menovatela a pokra¢ujeme v tipravach

29p Z (fgbgpuﬁﬂ + f;;‘gqug*l B fqngpuzcwrl — fggquZH) —

o 4EN, f;gp+f£gq

2gp Z f;;gqug+1 _ f;)zgqungl 29p Z fngq n+1 n+1) _
f§9p+f;?gq fngp+f 9q

p qEND p qeN,

2
=2 (ngpgqn(uZ“ - UZ“)) , PEM, VneN. (3.16)
qup fqu+fpgq

Po dosadeni (3.16) do (3.13) dostaneme vyslednt numericki schému nasej tlohy, v tvare

Tf" 7€N, f"9p+fn9‘1

Téato numerickd schéma sa da pouzit aj na rieSenie 2D a 3D tloh. V 2D pripade mé
koneény objem tvar Stvorca a zodpovedad pixelu. Takyto koneény objem mé Styry hrany,
ktoré maju tvar éiary (Obr. 3.1). Ak rozsirime tlohu o dalSiu dimenziu a teda rieSime tlohu v
3D, tak dostaneme koneény objem v tvare kocky. Tento koneény objem mé Sest hrédn v tvare
Stvorca a je totozny s voxelom (volume pizel). Voxel je rozSirenie pixela do troch rozmerov.

Pri rieseni 4D tuloh pouzivame koneény objemv v tvare tesseractu, ktory odpovedi doxlu
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(dynamic vozel). Tesseract je hypercube pre d = 4, kde d oznacuje dimenziu priestoru. Cize
je to analégia kocky v 4D. V tomto pripade mé konecny objem osem hran, pricom kazda z
hran mé tvar kocky. Konkrétne tieto hrany predstavuju lavy, pravy, horny, spodny, predny,
zadny, predchadzajici a nasledujtci hraniény objem. Tento fakt je fazsi na predstavenie,
kedZe si ¢lovek prirodzene nevie predstavit priestor so Styrmi priestorovymi dimenziami. O
tomto objekte vieme, ze jeho rezy maja tvar kocky, ¢o je aj spo6sob ako si budeme vysledky
vizualizovat. Dal$im mo#nym spdsobom vizualizicie je premietnutie vyslednej segmentacne;j
izoplochy do 3D, kedy zanedbame Stvrty rozmer, ktorym je ¢as 6. KedZe robime priemet
z priestoru s d = 4 do priestoru s d = 3, tak sa do jedného bodu premieta viac bodov.
Vo vyslednej vizualizacii zobrazime potom bod s najvic¢sou hodnotou segmentacnej level set

funkcie. Tymto sp6sobom dostaneme ¢asovo-priestorovi trubicu v 3D.

x%u L mO’w g .To— o xQS

e

Obr. 3.1: Diskretizacia 2D priestoru, koneény objem p, hranice o a susedia ¢

3.2.3 Algoritmus

Teraz mame odvodeny systém rovnic (3.17) predstavujici semi-implicitni schému, ktory po-
trebujeme implementovat a rieSit. V tejto Casti predstavujeme postup pri rieSeni daného
namiesto u budeme pouzivat
n n n n n n n n 3
u't u’ U u’ u' U’ u't oy u? ;.. . Naj-
igkamtd? Yigkm—1 Vg tm Ykt Vgl kme Y-t kme Vil gkm Vil im0

skor potrebujeme nastavit hodnoty prvkom u(0, ) pomocou funkcie u?, ktorti sme vopred

systému rovnic. Zavedieme si oznacenie u;‘j k.m Damiesto wy;,
WSy

skonstruovali postupom uvedenym v ¢asti 2.1.

0 0
Ui jkom — U (xi,j,k,m)

11



u?—&-;,j,k,m = u()( Z+2,]]€m)’ u ij+1 km = UO( ,g+2,k,m)

Oj,k+$,m Wz, b m)> u; ijkm+d :“O(%,J,k,m+%)
u; Ljkm = (s 1k, m); “ ij—Lkm = uo(xi,y—%,km)
u?,j,k— = u’(z; i g k— %,m)’ uy injidem— Uo(xz,j,;@m_%)

Potom si zavedieme oznacenie pre prvky pre pracu so vstupnym obrazom a to I; 0 i.j.km Damiesto
0 i 0 0 0

I, reprezentujice hodnoty doxelov z obrazu. Namiesto /; zavedieme I ijikmet L Ii’j’k+ Lo
0 0 0 0 0 0

Ii,j—l—%,k,m’ Ii+%,j,k,m’ Ii,j,k,m—%’ Ii,j,k—%,m’ Ii,j—%,k,m’ Ii—%,j,k,m reprezentujuce hodnoty na

hraniciach doxelov. Hodnoty I j k.m Dacitame z obrazu. Na hranicu obrazu nastavime okrajoveé

podmienky a to tak, ze spravime zrkadlenie hodndt Ig okrajovych doxelov smerom von, ¢im

roz§irime vypoc¢tovi oblast. Ostatné hodnoty (hodnoty na hraniciach doxelov) vypoditame

ako priemerné hodnoty doxelov, medzi ktorymi sa hranice nachadzaji. A to nasledovne:

0 0
z+2,] km 2 ’ i,j+%,k,m - 9
0 O 0
i:jzk+§>m 2 ’ i7j>k>m+§ 2
0 0
Io :Ijkm+I 1,5,k,m 0 Ijkm+[,] 1,k,m
z—f,]km 2 ’ i,j—%Jc,m 2
0 0 0 0
IO Ijkm+ng 1,m IO Ijkm—I_I]kml
ijk—5.m 2 » Nigkm—g 2

Tieto hodnoty pouzijeme na vypocet pribliznych hodnét gradientov obrazu, ktoré buda v
regularizovanej forme vstupovat do funkcie ¢%(s). Hodnoty N, (1Y) oznacime ako N, j g m(I°)

a zo vztahu (3.8) dostavame

2 2 2 2
9, 10 1, —I° ., —I° 10, —I°
02 bk Gk mt bikm T Gk 5 m bikm T ik km bikm iy L jk,m
2 (Nijrem(I%)” = ( > + > + | — | 4| —2 )+
2 2 2 2

2 2 o 0 2 2

0 79 — 1Y . —
iyjyk,mfé i,5,k,m i,5,k,m

IO —J°

i ij—g.km bakm i g gkm
I I I

2 2

2

0 _
Ii,j,k,m

_l’_

[Nl

Hodnoty funkcie ¢%(s) v jednotlivych voxeloch si oznadime 9i.j,k,m & VypoCitame v regu-

larizovanej forme (3.9)

Gijkm = 9" <\/(Ni,j,k;,m(10))2 + 52> )

Este potrebujeme nastavit okrajové podmienky pre hranice I9 na hranici obrazu. Tie nasta-
vime obdobnou reflexiou, akt sme pouZili pre [S .

Okrajové podmienky pre kone¢né objemy w, a hranice konecnych objemov u, leziace
na hranici vypoctovej oblasti nastavime pomocou rovnakej reflexie akt sme pouzili pre
doxely obrazu. Tento krok budeme musiet aplikovat v kazdom diskrétnom casovom kroku
n—+1,n=0,1,... nadej tlohy. To isté plati aj o vypocte pribliznej hodnoty gradientu funkcie

uy, oznacenej N j . m(u") pre kazdy kone¢ny objem p € M. Absolitnu hodnotu $tvorca gra-
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dientu pouzivame v regularizovanej forme f;}. Zo vztahu (3.6) dostdvame

ut. . —yn 2 wr g 2 . _yn 2 an _yn 2
Jk,m 1 i,5,k,m 1 i,3,k,m 1 i,3,k,m 1
2 ik Gk my § gk e L m dkem ™ 4 L km dkm ™ b G
2(Nijjem(u™))” = < T + % R Ty =-mis EE RS
2 2 2

2

ul. —u” 2 ul —u” 2 ul. —u” 2 ul. —u” 2
bk Gk m— g bk T k-1 m bk Lk m bk T L km
+ 7 + 13 + 13 + 13
2 2 2 2

aplikdciou Evans-Spruckovej e-regularizicie (3.7) regularizujeme gradienty Np(u")

2
n _ 2
fiaj’k’m - \/(N'le,k,m> + €

Potom oznac¢ime koeficienty systému rovnic (3.17) pre potreby SOR metédy w; j k.m, €ijkm.

Nij ks Sijkms Oijkms Pijkms Gij,kms Tijkms Cijikms 0ijkm @ konStruujeme ich

29i,5,k,m9i—1,j,k,m 29i,j,k,m9i+1,j,k,m

Wy = €7 =
bk G kT ik BT kTt kg ko
P 29,5, k,m%i,j—1,k,m Siikm = 29; 5. k,m%i,j+1,k,m

LD T i —Lkeom TS 1 g mGigkm T TSR T i 4 km S 1 ke m i kem
04 i b = 29i,5,k,m9i,5,k—1,m Diikm = 29i,5,k,mYi,5,k+1,m

bR T e migk—1m TS 1 mGigkm T DI T ik Lm S e 1,m Y, kem

Giikm = 29i,j,k,m9i,j,km—1 T 29i.,j,k,m3i,j,k,m+1
bR e mig ke m =1 e 1 Gig kgm0 DT Gig ko ma 1 TS 1 9,5, km

_ h? 1
Cijkym = Wijkm T €ijkm T Nijkm + Sijkm T Oijkm T Pijkm + Qjkm + Tijkm T g ——

i,5,k,m

2 n
h” Ui j km

bijkm =
»JHR,T n
T fgem

a riesime linedrny systém
o n+1 o n+1 P n+1 . n+1 el n+ _
CigkymW; 5k — WigkmWi_1 j6m = CigkmWii1 5 km = WigkmW; 1 km — Si5.kmW; j11 km

. . n s . n+ — b
_027]7k7mui,j7k—1,m pZ7J7k7mui,j,k+1,m qz:]’k"»lui,j,k,m—l TZ,j,k,mui’j’k’m_i_l - b7’7]71€7m'

V tejto praci sme na rieSenie tohto systému pouzili successive-over-relazation (SOR) ite-
ra¢nid metddu, ktord je modifikaciou zakladného Gauss-Seidelovho algoritmu. Po vyrieseni
systému dostaneme hodnoty u?;r;m, ktoré predstavuji rieSenie tilohy segmentécie v dalsom
segmentafnom ¢asovom kroku. Po vypoditani rieSenia je potrebné vypocitat hodnoty na hra-
niciach kone¢nych objemoch u, leziacich vo vnuatri obrazu a nastavit okrajové podmienky v
konec¢nych objemoch u, a v hraniciach kone¢nych objemov u, leZiacich na hranici obrazu pre
nasledujici segmentacny casovy krok. Hodnoty u, leziacich vo vnuttri obrazu vypocitame po-
dla vztahu (3.14) a okrajové podmienky nastavime rovnakou reflexiou, ako v 0-tom ¢asovom
kroku. V n+1-om segmentac¢nom ¢asovom kroku nastavime pociatocné hodnoty iteracie takto
WO gyn i=1,2,.., My, j=1,2,... Mo, k =1,2,..., M3, m = 1,2, ..., My. Potom v

i?j7k7m i7j7k7m’
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kazdej iterdciil =1,2,...prei=1,2,.... M1, j=1,2,.... Mo, k=1,2,.... M3, m=1,2,..., My

rieSime nasledovné dva kroky iteracie

o n+1(1) n+1(1) n+1(1) n+1(1) n+1(1-1)
Y = (WijkmW_1 5 km + NigkmW i1 km T Okl jk—1m T GgkdW jgm—1 T €igkmWistjgmt
n+1(1-1) n+1(1-1) n+1(1—1)
+SigkmW ;11 km + PigkmW ki1t TigkmW j gm1 T Oighkm )/ Cijim

i7j7k:7m - i?j7k7m i7j7k7m

un—l—l(l) B un+1(l—1) T w (Y _ un—l—l(l—l))

Iteracny proces zastavime, ak Ry < TOL, kde R(; je reziduum v [-tej iteraci

. n+1(1) n+1(1) n+1(1) n+1(1)
Ry =>( CigkeomW; 5 kom — WijkomUW; 1 5k m = CigkmWiy 5 km = TigkmW; i 1k m
o n+1(1) B n+1(1) o n+1(l) o n+1(l) o n+1(1) o 2
TSigkmW; iy km T OigkomW k1 m T PigkmW 5 k11 m T kA% G e m—1 T TigkmW i kmy1 T bi,jksm )

a TOL je nami vopred zvolend tolerancia. Volba tolerancie zalezi na uzivatelovi. Ak chce
presnejsie vysledky je potrebné zvolit mensSiu toleranciu, ak mu zaleZi na rychlosti vypoctu a
postadia mu menej presné vysledky, mal by zvolit viésiu toleranciu. KedZe poditanie rezidua
predlzuje vypoctovy cas, tak je dobré kontrolovat tito podmienku napr. po kazdej desiatej
iterdcii. w je relaxaény parameter, ktory si voli uzivatel na zrychlenie konvergencie. Takisto
ma na vypoctovy ¢as vplyv aj volba parametra e a volba ¢asového kroku 7. Algoritmus vyzera

nasledovne:

1. Nacitanie obrazu

0 0 0 0 0
Q@hm’Qdkaé’%Jk+5m’QJ+5hm’E+%mhm

2. Nastavenie pociato¢nej podmienky

0 0 0 0 0
igkms % kmal Ykl m Vil km? Yt jkm
3. Vypocet §tvorcov gradientov obrazu a vahovej funkcie
T
Ni,j,k,m’ gi7j7k7m

4. Cyklus cez ¢as (n=0,1,...,N)

(a) Vypocet gradientov funkcie u v ¢asovom kroku n
Fikm

(b) SOR

(c) Vypocet hodndt na hraniciach voxelov a nastavenie okrajovych podmienok pre
dalsi ¢asovy krok

un-l—l n+1 n+1 n+1 n+1

’L,j,k’,er%? 17]7k+%7m’ l7]+%7k7m, 7‘+%7]7k7m, Z’]’k’m ext

(d) Kontrola zastavovacej podmienky

3.3 Reduced diamond cell schéma

Schéma reduced diamond cell, predstavena v [5], je zjednodusenim povodnej diamond cell

schémy. A to tak, %e redukuje pocet hodndt pouZitych na vypodet gradientu ¢asti hranice
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konec¢ného objemu. Konkrétne sa pri vypocte takéhoto gradientu pri pouziti schémy reduced
diamond cell, zanedbavaja susedia cez vrcholy konec¢ného objemu. Na tato schému sa da
pozerat aj ako na pouzitie tzv. 2D diamond cell schémy v kazdej rovine, v ktorej lezia
centrd dvoch susednych doxelov. V nasledujicej ¢asti budeme pouzivat vyrazy hrana a stena.
Ozna¢me d € N*, d > 3 dimeziu problému. Potom pojmom stena budeme oznacovat taku
¢ast hranice doxelu, ktora ma dimenziu d~' a pojmom hrana taka ¢ast hranice doxelu, ktors

mé dimenziu d—2.

3.3.1 Diskretizacia

Nech je Q stvorrozmernd oblast, takd ze existuje My, Mo, M3, M4 € N a h > 0 a nech
Q = (0, M1hg) x (0, Mahg) x (0, Mshg) x (0, Myhg). Povieme, ze D = (V, X, E,)) je priestorova

diskretizicia 2. Potom definujeme nasledujice mnoziny:

e Mnozina P je mnoZina koneénych objemov, ktorad zaroven odpovedd mnozine doxelov
(dynamic vozel).
V = { v = (i = Dhyih) x (G = 1)k, jh) x ((k = 1)h, kh) x ((m — 1)h,mh),
i=1,.,My,j=1,... Mo k=1,.... M3, m=1,....,My }

e Mnozina X je mnozina reprezenta¢nych bodov.

X ={ zijrm=((i—3)h (7 —3)h(k=3)h (m—3)h),
i=1,..,M,j=1,.. .My, k=1,...Ms,m=1,..., M }

e Pre Vv, jrm € V definujeme takd mnozinu indexov Iiljkm = (p,q,m,8) , %€ p,q,r,s €

{=1,0,1},|p|+|q|+]|r|+|s| = 1. Potom je £ mnozZina stien medzi kone¢nymi objemami.
&= { 6?’;-17}::;,7; =1,.,.My,j=1,..., Mo, k=1,.... M3,m=1,..., My,

b,q,7, 8 € Iil,j,k,m }

e Pre Vp; jim € P definujeme taki mnoZinu indexov Ii%j,k’m = (p,q,71,8), %¢ p,q, 1,8 €
{=1,0,1},|p|+1|q|+|r|+|s| = 2. Potom je Y mnozina stredov hran koneénych objemov.
Y= { yp,q,r,s 1=1,...,.My,j=1,...Ms,k=1,.... M3, m=1,..., My,

i7j7k7m’
2
p7 q7 7’7 ERS Ii,j,k,m }

Dalej |v| ozna¢uje mieru kone¢ného objemu, |¢| mieru steny kone¢ného objemu a d,,. oznacuje
vzdialenost medzi x, a x., kde z je susedny koneény objem. Vdaka tomu, Ze pracujeme
na pravidelnej mriezke st tieto hodnoty konstantné a zavisia len od dimenzie danej tlohy.
Povieme, 7e (7,D), kde D = (V,X,E,)) je Casovo-priestorova diskretizacia [0, 7] x Q, ak 7

je Casov diskretizacia definovand v Casti 3.1.

3.3.2 Odvodenie schémy

Hodnotu na kone¢nom objeme, ktort prave pocitame si oznac¢ime w;;xm, POtOm Uity j1q k+rm+s

1 N .« . 7 v ’ . N 7
p,q,7,8 € Iijkm reprezentuji hodnoty na jeho susednych koneénych objemoch. Kedze nara-
bame s obrizkami, tak nasa mriezka mé rovnomerné delenie, preto si mozeme dizku hrany

kone¢ného objemu oznagif h. Potom pre d-dimenzionalnu tlohu plati, e |[v| = h¢,|e| =
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h?=1 d,, = h. Definujeme si aproximéciu poé¢iatoénej podmienky

1
0
Uyikem = uo(Tijkm )dT, Yijm €V,

”Uijkm’ Vijkm

kde ;1 je reprezentacny bod na konecnom objeme v;j,,. Rovnicu (3.1) upravime do tvaru

un-&-liun go
T _ n+l) _ 1
V| V. <]Vu”] Vu ) 0. (3.18)

Teraz rovnicu (3.18) zintegrujeme cez kazdy konecny objem v;jim, € V. Dostaneme

n+1 0
u.. —ul G;:
k ik k
/ L AL —/ V.| ol Vulitl ) do =0, Yojjen, € V. (3.19)
Vijkm T|vumkm| Vijkm |v zjkm|

V rovnici (3.19) pouzijeme na druhy integril divergenént vetu a dostaneme

un,J]gl — un.k go,k
/ Ly / WA Vug};yln n de = 0, Vvijkm ev. (3.20)
Vijkm T‘vuz]km’ OV jkm |v zyk:m|

V tejto chvili si zavedieme aproximécie, ktorymi nahradime $tvorec normy objemového gra-
dientu funkcie u, Stvorec normy gradientu steny konecného objemu funkcie v a Stvorec normy
objemového gradientu obrazka I. Schéma pouziva na vypocet tychto aproximéacii hodnoty v

bodoch y?%*  (pgrs) € I?, ktoré st aproximovanymi hodnotami v stredoch hran kone¢nych

ijkm?
objemov.

pgo0 _ 1 A o A o

Wijkm = 4 (Wijesm + Witp,jem + Wijtqkm + Yitp,j+qkm)
poro _ 1, o . o
ogro _ 1 - . o
poos _ 1, o - o
ijkm — 4 (Wi jiesm & Witp,jem T Wijhemets + Uitpjkm+s)
0gos _ 1. o - o

Wijkm = 3 (Wi jkom + Ui jtqhm + Ui kmts T Uijtgkmts)
00rs __ 1

Uigkm = 3 (Wigikam + Uigdtrm + Uijgmets + Uigktrme+s)

Potom aproximovanti hodnotu gradientu na stene eIJOI?O vyjadrime nasledovne

1 s~ L2
|€1900 1 J 1000 Vitijkm d ~ 7” h ey + — A g+
v (3.21)
10,10 _ . 1,0,-1,0 1001 _ 1001
+ i,3,k,m - 1,9, k,m e+ 1,7, k,m - i.9,km es.

Pouzitim podobnych vyrazov si aproximujeme gradienty aj na zvysnych stendch. Tymto do-

staneme aproximécie Vp‘"su?j;il v centrach stien konecného objemu. Néasledne si zavedieme
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oznacenie

e,ijkm

QUL = \/82 +[Vparsu,

—n 1 n
Qe ijkm = e + 3 Z |qum“ijkm‘2 (3.22)
(pgrs)ell

T = 9" (\/lqu“[ijkm\Q + 62) :

Hodnoty |VP4"*I;;1,,| vypocitame obdobnym vzfahom, ako sme pouzili pre |qu’"5u?j;}n\ ale

pgrs
ijkm

do vypoctu u bude namiesto funkcie w;jx,, vstupovat funkcia I%km. V rovnici (3.20) si
integral cez hranicu koneéného objemu prepiSeme na sumu integrilov cez jednotlivé steny

kone¢ného objemu a presné hodnoty nahradime aproximaciami (3.22), ¢im dostaneme

S pars (n1 _yrtl
Wiskem — uijkmd Gijkem \ Yitp,j+ak+rmts — Yigkm do —
— e aT — E Qn;pqv's h T = 07
Vijkm Qa,z‘jka (pgrs)el €ijkm e, ijkm
ijkm eV.
(3.23)
Néslednou integraciou a predelenim h%~2? dostaneme vyslednd numerickd schému
pqrs n+1 n+1
h2 nal n gz’jkm ( 1,9,k,m + ui+p,j+q,k+r,m+s) 394
—=n ijkm uijkm + E Qn;pqrs =0. ( . )
Qs,ijka (pgrs)eI! e,ijkm

Vysledna schéma reprezentuje ststavu linedrnych algebrickych rovnic, ktort budeme v
nasom pripade riesif pomocou algoritmu SOR. Tato schéma sa da pouzit aj pre 3D tilohy,
pre 2D tlohy je analdgiou tejto schémy schéma diamond cell. Je to kvoli tomu, ze na schému
reduced diamond cell sa v 3D da pozerat ako na pouzitie diamond cell schémy v dvoch

rovindch obsahujucich x; ; . m, Tit1 j.k,m-

3.3.3 Algoritmus

Aj pri tejto schéme sme sa dopracovali k systému rovnic (3.24), ktory predstavuje semi-
implicitnd schému. Tento systém potrebujeme implementovat a rieSit. V tejto ¢asti predsta-
vime postup na rieSenie tohto systému rovnic. Najskor potrebujeme nastavit hodnoty prvkom
u(0, x) pomocou funkcie u®, ktort sme vopred skonstruovali postupom uvedenym v ¢asti 2.1.

U jgem = w0 (@i jkm)

Nisledne nacéitame vstupny obraz, ¢ize nastavime hodnoty I nac¢itanim z obrazu. Na

z’j’k’m
hranicu obrazu nastavime okrajové podmienky a to tak, ze spravime zrkadlenie hodnét Igjkm
okrajovych doxelov smerom von, ¢im rozsirime vypoc¢tovi oblast. Pomocou vztahu (3.21) vy-
pocitame priblizné hodnotu normy gradientu obrazu na stendch doxelov |VP9"* [, |, ktoré

budi v regularizovanej forme vstupovat do funkcie ¢%(s) a podla vztahu (3.22) vypoéitame

pars n—1;pqrs

~ ~ N ’ —n—1 ,
iikm- Potom budeme v kazdom case n pocitat hodnoty Qeﬂ.jkm a Q¢ ijgm> ktoré reprezen-

tuja normu gradientu na stene kone¢ného objemu a normu objemového gradientu kone¢ného
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objemu v regularizovanom tvare. Tieto hodnoty vypoéitame podla vztahu (3.22). Dalej ozna-
¢ime koeficienty systému rovnic (3.24) pre potreby SOR metSdy wj jkm, €ijkms> Mijkms

Sijkms Oijkms Pigikams Qijikams Tijkms Cijkms Dijkm @ konsStruujeme ich

-1,0,0,0 1,0,0,0
Y4 km _ Yijkm
Wi j.km = Qn—l;—l,O,O,O’ €ig,k,m = Qn—l;l,o,o,o
e,ijkm e, ijkm
0,—1,0,0 0,1,0,0
_ Yijkm _ Yijkm
N jiem = QL0100 Si,jkm = Q- 10.L00
eijkm eijkm
0,0,—1,0 0,0,1,0
Yi,jkm Yi,jkm
Frighm = —5-T50-100 blijkm = ~-To010
Qa,ijkm Qe,ijkm
0,0,0,—1 0,0,0,1
9i.5.km 9i.5.km
PGijkm = 510001 4 Yijkm = —7-T0001
Qs,ijkm Qs,ijkm
2
Cijjkm = Wijkm + €ijkm + Nijkm + Sijkm +00ijkm + [rijkm + D jkm + [ijrm + ﬁ
e,ijkm
2. n—1
b J— h ui:j7k7m
i5,kem — 1
s,ijka

a riesime linedrny systém

.. n — s s n — e n —n. . n — g . n —
CZ’]vkvmui,j,k',m wzv.]:k:mui—l,j,k,m 617J’k,mui+1,j,k,m nz’]vkvmui,j—l,k,m Slvjakamul'7j+1,k,m
n

_ba17]7k3mul7‘j,k—1,m frlvjzk:’mui,j,k—i—l,m paznjvkvlui,j,k,m—l ful?.]vk7mu7;,j7k’7m+1 - blv]7k7m'

Aj na rieSenie tohto systému sme pouzili successive-over-relazation (SOR) itera¢ni metdédu.

n+1
i7j7k7m7

tacie v dalSom segmentacnom ¢asovom kroku. Po vypocditani rieSenia je potrebné nastavit

Po vyrieSeni systému dostaneme hodnoty u ktoré predstavuji rieSenie tlohy segmen-
okrajové podmienky u; ;. v konecnych objemoch leziacich na hranici vypoctovej oblasti
pre nasledujtci segmentacny ¢asovy krok. Okrajové podmienky nastavime rovnakou refle-
xiou, ako v predchadzajicej schéme. Nasledovne je cely proces vypoctu rieSenia pomocou

metédy SOR identicky ako pri EHM schéme. Algoritmus vyzerd nasledovne:

vr . 0
1. Naditanie obrazu [i,j,k,m

. v v . . 0
2. Nastavenie pociato¢nej podmienky Uy kom

3. Vypocet normy gradientu obrazu na stendch koneénych objemov a vypocet vahovej

pqrs

funkcie g; G kom

4. Cyklus cez ¢as (n=0,1,...,N)

n—1;pqrs

L . —n-1 .
(a) Vypocet gradientov Q_ 57" a injkm v ¢asovom kroku n
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(b) SOR

n+1

(c) Nastavenie okrajovych podmienok pre dalsi ¢asovy krok U i ko

(d) Kontrola zastavovacej podmienky

4 Numericka schéma pre treking

Ako uz bolo spominané v ¢asti o matematickom modely, schéma pre ndjdenie trajektorii je
zaloZend na vytvoreni potencidlového pola a naslednej metéde najstrmsieho spadu. V [7, 8, 10]
je metdda popisand vSeobecnejsie, pre nase priklady staéi pouzit jednoduch$iu formu. Pre

uplnost ju popisujeme.

4.1 Vytvorenie potencidlového pola

Potencialové pole zostrojime pomocou dvoch funkcii vzdialenosti. Prva funkcia urcuje vzdiale-
nost bodu od najvzdialenejSieho centra, s ktorym je stvisle spojend a druhd urcuje vzdialenost
od hranice segmentacie. Na vypocet hodndt tychto funkcii v jednotlivych bodoch (doxeloch)

potrebujeme riesit ¢asovo zavisli rovnicu
di +|Vd| =1 (4.1)

pre nezndmu funkciu d (x1, x2, x3, 0,t). Opit rieSime 4D tlohu z pohladu priestoru, kde Vd je
Stvorrozmerny gradient, respektive vektor parcidlnych derivacii podla x1, x2, 3, 6. Pre riese-
nie rovnice (4.1) potrebujeme predpisat nulové Dirichletove podmienky pre body, od ktorych
pocéitame vzdialenost. V nasom pripade to bude pre body identifikdtorov v pripade prvej
funkcie vzdialenosti a pre body hranice segmenticie v pripade druhej funkcie vzdialenosti.
Tito rovnicu budeme riesit numericky pouzitim Rouy- Tourinovej schémy s fizovanim. Na to
aby sme mohli tato rovnicu riesit numericky, potrebujeme si zaviest diskretizaciu a znacenie.
Vypoctova oblast €2 si zvolime totozni s oblastou na ktorej sme robili segmentéciu. Pria-
mociaro sa nadm pontka diskretizovat oblast na body umiestnené v centrach doxelov, ked7Ze
hodnota segmentacnej funkcie je v kazdom doxely konstantna. Tieto 4D doxely si oznaéime

1

Vijkm- Priestorovy krok si zvolime h = SR kde M; predstavuje $irku obrazu. Nech d

oznacCuje aproximovanui hodnotu rieSenia d v centre Viji,, a v diskrétnom casovom kroku

n
ijkm

t" = nt, kde 7 oznacuje velkost ¢asového kroku. Pre kazdy Vji, definujeme mnozinu inde-

xoV Nijem = {(p,q,7,5), |p|+]q| + |r| + |s| = 1} a pre vsetky (p,q,7,s) € Njjim definujeme

2
pqrs . n—1 _m—1
D = (min (4254 gprms — A4 0)) (4.2)

a nasledne

1,0,0,0 Dl,O,O,O —1,0,0,0 0,1,0,0 DO,LO,O 0,—1,0,0

ijokom = ML\ L5 5k m Pigkm )0 Mijem = MO\ Y55k m Yijkm ) o (4.3)
0,0,1,0 _ 0,0,1,0 1~0,0,—1,0 0,0,0,1 _ 0,0,0,1 1~0,0,0,—1 ’
ijikm = ijokom Pigkm ) Mijem = MOT\ L5k mo i jkm )
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Pouzitim tohto oznac¢enia ma Rouy-Tourinovej schéma nasledujici tvar

_ -1 T 1000 0100 0010 0001
iikm — d%km +T - E\/Mijk:m + M + M + M (4.4)
aby bola schéma stabilnd potrebujeme zvolit 7 = % V rovnici (4.4) si mozeme vSimnit,

ze hodnota d?j em 52 meni len vdaka susedom s nizSou hodnotou. V bode Vi, sme dosiahli

. ) < TOL. Nech T je

ustaleny stav, ak sa hodnota d?jkm meni uz len slabo a teda, (d%km ik

mnozina vSetkych indexov (ijkm) a nech mnozina F C Z taka, Ze v doxeloch prislichajticim
k indexom (ijkm) uz nastal ustaleny stav. Teda o doxeloch Vjju,, takych, ze (ijkm) € F
povieme, Z%e st fixované a uZ v nich nepoéitame hodnotu v dal§ich ¢asovych krokoch. Ked7e
vSetky operécie vykondvame len na mnozine bodov, ktoré este nedosiahli ustileny stav (pocet
bodov v ustdlenom stave s rasticim ¢asom ¢ narastd), tak sa ¢as na vypocet jedného ¢asového

kroku pre narastajici ¢as zmensuje. Algoritmus Rouy-Tourinovej schémy je nasledovny:
e Do while F #7

— Do for all (ijkm) € Z
x if (ijkm) € F then continue
* else
- update dT! with (4.4)

ijkm
i (d“l —ap ) < TOL then F = F U {(ijkm)}

ijkm ijkm
-n=n+1

Vys8ie uvedeny algoritmus na rieSenie rovnice (4.1) pouzijeme pre vypocet prvej distance
funkcie d a druhej distance funkcie dg. Tie st pouzité na skonStruovanie potenciialového pola

nasledujicim spdsobom:

1. Vypocitame hodnoty funkcie d. Podla nami vybratej izoplochy reprezentujicej segmen-
taciu si zvolime prahovi konstantu A. Pre vSetky Vijxp,, také, Ze hodnota segmentacnej
funkcie w;jr,m < A nastavime hodnotu d?jkm = BIG a F = F U (ijkm). Pre ostatné

0

Vijkm nastavime dljkm = 0. Ak je Vijkm doxel, v ktorom sa nachddza identifikitor SY.
z = 1,2,..,n9 tak F = F U (ijkm). Nésledne na vypocet d pouZijeme algoritmus

Rouy-Tourinovej schémy uvedeny vyssie.

2. Postupujeme ako v predchadzajicom kroku, avSak pre kazdy doxel nastavime pociato-
¢nt hodnotu funkie d% = 0 a zafixujeme vSetky Vj;rm,, ktoré sa nachddzajt na hranici

alebo mimo 4D segmentacie, ¢ize Vijrm, Uijkm < A

3. Vysledné potencidlové pole v skonstruujeme odéitanim druhej funkcie vzdialenosti dp

od prvej funkcie vzdialenosti d a teda

v (LU]_,QUQ,I’E},G) - d(xluxzvx:ﬂve) - dB (x17x27x379) .

Pre ujasnenie si mozeme naSe potencidlové pole v predstavit ako tizke udolie (kafion), na-

chadzajice sa vo vnutri segmentécie. Toto tdolie kles4 z bodu najviac vzdialeného od bodu
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Obr. 4.1: Rez grafu funkcie d (vlavo hore), grafu funkcie dp (vpravo hore), rez grafu funkcie
v (vlavo dole) a spolu s trajektériami (vpravo dole). Rozmer 6 je orientovany vo vertikdlnom
smere.

pociato¢ného identifikatora az dosiahne minimum prave v bode tohto identifikatora. Pricom
hibka tidolia sa zvicsuje smerom do stredu segmentacie. Po tom ako sme skonstruovali po-

tencidlové pole, mozeme pristipit k extrakcii trajektorii.

4.2 Extrakcia trajektorii

Algoritmus extrakcie trajektorii je zalozeny na metdde najstrmsieho spadu. Tato metddu si
mozeme predstavit akoby sme v tomto tudoli (potencidlové pole) pustili lopticku, ktord by
je reprezentovana postupnostou bodov v éasopriestore PY, kde 6 € [Ny, NoJ a1 < Ny < N, <
Np,.. Extrakcia trajektorii sa deje v dvoch krokoch:

1. Pouzitie metddy najstrmsieho spadu v potencidlovom poli v pre identifikatory SST
2. Pouzitie metédy najstrmsieho spadu pre funkciu dg v ¢asovom kroku 6

V tejto Casti algoritmu uz nepovazujeme Stvrti stiradnicu 0 za priestorovi, ale budeme o nej
hovorit ako o ¢ase. V prvom kroku si vytvorime pomocny bod P% = S?. Potom v najblizsom
okoli bodu PIQ hladdme rekurzivne doxel s minimalnou hodnotou potencidlu v, ale len v
¢asovom kroku @ a 6 — 1. Ako bod trajektérie P? pre ¢asovy krok 6 si oznacim doxel z
ktorého sme sa posunuli do bodu v predchadzajicom casovom kroku 6 — 1. Bod do ktorého
sme sa posunuli si oznac¢ime ako pomocny bod Pgil a opakujeme tento postup. Ak sa v Case
# nevieme posunit do predchadzajiceho ¢asu, tak Gasopriestorova segmentacnd izoplocha nie
je spojitd a je potrebné pouzit veobecnejsiu formu algoritmu, tak ako je popisand v [8]. Pre
potreby nagich prikladov to nie je potrebné.

Po néjdeni trajektdrie zopakujeme rovnaky postup, budeme hladat lokdlne maximéa pre
funkciu dp ale vzdy iba v danom konkrétnom c¢asovom kroku 6 a ako pomocny bod PIQ si

zvolime uz najdeny bod trajektérie P?. Tymto spésobom trajektérie vycentrujeme.
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5 Numerické vysledky

V tejto casti predstavujeme vysledky prikladov, na ktorych sme testovali obidve schémy.
Schémy boli testované v 3D a 4D tlohach, v ktorych sa pohybovali objekty. Cielom bolo
segmentovat objekt a nésledne pouzit segmenticiu na hladanie trajektdrie tohto objektu.
Nijdena trajektoria ndm pri umelych prikladoch déva urciti informaciu o kvalite segmentécie.

0

Funkciu ¢;, ktord sa pouziva na vytvorenie funkcie u” uréujicej po¢iatoénti podmienku (éast

2.1) sme pre kazdy priklad zvolili nasledovne

1 2
—s1p ak |z — S| <R
$i(w) = q oo : (5.1)

%M , inak

kde = = (x1,x9,23,0), S;,i = 1,..., N st identifikdtory, R je polomer a % je maximum tejto

funkcie. Funkciu g (s), ktord poskytuje informaciu o hranach v obraze, vyzerd v regularizo-

gls) = \/52 + <1+1Ks2>2 (5.2)

kde s je norma gradientu obrazu, € je regularizacny parameter a K > 0.

vanom tvare nasledovne

5.1 3D priklady

Najskor predstavime 3D priklady (2D video), kedZe sa tieto dita daji lepSie vizualizovaf.
Ako prvy priklad predstavujeme segmentaciu kruhu, ktory sa pohybuje nahodne v Stvorco-
vej oblasti 100 x 100. Obraz mé velkost 30 v ¢asovom rozmere 6. Celkovy rozmer dat je
100 x 100 x 30, kedZe sa na video pozerame ako na jeden 3D objekt. Ide o priklad bez poruse-
nej hranice, tak sme zvolili ¢ = 1 podTa [2]. Parameter K, ktory vystupuje vo funkcii ¢g(s) sme
volili rozne. Ako kritérium pre zastavenie vypocétu sme zvolili Ly (©2) normu rozdielu funkeii
v dvoch po sebe nasledujuicich ¢asovych krokoch. Ak bola tidto norma mengia ako 0.0005 tak
sme vypocet zastavili. Velkost ¢asového kroku sme zvolili proporciondlne k priestorovému
7 = h%. Na priklad sme pouzili obe schémy, ich porovnanie mézete vidiet v tabulke 5.1 a
5.2. Pri oboch schémach sa ako najlep§ia volba javi K = 0.1. Do tabuliek sme na porovnanie
uviedli pocet ¢asovych krokov, vzdialenost ndjdenej trajektérie od identifikdtorov pred a po
centrovani. Vizualizaciu vysledkov ukazujeme na Obr. 5.1. Na obrazku st zvizualizované jed-
notlivé 2D &asové rezy poukladané na sebe, ¢im vytvaraja 3D objem. Mozete vidiet povodné
déta, segmentacnt funkciu a zvolené izoplochy, ktoré boli pouzité na nijdenie trajektorie.

Dalsim 3D prikladom je simuldcia situicie, Ze sa vedla seba pohybuje viacero buniek,
pricom dochédza aj k deleniu bunky. Predstavujeme podobniu tlohu ako v [9], v ktorej sa
pohybuja 3 disky iba v smere osi x, pricom v polovici videa pride k deleniu stredného disku.
Vsetky parametre sme zvolili ako v predchiddzajicej tlohe a takisto sme na rieSenie pouzili
obe metddy. Vysledky prezentujeme v tabulke 5.3, tabulke 5.4 a obrazku 5.3, kde st vysledky
pre EHM schému K =1 a RDC schému K = 10.
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Tabulka 5.1: 3D priklad - ndhodny pohyb kruhu EHM schéma

‘ K ‘ nr ‘ d ‘ d(centrovand) ‘
0.001 | 491 | 4.715 | 4.025
0.01 546 | 4.674 | 3.849
0.1 581 | 4.365 | 3.704

1 691 | 4.633 | 3.798
10 812 | 4.688 | 4.03
100 475 | - -
1000 | 546 | - -

Tabulka 5.2: 3D priklad - ndhodny pohyb kruhu RDC schéma

‘ K ‘ nr ‘ d ‘ d(centrovand) ‘
0.001 | 421 | 4.063 | 3.558
0.01 | 399 | 4.236 | 3.473
0.1 433 | 4.229 | 3.552

1 752 | 4.526 | 3.616
10 710 | 4.685 | 3.735
100 945 | - -
1000 | 680 | - -

5.2 4D priklady

V nasledujicich prikladoch uz pracujeme s 4D obrazom (3D video). Pociatoéna podmienka
a aj funkcia g(s) ostavaju rovnaké, iba sa analogicky rozsiria o jednu dimenziu. V priklade
ktory prezentujeme mame za tilohu segmentovat gule, ktoré sa pohybuji v objeme 403. Video
sa skladé z 15 ¢asovych krokov, ¢ize celkovy rozmer obrazu je 40 x 40 x 40 x 15. Na zaciatku sa
v objeme nachidzaji dve gule, ale v siedmom ¢asovom kroku sa jedna z nich rozdeli na dve.
Na rieSenie sme pouzili obe schémy s rovnakymi parametrami. EHM schéma riesila tto tlohu
efektivnejsie, vypocet jej trval 405 ¢asovych krokov, pricom vzdialenost nijdenej trajektdrie
od identifikitorov bola 2,127. RDC schéma vysegmentovala dané objekty za 735 casovych
krokov. Vzdialenost trajektdrie ndjdenej pomocou segmenticie RDC schémou bola 2, 458. Na,
Obr. 5.4 mozete vidiet segmenticiu vypocitanit EHM schémou a trajektdrie.

Teraz sme v priklade so sférami odstranili vicsinu identifikitorov. Ponechali sme len
identifikdtory v c¢asovych krokoch 6 = 0,3,7,10,13. Z p6vodnych 39 identifikitorov sme
pre pociatoént podmienku pouzili len 13. Tymto prikladom overujeme, ¢i model dokéze
najst segmenticiu aj v ¢asovych krokoch, v ktorych chyba identifikitor a teda, ¢i mé zmysel
uvazovat o 8 ako o priestorovej premennej. Na rieSenie tilohy sme pouzili EHM schému, pricom
segmentacia trvala len o 7 ¢asovych krokov dlhs$ie a vzdialenost najdenej trajektérie je 0,217
vidsia. Vysledni segmenticiu a najdend trajektériu mézte vidiet na Obr. 5.5

Ako posledny predstavujeme priklad segmentacie redlnych dat. Tieto data maji rozmer
40* a predstavuji vysek z 3D videa, ktoré zachytava prenatalny vyvoj rybicky zebrafish.

Vo videu mozme pozorovat ako sa v ¢asopriestore pohybuji bunky, ktoré st reprezentované
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Obr. 5.1: Kruh ndhodne pohybujici sa v rovine (hore vlavo) a podiatoénd podmienka (hore
vpravo). Segmentaénd funkcia EHM schéma (vIavo v strede) a RDC schéma (vpravo v strede)
a vybrand izoplocha numerického riesenia 3D prikladu EHM schéma (vlavo dole) a RDC
schéma, (vpravo dole). Zltou farbou je zobrazena ndjdena trajektdria pred vycentrovanim a
¢iernou farbou po vycentrovani.

Obr. 5.2: 2D rezy 3D prikladov. Segmenticia prikladu ndhodne pohybujiceho sa kruhu v
rovine pomocou RDC schémy (hore) § = 4 (vlavo), § = 25 (vpravo). Segmentéicia prikladu
viacerych kruhov v rovine pomocou EHM schémy (dole) 6 = 12 (vlavo), 8 = 36 (vpravo).

svojimi jadrami. Déata sa uz filtrované a mame dodané aj identifikitory jedného jadra pre

vsetky casové kroky. Tieto identifikdtory sa ziskavaji pomocou parcidlnej diferncidlnej rov-
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Tabulka 5.3: 3D priklad - pohyb kruhov EHM schéma

| K | nr | d | d(centrovand) |
0.01 | 338 | 1.007 | 0.825
0.1 330 | 0.976 | 0.737
1 268 | 0.978 | 0.620
10 286 | - -

Tabulka 5.4: 3D priklad - pohyb kruhov RDC schéma

K |nr|d | d(centrovana) |
0.01 | 287 | 1.023 | 0.774
0.1 | 285 | 1.030 | 0.773
1 308 | 1.008 | 0.766
10 234 1 0.984 | 0.686

Obr. 5.3: Kruhy pohybujice sa v sme osi z (hore vlavo) a podiatoénd podmienka (hore
vpravo). Segmentaénd funkcia EHM schéma (vIavo v strede) a RDC schéma (vpravo v strede)
a vybrand izoplocha numerického riesenia 3D prikladu EHM schéma (vlavo dole) a RDC
schéma (vpravo dole). Zltou farbou je zobrazend najdend trajektdria pred centrovanim a
¢iernou farbou po centrovani.

nice popisanej v [6]. Nagim cielom je vysegmentovat dané bunkové jadro ako stvisly objekt v
casopriestore a nisledne pouzit segmenticiu na najdenie trajektdrie danej bunky. Pre tento

priklad sme nastavili regularizaény parameter ¢ = 107°, ked%e hranica jadier moéze byt po-
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Obr. 5.4: 4D priklad - gule v priestore. Casové rezy § = 0 (vlavo hore), § = 8 (vpravo hore),

6 = 11 (vlavo dole) a 6 = 14 (vpravo dole). Modrou farbou st zobrazené origindlne data,
¢ervenou farbou segmenticia a ¢iernou centrovana trajektoria.

LA

Obr. 5.5: 4D priklad - gule s chybajicimi identifikdtormi v priestore. Casovy rez 6 = 11
(vlavo) a ndjdené trajektdrie (vpravo).

rusend. Ostatné parametre sme nastavili nasledovne: K = 1, TOL = 0.0001, 7 = h%. V
podiatoénej podmienke sme zvolili polomer R = 0.2 a koeficient b = 1, kedZe objekty, ktoré
chceme segmentovat sti mensie ako v predchadzajtcich prikladoch. Uloha bola opéif riesena

oboma schémami, pricom EHM schéma potrebovala 38 a RDC schéma 36 ¢asovych krokov.
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Riesenie trvalo menej ¢asovych krokov kvoli niz§im hodnotidm pociato¢nej podmienky. Ten-

tokrat na Obr. 5.7 prezentujeme vysledni segmenticiu RDC schémou.

Obr. 5.6: 4D priklad - bunka v priestore. Casové rezy: § = 1 (vIavo hore), § = 8 (vpravo
hore), 8 = 22 (vlavo dole) a § = 39 (vpravo dole). Objemova reprezenticia origindlnych dét
a segmentacia (zelend).

Obr. 5.7: Vyslednd trajektéria (¢ierna) spolu s pdvodnymi datami pre 4D priklad - bunka v
priestore. Rozne pohlady pre rez 6 = 0.
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6 Zaver

V préaci sme predstavili dve numerické schémy: EHM schému a Reduced diamond cell (RDC)
schému, ktoré sme rozsirili do $tvorrozmerného priestoru. PouZili sme ich na riesenie par-
cidlnej diferencidlnej rovnice, ktord riesi tlohu segmenticie obrazu. Ukézalo sa, 7e obidve
metédy dévaji porovnatelné vysledky. RDC schéma pri prikladoch s ¢lenitou hranicou dosa-
huje mierne lepsie vysledky. Ak sa riesi priklad s menej ¢lenitou hranicou tak sa viac osveddila
EHM schéma. Dalej sme vysledky segmentécie pouzili na treking, ¢im sme ukézali redlnu ap-
likdciu segmentécie. Zaroven sme vdaka trekingu dokazali pri umelych prikladoch aj uréitym
spdsobom ohodnotit kvalitu segmentécie. Daliim pokrac¢ovanim v praci by mohlo byt pouzi-
tie schém na zovseobecnend metédu subjektivnych pléch, ako aj testovanie komplexnejsich

prikladov a paralelizacia vypoctu.
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