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Sthrn
Zacharovska, Petra, Be.: Numerické modelovanie volnej hladiny prudenia
vody porovitym prostredim
Diplomova praca. Slovenska technicka univerzita v Bratislave, Stavebné
fakulta, Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie. Vedici préce:
RNDr. Peter Frolkovi¢, PhD., Bratislava 2010, 43 s. a priloha CD nosic.
Praca sa zaobera numerickym modelovanim pridenia vody s
volnou hladinou pérovitym prostredim. Budeme pouzivat origindlnu for-
mulaciu pomocou level set metody, v ktorej je poloha vodnej hladiny dané
implicitne ako nulova izoc¢iara, alebo plocha takzvanej level set funkcie.
Vyhodou tejto metody je, ze numerické rieSenie modzeme riesit na pevnej
rovnomernej sieti. V predchadzajucich pracach s podobnou tématikou
sa tento problém rieSil na pohyblivej sieti. Vypocty budeme realizovat
pouzitim metody konec¢nych diferencii. Doraz prace je kladeny na sku-
manie a vyvoj vhodnych algoritmov pre tento typ tloh. OpiSeme matem-
aticky model problému a pouzité metody, pricom zameriavat sa budeme
na ich pocitacovi realizaciu a prezentaciu testovacich prikladov. Porovna-
vat budeme dve varianty riesenia toku podzemnej vody, pricom ukazeme
vyhodnost jednej z nich. NaSou snahou je ziskat ustaleny stav pridenia
podzemnej vody.
KTluacové slova: numerické modelovanie, voln4 hladina, level set, upwind,

podzemné voda, metoda konecnych diferencii



Abstract
Zacharovska, Petra, Bc.: Numerical modeling of groundwater flow in
porous media
Diploma work. Slovak Technical University, Civil Engineering, Depart-
ment of Mathematics and Constructive Geometry. Tutor: RNDr. Peter
Frolkovi¢, PhD., Bratislava 2010, 43 s. and attachment CD medium
This work deals with numerical modeling of groundwater flow
with dynamic table in porous media. We will use a novel level set formu-
lation. The dynamic groundwater table is given implicitly as a zero set
of the so called level set function. The advantage of this method is that
we can solve the numerical solution on a fixed grid. In previous works
this problem was solved on moving grids. In the computations we will
use typically finite difference method. The emphasis of this work is on
the study and development of the suitable algorithms for this task. We
describe mathematical model and used methods with an emphasis on the
computational realization and presentation of test examples. We will com-
pare two variants of solving of the groundwater flow and we will determine
the advantage of one of them. Our aim is to get steady state of dynamic
groundwater table.
Krlacové slova: numerical modeling, dynamic groundwater table, level

set method, upwind, groundwater flow, finite difference method
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Uvod do problematiky

1 Uvod do problematiky

Voda patri medzi jednu z najdolezitejsich substancii na zemi. Sklada
sa z povrchovej a podzemnej vody [11]. Voda, ktora sa nachadza a pohybu-
je v pevnych horninédch a sypkych ulozeninach, sa nazyva podzemné voda.
Vidcsinou vznika vsakovanim (infiltraciou) zrazkovej vody do zemskej kory,
menej kondenzéaciou vodnych par v hornindch. Priestory, v ktorych sa
vyskytuje podzemna voda, sa nazyvaji pory a pukliny. Prostredie, ktoré
je vyplnené zrnitym materidlom (prevazne pieskom) sa nazyva porovité

prostredie a tvori ho prevazne filtra¢na vrstva [11]| (obrazok 1).

Bodové zdroje

Zrazky
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— // . Zvodnenee N

Nepriepustné
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Obrazok 1: Pérovité prostredie s niekolkymi zvodnenymi vrstvami [2]

Uroveil v porovitom prostredi, po ktord st pory a pukliny vy-
plnené tplne a sivisle vodou, sa nazyva hladina podzemnej vody. Jej
polohu potrebujeme cCasto pre praktické ucely poznat. Tato hladina v
dosledku pohybu podzemnej vody vytvara rozne plynule zakrivené plochy
(podobne ako terén). Ked sa priepustné vrstvy naklonené, alebo kory-

tovito prehnuté, hladina podzemnej vody je v nich pod hydrostatickym
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Uvod do problematiky

tlakom a na hladine plati, Ze sa tento tlak rovna atmosferickému tlaku
[11].

Cielom naSej prace je numericky sledovat pohyb volnej hladiny
pomocou takzvanej level set metody. V mnohych doterajsich pracach sa
volna hladina numericky modelovala pomocou pohyblivej siete. Hlavny
rozdiel oproti tomuto pristupu je, 7Ze level set metéda nam umozni riesit
tento problém na fixnej oblasti, pricom predpokladéame, Ze volné hladina je
v jej vnutri. Hladina podzemnej vody bude definovana ako nulové hodnoty
nejakej level set funkcie. Na rieSenie level set rovnic v praci pouzijeme
metodu konecénych diferencii.

Netrivialnou ¢astou numerickej diskretizacie v predkladanej pra-
ci je pouzitie upwind metéd na rieSenie hyperbolickych diferencialnych
rovnic. Vyuzili sme ich predovsetkym na modelovanie Sirenia nezname;j
informécie do celej vypoctovej oblasti od ¢asti jej hranice, kde je informa-
cia znama, pricom smer Sirenia musi byt dany tokom nejakého rychlost-
ného pola. Tento postup je v naSej level set formulacii nutny, pretoze
rieSenie pridenia podzemnej vody je dané len na casti vypoctovej oblasti
(pod voInou hladinou), a umoziiuje nam tak riesit tito tlohu s pohyblivou

hranicou na fixnej oblasti.

Obrazok 2: Vol'na hladina v 3D [10]

Na obrazku 2 moézeme vidiet jednu z najcastejsich modelovych
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Uvod do problematiky

situécii v tejto problematike. V naSej praci sa fiou tiez zaoberame v
dvojrozmernom analogickom pripade. Na porovnanie pouzivame rieSe-
nie ziskané na zaklade Dupuitovho principu [10], kedy hydraulické riese-
nie tlohy vychédza z predpokladu, Ze jednotlivé priadnice st vodorovné,
prietokové prierezy si zvislé a rychlosti v nich st konstantné. Tento pred-
poklad je vsak vhodny pouzivat len v pripadoch, kde zakrivenie prudnic a
tym odchylka ekvipotencialnych ploch od roviny nie je prilis velké. Vztah

platny na rieSenie volnej hladiny s uvaZenim Dupuitovho principu je
H = |H? — ——, 1
0 K ( )

kde z je vzdialenost od rezu so znamou hlbkou Hy a ¢ je merny prietok
[10]. Koeficient hydraulickej vodivosti je reprezentovany K.

V matematickom modely, ktory je prezentovany v tejto préci,
pouzivame rychlost pridenia, ktora nemusi byt konstantna v prietokovom
priereze. Obidva pristupy, t.j. s a bez Dupuitovho principu, st porovnané

na konkrétnom priklade.



Matematicky model problému

2 Matematicky model problému

Nasa vypoctova oblast je pre jednoduchost jednotkovy stvorec v
smere T a v smere z a oznaéime si ju D C R?2. Krivku hladiny podzemnej
vody v urcitom ¢ase t > 0 ozna¢ime ['(t) C D. Dolezité je zadefinovat
si oblast pod hladinou €2(¢) C D, pricom budeme modelovat prudenie
vody len v tejto podoblasti, kde sa voda nachadza. Oblast nad hladinou
oznacime QU (t) = D\ Q(t).

2.1 Tlak podzemnej vody

Na urcenie toku podzemnej vody potrebujeme najprv vypocitat tlak
p = p(x, 2z,t), ktory sa na povrchu volnej hladiny rovna atmosferickému
tlaku [11], ¢o vyjadruje podmienka, Ze sa na hladine rovna nule. Vztahy

pre tlak si dané rovnicou spojitosti (2) a Darcyho zakonom (3) v tvare
V-g=0 (2)
§=—KV(p+pgz). (3)

Parameter K predstavuje koeficient hydraulickej vodivosti, g je zname
gravitaéné zrychlenie a p je hustota vody. Spojenim rovnic (2) a (3) dos-

taneme znamu Laplaceovu rovnicu pre tlak
—Ap = 0. (4)

Pre rovnicu (4) zvolime okrajové podmienky

p(x,z,t) =0, (z,2)€(t), (5)
p(x,2,t) =pP(x,2), (x,2)el? (6)
iz, 2) - Vp(z, z,t) =p" (2,2), (x,2)el?, (7)

kde 71 je normala na I'V. Priklad definicie jednotlivych hranic oblasti je

zobrazeny na nasledujicom obréazku 3.
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Tlak podzemnej vody Matematicky model problému

L ()=D\Q(t)
I'(t)
| . 3 - - L] L] Q (ti - -

Obréazok 3: Definicia oblasti a ¢asti jej hranice

Riesenim Laplaceovej rovnice (4) s okrajovymi podmienkami (5)
dostéavame tlak, ktory je definovany len na podoblasti €2(¢) C D. Podobne
mozeme pomocou rovnice (3) vypocitat rychlost prudenia, ktora takisto
nie je zndma na celej oblasti D. Priklad rieSenia tlaku podzemnej vody
mozZeme vidiet zobrazeny na obrazku 4 spolu s rychlostnym polom toku

podzemnej vody.
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Obréazok 4: Tlustrativny numericky vysledok tlaku a toku podzemnej vody



Rovnica advekcie Matematicky model problému

2.2 Rovnica advekcie

Na opis dynamickej polohy volnej hladiny I'(¢) pouzijeme level set

formuléciu. Nulové hodnoty nejakej level set funkcie

¢! = p(,2)
budu reprezantovat pociato¢ni polohu volnej hladiny, ¢o mozeme zapisat
v tvare
I'0) = {(z,2) € D, (z, 2) = 0}.
Podobnym spdsobom sa da vyjadrit oblast definovana pod hladinou

Q(0) = {(z,2) € D, (z,2) < 0}.

Naga praca sa zaobera najdenim ustaleného stavu volnej hladiny.
Najdolezitejsim krokom nasej level set formulacie je najst rychlost V=
V(x,z,t), (x,2z) € D, ktorou sa bude volna hladina pohybovat. Tato
rychlost musi byt definované na celej oblasti a jej hodnoty V(x, z,t) pre
(x,z) € I'(t) musia zodpovedat fyzikdlnemu opisu pohybu volnej hladiny.
Ked je rychlost V(x,z,t) znama, potom zmena volnej hladiny je dana

rovinicou advekcie v tvare
Orp+V -V =0, 8)
p(,2,0) = (@, 2). (9)
Takto je dana implicitna zavislost polohy hladiny podzemnej vody od ¢asu
t, pretoze plati [12, 13| pre rieSenie ¢ = p(x, 2,t) Ze

[(t) ={(x,2) € D,p(x,z,t) =0}

Q) =A{(z,2) € D, p(z, 2,t) <0}
Tento ¢as t budeme nazyvat readlnym ¢asom pohybu volnej hladiny. Na

obrazku 5 je zobrazeny priklad rychlostného pola V(aj,z,t), ktorym sa

bude pohybovat volna hladina vyznacené na obrézku ¢ervenou ¢iarou.
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Eikonalova rovnica Matematicky model problému
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Obrazok 5: Volna hladina a rychlostné pole V(z, z,t)

2.3 Eikonalova rovnica

Na definovanie hladiny podzemnej vody mozeme pouzit Iubovol-
nu level set funkciu, u ktorej len pozadujeme, aby jej nulové hodnoty
predstavovali voInu hladinu. Neskor budeme potrebovat normélu N ku
hladine, kedZe pohyb volnej hladiny nas bude zaujimat prave v tomto
smere, pozri aj obrazok 5. Vyhodou level set formulacie je, zZe normalovy
vonkajsi vektor na hladine sa da vyjadrit (ak existuje gradient level set

funkcie ¢) pomocou

- _ Vop(z,2,1)
N(x,z,t) = Vo2 )] (x,2) € I'(¢).

Tento smer mdzeme vidiet zobrazeny na obrazku 6.

Funkciu ¢ budeme nazyvat level set funkciou, ktoré definuje nasu
volni hladinu. NajbeZnejsie sa pouziva takzvana signed distance funkcia
|12, 13] s vlastnostou |Vp| = 1 na celej vypoctovej oblasti. Ak ¢ mé tito
vlastnost na zaciatku rieSenia, ta sa pocas vypoctu moze stratit. Odstra-

nenie tohto problému nés priviedlo k myslienke, Ze pri nasich vypoctoch
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Eikonalova rovnica Matematicky model problému

Obrazok 6: Normalovy vektor ku hladine

budeme okrem level set funkcie ¢, ktora definuje volnu hladinu, pouzivat

1 druhu funkciu ¢, pre ktort bude platit eikonalova rovnica
Vo(x,z,t)] =1, (x,2) € D, ¢(x, z,t) =0, (z,2) € T'(t),

pozri aj obrazok 7.

Obrazok 7: Signed distance funkcia (Gervené &iary) a level set funkcia (Sedé &iary), ktora definuje

vol'nu hladinu

Funkcia ¢(x, z,t) je signed distance funkcia a ziskame ju hlada-
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Extrapolované rychlost Matematicky model problému

nim stacionarneho rieSenia rovnice |4, 5, 6] v tvare

0,®(x,2,8) + |[VO(2,2,8) =1 (,2) € Q™(¢t) (10)
0sP(x,2,8) — |VO(x,2,5)| = -1 (z,2) € Qt), (11)

s pociatocnou podmienkou

O(z,2,0) = o(x, 2,t), (x,2) € D
a s okrajovymi podmienkami pre

(x,2) € I'(t),s > 0, (x,z,5) = 0.
Pre nejaky konecny ¢as S > 0 sa dosiahne stacionarne riesenie [4, §]
a mozeme zobrat ¢(z,z,t) = ®(z,z,5). Treba poznamenat, Ze casova
premennd s nepredstavuje redlny cas.

2.4 Extrapolovani rychlost

V tejto kapitole budeme predpokladat, Ze pohyb volnej hladiny

['(t) v smere N je dany nejakou funkciou

7 = 7($,Z,t), (:U,Z) < F(t)?

ktora je definovand len na hladine. Extrapolovant rychlost f = f(x, 2, ),

ktora sa siri v smere N a od ktorej pozadujeme, 7e

flz,z,t) = f(x,2,t), (z,2) € T(t),

Vo -Vf=0,
ziskame rieSenim rovnice advekcie [1] v tvare
OsF(x,2,8) + Vo(x,z,t) - VF(x,2,5) =0 (12)
a s okrajovou podmienkou F(z, z,s) = f(x, z,t) na I'(t).

14



Opis matematického modelu Matematicky model problému

Znova nam tu plati, Ze ¢asova premennd s nepredstavuje redlny
¢as pohybu volnej hladiny. Pre nejaky konecény cas S > 0 zoberieme
f(x, z,t) = F(x, z,5). HNustrativny vysledok, kde izoc¢iary extrapolovane;
rychlosti st kolmé na izociary signed distnace funkcie, vidime na obrézku
8.

L 013 1 0‘\ 5 L L L

Obrazok 8: Extrapolovana rychlost a signed distance funkcia

2.5 Opis matematického modelu

V tejto kapitole zhrnieme nas matematicky model. Postup riese-
nia zafina vyrieSenim tlaku podzemnej vody z rovnice (4). Ked méame
definovany tlak, moézeme urcit tok ¢ pomocou (3), ktory je platny aj na
volnej hladine. Nésledne mozme definovat pohyb volnej hladiny pomocou

rychlosti f = f(x, z,t), ktora je dané len na volnej hladine, vztahom
I
Fo N (7 A7) (13

kde parameter 0 vyjadruje porovitost prostredia, N je vonkajSia normala
ku hladine a A = A(z, 2,t), (z, z) € ['(t) je dana rychlost narastu [3].
f)alej je potrebné vyratat signed distance funkciu pomocou rovnic

(10) - (11), ktora nam urci smer irenia informécie z volnej hladiny, dany

15



Opis matematického modelu Matematicky model problému

norméalou ku volnej hladine N. Dalsim krokom programu je vyratanie
extrapolovanej rychlosti f, kde pomocou rovnice (12) rozsirime tito in-
forméciu do celej vypoctovej oblasti v smere danej normaély N. Nasledne
z extrapolovanej rychlosti f urc¢ime rychlost V' (z, z,t) pre pohyb volnej
hladiny

V =FfN, (z,2) € D,

a pomocou rieSenia rovnice (12) dosiahneme v poslednom kroku nasho
algoritmu zmenu volnej hladiny.

Cely tento proces sa opakuje v urc¢itom pocte c¢asovych krokov.
KedZe hodnoty extrapolovanej rychlosti f sa pocas vypoc¢tu zmensuju,
az dosiahnu velmi malé hodnoty, moZzeme tvrdit, Ze ziskavame ustélené

rieSenie pre volna hladinu.
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Numerické rieSenie

3 Numerické rieSenie

Nasu vypoctovi oblast diskretizujeme pomocou bodov
(74,25), 0<4,5 < 1,
kde I mame dané, pricom plati
h=:zi1 —x = zj31 — 2.

Level set funkciu v ¢ase t = 0 urcuje funkcia ap% := ¢Y(z;, 2;) a jej hodnoty

v Tubovolnom d¢ase " oznac¢ime

o = o, 25, 1").

Na realizaciu numerickych vypoctov sme v nasej praci pouzili

metodu konecnych diferencii, pricom budeme sledovat préacu [9].

I D I S a s L

04 b

02r- S

00 | oy % ey e e e

Obrazok 9: Vypoctova oblast, body siete a aproximovana volna hladina

Z obrazku 9 mozeme vidiet, Ze naSa volna hladina neprechadza
gridovymi bodmi, preto si oznacime ¢y; suseda patriaceho ku bodu ;;,
ktory je mimo hladiny. Je zrejmé, Ze zo Styroch moznych susedov @iy,

alebo ;) mozu byt najviac tri z nich nad hladinou a to ¢y, a @i, .
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Numerické rieSenie toku podzemnej vody Numerické rieSenie

Ak pre dva body plati piipw < 0, urcite sa medzi nimi nachadza

nulovd hodnota, ktort ziskame pomocou lineérnej interpolécie
0 =app + (1 —aQ)pi, (14)
z ¢oho mozeme urcit parameter o

a=—"9_ (15)
Pkl — Pij

Prave tento parameter vyjadruje vzdialenost gridového bodu (z;, 2;) od

hladiny. Tento poznatok budeme vyuzivat pri vSetkych dalsich vypoctoch.

3.1 Numerické rieSenie toku podzemnej vody

Tlak a tok podzemnej vody je znamy len pod hladinou. Vypocitame
ich numericky z rovnice (2)-(3). Na numericka diskretizaciu pouzijeme

metodu Standardnych konecnych diferencii. Dostaneme
419%‘ - ﬁ?+1j - 1/5?—13' - ﬁ?jﬂ - pznj—l =0. (16)

Rovnicu (16) riesime len v gridovych bodoch na oblasti pod
hladinou €Q(¢). Okrajové podmienky (5) sme do vypoctu zahrnuli Stan-
dardne. Pre hodnoty, kde bola Dirichletova okrajova podmienka platilo

P = PP (2, 7). (17)

Tieto podmienky boli na bo¢nych stranach vypoctovej oblasti. Na dolnej
strane oblasti, ktora pre nase pripady bola vzdy vodorovna, sme defino-
vali Neumannovu okrajovi podmienku. Na numericki aproximaciu sme

pouzili rovnicu v nasledujicom tvare
pi1=pi1t 2hp™ (4, 29). (18)

Teraz rovnica (16) plati aj pre hodnoty (x;, zp).

18



Numerické rieSenie toku podzemnej vody Numerické rieSenie

Hodnoty p}, predstavuju v pripade suseda nad hladinou ex-
trapolovani hodnotu tlaku, vypocitant pouzitim (14), z ¢oho potom ziskavame

pre hodnotu p};, vzfah

¥
P = %pz (19)
Pij

Ak (z;, 2;) lezi pod hladinou pouzijeme standardni definiciu py, = p;.
Riesenie tohto problému vypoctu tlaku vedie na linearny systém alge-
braickych rovnic.

Zo ziskaného tlaku mozeme teraz prejst na aproximéciu toku
g = q(x;, z;,t"). V nadej praci sme pouzivali dva sposoby ratania pre tok
podzemnej vody, preto v dalej casti prace sa budeme odvolévat na prvy
sposob ako na variantu A a druhy sposob bude oznaceny ako varianta B.
Prva bola publikovana v |7], druha metoda je popisana prvy raz v tejto
praci.

Prvy sposob je, Ze na vypocet ¢;; budeme pouzivat len hodnoty
pod hladinou, ktoré budu vyratané podla Standardnych diferencii

1

4i; = %(ﬁﬂj - ]/j?fljwﬁgjnq - p?j—l)? (20)
kde podla potreby sa pouZije extrapolacia (19). Tlak spolu s tokom po-
dzemnej vody moézeme vidiet na obrazku 10, kde je jasne viditelné, Ze sa
tok aproximuje len pre hodnoty pod hladinou.

Druhy spdsob ratania toku podzemnej vody je zalozeny na ratani
toku z hodndt pod hladinou a z hodnot tesne nad hladinou. Vypocet sa
rozdeli na dve Casti. Vypocet (20) pre hodnoty tesne pod hladinou sa

modifikuje na
1

Qi = 7 (Piiaj = Pl Pl = Pij-1) (21)
1
Gij = 5 (Pij = Pim1jy Py — Plj1) (22)
1
q_?j = (%(p?+1j - p?—lj)a EPZ - p?j—l)' (23)
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Obrazok 10: Tok podzemnej vody (variant A)

Vol'ba konkrétnej aproximacie (21)-(23) zavisi od toho, ktori susedia bodu
(i, 2;) lezia pod hladinou.

Vypocet je zalozeny na tom, Ze pre hodnoty tesne pod hladinou
zoberieme diferenciu platni pre oblast pod hladinou a teda v nej nepouzi-
jeme ziadnu extrapolaciu.

Tok pre hodnoty tesne nad hladinou budeme ratat pomocou

‘ﬂljﬂ = %(ﬁ?+1j+1 - p%+17}3;'1j+1 - pZ) (24)
ngjﬂ = %(p?j—f—l - ﬁ?—lj+17ﬁ%+1 - pZ) (25)
Cj?j—kl = %(ﬁ?+1j+1 - 15%+1713%+1 - PZ) (26)
q_:l'j-i—l = %(ﬁ%—i—l - ﬁ?—lj+17ﬁnij+1 - pZ) (27)
q_;ﬂ‘jﬂ = (%(ﬁﬂjﬂ - ﬁgfljntl)v %ﬁ?jﬂ - p?j)? (28)

kde volba konkrétneho vzorca znova zavisi od polohy bodu.

Dolezity je postup pri ratani toku pre body tesne nad hladi-
nou, kde v z - smere sa vzdy zoberie spitné diferencia s tym, Ze hodnota
nad hladinou sa extrapoluje pomocou hodnoty pod hladinou. Netrivialny

princip je pre ratanie toku v x - smere, pretoze nie vsetky hodnoty sa daju
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extrapolovat pomocou hodnoty pod hladinou. Preto sa pre takéto body
pouzije extrapolacia jeho susedov v z - smere a zoberie sa té diferencia, pre
ktori sa sused bodu nad hladinou dé extrapolovat. V pripade, ze existuje
extrapolacia pre obidvoch susedov pouzijeme centralnu diferenciu.
Vyhodou druhej metody (21)-(28) je, Ze pomocou linearnej in-
terpolacie modzeme v tomto pripade aproximovat hodnoty toku na hladine.
Z vyratanych hodnot tesne nad hladinou gj;;1 a tesne pod hladinou ¢

vypoc¢itame pomocou interpolacie hodnotu toku

ktora je dana presne na hladine.
Obrézok 11 pre ilustraciu zobrazuje vypocitany tlak a tok po-

dzemnej vody variantou B, kde vidime, Ze pre tok pribudli hodnoty tesne

nad hladinou.
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Obrazok 11: Tok podzemnej vody (variant B)

21



Numerické rieSenie eikonalovej rovnice Numerické rieSenie

3.2 Numerické rieSenie eikonalovej rovnice

Ziskanie signed distance funkcie realizujeme riesenim eikonalove;j

rovnice. Numerickd schéma platna pre 1 <i,j < I — 1 bude mat tvar [4]

m m m 1 m m
O = B + As (1 — E\/(Ax%y + (AZ(I)ij)2> . (30)

Pre body na hranici oblasti, hodnoty ® fixujeme. Dand rovnica, nezavis-
la na redlnom c¢ase t, bude prebiehat v krokoch m = 0,1,.... Spravne

znamienka v (30) st dané na zéklade vzfahov (10) a (11). Hodnoty A, @7}

a A, P} definujeme pomocou

AP = max{| M|, [M; 14}

A @7 = max{|M;j41|, [Mij-1]},

kde R
in{®” — &7, 0} ak o7 >0
Mkl _ mln{ Akl 1J } a ¢zg =
max{®y; — ®71,0} ak ¢ <0

Analogicky z predchadzajicich ¢asti hodnoty CTDZ} dostaneme extrapoléciou

zo vztahu (14).

n 907]31 n
= THgpn. (31)

Casovy krok As™ pouZity v (30) je standardne dany h/2 [4]. V
nasom pripade vSak moze byt stabilita schémy pri tomto ¢asovom kroku
porusend pre gridové body blizko hladiny.

Na zaklade |7] mozeme takéto body definovat Specidlny ¢asovy

krok ACTitS?;-
|®7 |7

V(D)2 4 (A )2

crit .m
A Si =
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m

Nasledné pouzitie kritického ¢asového kroku AC’"“SU VvV rovnici
(30) dostaneme zmenent schému pre body tesne pod hladinou
m m m 1 m m

kde
Asji = min{As", A””s?} :

Z teoretického hladiska by sme rovnicu (30) mali riesit pre taky
pocet krokov m, az kym nedosiahneme ustaleny stav. Z praktického
hladiska budeme pocet krokov m fixovat na nejakej dostato¢ne velke;
hodnote M s tym, Ze naSe pozadované riesenie bude ¢;; = (ID% :

Dolezité je tu poznamenat, Ze hladiny nulovych hodnot aprox-
iméacif ¢ a ¢ nie st identické, preto je nevyhnutné pouzivat signed distance

H
funkciu len pri vypocte normélového vektora N.

3.2.1 Priklad ziskania signed distance funkcie

Pre nazornost pouzitia signed distance funkcie uvedieme priklad

ziskania tejto funkcie pre level set funkciu danu

(2, y) = el~0((@=047+(y=03)%))(r(0.0,0.75)~r(z.y))

r(z,2) = \/(x — 0.5)2 4 (2 — 1.5)2.

Vidime, 7Ze na obrazku 12 maji hladinu podzemnej vody totoznu
signed distance funkcia a level set funkcia (nulové ¢iara). Vidime, Ze
jednotlivé hladiny signed distance funkcie st kvalitativne podobné, ¢o je
vyhodné pre dalsie vypocty. Ked sme vypocet robili na velmi hrubej sieti
4 x 4 (obréazok 13), nulové hodnoty level set a signed distance funkcie boli
rozdielne. Na obrazku 12 je vysledok vypocitany na sieti 8 X 8 a vidime,

ze tento rozdiel tu uz nevidno.
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Obrazok 12: Signed distance funkcia (Gervené ¢iary), Level set funkcia (Sedé ¢iary)

08 - - S

5 W

Obréazok 13: Signed distance funkcia (Cervené ¢iary), Level set funkcia (Sedé ciary)
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3.3 Numerické rieSenie extrapolovanej rychlosti

NajdolezitejSou ¢astou nasej prace je najst rychlost f(x, z,t), ktora
je potrebnd na urcenie rychlosti 1% pohybu volnej hladiny. Na vypocet
spomenutej rychlosti f(z, z,t) potrebujeme najprv aproximovat hodnoty
f 7 (13), ktoré st dané na hladine. Nésledne mozeme uvazovat nad jej
definiciou v gridovych bodoch v tvare

w1 Vo
Y05V

(@l — Afe:) (33)

kde

mn

n L n - n
n_ [ Pty — Pic1y Qi+ ij—1
ady = ( ,

2h 2h
V prvej metode ratania toku podzemnej vody pouzijeme (33)

pre hodnoty pod hladinou, ktoré budeme v nasledujticej schéme fixovat

m —-n
Fy =Ty
Extrapolovant rychlost potom v ostatnych gridovych bodoch vyratame

metody koneénych diferencii pre rovnicu (12) v tvare

Ryt = By e (Mo P + Ay (3
kde
N { FZ — 1y ak Mgy 2 0
ity — Ff ak Agdy; <0
Analogicka definicia plati pre A, F7.
Rovnicu (34) pouzijeme na rieSenie extrapolovanej rychlosti aj
v druhom pripade s tym rozdielom, 7e teraz nie je potrebna fixacia hod-
not tesne pod hladinou. Zmena vSak v schéme (34) nastane pri ratani

diferencii i
AFWZ{FZTEmU ak Aygi; >0

T 13 /\m m 7
iy — B ak Aggi; <0
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kde F' ziskame nasledujicou extrapolaciou

~ Fp a-1
Fm" . =— E 35
i—1j o + o 1J ( )
Fp=(1—-a)fj+afi; (36)

H,?j mdme dané z rovnice (29). Analogicky to plati pre A, F.

Podobne ako v uz spomenutom pripade eikonalovej rovnice, aj
tato schéma sa vykonava v nemeniacom sa Casovom kroku n. Vypocet
prebieha v dostato¢nom pocte krokov m, az kym nedosiahneme ustaleny

stav.

3.3.1 Ukazka vypoctu extrapolovanej rychlosti

V tejto casti ukazeme ako ziskame extrapolovanu rychlost F. Vy-
chadzame z pociato¢nej podmienky, ktora si uréime zo vztahu (33) a je
zobrazena na obrazku 15 na lavej strane. V naSej praci sme pouzivali
dva spoOsoby réatania pre tok podzemnej vody, preto v dal3ej ¢asti préce
sa budeme odvolavat na prvy sposob ako na variantu A a druhy sposob
bude oznaceny ako varianta B.

Zadiatocna podmienka sa vo variante A musi fixovat v hodnotach
tesne pod hladinou, ktoré sa pocas vypoc¢tu nebudu menit, iba sa budi
sirit z tohto miesta do celej oblasti. Varianta A je zobrazena na obrazku 14,
7z ktorého mozeme vidiet, Ze vysledné funkcia ma priblizne kolmé izociary
na signed distance funkciu.

Vo variante B nie je potrebna fixdcia hodnot. Pre vypocet su
tu dolezité hodnoty tesne nad hladinou a tesne pod hladinou, z ktorych
sa vyrataji hodnoty platné presne na hladine z rovnice (35), ktoré buda
rovnaké pre vSetky casové kroky ratania extrapolovanej rychlosti. Pri
vypocte extrapolovanej rychlosti moézeme na obrazku 15 vpravo vidiet, ze

ziskand rychlost f je priblizne kolmé na signed distance funkciu.
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Obrézok 14: Zatiato¢ny stav a vysledny stav pre vypocet f podla variantu A

Obrézok 15: Zagiatoény stav a vysledny stav pre vypocet f podla variantu B
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3.4 Numerické rieSenie rovnice advekcie

Rovnicou advekcie sme sa zaoberali v predchadzajtcej podkapitole,
preto ju tu spomenieme len stru¢ne. Hlavnou tlohou rovnice (8) je posun
volnej hladiny.

7 predchadzajucich casti sme vyratali vSetky potrebné funkcie
pre urcenie rychlosti ‘7, ktorou sa pohybuje volna hladina. Mdzeme teda
pisat pre jej definiciu v gridovych bodoch na celej vypoctovej oblasti

0 e VO
Vz’j T ”‘VQSZ‘ (37)
Samotny posun volnej hladiny je vykonavany v redlnom casovom kroku n

a schéma ma tvar
ot = ol + 7 (Vi 18aly + Vil Asely) (38)
kde
Al = { 90% - 90?71]' ak 17311 >0
r tj n n n )
Py — ey ak Vi <0
Obdobna definicia plati pre A, @y
Obidve rovnice advekcie (34) a (38) st riesené upwind metodou,

ktora sa pouziva na rieSenie hyperbolickych diferencialnych rovnic.

3.5 Vypoctové vylepSenia

Ako sme uz v praci spominali, hladame ustélené rieSenie podzemne]
vody. Rychlost ziskania ustaleného rieSenia pohybu volnej hladiny zévisi
aj od dvoch rovnic (30) a (34), ktoré su formélne ¢asovo zavislé. Cielom
tejto kapitoly je diskusia, ako je algoritmus mozne urychlit.

V predchédzajtcich ¢astiach sme vypocty danych rovnic robili na
dostatocne velkom pocte ¢asovych krokov. V dalsom skimani sme zme-

nili poc¢iatocniti podmienku pre dané rovnice a pocet ¢asovych krokov sme
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zmens$ili na maly fixny pocet. Vychadzali sme z predpokladu, Ze nasledu-
juci krok bude pokrac¢ovat na hodnotach vyratanych z predchédzajiceho
kroku. Jedine hodnoty tesne pod hladinou a nad hladinou sa zmenili
podla pohybu level set funkcie. Hlavnou mySlienkou tohto postupu je,
7e sa nesnazime najst rieSenie rovnic (10)-(12), ale snazime sa néjst len
ich ¢asovo zavislé riesenie, ktoré ma hodnoty v okoli hladiny blizke hod-
notam stacionarneho riesenia. Na zéklade tejto Gpravy sme zaznamenali

zrychlenie vypoctu o polovicu.

S~

Obrazok 16: Riesenie bez pouzitia signed distance funkcie (zelena ¢iara), rieSenie s pouzitim signed

distance funkcie (¢ervend c¢iara)

V préci sme sa zaoberali aj potrebou pouzitia signed distance
funkcie. Level set formulécia vyzaduje definovat si level set funkciu, ktora
bude reprezentovat nasu volnu hladinu. MozZnosti vyberu level set funkcie
je niekol’ko. NaSou podmienkou pre vyber spomenutej funkcie je, aby jej
nulova izo¢iara bola totozna s volnou hladinou. Ako pociatoéni pod-
mienku si volime signed distanc funkciu, ktorej norma gradientu je jed-
notkova, pretoze tato vlastnost je vyhodna pre spravne Sirenie informa-
cie. Kvoli pohybu volnej hladiny v kazdom ¢asovom kroku sa této vlast-

nost level set funkcie moze stratit, preto vyratanim eikonalovej rovnice
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dostavame druht level set funkciu, ktord méa jednotkovi normu gradien-
tu. V inych aplikiciach [5] sa zvykne nahradit level set funkcia vypodi-
tanou signed distance funkciou, ¢o moze viest k nefyzikalnej zmene polohy
volnej hladiny. Na obrazku 16 uvadzame pre ilustraciu porovnanie vypod-
tu volnej hladiny bez pouzitia signed distance funkcie (zelené ¢iary) a s
pouzitim signed distance funkcie (Cervené Ciary). Pozorujeme, 7e v pri-
pade nepouzitia signed distanc funkcie, level set funkcia, ktoré bola v case
t = 0 signed distance funkciou, tito vlastnost pre ¢ > 0 stratila. Uvadzané

vysledky, prezentované na obrazku 16, st rieSené na sieti 8 x 8.
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4 Programové prevedenie

Vsetky programy boli vytvorené v softvéri Mathematica. Pre dosi-
ahnutie vysledkov sme vytvorili datovy sibor obsahujtuci funkcie pouzi-
vané na rieSenie prikladov. Programy su sicastou prace ako priloha v

podobe CD nosica.

4.1 Pomocné programy

Na vytvorenie celkového programu bolo potrebné vytvorit mnozstvo
podprogramov, ktoré slazili na ziskanie pomocnych vysledkov. Zoznam

pomocnych funkcii v kratkosti opiSeme v nasledujicom texte.

extrbody () — funkcia, do ktorej vstupuje level set funkcia a funkcia,
ktora chceme extrapolovat. Vysledkom st extrapolované hodnoty a

paramater o vyratany zo vztahu (14).

grady () — funkcia, do ktorej vstupuje level set funkcia a funkcia,
ktorej gradient chceme vypocitat. V tejto funkcii sa na ratanie gra-

dientu pouziva extrapolacia a ziskame len hodnoty v smere z.

gradx () — obdoba predchddzajicej funkcie s jedinym rozdielom, ze

tu ziskame gradient v smere x.

gradient() funkcia na vypocet gradientu pomocou Standardnych

diferencii. Vstupuje do nej funkcia, ktorej gradient chceme vypocitat.

pgradient () — funkcia na vypocet gradientu tlaku pouzitim variantu

A, kde vstupom je tlak podzemnej vody.

gradientExtrapolation() — funkcia na vypocet gradientu tlaku

pouzitim variantu B, kde vstupom je tlak podzemnej vody.
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Fhladina() — vstupnymi parametrami pre tito funkciu sa level set
funkcia a hodnoty tesne nad hladinou ¢jj;1 a tesne pod hladinou
qij, z ktorych sa pomocou interpolacie z rovnice (29) vyrata hodnota

platna na hladine, ktora je zaroven vystupom danej funkcie.

gradientF() — funkcia, ktord sa pouziva v upwind metode, slazi
na riesenie gradientu funkcie. Vstupom s charakteristickd rychlost
na zaklade ktorej sa rozhoduje pouzitie diferencie a funkcia, ktorej

gradient chceme vypocitat. Pouzivame v nej aj extrapolaciu.

gradfi() — podobne ako v predchadzajicej funkcii, len v tomto pri-

pade nie je pouzita extrapolécia.

4.2 Program na rieSenie tlaku

Funkcia Extrapolation3() riesi tlak podzemnej vody. Je to samostat-
ny program, do ktorého vstupuje funkcia, ktorej tlak chceme vypocitat.
V nasom pripade to je level set funkcia. Dalgfmi vstupmi st okrajové pod-
mienky, krajné body vypoctovej oblasti x1, x2, z1, 22 a pocet dielikov, na
kolko bude vypoctova oblast rozdelena. Této funkcia nevyuziva ziadny z
pomocnych programov. Hlavnym cielom danej funkcie, je vytvorenie mat-
ice a pravej strany na zaklade rovnic (16), z ktorych sa nasledne vypocita

riesenie.

4.3 Program na ziskanie signed distance funkcie

Signed distance funkciu ziskame programom cyklus2() . Jej vstup-
né parametre su level set funkcia, ku ktorej chceme ziskat signed distance
funkciu a pocet casovych krokov, kolkokrat sa dany cyklus vykoné. Pre

tuto funkciu st potrebné pomocné funkcie gradx() a grady().
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4.4 Program na ziskanie extrapolovanej rychlosti

Program na ziskanie extrapolovanej rychlosti sa nazyva upwind ()
a jednym z jeho vstupov je z predchédzajiceho programu vyratané signed
distance funkcia, z ktorej pomocou programu gradient () vyratame jej
gradient. Ten bude sluzit na smer Sirenia informécie. Pouzivame tu
aj funkciu gradientF (), ktord je rozhodujicim prvkom danej schémy.
Dolezitym vstupnym parametrom je este pocet ¢asovych krokov, v ktorych
bude cyklus prebiehat, pretoZe tento parameter budeme podla potreby

zrychlovania celkového algoritmu menit.

4.5 Celkovy program

Pospéajanim vsetkych predchadzajicich podprogramov do vysledne]
funkcie s ndzvom postup2() dostavame celkovy program pre nas matem-
aticky model. Postup zacina vyratanim tlaku, z ktorého sa podla ty-
pu varianty pouzije na vypocet toku podzemnej vody pomocna funkcia
pgradient () alebo gradientExtrapo lation(). Nezavisle na tom sa
vypocita signed distance funkcia samostatnym programom cyklus2() .
Z doteraz ziskanych hodnot uréime pociatoént podmienku pre program
upwind (), z ktorého ziskame extrapolovanu rychlost f(x,z,t). Potom
nam staci urcit rychlost V(x, z,t), podla ktorej sa bude pohybovat volna
hladina a ta bude vstupovat do posledného cyklu platného pre pohyb
hladiny.

Vstupnymi parametrami musia byt vsetky potrebné vstupy pre
podprogramy, ktoré nie st vysledkom nejakej pomocnej funkcie. Kedze
hladéame ustalené rieSenie v ¢ase, jednym zo vstupov je aj pocet ¢asovych
krokov, v ktorych budeme rieSenie hladat.

Celkovy vysledny postup nebol najzlozitejsim prvkom préce, ale

vytvorenie jednotlivych podprogramov, najméa program pre extrapolovani

33



Celkovy program Programové prevedenie

rychlost a ziskanie signed distance funkcie, neboli trivialnymi zalezitosta-

mi.
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5 Numerické experimenty

Nag algoritmus sme testovali na dvoch prikladoch so znamym pres-
nym rieSenim tlaku podzemnej vody. V oboch pripadoch pre rovnicu (4)
sme mali definované Dirichletove okrajové podmienky na pravej a lavej
strane $tvorca D a na spodnej strane vypoctovej oblasti bola danéd Neu-
mannova okrajova podmienka. Okrajové podmienky presne Specifikovali
stacionarne rieSenie tlaku. KedZe sme poznali presné stacionarne rieSenie,
mohli sme nase vysledky s nim porovnavat. Vypocty sme robili na sietach
(8 x 8, 12 x 12, 16 x 16) a ¢asovy krok sme vybrali As = 0.05h. Interval
realneho ¢asu, v ktorom sme ratali na§ matematicky model, bol (0,0.3) a
kon§tanty vystupujtce vo vztahu (3) st dané K = p = 1. Obrazky pouzité

na ukazku experimentov boli urobené pre vypoctovi siet 8 x 8.

5.1 Priklad s ustalenou horizontalnou hladinou

V prvom pripade sme testovali, ako sa dosiahne horizontalne ustalena
volné hladina, ked sme pociato¢na polohu vytvorili jej vychylenim do
spodnej strany. Polohu hladiny v tomto priklade bude teda predstavovat

level set funkcia ¢©° = ¥ v tvare

U(z,z) =7r(0,0.75) — r(x, 2) (39)
r(z,2) = /(x —0.5)2 + (2 — 1.5)2. (40)

Na obrazku 17 mozeme vidiet level set funkciu, ktorej nulové
hodnoty predstavujia volna hladinu podzemnej vody (Gervenou Giarou je
zvyraznenéd volna hladina).

Pre tento priklad uvazujeme o gravitacii, ktora vystupuje v

rovnici (3) a plati g = 1.
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Obréazok 17: Izodiary pociatoénej level set funkcie

Presné stacionéarne riesenie tlaku je definované vztahom
P(x,z) =0.75 — 2.

Na obrazku 18 mdézeme vidiet rieSenie tlaku v ¢ase t = 0. Spolu
s izoClarami pre tlak je na danom obrézku znazorneny tok podzemnej
vody (zelenymi Sipkami). Porovnavame variantu A a variantu B rieSenia
toku podzemnej vody. Rozdiel je tu len v hodnotéach, v ktorych sa dany
tok rata, pricom vo variante B sa pridaji hodnoty tesne nad hladinou
a hodnoty tesne pod hladinou sa mierne modifikuja podla vztahov (21)-
(23).

Pre rychlost ‘7, ktorou sa pohybuje volna hladina podzemnej
vody, méme pociatoény stav zobrazeny na obrazku 19. Mozeme vidiet, Ze
pohyb hladiny bude nahor tak ako ocakdavame. Vidime, Ze pre variant A
je rychlost pohybu volnej hladiny nerovnomernaé.

Ustalené riesenie, ku ktorému sme dospeli nasim programom,
bola horizontalna ¢iara. Tento vysledok sme predpokladali a nasim exper-
imentom sme to aj potvrdili. Obrazok 20, ktory sme ziskali programom

pozivajicim ratanie toku variantou B, zobrazuje vysledky pre siete 8 x 8,
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Obrézok 18: Zaciatocny stav pre tlak a tok, variant A vlavo, variant B vpravo
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Obrazok 19: Zaciatoény stav rychlost V', variant A vlavo, variant B vpravo

£,

Zeme na nom pozorova
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16 spolu s presnym rieSenim. Mo

12 x 12 a 16 %

ledok bol velmi presny uz pre najhrubsiu siet 8 x 8

¢o nas vedie

Y

7€ Vys

v

k tvrdeniu, Ze pre tento priklad nie je nutné ratat tlak pre velmi jemné
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Obrazok 20: Vysledky
5.2 Priklad s pociato¢nou horizontilnou hladinou

V druhom experimente sme vychadzali z poc¢iatocného stavu v hor-
izontalnej polohe volnej hladiny. Level set funkcia, ktort pouZijeme na

definiciu pociato¢nej volnej hladiny podzemnej vody, bude mat tvar
o =2 —0.75.

Tento priklad bude Specificky v tom, Ze v nhom uvazujeme o rychlosti
narastu A, ktord vystupuje v rovnici (13) a je dané

1

A:_@@

(VP - V).

Vztah sme dostali tak, Ze sme pozadovali aby rychlost f(z,z) = 0 v (13)
pre body (z, z) leziace na ustélenej volnej hladine.

Jeden z dalsich dolezitych rozdielov medzi jednotlivymi experi-
mentami je, Ze tu neuvazujeme o ziadnej gravitacii, teda g = 0.

Presné riesenie tlaku pre ustalent hladinu je v tvare
P(x,z) = In(r(0,0.75) 1) — In(r(z, 2) 1),

kde funkcia r(x, z) je rovnakéd ako v predchadzajiucom priklade.
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Obréazok 21: Presné riesenie tlaku spolu s tokom podzemnej vody

Na obrazku 21 modzeme vidiet, Ze pohyb podzemnej vody v
ustélenej situécii je len v smere pozdlznom ku volnej hladine podzem-
nej vody. V tomto stave uz nedochadza ku zmene vysky volnej hladiny.
Voda tecie len v horizontalnom smere, ¢o je dolezitd podmienka aby sme
dostali ustdlent polohu volnej hladiny podzemnej vody.

Zaciato¢nd poloha volnej hladiny, z ktorej sme vychéadzali, spolu
s tokom podzemnej vody je zobrazena na obrazku 22 pre obidve varianty.
Z neho vidime, Ze pohyb volnej hladiny bude smerovat nadol. Ustaleny
stav vyratany v case t = 0.3 je zobrazeny na obrézku 23 a predstavuje
tok, ktory je pozdlzny ku volnej hladine. Porovnanie rieseni pre variantu
A a variantu B riesenia toku podzemnej vody vedie k zaveru, ze vysledok
z varianty B je lepsi. Varianta A pre tento pripad vytvérala neziaduce zvl-
nenia, ktoré boli spdsobené nespojitou zmenou extrapolovanej rychlosti.

Na obrazku 24 sme vykreslili presné rieSenie spolu s numerickymi
vysledkami ratanymi na sietach 8 x 8, 12 x 12 a 16 x 16. Vidime, ze
so zvySujucim sa priestorovym krokom sme dostavali riesenie blizsie ku
presnému riesSeniu, ¢ize v tomto priklade zmena priestorového kroku mala

vplyv na presnost rieSenia. Mozeme vsak vidiet, Ze vysledky pre siete

39



Priklad s netrividlnou pociato¢nou hladinou Numerické experimenty

P S e e e P S B v A D1 L o e e S S A Sy

Obrézok 22: Zagiatoény stav variant A vlavo, variant B vpravo
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Obréazok 23: Numerickeé rieSenie variant A vlavo, variant B vpravo

12 x 12 a 16 x 16 sa uZ velmi od seba nelisia.

5.3 Priklad s netrividlnou pociato¢nou hladinou

Cielom tohto prikladu je porovnat polohu ustélenej volnej hladiny
nasho matematického modelu so znamym rieSenim pre pristup, ked sa

vyuziva Dupuitov predpoklad [10].
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Obrazok 24: Vysledky

Vychadzali sme zo Sikmej level set funkcie danej vztahom

3 1
oz, 2) =2z — 1T 3% (41)

Pre rovnicu (4) sme pre tento priklad definovali Dirichletove

okrajové podmienky na hranici I'? v tvare

pPa1 ) =" (12)
Pl =2 -2, (43

kde x1 a 22 st krajné body intervalu v smere x. Neumannovu okrajova

podmienku sme dali konstantna na hranicu I'V ako
P (x,21) = 1.0. (44)

Presné rieSenie pre tento priklad nepozname, ale vysledky budeme
porovnavat s doterajsimi zisteniami od inych autorov, ktori sa zaoberali
rovnakym problémom. Vztah pre rieSenie, s ktorym sme nase vysledky

porovnavali sme uviedli v Gvode, ale pre zopakovanie je

2 _ 29T

H=\[H3 — . (45)
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Obrézok 25: Numerickeé rieSenie (¢ervené ¢iara), Dupuitov princip (Sed4 Ciara)
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Obrézok 26: Tok podzemnej vody

Rovnako ako v prvom experimente aj pre tento priklad uvazu-

jeme o gravitécii, ktord vystupuje v rovnici (3) v tvare g = 1.

Nas vysledok porovnavame s rieSenim podl'a Dupuitovho principu

(obrazok 25), ktory je zobrazeny Sedou ¢iarou a naSe numerické rieSenie

predstavuje ¢ervena ¢iara. Ako sme v ivode spominali, Dupuitov princip

je zalozeny na tom, ze uvazuje len o toku podzemnej vody, ktory mé vodor-

ovny smer pozdlz celej volnej hladiny a teda zanedbavame jeho vertikalnu

zlozku. Ako vSak mozeme vidiet na obrazku 26, kde je zobrazené volnéa

42



Priklad s netrividlnou pociato¢nou hladinou Numerické experimenty

LK o s

04t 4

¢ numerické rieSenie na sieti 24 x 24

e numerické rieSenie na sieti 16 x 16

ook 4

Obrazok 27: Vysledky

hladina spolu s tokom podzemnej vody, tok nie je vodorovny. Mobzeme
teda povedat, Ze nas pristup rieSenia je odlisny pre tento typ tloh.
Porovnanie vysledkov pre rozne vypoctové siete (8 x 8, 16 x 16
a 24 x 24) je zobrazené na obrazku 27. Ako z obrazku vidief nase ustalené
rieSenie sa dosiahlo uz pri pouziti siete 8 x 8. Nasledne zjemnovanie
neprinieslo zlepSenie rieSenia a teda moZzeme povedat, Zze ustaleny stav

pre tento priklad sme dosiahli uz pouzitim relativne hrubej siete.
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6 ZAaver

Praca sa zaobera numerickym modelovanim problému ustalenia po-
hyblivej volnej hladiny podzemnej vody. Na popis volnej hladiny sme
pouzili level set metodu, ktora ndm umoznila numericky riesit dany prob-
lém na pevnej vypoctovej sieti. V doterajsich skimaniach sa rieSenie
aproximovalo na pohyblivej sieti. Myslienka nasho matematického mod-
elu je podla nasich vedomosti originalnym pristupom k rieSeniu daného
problému a taktiez zjednodusenim predchadzajtcich postupov.

Nase obohatenie level set metody spociva v pouziti dvoch level
set funkcii na popis volnej hladiny. Jedna sluZi na definiciu polohy volnej
hladiny a druh& len na definiciu normélového smeru k nej, ¢im sme sa
vyhli problémom zndmym 7z inych aplikacii [5], kde pouzitie len jednej z
nich na obidve situécie viedlo k numerickym tazkostiam. Druhy prinos
nasej prace je, ze sme netrividlnym sposobom extrapolovali rychlost toku
v smere normaly od volnej hladiny do celej vypoctovej oblasti, kde nie je
inak fyzikidlne definovana. Tymto spdsob sme ziskali vhodné rychlostné
pole pre vSetky izociary level set funkcie.

Cielom préce bolo zistit vhodnost level set metody pre tento typ
tloh, ¢o sa vysledkami z prikladov jednoznacne potvrdilo. Prvé pokusy z
tejto prace boli uz publikované v medzinarodnom zborniku |7].

Podrobne sme sa venovali dvom numerickym prikladom, u ktorych
sme poznali presné rieSenie a teda sme mohli nage vysledky s nim porovna-
vat. Rozdiel medzi numerickym a presnym riesenim je maly uz na relativne
hrubych sietach. V dalsom priklade sme ukazali odchylky od rieSenia po-
mocou takzvaného Dupuitovovho principu. Tento ¢asto rieSseny problém
ustalenia hladiny medzi dvoma hradzami s roznou vyskou zanedbéva ver-
tikalne zlozky prudenia volnej hladiny. Treba eSte poznamenat, Ze vyskovy

rozdiel medzi jednotlivymi brehmi nie je velky. Nase vysledky, kde sa
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zjednodusgenie pre vertikilne zlozky nepouziva, vedu k relativne vyraznym
odchylkam oproti danému Dupuitovmu pristupu. Rozdiely v rieSeniach
pre rozne vypoctové siete boli minimalne a teda moédzeme povedat, Ze
ustaleny stav sme dosiahli uz pre relativne hrubu siet.

Vysledkom diplomovej prace je komplexny opis pouzitych metod
a ich realizacia v programe Mathematica. Vdaka numerickym a grafickym
schopnostiam daného softvéru sa da velmi podrobne sledovat spravanie sa
metody pre rieSenie dvojrozmernych tloh praudenia vody s volnou hladinou
v porovitom prostredi. V budicnosti preto bude ulahcéena realizacia a
implementécia level set metdédy pre rieSenie realistickych a praktickych

trojrozmernych problémov priidenia podzemnej vody.
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