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Súhrn

Zacharovská, Petra, Bc.: Numerické modelovanie vo©nej hladiny prúdenia

vody pórovitým prostredím

Diplomová práca. Slovenská technická univerzita v Bratislave, Stavebná

fakulta, Katedra matematiky a deskriptívnej geometrie. Vedúci práce:

RNDr. Peter Frolkovi£, PhD., Bratislava 2010, 43 s. a príloha CD nosi£.

Práca sa zaoberá numerickým modelovaním prúdenia vody s

vo©nou hladinou pórovitým prostredím. Budeme pouºíva´ originálnu for-

muláciu pomocou level set metódy, v ktorej je poloha vodnej hladiny daná

implicitne ako nulová izo£iara, alebo plocha takzvanej level set funkcie.

Výhodou tejto metódy je, ºe numerické rie²enie môºeme rie²i´ na pevnej

rovnomernej sieti. V predchádzajúcich prácach s podobnou tématikou

sa tento problém rie²il na pohyblivej sieti. Výpo£ty budeme realizova´

pouºitím metódy kone£ných diferencií. Dôraz práce je kladený na skú-

manie a vývoj vhodných algoritmov pre tento typ úloh. Opí²eme matem-

atický model problému a pouºité metódy, pri£om zameriava´ sa budeme

na ich po£íta£ovú realizáciu a prezentáciu testovacích príkladov. Porovná-

va´ budeme dve varianty rie²enia toku podzemnej vody, pri£om ukáºeme

výhodnos´ jednej z nich. Na²ou snahou je získa´ ustálený stav prúdenia

podzemnej vody.

K©ú£ové slová: numerické modelovanie, vo©ná hladina, level set, upwind,

podzemná voda, metóda kone£ných diferencií



Abstract

Zacharovská, Petra, Bc.: Numerical modeling of groundwater �ow in

porous media

Diploma work. Slovak Technical University, Civil Engineering, Depart-

ment of Mathematics and Constructive Geometry. Tutor: RNDr. Peter

Frolkovi£, PhD., Bratislava 2010, 43 s. and attachment CD medium

This work deals with numerical modeling of groundwater �ow

with dynamic table in porous media. We will use a novel level set formu-

lation. The dynamic groundwater table is given implicitly as a zero set

of the so called level set function. The advantage of this method is that

we can solve the numerical solution on a �xed grid. In previous works

this problem was solved on moving grids. In the computations we will

use typically �nite di�erence method. The emphasis of this work is on

the study and development of the suitable algorithms for this task. We

describe mathematical model and used methods with an emphasis on the

computational realization and presentation of test examples. We will com-

pare two variants of solving of the groundwater �ow and we will determine

the advantage of one of them. Our aim is to get steady state of dynamic

groundwater table.

K©ú£ové slová: numerical modeling, dynamic groundwater table, level

set method, upwind, groundwater �ow, �nite di�erence method
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Úvod do problematiky

1 Úvod do problematiky

Voda patrí medzi jednu z najdôleºitej²ích substancií na zemi. Skladá

sa z povrchovej a podzemnej vody [11]. Voda, ktorá sa nachádza a pohybu-

je v pevných horninách a sypkých uloºeninách, sa nazýva podzemná voda.

Vä£²inou vzniká vsakovaním (in�ltráciou) zráºkovej vody do zemskej kôry,

menej kondenzáciou vodných pár v horninách. Priestory, v ktorých sa

vyskytuje podzemná voda, sa nazývajú póry a pukliny. Prostredie, ktoré

je vyplnené zrnitým materiálom (prevaºne pieskom) sa nazýva pórovité

prostredie a tvorí ho prevaºne �ltra£ná vrstva [11] (obrázok 1).

Obrázok 1: Pórovité prostredie s nieko©kými zvodnenými vrstvami [2]

Úrove¬ v pórovitom prostredí, po ktorú sú póry a pukliny vy-

plnené úplne a súvisle vodou, sa nazýva hladina podzemnej vody. Jej

polohu potrebujeme £asto pre praktické ú£ely pozna´. Táto hladina v

dôsledku pohybu podzemnej vody vytvára rôzne plynule zakrivené plochy

(podobne ako terén). Ke¤ sú priepustné vrstvy naklonené, alebo kory-

tovito prehnuté, hladina podzemnej vody je v nich pod hydrostatickým
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Úvod do problematiky

tlakom a na hladine platí, ºe sa tento tlak rovná atmosferickému tlaku

[11].

Cie©om na²ej práce je numericky sledova´ pohyb vo©nej hladiny

pomocou takzvanej level set metódy. V mnohých doteraj²ích prácach sa

vo©ná hladina numericky modelovala pomocou pohyblivej siete. Hlavný

rozdiel oproti tomuto prístupu je, ºe level set metóda nám umoºní rie²i´

tento problém na �xnej oblasti, pri£om predpokladáme, ºe vo©ná hladina je

v jej vnútri. Hladina podzemnej vody bude de�novaná ako nulové hodnoty

nejakej level set funkcie. Na rie²enie level set rovníc v práci pouºijeme

metódu kone£ných diferencií.

Netriviálnou £as´ou numerickej diskretizácie v predkladanej prá-

ci je pouºitie upwind metód na rie²enie hyperbolických diferenciálnych

rovníc. Vyuºili sme ich predov²etkým na modelovanie ²írenia neznámej

informácie do celej výpo£tovej oblasti od £asti jej hranice, kde je informá-

cia známa, pri£om smer ²írenia musí by´ daný tokom nejakého rýchlost-

ného po©a. Tento postup je v na²ej level set formulácii nutný, pretoºe

rie²enie prúdenia podzemnej vody je dané len na £asti výpo£tovej oblasti

(pod vo©nou hladinou), a umoº¬uje nám tak rie²i´ túto úlohu s pohyblivou

hranicou na �xnej oblasti.

Obrázok 2: Vo©ná hladina v 3D [10]

Na obrázku 2 môºeme vidie´ jednu z naj£astej²ích modelových
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Úvod do problematiky

situácií v tejto problematike. V na²ej práci sa ¬ou tieº zaoberáme v

dvojrozmernom analogickom prípade. Na porovnanie pouºívame rie²e-

nie získané na základe Dupuitovho princípu [10], kedy hydraulické rie²e-

nie úlohy vychádza z predpokladu, ºe jednotlivé prúdnice sú vodorovné,

prietokové prierezy sú zvislé a rýchlosti v nich sú kon²tantné. Tento pred-

poklad je v²ak vhodný pouºíva´ len v prípadoch, kde zakrivenie prúdnic a

tým odchýlka ekvipotenciálnych plôch od roviny nie je príli² ve©ká. Vz´ah

platný na rie²enie vo©nej hladiny s uváºením Dupuitovho princípu je

H =

√
H2

0 −
2qx

K
, (1)

kde x je vzdialenos´ od rezu so známou h¨bkou H0 a q je merný prietok

[10]. Koe�cient hydraulickej vodivosti je reprezentovaný K.

V matematickom modely, ktorý je prezentovaný v tejto práci,

pouºívame rýchlos´ prúdenia, ktorá nemusí by´ kon²tantná v prietokovom

priereze. Obidva prístupy, t.j. s a bez Dupuitovho princípu, sú porovnané

na konkrétnom príklade.
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2 Matematický model problému

Na²a výpo£tová oblas´ je pre jednoduchos´ jednotkový ²tvorec v

smere x a v smere z a ozna£íme si ju D ⊂ R2. Krivku hladiny podzemnej

vody v ur£itom £ase t ≥ 0 ozna£íme Γ(t) ⊂ D . Dôleºité je zade�nova´

si oblas´ pod hladinou Ω(t) ⊂ D , pri£om budeme modelova´ prúdenie

vody len v tejto podoblasti, kde sa voda nachádza. Oblas´ nad hladinou

ozná£íme Ωout(t) = D \ Ω(t).

2.1 Tlak podzemnej vody

Na ur£enie toku podzemnej vody potrebujeme najprv vypo£íta´ tlak

p = p(x, z, t), ktorý sa na povrchu vo©nej hladiny rovná atmosferickému

tlaku [11], £o vyjadruje podmienka, ºe sa na hladine rovná nule. Vz´ahy

pre tlak sú dané rovnicou spojitosti (2) a Darcyho zákonom (3) v tvare

∇ · ~q = 0 (2)

~q = −K∇(p+ ρgz). (3)

Parameter K predstavuje koe�cient hydraulickej vodivosti, g je známe

gravita£né zrýchlenie a ρ je hustota vody. Spojením rovníc (2) a (3) dos-

taneme známu Laplaceovu rovnicu pre tlak

−∆p = 0. (4)

Pre rovnicu (4) zvolíme okrajové podmienky

p(x, z, t) = 0, (x, z) ∈ Γ(t), (5)

p(x, z, t) = pD(x, z), (x, z) ∈ ΓD (6)

~n(x, z) · ∇p(x, z, t) = pN(x, z), (x, z) ∈ ΓN , (7)

kde ~n je normála na ΓN . Príklad de�nície jednotlivých hraníc oblasti je

zobrazený na nasledujúcom obrázku 3.
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Obrázok 3: De�nícia oblasti a £astí jej hranice

Rie²ením Laplaceovej rovnice (4) s okrajovými podmienkami (5)

dostávame tlak, ktorý je de�novaný len na podoblasti Ω(t) ⊂ D . Podobne

môºeme pomocou rovnice (3) vypo£íta´ rýchlos´ prúdenia, ktorá takisto

nie je známa na celej oblasti D . Príklad rie²enia tlaku podzemnej vody

môºeme vidie´ zobrazený na obrázku 4 spolu s rýchlostným po©om toku

podzemnej vody.
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Obrázok 4: Ilustratívny numerický výsledok tlaku a toku podzemnej vody
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2.2 Rovnica advekcie

Na opis dynamickej polohy vo©nej hladiny Γ(t) pouºijeme level set

formuláciu. Nulové hodnoty nejakej level set funkcie

ϕ0 = ϕ(x, z)

budú reprezantova´ po£iato£nú polohu vo©nej hladiny, £o môºeme zapísa´

v tvare

Γ(0) = {(x, z) ∈ D , ϕ0(x, z) = 0}.

Podobným spôsobom sa dá vyjadri´ oblas´ de�novaná pod hladinou

Ω(0) = {(x, z) ∈ D , ϕ0(x, z) < 0}.

Na²a práca sa zaoberá nájdením ustáleného stavu vo©nej hladiny.

Najdôleºitej²ím krokom na²ej level set formulácie je nájs´ rýchlos´ ~V =

~V (x, z, t), (x, z) ∈ D , ktorou sa bude vo©ná hladina pohybova´. Táto

rýchlos´ musí by´ de�novaná na celej oblasti a jej hodnoty ~V (x, z, t) pre

(x, z) ∈ Γ(t) musia zodpoveda´ fyzikálnemu opisu pohybu vo©nej hladiny.

Ke¤ je rýchlos´ ~V (x, z, t) známa, potom zmena vo©nej hladiny je daná

rovnicou advekcie v tvare

∂tϕ+ ~V · ∇ϕ = 0, (8)

ϕ(x, z, 0) = ϕ0(x, z). (9)

Takto je daná implicitná závislos´ polohy hladiny podzemnej vody od £asu

t, pretoºe platí [12, 13] pre rie²enie ϕ = ϕ(x, z, t) ºe

Γ(t) = {(x, z) ∈ D , ϕ(x, z, t) = 0}

a

Ω(t) = {(x, z) ∈ D , ϕ(x, z, t) < 0}.

Tento £as t budeme nazýva´ reálnym £asom pohybu vo©nej hladiny. Na

obrázku 5 je zobrazený príklad rýchlostného po©a ~V (x, z, t), ktorým sa

bude pohybova´ vo©ná hladina vyzna£ená na obrázku £ervenou £iarou.
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Obrázok 5: Vo©ná hladina a rýchlostné pole ~V (x, z, t)

2.3 Eikonalova rovnica

Na de�novanie hladiny podzemnej vody môºeme pouºi´ ©ubovol-

nú level set funkciu, u ktorej len poºadujeme, aby jej nulové hodnoty

predstavovali vo©nú hladinu. Neskôr budeme potrebova´ normálu ~N ku

hladine, ke¤ºe pohyb vo©nej hladiny nás bude zaujíma´ práve v tomto

smere, pozri aj obrázok 5. Výhodou level set formulácie je, ºe normálový

vonkaj²í vektor na hladine sa dá vyjadri´ (ak existuje gradient level set

funkcie ϕ) pomocou

~N(x, z, t) =
∇ϕ(x, z, t)

|∇ϕ(x, z, t)|
, (x, z) ∈ Γ(t) .

Tento smer môºeme vidie´ zobrazený na obrázku 6.

Funkciu ϕ budeme nazýva´ level set funkciou, ktorá de�nuje na²u

vo©nú hladinu. Najbeºnej²ie sa pouºíva takzvaná signed distance funkcia

[12, 13] s vlastnos´ou |∇ϕ| = 1 na celej výpo£tovej oblasti. Ak ϕ má túto

vlastnos´ na za£iatku rie²enia, tá sa po£as výpo£tu môºe strati´. Odstrá-

nenie tohto problému nás priviedlo k my²lienke, ºe pri na²ich výpo£toch
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Obrázok 6: Normalový vektor ku hladine

budeme okrem level set funkcie ϕ, ktorá de�nuje vo©nú hladinu, pouºíva´

i druhú funkciu φ, pre ktorú bude plati´ eikonalova rovnica

|∇φ(x, z, t)| = 1, (x, z) ∈ D , φ(x, z, t) = 0, (x, z) ∈ Γ(t),

pozri aj obrázok 7.
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Obrázok 7: Signed distance funkcia (£ervené £iary) a level set funkcia (²edé £iary), ktorá de�nuje

vo©nú hladinu

Funkcia φ(x, z, t) je signed distance funkcia a získame ju h©ada-
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Extrapolovaná rýchlos´ Matematický model problému

ním stacionárneho rie²enia rovnice [4, 5, 6] v tvare

∂sΦ(x, z, s) + |∇Φ(x, z, s)| = 1 (x, z) ∈ Ωout(t) (10)

∂sΦ(x, z, s)− |∇Φ(x, z, s)| = −1 (x, z) ∈ Ω(t), (11)

s po£iato£nou podmienkou

Φ(x, z, 0) = φ(x, z, t), (x, z) ∈ D

a s okrajovými podmienkami pre

(x, z) ∈ Γ(t), s > 0, Φ(x, z, s) = 0.

Pre nejaký kone£ný £as S > 0 sa dosiahne stacionárne rie²enie [4, 8]

a môºeme zobra´ φ(x, z, t) = Φ(x, z, S). Treba poznamena´, ºe £asová

premenná s nepredstavuje reálny £as.

2.4 Extrapolovaná rýchlos´

V tejto kapitole budeme predpoklada´, ºe pohyb vo©nej hladiny

Γ(t) v smere ~N je daný nejakou funkciou

f = f(x, z, t), (x, z) ∈ Γ(t),

ktorá je de�novaná len na hladine. Extrapolovanú rýchlos´ f = f(x, z, t),

ktorá sa ²íri v smere ~N a od ktorej poºadujeme, ºe

f(x, z, t) = f(x, z, t), (x, z) ∈ Γ(t),

a

∇φ · ∇f = 0,

získame rie²ením rovnice advekcie [1] v tvare

∂sF (x, z, s) +∇φ(x, z, t) · ∇F (x, z, s) = 0 (12)

a s okrajovou podmienkou F (x, z, s) = f(x, z, t) na Γ(t).

14



Opis matematického modelu Matematický model problému

Znova nám tu platí, ºe £asová premenná s nepredstavuje reálny

£as pohybu vo©nej hladiny. Pre nejaký kone£ný £as S > 0 zoberieme

f(x, z, t) = F (x, z, S). Ilustratívny výsledok, kde izo£iary extrapolovanej

rýchlosti sú kolmé na izo£iary signed distnace funkcie, vidíme na obrázku

8.
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Obrázok 8: Extrapolovaná rýchlos´ a signed distance funkcia

2.5 Opis matematického modelu

V tejto kapitole zhrnieme ná² matematický model. Postup rie²e-

nia za£ína vyrie²ením tlaku podzemnej vody z rovnice (4). Ke¤ máme

de�novaný tlak, môºeme ur£i´ tok ~q pomocou (3), ktorý je platný aj na

vo©nej hladine. Následne môºme de�nova´ pohyb vo©nej hladiny pomocou

rýchlosti f = f(x, z, t), ktorá je daná len na vo©nej hladine, vz´ahom

f =
1

θ
~N · (~q − A~ez), (13)

kde parameter θ vyjadruje pórovitos´ prostredia, ~N je vonkaj²ia normála

ku hladine a A = A(x, z, t), (x, z) ∈ Γ(t) je daná rýchlos´ nárastu [3].

�alej je potrebné vyráta´ signed distance funkciu pomocou rovníc

(10) - (11), ktorá nám ur£í smer ²írenia informácie z vo©nej hladiny, daný
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Opis matematického modelu Matematický model problému

normálou ku vo©nej hladine ~N. �al²ím krokom programu je vyrátanie

extrapolovanej rýchlosti f , kde pomocou rovnice (12) roz²írime túto in-

formáciu do celej výpo£tovej oblasti v smere danej normály ~N . Následne

z extrapolovanej rýchlosti f ur£íme rýchlos´ V (x, z, t) pre pohyb vo©nej

hladiny
~V = f ~N, (x, z) ∈ D,

a pomocou rie²enia rovnice (12) dosiahneme v poslednom kroku ná²ho

algoritmu zmenu vo©nej hladiny.

Celý tento proces sa opakuje v ur£itom po£te £asových krokov.

Ke¤ºe hodnoty extrapolovanej rýchlosti f sa po£as výpo£tu zmen²ujú,

aº dosiahnu ve©mi malé hodnoty, môºeme tvrdi´, ºe získavame ustálené

rie²enie pre vo©nú hladinu.
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Numerické rie²enie

3 Numerické rie²enie

Na²u výpo£tovú oblas´ diskretizujeme pomocou bodov

(xi, zj), 0 ≤ i, j ≤ I ,

kde I máme dané, pri£om platí

h =: xi+1 − xi = zj+1 − zj.

Level set funkciu v £ase t = 0 ur£uje funkcia ϕ0
ij := ϕ0(xi, zj) a jej hodnoty

v ©ubovolnom £ase tn ozna£íme

ϕn
ij = ϕ(xi, zj, t

n).

Na realizáciu numerických výpo£tov sme v na²ej práci pouºili

metódu kone£ných diferencií, pri£om budeme sledova´ prácu [9].
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Obrázok 9: Výpo£tová oblas´, body siete a aproximovaná vo©ná hladina

Z obrázku 9 môºeme vidie´, ºe na²a vo©ná hladina neprechádza

gridovými bodmi, preto si ozna£íme ϕkl suseda patriaceho ku bodu ϕij,

ktorý je mimo hladiny. Je zrejmé, ºe zo ²tyroch moºných susedov ϕn
i±1j

alebo ϕn
ij±1 môºu by´ najviac tri z nich nad hladinou a to ϕn

i±1j a ϕ
n
ij+1.
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Ak pre dva body platí ϕn
ijϕ

n
kl < 0, ur£ite sa medzi nimi nachádza

nulová hodnota, ktorú získame pomocou lineárnej interpolácie

0 = αϕkl + (1− α)ϕij, (14)

z £oho môºeme ur£i´ parameter α

α =
−ϕij

ϕkl − ϕij
. (15)

Práve tento parameter vyjadruje vzdialenos´ gridového bodu (xi, zj) od

hladiny. Tento poznatok budeme vyuºíva´ pri v²etkých ¤al²ích výpo£toch.

3.1 Numerické rie²enie toku podzemnej vody

Tlak a tok podzemnej vody je známy len pod hladinou. Výpo£ítame

ich numericky z rovnice (2)-(3). Na numerickú diskretizáciu pouºijeme

metódu ²tandardných kone£ných diferencií. Dostaneme

4pn
ij − p̂n

i+1j − p̂n
i−1j − p̂n

ij+1 − pn
ij−1 = 0. (16)

Rovnicu (16) rie²ime len v gridových bodoch na oblasti pod

hladinou Ω(t). Okrajové podmienky (5) sme do výpo£tu zahrnuli ²tan-

dardne. Pre hodnoty, kde bola Dirichletova okrajová podmienka platilo

pn
ij = pD(xi, zj). (17)

Tieto podmienky boli na bo£ných stranách výpo£tovej oblasti. Na dolnej

strane oblasti, ktorá pre na²e prípady bola vºdy vodorovná, sme de�no-

vali Neumannovu okrajovú podmienku. Na numerickú aproximáciu sme

pouºili rovnicu v nasledujúcom tvare

pn
i,−1 = pn

i,1 + 2hpN(xi, z0). (18)

Teraz rovnica (16) platí aj pre hodnoty (xi, z0).

18
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Hodnoty p̂n
kl predstavujú v prípade suseda nad hladinou ex-

trapolovanú hodnotu tlaku, vypo£ítanú pouºitím (14), z £oho potom získavame

pre hodnotu p̂n
kl vz´ah

p̂n
kl =

ϕn
kl

ϕn
ij

pn
ij. (19)

Ak (xi, zj) leºí pod hladinou pouºijeme ²tandardnú de�níciu p̂n
kl = pn

kl.

Rie²enie tohto problému výpo£tu tlaku vedie na lineárny systém alge-

braických rovníc.

Zo získaného tlaku môºeme teraz prejs´ na aproximáciu toku

~qn
ij ≈ ~q(xi, zj, t

n). V na²ej práci sme pouºívali dva spôsoby rátania pre tok

podzemnej vody, preto v ¤al²ej £asti práce sa budeme odvoláva´ na prvý

spôsob ako na variantu A a druhý spôsob bude ozna£ený ako varianta B.

Prvá bola publikovaná v [7], druhá metóda je popísaná prvý raz v tejto

práci.

Prvý spôsob je, ºe na výpo£et ~qn
ij budeme pouºíva´ len hodnoty

pod hladinou, ktoré budú vyrátané pod©a ²tandardných diferencií

~qn
ij =

1

2h
(p̂n

i+1j − p̂n
i−1j, p̂

n
ij+1 − pn

ij−1), (20)

kde pod©a potreby sa pouºije extrapolácia (19). Tlak spolu s tokom po-

dzemnej vody môºeme vidie´ na obrázku 10, kde je jasne vidite©né, ºe sa

tok aproximuje len pre hodnoty pod hladinou.

Druhý spôsob rátania toku podzemnej vody je zaloºený na rátaní

toku z hodnôt pod hladinou a z hodnôt tesne nad hladinou. Výpo£et sa

rozdelí na dve £asti. Výpo£et (20) pre hodnoty tesne pod hladinou sa

modi�kuje na

~qn
ij =

1

h
(pn

i+1j − pn
ij, p

n
ij − pn

ij−1) (21)

~qn
ij =

1

h
(pn

ij − pn
i−1j, p

n
ij − pn

ij−1) (22)

~qn
ij = (

1

2h
(pn

i+1j − pn
i−1j),

1

h
pn

ij − pn
ij−1). (23)
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Obrázok 10: Tok podzemnej vody (variant A)

Vo©ba konkrétnej aproximácie (21)-(23) závisí od toho, ktorí susedia bodu

(xi, zj) leºia pod hladinou.

Výpo£et je zaloºený na tom, ºe pre hodnoty tesne pod hladinou

zoberieme diferenciu platnú pre oblas´ pod hladinou a teda v nej nepouºi-

jeme ºiadnu extrapoláciu.

Tok pre hodnoty tesne nad hladinou budeme ráta´ pomocou

~qn
ij+1 =

1

h
(p̂n

i+1j+1 − pn
ij+1, p̂

n
ij+1 − pn

ij) (24)

~qn
ij+1 =

1

h
(pn

ij+1 − p̂n
i−1j+1, p̂

n
ij+1 − pn

ij) (25)

~qn
ij+1 =

1

h
(p̂n

i+1j+1 − p̂n
ij+1, p̂

n
ij+1 − pn

ij) (26)

~qn
ij+1 =

1

h
(p̂n

ij+1 − p̂n
i−1j+1, p̂

n
ij+1 − pn

ij) (27)

~qn
ij+1 = (

1

2h
(p̂n

i+1j+1 − p̂n
i−1j+1),

1

h
p̂n

ij+1 − pn
ij), (28)

kde vo©ba konkrétneho vzorca znova závisí od polohy bodu.

Dôleºitý je postup pri rátaní toku pre body tesne nad hladi-

nou, kde v z - smere sa vºdy zoberie spätná diferencia s tým, ºe hodnota

nad hladinou sa extrapoluje pomocou hodnoty pod hladinou. Netriviálny

princíp je pre rátanie toku v x - smere, pretoºe nie v²etky hodnoty sa dajú
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extrapolova´ pomocou hodnoty pod hladinou. Preto sa pre takéto body

pouºije extrapolácia jeho susedov v z - smere a zoberie sa tá diferencia, pre

ktorú sa sused bodu nad hladinou dá extrapolova´. V prípade, ºe existuje

extrapolácia pre obidvoch susedov pouºijeme centrálnu diferenciu.

Výhodou druhej metódy (21)-(28) je, ºe pomocou lineárnej in-

terpolácie môºeme v tomto prípade aproximova´ hodnoty toku na hladine.

Z vyrátaných hodnôt tesne nad hladinou ~qij+1 a tesne pod hladinou ~qij
vypo£ítame pomocou interpolácie hodnotu toku

~Qn
ij = (1− α)~qn

ij + α~qn
ij+1, (29)

ktorá je daná presne na hladine.

Obrázok 11 pre ilustráciu zobrazuje vypo£ítaný tlak a tok po-

dzemnej vody variantou B, kde vidíme, ºe pre tok pribudli hodnoty tesne

nad hladinou.
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Obrázok 11: Tok podzemnej vody (variant B)
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3.2 Numerické rie²enie eikonalovej rovnice

Získanie signed distance funkcie realizujeme rie²ením eikonalovej

rovnice. Numerická schéma platná pre 1 ≤ i, j ≤ I − 1 bude ma´ tvar [4]

Φm+1
ij = Φm

ij ±∆sm

(
1− 1

h

√
(∆xΦm

ij )2 + (∆zΦm
ij )2

)
. (30)

Pre body na hranici oblasti, hodnoty Φ �xujeme. Daná rovnica, nezávis-

la na reálnom £ase t, bude prebieha´ v krokoch m = 0, 1, . . . . Správne

znamienka v (30) sú dané na základe vz´ahov (10) a (11). Hodnoty ∆xΦm
ij

a ∆zΦ
m
ij de�nujeme pomocou

∆xΦm
ij = max{|Mi+1j|, |Mi−1j|}

a

∆zΦ
m
ij = max{|Mij+1|, |Mij−1|},

kde

Mkl =

{
min{Φ̂m

kl − Φm
ij , 0} ak φm

ij ≥ 0

max{Φ̂m
kl − Φm

ij , 0} ak φm
ij < 0

Analogicky z predchádzajúcich £astí hodnoty Φ̂m
kl dostaneme extrapoláciou

zo vz´ahu (14).

Φ̂n
kl =

ϕn
kl

ϕn
i,j

Φn
ij, (31)

�asový krok ∆sm pouºitý v (30) je ²tandardne daný h/2 [4]. V

na²om prípade v²ak môºe by´ stabilita schémy pri tomto £asovom kroku

poru²ená pre gridové body blízko hladiny.

Na základe [7] môºeme takéto body de�nova´ ²peciálny £asový

krok ∆critsm
ij

∆critsm
ij =

|Φm
ij |h√

(∆xΦm
ij )2 + (∆zΦm

ij )2
.
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Následné pouºitie kritického £asového kroku ∆critsm
ij v rovnici

(30) dostaneme zmenenú schému pre body tesne pod hladinou

Φm+1
ij = Φm

ij ±∆sm
ij

(
1− 1

h

√
(∆xΦm

ij )2 + (∆zΦm
ij )2

)
, (32)

kde

∆sm
ij = min{∆sm,∆critsm

ij}.

Z teoretického h©adiska by sme rovnicu (30) mali rie²i´ pre taký

po£et krokov m, aº kým nedosiahneme ustálený stav. Z praktického

h©adiska budeme po£et krokov m �xova´ na nejakej dostato£ne ve©kej

hodnote M s tým, ºe na²e poºadované rie²enie bude φn
ij = ΦM

ij .

Dôleºité je tu poznamena´, ºe hladiny nulových hodnôt aprox-

imácií ϕ a φ nie sú identické, preto je nevyhnutné pouºíva´ signed distance

funkciu len pri výpo£te normálového vektora
−→
N .

3.2.1 Príklad získania signed distance funkcie

Pre názornos´ pouºitia signed distance funkcie uvedieme príklad

získania tejto funkcie pre level set funkciu danú

ϕ0(x, y) = e(−0.5((x−0.4)2+(y−0.3)2))(r(0.0,0.75)−r(x,y))

r(x, z) =
√

(x− 0.5)2 + (z − 1.5)2.

Vidíme, ºe na obrázku 12 majú hladinu podzemnej vody totoºnú

signed distance funkcia a level set funkcia (nulová £iara). Vidíme, ºe

jednotlivé hladiny signed distance funkcie sú kvalitatívne podobné, £o je

výhodné pre ¤al²ie výpo£ty. Ke¤ sme výpo£et robili na ve©mi hrubej sieti

4× 4 (obrázok 13), nulové hodnoty level set a signed distance funkcie boli

rozdielne. Na obrázku 12 je výsledok vypo£ítaný na sieti 8× 8 a vidíme,

ºe tento rozdiel tu uº nevidno.
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Obrázok 12: Signed distance funkcia (£ervené £iary), Level set funkcia (²edé £iary)
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Obrázok 13: Signed distance funkcia (£ervené £iary), Level set funkcia (²edé £iary)
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3.3 Numerické rie²enie extrapolovanej rýchlosti

Najdôleºitej²ou £as´ou na²ej práce je nájs´ rýchlos´ f(x, z, t), ktorá

je potrebná na ur£enie rýchlosti ~V pohybu vo©nej hladiny. Na výpo£et

spomenutej rýchlosti f(x, z, t) potrebujeme najprv aproximova´ hodnoty

f z (13), ktoré sú dané na hladine. Následne môºeme uvaºova´ nad jej

de�níciou v gridových bodoch v tvare

fn
ij :=

1

θij

∇φn
ij

|∇φn
ij|
·
(
~qn
ij − An

ij~ez

)
, (33)

kde

∆φn
ij =

(
φn

i+1j − φn
i−1j

2h
,
φn

ij+1 − φn
ij−1

2h

)
V prvej metóde rátania toku podzemnej vody pouºijeme (33)

pre hodnoty pod hladinou, ktoré budeme v nasledujúcej schéme �xova´

Fm
ij = f

n

ij.

Extrapolovanú rýchlos´ potom v ostatných gridových bodoch vyrátame

metódy kone£ných diferencií pre rovnicu (12) v tvare

Fm+1
ij = Fm

ij +
∆s

h

1

|∆φij|
(
∆xφij∆xF

m
ij + ∆zφij∆zF

m
ij

)
, (34)

kde

∆xF
m
ij =

{
Fm

ij − Fm
i−1j ak ∆xφij ≥ 0

Fm
i+1j − Fm

ij ak ∆xφij < 0

Analogická de�nícia platí pre ∆zF
m
ij .

Rovnicu (34) pouºijeme na rie²enie extrapolovanej rýchlosti aj

v druhom prípade s tým rozdielom, ºe teraz nie je potrebná �xácia hod-

nôt tesne pod hladinou. Zmena v²ak v schéme (34) nastane pri rátaní

diferencií

∆xF
m
ij =

{
Fm

ij − F̂m
i−1j ak ∆xφij ≥ 0

F̂m
i+1j − Fm

ij ak ∆xφij < 0
,
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kde F̂ získame nasledujúcou extrapoláciou

F̂m
i−1j =

Fp

α
+
α− 1

α
Fm

ij (35)

Fp = (1− α)fn
ij + αfn

i−1,j. (36)

~Qn
ij máme dané z rovnice (29). Analogicky to platí pre ∆zF

m
ij .

Podobne ako v uº spomenutom prípade eikonalovej rovnice, aj

táto schéma sa vykonáva v nemeniacom sa £asovom kroku n. Výpo£et

prebieha v dostato£nom po£te krokov m, aº kým nedosiahneme ustálený

stav.

3.3.1 Ukáºka výpo£tu extrapolovanej rýchlosti

V tejto £asti ukáºeme ako získame extrapolovanú rýchlos´ F. Vy-

chádzame z po£iato£nej podmienky, ktorú si ur£íme zo vz´ahu (33) a je

zobrazená na obrázku 15 na ©avej strane. V na²ej práci sme pouºívali

dva spôsoby rátania pre tok podzemnej vody, preto v ¤al²ej £asti práce

sa budeme odvoláva´ na prvý spôsob ako na variantu A a druhý spôsob

bude ozna£ený ako varianta B.

Za£iato£ná podmienka sa vo variante A musí �xova´ v hodnotách

tesne pod hladinou, ktoré sa po£as výpo£tu nebudú meni´, iba sa budú

²íri´ z tohto miesta do celej oblasti. Varianta A je zobrazená na obrázku 14,

z ktorého môºeme vidie´, ºe výsledná funkcia má pribliºne kolmé izo£iary

na signed distance funkciu.

Vo variante B nie je potrebná �xácia hodnôt. Pre výpo£et sú

tu dôleºité hodnoty tesne nad hladinou a tesne pod hladinou, z ktorých

sa vyrátajú hodnoty platné presne na hladine z rovnice (35), ktoré budú

rovnaké pre v²etky £asové kroky rátania extrapolovanej rýchlosti. Pri

výpo£te extrapolovanej rýchlosti môºeme na obrázku 15 vpravo vidie´, ºe

získaná rýchlos´ f je pribliºne kolmá na signed distance funkciu.
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Obrázok 14: Za£iato£ný stav a výsledný stav pre výpo£et f pod©a variantu A
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Obrázok 15: Za£iato£ný stav a výsledný stav pre výpo£et f pod©a variantu B
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3.4 Numerické rie²enie rovnice advekcie

Rovnicou advekcie sme sa zaoberali v predchádzajúcej podkapitole,

preto ju tu spomenieme len stru£ne. Hlavnou úlohou rovnice (8) je posun

vo©nej hladiny.

Z predchádzajúcich £astí sme vyrátali v²etky potrebné funkcie

pre ur£enie rýchlosti ~V , ktorou sa pohybuje vo©ná hladina. Môºeme teda

písa´ pre jej de�níciu v gridových bodoch na celej výpo£tovej oblasti

~V n
ij := fn

ij

∇φn
ij

|∇φn
ij|
. (37)

Samotný posun vo©nej hladiny je vykonávaný v reálnom £asovom kroku n

a schéma má tvar

ϕn+1
ij = ϕn

ij +
∆tn

h

(
V n

ij,1∆xϕ
n
ij + V n

ij,2∆zϕ
n
ij

)
, (38)

kde

∆xϕ
n
ij =

{
ϕn

ij − ϕn
i−1j ak V n

ij,1 ≥ 0

ϕn
i+1j − ϕn

ij ak V n
ij,1 < 0

.

Obdobná de�nícia platí pre ∆zϕ
n
ij.

Obidve rovnice advekcie (34) a (38) sú rie²ené upwind metódou,

ktorá sa pouºíva na rie²enie hyperbolických diferenciálnych rovníc.

3.5 Výpo£tové vylep²enia

Ako sme uº v práci spomínali, h©adáme ustálené rie²enie podzemnej

vody. Rýchlos´ získania ustáleného rie²enia pohybu vo©nej hladiny závisí

aj od dvoch rovníc (30) a (34), ktoré sú formálne £asovo závislé. Cie©om

tejto kapitoly je diskusia, ako je algoritmus moºne urýchli´.

V predchádzajúcich £astiach sme výpo£ty daných rovníc robili na

dostato£ne ve©kom po£te £asových krokov. V ¤al²om skúmaní sme zme-

nili po£iato£nú podmienku pre dané rovnice a po£et £asových krokov sme
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zmen²ili na malý �xný po£et. Vychádzali sme z predpokladu, ºe nasledu-

júci krok bude pokra£ova´ na hodnotách výrátaných z predchádzajúceho

kroku. Jedine hodnoty tesne pod hladinou a nad hladinou sa zmenili

pod©a pohybu level set funkcie. Hlavnou my²lienkou tohto postupu je,

ºe sa nesnaºíme nájs´ rie²enie rovníc (10)-(12), ale snaºíme sa nájs´ len

ich £asovo závislé rie²enie, ktoré má hodnoty v okolí hladiny blízke hod-

notám stacionárneho rie²enia. Na základe tejto úpravy sme zaznamenali

zrýchlenie výpo£tu o polovicu.
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Obrázok 16: Rie²enie bez pouºitia signed distance funkcie (zelená £iara), rie²enie s pouºitím signed

distance funkcie (£ervená £iara)

V práci sme sa zaoberali aj potrebou pouºitia signed distance

funkcie. Level set formulácia vyºaduje de�nova´ si level set funkciu, ktorá

bude reprezentova´ na²u vo©nú hladinu. Moºností výberu level set funkcie

je nieko©ko. Na²ou podmienkou pre výber spomenutej funkcie je, aby jej

nulová izo£iara bola totoºná s vo©nou hladinou. Ako po£iato£nú pod-

mienku si volíme signed distanc funkciu, ktorej norma gradientu je jed-

notková, pretoºe táto vlastnos´ je výhodná pre správne ²írenie informá-

cie. Kvôli pohybu vo©nej hladiny v kaºdom £asovom kroku sa táto vlast-

nos´ level set funkcie môºe strati´, preto vyrátaním eikonalovej rovnice
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dostávame druhú level set funkciu, ktorá má jednotkovú normu gradien-

tu. V iných aplikáciach [5] sa zvykne nahradi´ level set funkcia vypo£í-

tanou signed distance funkciou, £o môºe vies´ k nefyzikálnej zmene polohy

vo©nej hladiny. Na obrázku 16 uvádzame pre ilustráciu porovnanie výpo£-

tu vo©nej hladiny bez pouºitia signed distance funkcie (zelené £iary) a s

pouºitím signed distance funkcie (£ervené £iary). Pozorujeme, ºe v prí-

pade nepouºitia signed distanc funkcie, level set funkcia, ktorá bola v £ase

t = 0 signed distance funkciou, túto vlastnos´ pre t > 0 stratila. Uvádzané

výsledky, prezentované na obrázku 16, sú rie²ené na sieti 8× 8.
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4 Programové prevedenie

V²etky programy boli vytvorené v softvéri Mathematica. Pre dosi-

ahnutie výsledkov sme vytvorili dátový súbor obsahujúci funkcie pouºí-

vané na rie²enie príkladov. Programy sú sú£as´ou práce ako príloha v

podobe CD nosi£a.

4.1 Pomocné programy

Na vytvorenie celkového programu bolo potrebné vytvori´ mnoºstvo

podprogramov, ktoré slúºili na získanie pomocných výsledkov. Zoznam

pomocných funkcií v krátkosti opí²eme v nasledujúcom texte.

extrbody() � funkcia, do ktorej vstupuje level set funkcia a funkcia,

ktorú chceme extrapolova´. Výsledkom sú extrapolované hodnoty a

paramater α vyrátaný zo vz´ahu (14).

grady() � funkcia, do ktorej vstupuje level set funkcia a funkcia,

ktorej gradient chceme vypo£íta´. V tejto funkcii sa na rátanie gra-

dientu pouºíva extrapolácia a získame len hodnoty v smere z.

gradx() � obdoba predchádzajúcej funkcie s jediným rozdielom, ºe

tu získame gradient v smere x.

gradient()� funkcia na výpo£et gradientu pomocou ²tandardných

diferencií. Vstupuje do nej funkcia, ktorej gradient chceme vypo£íta´.

pgradient() � funkcia na výpo£et gradientu tlaku pouºitím variantu

A, kde vstupom je tlak podzemnej vody.

gradientExtrapolation() � funkcia na výpo£et gradientu tlaku

pouºitím variantu B, kde vstupom je tlak podzemnej vody.
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Fhladina() � vstupnými parametrami pre túto funkciu sú level set

funkcia a hodnoty tesne nad hladinou ~qij+1 a tesne pod hladinou

~qij, z ktorých sa pomocou interpolácie z rovnice (29) vyráta hodnota

platná na hladine, ktorá je zárove¬ výstupom danej funkcie.

gradientF() � funkcia, ktorá sa pouºíva v upwind metóde, slúºi

na rie²enie gradientu funkcie. Vstupom sú charakteristická rýchlos´

na základe ktorej sa rozhoduje pouºitie diferencie a funkcia, ktorej

gradient chceme vypo£íta´. Pouºívame v nej aj extrapoláciu.

gradfi() � podobne ako v predchádzajúcej funkcii, len v tomto prí-

pade nie je pouºitá extrapolácia.

4.2 Program na rie²enie tlaku

Funkcia Extrapolation3() rie²i tlak podzemnej vody. Je to samostat-

ný program, do ktorého vstupuje funkcia, ktorej tlak chceme vypo£íta´.

V na²om prípade to je level set funkcia. �al²ími vstupmi sú okrajové pod-

mienky, krajné body výpo£tovej oblasti x1, x2, z1, z2 a po£et dielikov, na

ko©ko bude výpo£tová oblas´ rozdelená. Táto funkcia nevyuºíva ºiadny z

pomocných programov. Hlavným cie©om danej funkcie, je vytvorenie mat-

ice a pravej strany na základe rovníc (16), z ktorých sa následne vypo£íta

rie²enie.

4.3 Program na získanie signed distance funkcie

Signed distance funkciu získame programom cyklus2(). Jej vstup-

né parametre sú level set funkcia, ku ktorej chceme získa´ signed distance

funkciu a po£et £asových krokov, ko©kokrát sa daný cyklus vykoná. Pre

túto funkciu sú potrebné pomocné funkcie gradx() a grady().
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4.4 Program na získanie extrapolovanej rýchlosti

Program na získanie extrapolovanej rýchlosti sa nazýva upwind()

a jedným z jeho vstupov je z predchádzajúceho programu vyrátaná signed

distance funkcia, z ktorej pomocou programu gradient() vyrátame jej

gradient. Ten bude slúºi´ na smer ²írenia informácie. Pouºívame tu

aj funkciu gradientF(), ktorá je rozhodujúcim prvkom danej schémy.

Dôleºitým vstupným parametrom je e²te po£et £asových krokov, v ktorých

bude cyklus prebieha´, pretoºe tento parameter budeme pod©a potreby

zrýchlovania celkového algoritmu meni´.

4.5 Celkový program

Pospájaním v²etkých predchádzajúcich podprogramov do výslednej

funkcie s názvom postup2() dostávame celkový program pre ná² matem-

atický model. Postup za£ína vyrátaním tlaku, z ktorého sa pod©a ty-

pu varianty pouºije na výpo£et toku podzemnej vody pomocná funkcia

pgradient() alebo gradientExtrapo lation(). Nezávisle na tom sa

vypo£íta signed distance funkcia samostatným programom cyklus2().

Z doteraz získaných hodnôt ur£íme po£iato£nú podmienku pre program

upwind(), z ktorého získame extrapolovanú rýchlos´ f(x, z, t). Potom

nám sta£í ur£i´ rýchlos´ V (x, z, t), pod©a ktorej sa bude pohybova´ vo©ná

hladina a tá bude vstupova´ do posledného cyklu platného pre pohyb

hladiny.

Vstupnými parametrami musia by´ v²etky potrebné vstupy pre

podprogramy, ktoré nie sú výsledkom nejakej pomocnej funkcie. Ke¤ºe

h©adáme ustálené rie²enie v £ase, jedným zo vstupov je aj po£et £asových

krokov, v ktorých budeme rie²enie h©ada´.

Celkový výsledný postup nebol najzloºitej²ím prvkom práce, ale

vytvorenie jednotlivých podprogramov, najmä program pre extrapolovanú
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rýchlos´ a získanie signed distance funkcie, neboli triviálnymi zaleºitos´a-

mi.
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5 Numerické experimenty

Ná² algoritmus sme testovali na dvoch príkladoch so známym pres-

ným rie²ením tlaku podzemnej vody. V oboch prípadoch pre rovnicu (4)

sme mali de�nované Dirichletove okrajové podmienky na pravej a ©avej

strane ²tvorca D a na spodnej strane výpo£tovej oblasti bola daná Neu-

mannova okrajová podmienka. Okrajové podmienky presne ²peci�kovali

stacionárne rie²enie tlaku. Ke¤ºe sme poznali presné stacionárne rie²enie,

mohli sme na²e výsledky s ním porovnáva´. Výpo£ty sme robili na sie´ach

(8× 8, 12× 12, 16× 16) a £asový krok sme vybrali ∆s = 0.05h. Interval

reálneho £asu, v ktorom sme rátali ná² matematický model, bol (0, 0.3) a

kon²tanty vystupujúce vo vz´ahu (3) sú danéK = ρ = 1. Obrázky pouºité

na ukáºku experimentov boli urobené pre výpo£tovú sie´ 8× 8.

5.1 Príklad s ustálenou horizontálnou hladinou

V prvom prípade sme testovali, ako sa dosiahne horizontálne ustálená

vo©ná hladina, ke¤ sme po£iato£nú polohu vytvorili jej vychýlením do

spodnej strany. Polohu hladiny v tomto príklade bude teda predstavova´

level set funkcia ϕ0 = Ψ v tvare

Ψ(x, z) = r(0, 0.75)− r(x, z) (39)

r(x, z) =
√

(x− 0.5)2 + (z − 1.5)2. (40)

Na obrázku 17 môºeme vidie´ level set funkciu, ktorej nulové

hodnoty predstavujú vo©nú hladinu podzemnej vody (£ervenou £iarou je

zvýraznená vo©ná hladina).

Pre tento príklad uvaºujeme o gravitácii, ktorá vystupuje v

rovnici (3) a platí g = 1.
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Obrázok 17: Izo£iary po£iato£nej level set funkcie

Presné stacionárne rie²enie tlaku je de�nované vz´ahom

P (x, z) = 0.75− z.

Na obrázku 18 môºeme vidie´ rie²enie tlaku v £ase t = 0. Spolu

s izo£iarami pre tlak je na danom obrázku znázornený tok podzemnej

vody (zelenými ²ípkami). Porovnávame variantu A a variantu B rie²enia

toku podzemnej vody. Rozdiel je tu len v hodnotách, v ktorých sa daný

tok ráta, pri£om vo variante B sa pridajú hodnoty tesne nad hladinou

a hodnoty tesne pod hladinou sa mierne modi�kujú pod©a vz´ahov (21)-

(23).

Pre rýchlos´ ~V , ktorou sa pohybuje vo©ná hladina podzemnej

vody, máme po£iato£ný stav zobrazený na obrázku 19. Môºeme vidie´, ºe

pohyb hladiny bude nahor tak ako o£akávame. Vidíme, ºe pre variant A

je rýchlos´ pohybu vo©nej hladiny nerovnomerná.

Ustálené rie²enie, ku ktorému sme dospeli na²im programom,

bola horizontálna £iara. Tento výsledok sme predpokladali a na²im exper-

imentom sme to aj potvrdili. Obrázok 20, ktorý sme získali programom

poºívajúcim rátanie toku variantou B, zobrazuje výsledky pre siete 8× 8,
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Obrázok 18: Za£iato£ný stav pre tlak a tok, variant A v©avo, variant B vpravo
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Obrázok 19: Za£iato£ný stav rýchlos´ ~V , variant A v©avo, variant B vpravo

12× 12 a 16× 16 spolu s presným rie²ením. Môºeme na ¬om pozorova´,

ºe výsledok bol ve©mi presný uº pre najhrub²iu sie´ 8 × 8, £o nás vedie

k tvrdeniu, ºe pre tento príklad nie je nutné ráta´ tlak pre ve©mi jemné

výpo£tové siete.
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presné riešenie

numerické riešenie na sieti 16 x 16

numerické riešenie na sieti 12 x 12

numerické riešenie na sieti 8 x 8

Obrázok 20: Výsledky

5.2 Príklad s po£iato£nou horizontálnou hladinou

V druhom experimente sme výchadzali z po£iato£ného stavu v hor-

izontálnej polohe vo©nej hladiny. Level set funkcia, ktorú pouºijeme na

de�níciu po£iato£nej vo©nej hladiny podzemnej vody, bude ma´ tvar

ϕ0 = z − 0.75.

Tento príklad bude ²peci�cký v tom, ºe v ¬om uvaºujeme o rýchlosti

nárastu A, ktorá vystupuje v rovnici (13) a je daná

A = − 1

∂zΨ
(∇P · ∇Ψ).

Vz´ah sme dostali tak, ºe sme poºadovali aby rýchlos´ f(x, z) = 0 v (13)

pre body (x, z) leºiace na ustálenej vo©nej hladine.

Jeden z ¤al²ích dôleºitých rozdielov medzi jednotlivými experi-

mentami je, ºe tu neuvaºujeme o ºiadnej gravitácii, teda g = 0.

Presné rie²enie tlaku pre ustálenú hladinu je v tvare

P (x, z) = ln(r(0, 0.75)−1)− ln(r(x, z)−1),

kde funkcia r(x, z) je rovnaká ako v predchádzajúcom príklade.
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Obrázok 21: Presné rie²enie tlaku spolu s tokom podzemnej vody

Na obrázku 21 môºeme vidie´, ºe pohyb podzemnej vody v

ustálenej situácii je len v smere pozd¨ºnom ku vo©nej hladine podzem-

nej vody. V tomto stave uº nedochádza ku zmene vý²ky vo©nej hladiny.

Voda te£ie len v horizontalnom smere, £o je dôleºitá podmienka aby sme

dostali ustálenú polohu vo©nej hladiny podzemnej vody.

Za£iato£ná poloha vo©nej hladiny, z ktorej sme vychádzali, spolu

s tokom podzemnej vody je zobrazená na obrázku 22 pre obidve varianty.

Z neho vidíme, ºe pohyb vo©nej hladiny bude smerova´ nadol. Ustálený

stav vyrátaný v £ase t = 0.3 je zobrazený na obrázku 23 a predstavuje

tok, ktorý je pozd¨ºny ku vo©nej hladine. Porovnanie rie²ení pre variantu

A a variantu B rie²enia toku podzemnej vody vedie k záveru, ºe výsledok

z varianty B je lep²í. Varianta A pre tento prípad vytvárala neºiadúce zvl-

nenia, ktoré boli spôsobené nespojitou zmenou extrapolovanej rýchlosti.

Na obrázku 24 sme vykreslili presné rie²enie spolu s numerickými

výsledkami rátanými na sie´ach 8 × 8, 12 × 12 a 16 × 16. Vidíme, ºe

so zvy²ujúcim sa priestorovým krokom sme dostávali rie²enie bliº²ie ku

presnému rie²eniu, £iºe v tomto príklade zmena priestorového kroku mala

vplyv na presnos´ rie²enia. Môºeme v²ak vidie´, ºe výsledky pre siete
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Obrázok 22: Za£iato£ný stav variant A v©avo, variant B vpravo
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Obrázok 23: Numerické rie²enie variant A v©avo, variant B vpravo

12× 12 a 16× 16 sa uº ve©mi od seba nelí²ia.

5.3 Príklad s netriviálnou po£iato£nou hladinou

Cie©om tohto príkladu je porovna´ polohu ustálenej vo©nej hladiny

ná²ho matematického modelu so známym rie²ením pre prístup, ke¤ sa

vyuºíva Dupuitov predpoklad [10].
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presné riešenie

numerické riešenie na sieti 16 x 16

numerické riešenie na sieti 12 x 12

numerické riešenie na sieti 8 x 8

Obrázok 24: Výsledky

Vychádzali sme zo ²ikmej level set funkcie danej vz´ahom

ϕ0(x, z) = z − 3

4
+

1

8
x. (41)

Pre rovnicu (4) sme pre tento príklad de�novali Dirichletove

okrajové podmienky na hranici ΓD v tvare

pD(x1, z) =
3

4
− z (42)

pD(x2, z) =
5

8
− z, (43)

kde x1 a x2 sú krajné body intervalu v smere x. Neumannovu okrajovú

podmienku sme dali kon²tantnú na hranicu ΓN ako

pN(x, z1) = 1.0. (44)

Presné rie²enie pre tento príklad nepoznáme, ale výsledky budeme

porovnáva´ s doteraj²imi zisteniami od iných autorov, ktorí sa zaoberali

rovnakým problémom. Vz´ah pre rie²enie, s ktorým sme na²e výsledky

porovnávali sme uviedli v úvode, ale pre zopakovanie je

H =

√
H2

0 −
2qx

K
. (45)
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Obrázok 25: Numerické rie²enie (£ervená £iara), Dupuitov princíp (²edá £iara)
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Obrázok 26: Tok podzemnej vody

Rovnako ako v prvom experimente aj pre tento príklad uvaºu-

jeme o gravitácii, ktorá vystupuje v rovnici (3) v tvare g = 1.

Ná² výsledok porovnávame s rie²ením pod©a Dupuitovho princípu

(obrázok 25), ktorý je zobrazený ²edou £iarou a na²e numerické rie²enie

predstavuje £ervená £iara. Ako sme v úvode spomínali, Dupuitov princíp

je zaloºený na tom, ºe uvaºuje len o toku podzemnej vody, ktorý má vodor-

ovný smer pozd¨º celej vo©nej hladiny a teda zanedbávame jeho vertikálnu

zloºku. Ako v²ak môºeme vidie´ na obrázku 26, kde je zobrazená vo©ná
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numerické riešenie na sieti 24 x 24

numerické riešenie na sieti 16 x 16

numerické riešenie na sieti 8 x 8

Obrázok 27: Výsledky

hladina spolu s tokom podzemnej vody, tok nie je vodorovný. Môºeme

teda poveda´, ºe ná² prístup rie²enia je odli²ný pre tento typ úloh.

Porovnanie výsledkov pre rôzne výpo£tové siete (8× 8, 16× 16

a 24×24) je zobrazené na obrázku 27. Ako z obrázku vidie´ na²e ustálené

rie²enie sa dosiahlo uº pri pouºití siete 8 × 8. Následne zjem¬ovanie

neprinieslo zlep²enie rie²enia a teda môºeme poveda´, ºe ustálený stav

pre tento príklad sme dosiahli uº pouºitím relatívne hrubej siete.
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6 Záver

Práca sa zaoberá numerickým modelovaním problému ustálenia po-

hyblivej vo©nej hladiny podzemnej vody. Na popis vo©nej hladiny sme

pouºili level set metódu, ktorá nám umoºnila numericky rie²i´ daný prob-

lém na pevnej výpo£tovej sieti. V doteraj²ích skúmaniach sa rie²enie

aproximovalo na pohyblivej sieti. My²lienka ná²ho matematického mod-

elu je pod©a na²ich vedomostí originálnym prístupom k rie²eniu daného

problému a taktieº zjednodu²ením predchádzajúcich postupov.

Ná²e obohatenie level set metódy spo£íva v pouºití dvoch level

set funkcií na popis vo©nej hladiny. Jedna slúºi na de�níciu polohy vo©nej

hladiny a druhá len na de�níciu normálového smeru k nej, £ím sme sa

vyhli problémom známym z iných aplikácií [5], kde pouºitie len jednej z

nich na obidve situácie viedlo k numerickým ´aºkostiam. Druhý prínos

na²ej práce je, ºe sme netriviálnym spôsobom extrapolovali rýchlos´ toku

v smere normály od vo©nej hladiny do celej výpo£tovej oblasti, kde nie je

inak fyzikálne de�novaná. Týmto spôsob sme získali vhodné rýchlostné

pole pre v²etky izo£iary level set funkcie.

Cie©om práce bolo zisti´ vhodnos´ level set metódy pre tento typ

úloh, £o sa výsledkami z príkladov jednozna£ne potvrdilo. Prvé pokusy z

tejto práce boli uº publikované v medzinárodnom zborníku [7].

Podrobne sme sa venovali dvom numerickým príkladom, u ktorých

sme poznali presné rie²enie a teda sme mohli na²e výsledky s nim porovná-

va´. Rozdiel medzi numerickým a presným rie²ením je malý uº na relatívne

hrubých sie´ach. V ¤al²om príklade sme ukázali odchýlky od rie²enia po-

mocou takzvaného Dupuitovovho princípu. Tento £asto rie²ený problém

ustálenia hladiny medzi dvoma hrádzami s rôznou vý²kou zanedbáva ver-

tikálne zloºky prúdenia vo©nej hladiny. Treba e²te poznamena´, ºe vý²kový

rozdiel medzi jednotlivými brehmi nie je ve©ký. Na²e výsledky, kde sa
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zjednodu²enie pre vertikálne zloºky nepouºíva, vedú k relatívne výrazným

odchýlkam oproti danému Dupuitovmu prístupu. Rozdiely v rie²eniach

pre rôzne výpo£tové siete boli minimálne a teda môºeme poveda´, ºe

ustálený stav sme dosiahli uº pre relatívne hrubú sie´.

Výsledkom diplomovej práce je komplexný opis pouºitých metód

a ich realizácia v programe Mathematica. V¤aka numerickým a gra�ckým

schopnostiam daného softvéru sa dá ve©mi podrobne sledova´ správanie sa

metódy pre rie²enie dvojrozmerných úloh prúdenia vody s vo©nou hladinou

v pórovitom prostredí. V budúcnosti preto bude u©ah£ená realizácia a

implementácia level set metódy pre rie²enie realistických a praktických

trojrozmerných problémov prúdenia podzemnej vody.
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