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Abstrakt:

V praci zadefinujeme dve metoédy pre pohyb pléch, ktoré v nasom pripade
budt reprezentované obuvnickymi kopytami. Povrchy buda popisané dvoma
typmi sieti - Stvoruholnikovou alebo trojuholnikovou. Pre trojuholnikové siete
zadefinujeme metdédu koneénych objemov na numerické rieSenie parabolic-
kych parcidlnych diferencialnych rovnic pre pohyb plochy. Metoda je zaloZzena
na aproximécii povrchu koneénym poc¢tom trojuholnikov a vytvoreni slabej
formulacie pre Laplace-Beltramiho operator na tomto povrchu. Numerickou
aproximéciou slabej formulécie dostaneme linearny systém rovnic pre hod-
noty rieSenia na jednotlivych konec¢nych objemoch, ktory dokazeme efektivne
vyriesit itera¢nou numerickou metédou v kazdom diskrétnom ¢asovom kroku.
Pre stvoruholnikové siete odvodime metodu, ktord popisuje pohyb jednotli-
vych kriviek urcujtcich dany povrch a pohyb tychto kriviek zviazeme. Krivky
budeme hybat v smere vektora krivosti, v smere vhodne zvoleného externého
vektorového pola a tak aby sa asymptoticky zachovéavala rovnomerna redis-
tibucia bodov na odpovedajucich krivkach. V oboch pripadoch je pociatoéna
podmienka dané zaciatoénym tvarom obuvnickeho kopyta. Plocha kopyta sa
pri vhodne zvolenych okrajovych podmienkach "premietne’ do roviny. Takyto
priemet je nevyhnutny pre spravne nanesenie textiry na jeho povrch.
KTlacové slova: evolucia ploch, Laplace-Beltramiho operator, metoda ko-
necnych objemov, rovnomerna redistribicia bodov

Abstract:

In this work we define two different surface evolution methods. In our case a
manifold will be represented by surface of the shoelast. Discretized surfaces
will be represented by two types of meshes - triangular and rectangular. For
triangular meshes we define surface finite volume method for the numeri-
cal solution of parabolic partial differential equations for evolving manifold.
The main idea is based on approximation of the surface by finite number of
triangles and construction of a weak formulation for the Laplace-Beltrami

operator on the manifold. By the finite volume approximation of the weak



formulation we obtain a system of linear equations which can be efficien-
tly solved in each discrete time step by an iterative solver. For rectangular
meshes we introduce a new method that takes into account the evolution
of separate curves which define the surface and then we bind up evolution
of these curves. We move the curves in a direction of its curvature vector,
suitable external vector field and we keep assymptotically uniform tangential
redistribution of curve representing points. In both cases the initial condition
is given by the initial shape of the shoelast. For suitably chosen boundary
conditions the surface of the shoelast translates into the plane. This 'projec-
tion’ is necessary for a proper texture mapping onto the surface.

Key words: surface evolution, Laplace-Beltrami operator, finite volume

method, uniform redistribution of points
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Kapitola 1
Uvod

Plochy, ktoré prirodzenym sposobom minimalizujt svoj povrch boli predme-
tom uz mnohych studii. Ide hlavne o plochy, ktoré si vplyvom povrchového
napatia nitené zaujat stav s minimalnou potencialnou energiou. Takéto po-
vrchy st napriklad tenkd vrstva mydlovej vody, mydlova bublina, Struktira
buniek a pod. Predstavme si mydlovii bublinu zachytent na nejakej kovovej
doske (Obr. 1.1). Ak by sme zabezpecili aby sa vzduch vo vnitri bubliny
plynulo vytracal a pédorys bubliny ostaval zachovany, body na povrchu by
sa vplyvom povrchového napétia premietli do roviny danej pddorysom.
Nagim cielom bude popisat takyto pohyb a vyuzit ho na tvorbu prie-
metov inych zlozitejsich povrchov. V tejto praci sa budeme venovat evolucii
topankovej plochy w v smere strednej krivosti, pretoze vektor strednej kri-
vosti kIN(x), kde & je stredna krivost a N norméla v danom bode x € w,
mozeme chapat ako vektor sily posobiacej v dosledku povrchového napétia
v danom bode. Pre vhodné okrajové podmienky budi v rovnovaznom stave
vsetky body tejto plochy lezat v jednej rovine. Takyto priemet 3D plochy do
2D je potrebny v pocitacovej grafike pre spravne "nanesenietexttury na 3D

teleso.



Obr. 1.1: Vyvoj mydlovej bubliny.

V préci navrhneme dve rézne metédy na pohyb trojrozmernych ploch.
Prva metoda je zalozenéd na aproximaécii Laplace-Beltramiho operatora pomo-
cou metody konecénych objemov. Takyto pristup je vhodny pre vSeobecnejsie
trojuholnikové siete. Druha metoda je navrhnutéa pre prirodzene Stvoruholni-
kové siete. Plochy popisané takymto typom sieti umoznuja velmi prirodzenu
a jednoduchu manipulaciu s krivkami popisujicich dany povrch. Metoda pra-
cuje s jednotlivymi krivkami, pre ktoré je predpisany pohyb v smere vektora
krivosti, vhodne zvoleného vektorového pola a je zabezpefena rovnomerna
redistribticia bodov na krivke. Krivky vSak nehybeme kazdu osobitne ale ich

pohyb je zviazany a popisany jednym systémom rovnic.



Kapitola 2

Vyvoj topankovej plochy v smere

strednej krivosti

Diferencidlna rovnica, ktora popisuje pohyb Tubovolnej suvislej a hladkej
plochy w C R? zavisly od strednej krivosti ma v nasom pripade nasledujici
tvar

o — A,r =0,t€1[0,7], (2.1)

pri¢om uvazujeme pociatoéni podmienku
r(0) =w. (2.2)

Riesenim je vektorova funkcia r(t) = [z(t),y(t), z(t)], ktorda popisuje vyvoj
plochy w, t € [0,T] je ¢as a Ay je Laplace-Beltramiho operator, ktory pred-
stavuje zovseobecneny Laplaceov operator na zakrivenom povrchu. Rovnicu
budeme riesit numericky, metédou kone¢nych objemov, vyuZijeme pritom
pristup prezentovany v pracach [10] a [9].

Casovii os [0, T] mozeme rozdelit na koneény pocet bodov ty,, k = 0,..., K,
ktoré budi od seba vzdialené o Casovy interval 7, =t —ti_1, k=1,..., K.

Potom funkcia r(t;) bude reprezentovat rieSenie na k-tej ¢asovej vrstve. Ca-
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sovu derivaciu dr(t) aproximujeme spéatnou diferenciou

Dyr(t) ~ %/@ ~1,... K. (2.3)

Pre sprehladnenie zavedieme oznacenie r(t;,) = r¥.

2.1 Slaba formulacia tlohy a jej numericka ap-
roximacia

Hlavna myslienka je zalozené na aproximécii vyvyjajucej sa plochy r(t) ko-
ne¢nym poctom trojuholnikov, pomocou ktorych zostrojime systém konec-
nych objemov. Vyuzijeme Greenovu vetu pre Laplace-Belramiho operator na
zadefinovanie slabej formulacie rovnice (2.1) na konetnom objeme. Nume-
rickou aproximéaciou slabej formulécie dostaneme linearny systém rovnic pre
hodnoty riesenia na jednotlivych kone¢nych objemoch, ktory vieme efektivne
vyriesit iteracnou metddou.

Siet bodov X; = r¥ i = 1,..., N a im prisltchajice trojuholniky T},
qg=1,...,Q; mame dané. Cislo Q; reprezentuje pocet trojuholnikov, ktoré
maja vrchol v bode X;. Pre kazdy bod X; zadefinujeme kone¢ny objem V;
ako mnohouholnik, ktorého vrcholy budi vzdy v taziskdch trojuholnikov a v

polovici spojnice bodu X; a jeho susedov (Obrazok 2.1).
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Obr. 2.1: Koneény objem V;

Rovnicu (2.1), zintegrujeme na kone¢nom objeme V; [3],

/ 8trdx—/ Agrdx =0, (2.4)
Vi Vi

vyuzijeme Greenovu vetu [2]| a dostaneme
/ Ordx — Vr - ids = 0, (2.5)
Vi ov;

kde vektor 7; predstavuje vektor jednotkovej vonkajsej normaly ku hranici
kone¢ného objemu V; a Vr = [Vx(t), Vsy(t), Vsz(t)] povrchovy gradient
zloziek vektorovej funkcie r na prislusnej ploche.

Z geometrie V; vyplyva, ze druhy ¢len mozeme zapisat ako sumu cez
jednotlivé ¢asti hranice dV; a dostaneme tak slabi formuléciu tlohy na ko-

necnom objeme V;:

Qi
/ Oyrdx — Z V,r - 1,ds =0, (2.6)
Vi

qg=1 avlq



2.1 Slaba formulacia alohy a jej numerickd aproximacia 13

kde 77;, predstavuju normaly ku ¢astiam hranice 0V, (Obréazok 2.2). Prvy ¢len
rovnice (2.6) aproximujeme spatnou diferenciou (2.3) a pri jeho numerickej
aproximécii na kone¢nom objeme V; uvazujeme konstantnu reprezentaciu rie-

k

Senia danua vektorom r} v ¢asovom kroku k. Ak v druhom ¢lene rovnice (2.6)

uvazujeme rieSenia na casovej vrstve k, dostaneme

m(V)— i Z . r . i ds = 0, (2.7)

kde m(V;) predstavuje mieru mnoziny V;, v nasom pripade plochu kone¢ného
objemu V.
Pri numerickej aproximacii druhého ¢lena rovnice (2.7) uvazujeme line-

* na jednotlivych trojuholnikoch, ktorych ¢asti

arnu reprezentaciu rieSenia r
tvoria kone¢ny objem V;. V takom pripade je povrchovy gradient konstantny

a teda rovny svojej strednej hodnote, ktort oznac¢ime Pﬂq. Potom

1
Vol & Pf = ——— / V.rFdx, (2.8)
iq

kde m(T;,) predstavuje plochu trojuholnika T;,. Vyuzitim Greenovej vety do-

staneme

1
Py = / ¥, ds, (2.9)
fia m(Ti) ATy !

kde 7;, predstavuje vektor jednotkovej normaly na hranu trojuholnika T;
q J J ) y J q
(Obréazok 2.2). Pri linearnej reprezentacii rieSenia mozene tento integral vy-

pocitat ako stucet priemerov hodnét rieSenia na jednotlivych stranich a do-
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staneme

dq1q2nq1q2 )

k
= digaTi;
Tiq m(T; 2 9 a2Mig2 T 5

ko ok ko ok k k
1 r; + rqld _. I+ Ty T+ T
iqiTigl + ———5—— -5

ia)

(2.10)

kde dig1, dig2, dgiq2 st dfiky stran trojuholnika T;, a r’;l, r’;Q st hodnoty

rieSenia v uzlovych bodoch ¢1, ¢2 trojuholnika T;, (Obréazok 2.2).

dq1q2

Ng1q2
q2 ql

et Yiaia

ql

di

Obr. 2.2: Parametre kone¢ného objemu V;

Rovnicu (2.7) moéZeme potom zapisat v tvare

S Qi
m(V;)——— — Z/ Py, - fds = 0. (2.11)
Tk =1 J Vg a
Konstantny vektor iji,q mozeme vybrat pred integral a |, ov. Tiqds vyjad-

K2 B iq
rif ako (m(ej, )7, + m(e;,)m;,), kde m(ej,), m(ey,) su dlzky prislusnych hran.

Potom naSa numerickd aproximécia méa tvar
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k
m(m)z—l - Z(m(ezlq)ﬁzlq : PYIiiq + m<€12q>f}?q ’ Piliiq) = 0. (212>

-
k pour

Upravou rovnice (2.12) dostaneme linearny systém pre x,y,z stradnice bodov

rZ
T Q:
k 1\=1  pk 2\=2  pk k—1
ry — Z(m(eiq)mq - Pr, + m(eiq)nz‘q : PTiq) =r; . (2.13)
m(V;) 2
Vzhladom na tvar Pﬁq, v rovnici pre uzlovy bod X; = r¥ vystupujt ne-
zname hodnoty r¥ a rgl, r’;Q, qg =1,...,0Q; pre vSetkych susedov uzlového

bodu X;. Cleny r¥, r¥ a r¥, reprezentuji lokalne oznadenie neznamych na
trojuholnikoch Tj,. Pretoze menime v ¢ase geometriu triangulacie st vSetky
parametre stuvisiace s triangulaciou plochy zavislé od ¢asu a su brané z pred-
chadzajiceho ¢asového kroku a mali by mat horny index k — 1. Pre zprehlad-
nenie sme toto oznacenie neuvadzali. Tym pddom je nami odvodena schéma
semi-implicitna.

V rovnici pre kazdy uzlovy bod X;, 7 =1,..., N, budeme mat teda Q; +1
neznamych rf, rf;, ..., v}, . Z rovnice (2.13) si vyjmeme cleny, ktoré stoja pri
rf,rf, ..., rk, anazveme ich aj,a,. .., ai,. Tieto &sla budi tvorit nenu-
lové prvky i-teho riadku matice A rozmeru N x N. Cleny a,o, a;1, .- ., @0,
budeme ukladat do stIpcov podl'a globalneho ¢islovania neznamej, ktorej pri-
sluchaju. Vektor pravej strany b bude dany vektorom rieSenia rf’l z pred-
chadzajuceho ¢asového kroku k — 1.

Pre kazdy ¢as k, k =1,..., K rieSime tri lineadrne systémy

Al’k — xk’fl

Ayk —_ k—1

0

pricom 1’ = r[z% y°, 2°] predstavuje pociatoéni podmienku. Pre dostato¢ne

velké K dospejeme k rovnovaznemu stavu, v ktorom je krivost plochy mini-
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malna.

Mozeme si vSimnit, Ze pre krivostnu rovnicu na ploche koeficienty ma-
tice A zavisia od ¢asu a vplyv méa tiez diskretizacia geometrie povrchu a
velkost casového kroku 7. PretoZze chceme linearne systémy riesit SOR al-
goritmom matica musi byt diagonalne dominantna. Cize absolutna hodnota
diagonalneho ¢lena musi byt vécsia alebo rovné sume absolitnych hodnét

nediagonalnych ¢lenov v danom riadku,
Al =) Ayl i=1,... N (2.14)
J#i

Experimentalna skusenost ukazuje, ze pri volbe

7= Yo m(v) (2.15)

je tato podmienka splnena a SOR metdda konverguje. Pre takito volbu 7y
najskor otestujeme podmienku (2.14) a pri jej splneni rieSime linearny systém
SOR algoritmom. Pokial by (2.14) nebola splnena zmensili by sme 7; na
polovicu a vykonali test znova. Je dolezité si vSimnut, ze pri evolucii plochy
v ¢ase menime polohy jednotlivych bodov, preto je nutné zvolit novy ¢asovy

krok 7 po kazdej ¢asovej iteracii.

2.2 Numerické experimenty

2.2.1 Gula

V tejto Casti si najprv overime spravnost schémy (2.13) na diskretizovanej
guli a odhadneme rdd met6dy. Porovname presnost metody s analytickym

rieSenim, stahujucou sa gulou, ktorej v ¢ase sa meniaci polomer r(¢) splha

r,(t) = /(r(0)2 — 4t). (2.16)
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Z tohoto vzorca vyplyva, ze za ¢as t = 0.25 bude v pripade jednotkovej gule

polomer rovny 0. Na odhadnutie chyby err pouzijeme Ly normu danu

K N
err = | D7 > (Irp(km)| — [£¥])2m(V7). (2.17)
k=1 i=1
Odhad radu metody je potom dany
K
EOC = log, - N (2.18)
erriN

Chyby errf sme poécitali v asovom intervale [0, T], kde T = 0.1, |r(0)| =

1, pre rozne pocty uzlovych bodov K. éasovy krok 7, sme pre kazdu diskre-
tizaciu volili podla (2.14) a po dobu vypoc¢tu sme ho nechali konstantny. Z
tabulky 2.1. vyplyva, Ze metoda je prvého radu.

Tabulka 2.1: Odhad radu metoédy pri vazbe 7 ~ h

K | err¥ EOC Tk ¢as vypoctu (s)
602 | 0.0075987495 0.020763 0.181
1178 | 0.0047176325 | 0.687698981 | 0.010638 0.760
2402 | 0.0024261229 | 0.959410403 | 0.005225 2.855
4706 | 0.0012204106 | 0.991286019 | 0.002668 10.254
9602 | 0.0006034815 | 1.015985165 | 0.001308 39.339
19496 | 0.000300434 | 1.006261454 | 0.000644 161.606
Tabulka 2.2: Odhad radu metody pri vizbe 7 ~ h?
K | errik EOC Tk ¢as vypoctu (s)
602 | 0.0103814610 0.01038146 0.367
1178 | 0.0023318223 | 2.154479 | 0.00531922 1.317
2402 | 0.0006096656 | 1.935367 | 0.00130615 9.924
4706 | 0.0001410474 | 2.111838 | 0.00033355 81.707




2.2 Numerické experimenty 18

Na Obr.2.3 st porovnané dva pristupy k volbe ¢asového kroku. V pr-
vom pripade (modry graf), sme volili 7, ~ h, kde h chapeme ako veli¢inu
vyjadrujicu dlzku najvicsej hrany trojuholnika. Potom je plocha trojuhol-
nika proporcionalna h? a teda pri rozdeleni hran na polovicu dostaneme Styri
nové trojuholniky zo zhruba stvrtinovou plochou. Preto je prirodzena vazba

i ~ h?, t.j ¢as sa viaZe k ploche trojuholnika. V takom pripade definujeme
(2.19)
a tabulky (Tabulka2.2) vidime, Ze metoda je druhého radu.

Z grafu (Obr.2.3) je zrejmé, Ze pri volbe 7, ~ h? dostaneme rovnaki

odchylku od presného rieSenia err = 0.005 za priblizne 10 sektund. Pre volbu

Tk ~ h by sme potrebovali priblizne 10 krat viac ¢asu.

err

N L1 Ll
ol
~ — ~o
0.0200 NS T

NS 2
0.0150 e '[Nh

~
N g
0.0100
0.0076
0.0050p= -
0.0036
0.5 1.0
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k=02 k=0.25

Obr. 2.4: Evolucia gulovej plochy podla krivosti. Poéitané pre N = 602, 7. = 0.157,
Ir(0)] =1aT =0.25.

2.2.2 Vyvoj topankovej plochy

Na zaver aplikujeme rovnicu (2.1) na topankova plochu. Pretoze nejde o
uzavretu plochu musime zvolit vhodné okrajové podmienky. Nagim cielom je
premietnut plochu do roviny uréent §tyrmi rohovymi bodmi (Obr.2.5). Pre

tieto body zvolime Dirichletovu okrajovi podmienku.

kde N,, je mnozina globalnych ¢isel rohovych bodov.

Pre ostatné krajné body méame viacero moznosti. Vol'ba okrajovej pod-
mienky vyrazne ovplyvni celkovy vysledok, preto jej budeme venovat Spe-
cidlnu pozornost. Chceme aby priemet plochy bol ¢o najmenej zdeformovany,
¢o znamenad, ze body by mali byt rovnomerne rozdistribuované po celej ploche

a takisto na krajnych krivkéch.
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Obr. 2.5: Siet bodov, ktoré popisuju povrch topéanky. Styri Cervené body urcuja
rovinu, do ktorej chceme plochu premietnut.

Mozeme im zadefinovat rovnaki Dirichletovu okrajovi podmienku, tak
ako pre rohové body. To by znamenalo, Ze ich poloha by sa v Case neme-
nila, ¢o nie je vhodné pre horny a spodny okraj topanky. Pre tieto dve linie
zvolime Specialnu okrajovi podmienku, ktora zaisti, Zze body sa budu hybat
len v smere osi kolmej na rovinu priemetu. Pre ostatné krajné body zvolime
rovnakt Dirichletovu okrajovii podmienku tak ako pre rohové body (2.20).

Body topanky sme posunuli a pootocili v priestore tak, Ze rovina do
ktorej robime priemet je dana rovinou y = 0. V takomto pripade pre body

vyznacené modrou farbou (Obr.2.6) zadefinujeme okrajov podmienku ako

kde N}, je mnozina globalnych ¢isel bodov vyznacenych modrou farbou (Obr.2.6).
Tento pristup k vol'be okrajovej podmienky si mozeme predstavit tak, Ze ro-
bime priemet vektora strednej krivosti na vektor normaly priemetovej roviny.
Taktto okrajovi podmienku zrealizujeme velmi jednoducho, a to realizaciou

SOR algoritmu len pre ypsilonovi zlozku vyznacenych bodov.
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Obr. 2.6: Siet bodov, ktoré popisuji povrch topanky. Pre modré body definujeme
Specialnu okrajovii podmienku. Pre ¢ervené body definujeme Dirichletovu okrajova
podmienku.

2.2.3 Vysledky

Vstupnymi datami, ktoré nam dodala firma Wing, s.r.o. Partizanske je stibor
obsahujtci stradnice uzlovych bodov a hrany v ktorych sa prislusny bod na-
chadza. Obsahom suboru su takisto dalsie informécie o sieti, ktoré vsak nie
st potrebné pre nas algoritmus. Pre nas je podstatné vytvorit si Struktiru,
ktora nam hovori o susednosti uzlovych bodov. Numerickd schému sme tes-
tovali na topankovej ploche, ktora mala 2419 uzlovych bodov. Pre tieto déta
sme potrebovali 2500 iteracii na premietnutie plochy do roviny. Casovy krok
7 sme volili v kazdom kroku podla podmienky (2.14) aby sme zabezpecili
stabilitu algoritmu.

Je potrebné povedat, ze vysledky ziskané takymto pristupom (pohyb len v
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smere krivosti) zatial nespliaji celkom nage o¢akivania. Napriklad niektoré
body v pravom hornom rohu topanky (Obr. 2.11) sa nehybu tak ako by sme
predpokladali. Pri¢in moze byt niekolko. Takyto vyvoj bodov je dany bud
lokalnym charakterom siete, alebo to sposobuje kumulécia bodov na krajnych
krivkach (Obr. 2.12). NavySe vnutorné body nie st rovnomerne rozdistribu-
ované v priemete. Je preto velmi aktuélne pridat do modelu (2.1) aj pohyb
bodov triangulacie v tangencidlnom smere a dosiahnut tak rovnomernejsie
rozlozenie bodov v priemete. Toto bude obsahom nasej prace v budicnosti,
v tejto diplomovej praci sme zvolili iny pristup na dosiahnutie tohto ciela a
to pre logicky stvoruholnikovu diskretizaciu topankovej plochy, ktortt mame
spolu s trianguléciou k dispozicii. Takyto pristup popisujeme v nasledujice;j

kapitole.
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Obr. 2.11: Pravy horny roh topanky.

Obr. 2.12: Nerovnomerna distribuicia bodov na krajnej krivke po premietnuti do
roviny.



Kapitola 3

Vyvoj topankovej plochy s
rovnomernou redistribtciou
bodov

3.1 Matematicky model

Metody, ktoré popisuji pohyb 3D priestorovych kriviek pohybujicich sa v
smere krivosti stabilizované vhodnou tangencialnou rychlostou odvodili K.
Mikula a J. Urban v pracach [11, 8] vychadzajuc z [1, 4, 5, 6, 7]. Autori
odvodili numericki schému pre pohyb 3D krivky tak, aby sa zachovavala
aspymptoticky rovnomerna redistribtcia bodov, krivky sa hybali v smere
krivosti a k tomu eSte aj v smere vhodne zvoleného vektorového pola. Rov-
nomernd redistribicia bola zabezpecena vhodnou volbou tangenciilnej rych-
losti tak, aby sa zachovavala priemerna vzdialenost medzi bodmi na krivke.
Autori vyuzili tieto metody na najdenie idealnej cesty pre kameru virtualnej
kolonoskopie. My sme sa rozhodli vyuzit takyto pristup na pohyb kriviek
popisujucich povrch obuvnickeho kopyta. Siet bude v tomto pripade Stvoru-
holnikova, pretoze praca s krivkami popisujicich povrch je v pripade takychto

sieti velmi prirodzena.
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Kvoli dplnosti a citatelnosti préace nacrtneme odvodenie diskretizacne;j
schémy pre pohyb priestorovej krivky ako je uvedené v [8]. Nas hlavny pri-
nos bude v tom, ze skombinujeme pohyb kriviek, ktoré sa navzajom pretinaja
a odvodime tak nova numerickta schému pre pohyb bodov prirodzene stvoru-
holnikovych diskretizacii ploch v smere krivosti s rovnomernou redistribiiciou
bodov.

UvaZzujme priestorova krivku dantt polohovym vektorom r = [z,y, 2],
ktory je funkciou prirodzenej parametrizicie oblikom s a ¢asu ¢t. Pohyb ta-

kejto krivky v smere vektora krivosti je popisany diferencialnou rovnicou
Or = KN, (3.1)

kde xkn = O,,r je vektor krivosti.
Vyuzitim metody "plavajavich"koneénych objemov [5, 7| méZzeme pre rov-

nicu (3.1) odvodit nasledujicu semi-diskrétnu schému

2 rig1—T; T;—T;
Opr; = a2 SEELLBEL At ) 3.2
o hiv1 + hy ( hi1 h; 7 (3:2)
kde r; = [z,9i, 2], i = 0,..., N je od ¢asu zavislé diskrétne rieSenie rovnice

(3.1) a h; = |r; — r;_1| je Euklidovska vzdialenost dvoch susednych uzlovych
bodov. Numericka schéma (3.2) sa da prepisat na systém linearnych rovnic
viacerymi sposobmi [1, 5, 7|. My pouZijeme spatnt Eulerovu metodu, tzv.

semi-implicitni schému, ktoréa je prvého radu a vyzera nasledovne

k+1 k k+1 kel k+1 o ktl
r, I 2 iy — 1 r; i 33
, (3.3)

T B hfpy + Db hi - hY

)

pret=1,..., N — 1, kde 7 je diskrétny casovy krok. Zaciato¢ny a koncovy

bod budeme fixovat, preto r& = [x¢, Yo, 20] a % = [zn, YN, 2n]. Vzdialenosti
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bodov st dané vztahom

Y Oy ) N e S D C XY

Tymto sme odvodili metoédu, ktora ndm umoznuje hybat krivku v pries-
tore v smere vektora krivosti. Na pohyb krivky méame este dve poziadavky.
Krajné krivky (Obr. 3.1 - zelenou farbou) potrebujeme hybat smerom ku
krajnym liniam (Obr. 3.1 - ¢ervenou farbou), ktoré ohrani¢ujt nami pozado-
vany priemet. Takyto pohyb zabezpec¢ime vhodnou volbou vektorového pola

v. Pohyb krivky vo vektorovom poli v popisuje zakon
oir = v(r), (3.5)

na rieSenie ktorého mozeme pouzit explicitni numerickt schému

phHL Lk

T = y(rh). (3.6)

F(O)=[x(0),y(t),z(t)]

Obr. 3.1: Evolicia krajnej krivky plochy.
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Je zname, 7Ze tvar pohybujicej sa krivky je ur¢eny pohybom v normaélo-
vom smere a pohyb v tangencidlnom smere zase ovplyvnuje rozloZenie bo-
dov na krivke. Najprv budeme uvazovat iba pohyb v normélovom smere.
Preto zanedbame vplyv tangencialnej zlozky rychlostného pola v a budeme
urcovat len jeho priemet do normélovej roviny ku krivke. Uvazujme jednot-
kovy tangencialny vektor krivky T. Potom priemet vektora v definujeme ako
N, = v — (T - v)T. Vektor krivosti nie je potrebné menit, lebo uz lezi v nor-
malovej rovine a tym padom nema ziadny priamy vplyv na rozlozenie bodov

na krivke. Vyvoj krivky v normalovej rovine je potom dany predpisom
@r = 62Nv + (51HN. (37)

Parametrami d; a d5 vieme riadit vplyv krivosti a vektorového pola na vyvoj

tvaru krivky. Znova pouzijeme semi-implicitni schému a dostaneme

k+1 k k+1 k+1 k+1 k+1
r—r 2 r’’, —r. r’—r"
I A— == (SQ(IJV)ig + 51 ( A= : : il > 9 (38)

T h§+1 + R hf+1 hy

2

prei=1,...,N — 1.

Teraz by sme potrebovali zaviest vhodnu rychlost v tangencidlnom smere
tak, aby uzlové body krivky boli rovnomerne rozlozené. Pre tento tcel, rov-
nako ako v [4, 8] zavedieme ortonormélnu bazu, ktora obsahuje tangencialny
vektor T a dva kolmé vektory leziace v normélovej rovine N a N5 definované

ako
N,

INY|
N2 = N1XT.
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Teraz zadefinujeme priemety vektora krivosti kKN do smerov Ny a Na ako

K1 = K/N'Nl
ko = kN -Naj.

Takyto rozklad pohybu krivky spolu s uvazenim pohybu v smere tangenty

rychlostou o ndm umoznuje uvazovat zakon (3.7) v tvare
dir = UN; + VN, + oT, (3.9)
kde hodnoty U a V st dané vztahmi

U = 01k + 62Ny

V = (51%2.

1
N -

L. Bude nas zaujimat pomer aktuélnej diskrétnej lokalnej dlzky a priemernej

dlzky

Uvazujme lokalnu dlzku g ~ %, kde h = L+ a celkova dlzku krivky

~ \I‘i —I‘iflf . \I'z' —I‘iflf . h;
~ — z,

Lh Ao

N N

il i

Cielom je zabezpecit aby sa pomer h;/ % blizil k jednej alebo aby kvantita

¢ = In(%) konvergovala k nule. Pre deriviciu 6 podla ¢asu plati

0,0 = 8, <ln (%)) _ gatgLL;?gatL. (3.10)

Ako bolo ukazané v [4], pre ¢asovii zmenu lokalnej dlzky g plati
Org = g0sa — g(Uky + Vkg) (3.11)
a pre zmenu celkovej dizky krivky dostaneme

8tL =< Uk1 4+ Vky >r L. (312)
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Dosadenim vztahov (3.11) a (3.12) do (3.10) dostaneme
0,0 = 0sa — (Uky + Vko)+ < Uky + Vkg >r L. (3.13)
RieSenim diferencialnej rovnice
00 = (e — Dw,,

kde w, je parameter, ktory riadi rychlost redistribucie bodov, dotaneme taku
funkeiu 6, ktora splita nasu poziadavku, konverguje k nule pre t — oco. Pre

tangencialnu rychlost a potom plati
L
Osa = (Uky + VRg)— < UKy + Vg >p + (— — 1) Wy (3.14)
g

Kedze T = O,r a kN = 0,,r na zaver dostavame nasledujuci model pre pohyb
3D krivky
O = 0104 + 05t + 05Ny, (3.15)

pricom « je dané rovnicou (3.14). Tento model zabezpecuje asymptoticky
rovnomernt redistribtciu bodov pri pohybe podla krivosti a externého pola.
Nakoniec uvadzame diskretizacie rovnic (3.14)-(3.15), vid [8]. Pre dis-

krétnu tangencialnu rychlost dostaneme

Lk
Oék — Oéz 1+ hk(Uk/{h Vk,{%) hf < Uky+ Vkg >/12 + (— — hf) Wy,

N
prei=1,...,N —1, pricom af =0 a
1 N

kde U, %, V¥, k%, st aproximécie prislusnych hodnét na jednotlivyich tse-

koch kriviek (dané ako priemer uzlovych hodnét). Rovnica (3.15) sa diskre-
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tizuje pomocou semi-implicitnej schémy a dostaneme

k k okl | ok
hipy +hiei™ +r;

hk |+ Rk
= Jp—H—L(Ny )i+ 3.16
T en gt g, (3.10)
O Ny W Ry |
R y (i
predi = 1,..., N —1. Hodnoty ry ™ a ri*! mame dané z okrajovej podmienky.

Numericka schéma (3.17) predstavuje trojdiagonalny systém
Afrit! + Bivit 4 Ot = Ff (3.17)
s koeficientami danymi ako

A= 7 obh—-_ - ¢ pBk_ 1 +l Ak _ Bk
TR YT, 2 BT Ty i
T

Efektivnu metodu na rieSenie takéhoto systému predstavuje Thomasov algo-
ritmus. RieSenim systému (3.17) st stiradnice bodov krivky r v nasledujicom

diskrétom case. Na§im cielom v8ak je popisat pohyb plochy.
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Obr. 3.2: Vnutorné body plochy - &ernou. Krajné linie budeme hybat osobitne vo
vhodne zvolenom vektorovom poli.

Uvazujme teda plochu w popisanu $tvoruholnikovou sietou dant diskrét-
nou mnozinou bodov, ktorych stradnice st dané polohovym vektorom r;;,
t=20,...,N;aj =0,...,N; pricom N; a IN; st poc¢ty bodov v danom
smere. Kazdym vnatornym bodom uvaZovanej plochy r;;, 7 =1,...,N; — 1
aj=1,...,N; —1 (Obr. 3.2) prechadzaju dve krivky. Pre kazda z tychto
kriviek vieme predpisat systém rovnic v zmysle (3.17) s prislusnymi koefi-

cientami. Pre i-tu krivku méme teda systém rovnic

k ik ko k=1
ATy g+ ayri; +acr;; . = [ (3.18)
a pre j-tu krivku
k ok ko pk—1
asri g+ ary +anti ;= f (3.19)

pricomi=1,...,N,—laj=1,...,N;—1. Okrajovym bodom predpisujeme
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Dirichletovu okrajovi podmienku

rg; = F) j=0,...,N;
=1 j=0,...,N;
ri, = Hf i=0,...,N;
rf:,Nj:Cik ZZO,,NZ

Krivky v8ak nechceme hybat osobitne ale chceme aby bol ich pohyb zviazany
a popisany jednym systémom. Preto tieto dve rovnice (3.18)-(3.19) s¢itame

a dostaneme vysledny systém pre vnutorné body plochy

asrf_lvj + awrﬁj_1 + (a; + a;)rﬁj + aerﬁj+1 + anriﬂrl’j = I’fi_l + ;‘“j_l (3.20)
prei=1,...,Nj—1laj=1,...,N; — 1. Tento systém (3.20) budeme rie-
sit tak ako v prechadzajicej metode iterativnym SOR algoritmom. Z toho
vyplyva podmienka na diagonalnu dominantnost systému (2.14), preto ak ne-
jaky nami zvoleny ¢asovy krok 7 nebude splitat tito podmienku zmensimeho

ho na polovicu a znova otestujeme diagonalnu dominantnost.

Obr. 3.3: Detail stvoruholnikovej siete na ploche w.
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Na zaver je eSte potrebné vyriesit ako sa buda hybat krajné linie plochy
(Obr. 3.2). Okraj topanky rozdelime na Styri ¢asti, ktoré nazveme Center,
Top, Heel a Feather' (Obr. 3.4 - zelenou). K tymto krivkdm zodpovedaji
Styri krivky, ktoré ohrani¢uji nami pozadovany priemet. Tieto krajné krivky
méame dané a boli ziskané experimentéalne obuvnikmi, ktori navrhujua topanky.
Nazveme ich Center P, Top P, Heel P a Feather P.

Obr. 3.4: Na obrazku st krajné linie priemetu znézornené ¢ervenou farbou a okraj
topanky zelenou.

Hrani¢né krivky topanky budeme hybat kazda osobitne podla zdkona
(3.15) tak, aby sa kazda premietla na jej zodpovedajucu krivku v priemete.
Takyto pohyb zabezpecime vhodnou volbou vektorového pola v. Nech po-
lohové funkcia 97¢“"r(x) popisuje Tubovolnu krivku zo Styroch kriviek ohra-
nicujacich topanku, potom 97°“"r;, pre ¢ = 0,..., N je diskrétna mnozina
bodov popisujtcich krivku. Podobnym sposobom vieme popisat Tubovolna

krivku ohrani¢ujicu priemet "dr(x) dant diskrétnou mnozinou "¢

r;, pre
1=0,...,N. Vektorové pole v, v ktorom budeme hybat bod 9"¢“"r; budeme

potom volit nasledovne

vV, = 5("edri — gree”ri) (321)

!Takymito nazvami sa zvyknt pomenuvavat jednotlivé krajné éasti v obuvnickom prie-
mysle
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pre i =0,..., N, kde § je nami voleny parameter.
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Obr. 3.5: Vyvoj krivky 97¢"r vo vektorovom poli, ktoré bolo vytvorené podla
vztahu (3.21)(Na obrdzku je vektorové pole prendsobené Styrmi pre lepSiu ndzor-
nost). Vysledok bol prepocitany pre parametre do = 61 = 6 = 1, w, = 10 a ¢asovy
krok bol zvoleny ako 7 = 0.15.

3.2 Vysledky

Druht metodu (3.20) sme takisto testovali na vstupnych datach dodanych
firmou Wing, s.r.o, Partizanske. Strukttra dat je v tomto pripade ina, plo-
cha nie je popisana trojuholnikmi ale §tvoruholnikmi. Stubor obsahuje strad-
nice uzlovych bodov uloZenych v matici rozmeru N;xN;, kde jeden riadok/s-
tIpec matice predstavuje jednu krivku uréujiucu plochu. Metodu testujeme

2 a ortho®. V oboch pripadoch je siet popisana

na dvoch kopytéch - damen
2419 bodmi (tak ako v predchadzajicom pripade) a matica uzlovych bodov
je rozmeru N; = 59 a N; = 41. Krajné linie hybeme podla zakona (3.15) vo
vektorovom poli v zvolenom tak, ako bolo predisane v (3.21). Pohyb vnu-
tornych bodov jednotlivych kriviek je zase predpisany systémom (3.20). Pre

tieto body takisto volime vhodné vektorové pole v a to tak aby smerovalo

20Obuvnicke kopyto pre damsky typ topanky
3Ortopedické obuvnicke kopyto
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kolmo na rovinu priemetu. Casovy krok sa voli podla podmienky (2.14) a

vol'ba parametrov je zapisand v (Tabulke 3.1).

Tabulka 3.1: Parametre

ortho - kraj | ortho - vnatorné linie | damen - kraj | damen - vnitorné linie
Wy 10 8 10 5
P 1 0.8 1 1
4] 1 0.8 1 1
01 1 20 1 1
T 0.15 0.015 0.15 0.02

Pre takato volbu parametrov sme dosiahli najlepsie vysledky v jednot-
livych pripadoch. V pripade ortopedického kopyta bolo treba zmensit vplyv
vektorového pol'a v na vnitorné body, pretoZze inak sme mali problém s bodmi
v oblasti hornej ¢asti topanky (krivka Top). Tieto body sa premietli prili§
rychlo do roviny priemetu a body za zacali prekryvat, ¢o spésobovalo prob-
lémy so stabilitou vypoc¢tu. Preto sme zvolili 9o = 0.8, 6 = 0.8 a navySe sme
zvysili vplyv krivosti volbou d; = 20. Na§ predpoklad bol taky, ze ak body
dospeju do stavu, v ktorom sa zacinaju prekryvat, bude v tejto oblasti velka
krivost, preto ak zvysSime intenzitu pohybu v smere krivosti budeme ju pri-
rodzenym sposobom zmensSovat a docielime tym to, Ze sa body neprekryju
(Obr.3.9 - Obr.3.10). Na nasledujucich stranach prezentujeme jednotlivé vy-
sledky pre oba typy obuvnickych kopyt. Na obrazkoch (Obr.3.6) - (Obr.3.8)
moézeme vidiet evoliciu plochy pre kopyto typu damen v jednotlivych ¢a-
sovych krokoch. Na obrazkoch (Obr.3.9) - (Obr.3.12) st zase zobrazené vy-
sledky pre ortopedické kopyto. V oboch pripadoch sa nam podarilo premiet-
nut plochy do roviny? stym, Ze sme zachovali rovnomernt redistribticiu bodov

na ploche v smere jednotlivych kriviek popisujucich povrch.

4Je potrebné povedat, ze vzialenost vicsiny bodov plochy od roviny priemetu bola
nenulové, ale dostato¢ne mal4 nato aby sme mohli dany stav topanky povazovat za priemet.
Finalny priemet do 2D je moZné docielit zanedbanim jednej stradnice.
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k=0 ‘
k=20 l

k‘ =50

Obr. 3.6: Evolucia topanky typu damen v jednotlivych ¢asovych krokoch.

k=10 ‘
k=30 l
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k=60 \ k=80 l
k=100 \

k=190

k=120 l
-

Obr. 3.7: Evolicia topanky typu damen v jednotlivych ¢asovych krokoch.
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Obr. 3.8: Evolucia topanky typu damen v jednotlivych ¢asovych krokoch. Pohlad
zhora.
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Obr. 3.9: Evolacia topanky typu ortho v jednotlivych ¢asovych krokoch.
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Obr. 3.10: Evolicia topanky typu ortho v jednotlivych ¢asovych krokoch.
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Obr. 3.11: Evolucia topanky typu ortho v jednotlivych ¢asovych krokoch. Pohl'ad
zhora.
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Obr. 3.12: Evolucia topanky typu ortho v jednotlivych ¢asovych krokoch. Pohl'ad
zhora.



Kapitola 4
Zaver

V préci sme zadefinovali dve met6dy popisujiice pohyb ploch. Kazda z tychto
metodd pracovala s inym typom sieti. V prvom pripade islo o vSeobecnejsie tro-
juholnikové siete, pre ktoré sme popisali ich pohyb v smere strednej krivosti.
Pohyb plochy bol popisany parabolickou parcialnou diferencidlnou rovnicou.
Numerické rieSenie sme hladali pomocou metédy koneénych objemov, ktora
bola zalozena na vytvoreni slabej formulacie pre Laplace-Beltramiho ope-
rator na trojuholnikmi diskretizovanom povrchu. Numerickou aproximéciou
slabej formulacie sme pre kazdy diskrétny ¢as dostali linearny systém rovnic
pre hodnoty numerického riesenia v jednotlivych uzlovych bodoch. Spravnost
schémy sme overlili porovnanim analytického rieSenia s numerickym pre jed-
notkovi gulu a nazorne sme odhadli rad tejto metody. Takisto sme ukézali
preco je pre takyto typ numerickych schém rozumna volba 7 ~ h2.

V zavere prvej casti sme aplikovali rovnicu na topankovt plochu s cie-
Tom dosiahnut vhodny priemet tejto plochy do roviny. Rovinu priemetu sme
urc¢ili pomocou $tyroch rohovych bodov. Vzladom na to, Ze sa nejednalo o
uzavretd plochu bolo potrebné zvolit vhodné okrajové podmienky. Ako roz-
umné rieSenie sa nam zdalo zafixovat body na krajnych liniach, ktoré uz lezali
v rovine, teda predpisat im Dirichletovu okrajovi podmienku. Pre ostatné

krajné body sme urcili Specialny typ okrajovej podmienky, ktory mozeme
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chapat ako priemet vektora strednej krivosti na vektor norméaly priemetove;j
roviny. Na priemet povrchu topanky bolo potrebnych 2500 iteraciil. Vietky
body sa podarilo premietnut do roviny ale vznikali problémy s kumuléaciou
bodov v rohoch topanky, ¢o pravdepodobne zapri¢inilo neziadtce spravanie
sa metody v tychto oblastiach.

Pri druhej metéde sme zvolili iny pristup. Povrch sme mali definovany
stvoruholnikovou sietou, ktora velmi prirodzene, po linidch popisuje topanku.
Zadefinovali sme metodu, ktoré popisuje evoliciu priestorovej krivky v smere
vektora krivosti, vhodne zvoleného vektorového pola a tak aby sa zachova-
vala asymptoticky rovnomerna redistribiicia bodov na krivke. T sme potom
vyuzili na pohyb stvorcovej siete a to tak, ze sme zviazali pohyb vnutornych
kriviek reprezentujtcich plochu a popisali ho jednym globalnym systémom.
Okrajové krivky sme hybali osobitne takym sposobom aby nadobudli nami
pozadovany tvar. Takymto pristupom sa nam podarilo odstranit problémy,
ktoré mala predchadzajica metoda. Vysledné priemety mali rovnomerne roz-
lozené body na ploche a pri vhodne zvolenych parametroch nebol problém
s dosiahnutim pozadovaného vysledku. Pozitivne bolo aj to, Ze na vypocet
priemetu bolo potrebnych omnoho menej interécii. V pripade damen topanky
len 250 iteracii? a pre ortopedickt topanku bolo potrebnych 400 iteracii.

Vysledkom diplomovej prace st dve metoédy popisujice evoluciu pries-
torovych ploch, ktoré boli aplikované na povrchy popisujice topanky. Obe
metddy boli zrealizované v programovacom jazyku C a vysledky reprezento-
vané v progame Mathematica. Do budicnosti by bolo vhodné doprogamo-
vat vstupné a vystupné rozhranie, ktoré by umoznovali pohodlnné zadavanie
vstupnych dat (pociatoény stav topanky, krivky urcujuce priemet, vstupné
parametre, . ..) a nasledne by bolo mozné zobrazit evoliciu premietanej plo-
chy. Takéto rieSenie by mohlo predstavovat samostatna aplikaciu, ktora by

bola schopné vytvorit priemet danej plochy.

lpriblizne 15 minit vypoétu na Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU T6500 @ 2.10GHz s
2GB pamaéte
Zpriblizne 82 sekiind na rovnakej PC konfiguracii
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