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Ke¤ ho v²e dojal osud £love£í
a nebolo mu potom do re£i,
tu zo´al bazu.

Tichý tro²í£ku,
vytriasol z nej krehkú du²i£ku
a poma©oval zvonku útly strom,
ako si ºeních zdobí vlastný dom,
a oprá²iac si z hliny kolená,
sám seba potom vloºil do kme¬a
a ostal v ¬om...

Krá© z krvi otrokov
a jeho dych s horou ²irokou
tak uhran£ivo niesol do dialí,
ºe sa mu nemé skaly ozvali.

Pomkni sa milá, ohník dohára,
ej, fujarô£ka moja, fujara.
Pomkni sa milá, ohník dohára!
Ej, fujarô£ka moja fujara.

Milan Rúfus
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Predhovor

Táto diplomová práca sa zaoberá vyuºitím metódy kone£ných prvkov vo frekven£nej ana-
lýze slovenského dychového hudobného nástroja � fujary.

Práca má dva hlavné ciele. Prvým je vytvorenie geometrického modelu vzduchu vo fujare,
jeho diskretizácia a následná modálna analýza v programe ANSYS Multiphysics 13.0. Druhým
cie©om je experimentálne meranie frekvencií reálnej fujary a porovnanie experimentálnych
výsledkov s výsledkami modálnej analýzy.

Základnou motiváciou je vytvorenie modelu, ktorý pre zadanú geometriu fujary dokáºe
automaticky s presnos´ou na hranici po£ute©nosti vypo£íta´ frekvencie tónov pouºívaných pri
hre na fujaru. Takýto model by mohol by´ v budúcnosti pouºitý na vytvorenie optimálnej
geometrie zabezpe£ujúcej presnej²ie ladenie nástroja.

Práca je £lenená do troch hlavných £astí. Prvú tvoria kapitoly 1 aº 4, ktoré poskytujú úvod
do problematiky po fyzikálnej a matematickej stránke. V kapitole 1 opí²eme stavbu a proces
výroby fujary. Kapitola 2 sa na intuitívnej úrovni venuje základným fyzikálnym princípom
a z nich vyplývajúcemu spôsobu hry. V kapitole 3 sa objas¬ujú základné pojmy z akustiky
potrebné v práci. Kapitola 4 stru£ne predstavuje metódu kone£ných prvkov a jej pouºitie pre
vlnovú rovnicu.

Druhou £as´ou je kapitola 5, v ktorej sa prostredníctvom metódy kone£ných prvkov získajú
pribliºné frekvencie reálnej fujary.

Tretia £as´ je experimentálna. Kapitoly 6 a 7 opisujú postup získania frekvencií reálnej
fujary a porovnanie s numerickými výsledkami z kapitoly 5.

V celej práci pouºívame pre parciálne derivácie skrátené ozna£enia ∂tp ≡ ∂p
∂t a pre totálne

derivácie pod©a £asu ṗ ≡ dp
dt .

Na záver sa chcem po¤akova´ doc. Vladimírovi Kuti²ovi za schválenie tejto zaujímavej
témy, ako aj za podnetné konzultácie a cenné pripomienky po£as písania práce. �akujem aj
Oddeleniu aplikovanej mechaniky a mechatroniky za moºnos´ vzdialeného prístupu na vý-
konný po£íta£, bez ktorého by bolo modelovanie ove©a zd¨havej²ie.

Bratislava 21. 5. 2014

Luká² Tomek
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Kapitola 1

Úvod � Fujara ako hudobný nástroj

1.1 �o je fujara

Obr. 1.1: Fujarista Eugen La-
zi²´an z Detvy.

Fujara je tradi£ný slovenský ©udový nástroj. Patrí medzi
hranové pí²´aly1. Skladá sa z dvoch trubíc � hlavnej pí²´aly
a krat²ieho vzduchovodu. Vý²ka tónu sa ovplyv¬uje odkrýva-
ním/zakrývaním troch hmatových dierok a silou fúkania. Fu-
jara patrí k nástrojom s ve©kým obsahom vy²²ích harmonických
frekvencií (angl. overtone �ute) a so svojou d¨ºkou (pribliºne
175 cm pre typické ladenie G-dur) je najdlh²ou pí²´alou tohto
druhu na svete.

Zvuk fujary je nezamenite©ný najmä kvôli dvom charakte-
ristickým ornamentom � rozfuku a prefuku. Rozfuk je rýchly
sled tónov na za£iatku skladby, ktorý za£ína najvy²²ími harmo-
nickými tónmi a postupným oslabovaním sily fúkania tóny pre-
chádzajú k niº²ím. Prefuk je charakteristický �hvizd�, ke¤ hrá£
ukon£í tón postupne silnejúcim fúkaním, £ím sa tón zafarbí, aº
prejde k vy²²ím frekvenciám [10]. Oba ornamenty moºno pekne
po£u´ vo videu [22]. Na fujare sa ©ahko hrajú vysoké aj hlboké
tóny. Rozsah nástroja je pribliºne 3 oktávy.

O dejinách fujary vieme pomerne málo. K najstar²ím pí-
somným pamiatkam, v ktorých sa vyskytuje pomenovanie fujary, patria rukopisné zborníky
z druhej polovice 18. storo£ia. Predchodcom fujary bola zrejme trojdierková pí²´ala, ktorá sa
postupne predlºovala aº sa zvä£²ila do takej miery, ºe hrá£ uº nedosiahol na hmatové otvory,

Obr. 1.2: Detaily fujary zdobenej leptaním
kyselinou dusi£nou a hlbokým rezom.

a preto sa na prívod vzduchu na hranu pridal vzdu-
chovod (pozri obr. 1.3). Domovom fujary je malý
región stredného Slovenska nazývaný Podpo©anie.
Viac o histórii a vývoji fujary sa moºno do£íta´ na-
príklad v knihe [6] alebo v £lánku [8].

Svojou zvukovou originalitou a výzdobou má fu-
jara na Slovensku postavenie �krá©ovského� hudob-
ného nástroja. Je symbolom slovenského národa,
jeho kultúry a ©udovej tradície. Od roku 2008 je fu-
jara a jej hudba zapísaná na zozname nehmotného
kultúrneho dedi£stva ©udstva UNESCO [24].

1Prívlastok hranová sa vysvetlí v ¤al²ích £astiach práce.
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1.2 Kon²trukcia fujary

Obr. 1.3: Ná£rt fujary v pozd¨ºnom reze (nie
je v mierke).

Fujara sa skladá z dvoch hlavných £astí - pí²-
´aly a vzduchovodu, ktoré sú k sebe stiahnuté ko-
ºeným remienkom a prepojené rúrkou (cecú©om),
pozri obr. 1.3.

Pí²´ala je na dolnom konci otvorená, horný je
uzavretý klátikom. V dolnej £asti pí²´aly sa nachá-
dzajú hmatové dierky. Do fujary sa fúka cez ná-
ustok (cecú©). Vzduch prúdi vzduchovodom, rúr-
kou, kanálikom (prieduchom) a dopadá na hranu,
na ktorej sa �²tiepi�. Vzduch prúdi striedavo von
cez okienko a dnu do pí²´aly, £ím sa rozkmitá
vzduchový st¨pec a vzniká zvuk (kapitola 2). Sú-
stave kanálik, okienko a hrana sa hovorí hlásni£ka.
Kanálik je zhora uzavretý koºenou zátkou. Oba
konce vzduchovodu sú uzavreté korkovými zát-
kami. Horná zátka býva aj z dreva.

1.3 Výroba fujary

V tejto £asti len stru£ne nazna£íme, ako sa fu-
jara vyrába. Detailnej²í opis výroby £itate© nájde
v knihe [6] alebo na stránkach výrobcov fujár.

Najpouºívanej²ie drevo na výrobu fujár je baza £ierna. Jej drevo sa ©ahko v¯ta, lebo
neboºiec2 je vedený mäkkou duºinou v strede bazy. �al²ou výhodou je, ºe sa dobre opracúva
a je dostato£ne tvrdé, £o je ve©mi dôleºité pri kone£nom zvuku fujary.

Drevo sa zbiera po£as vegeta£ného obdobia, kedy má najmenej miazgy (potom lep²ie schne
a menej praská). Odpílené drevo sa ihne¤ prev¯ta3 (surové drevo sa ©ah²ie v¯ta) a nechá sa
vysu²i´. Doba schnutia je 1 aº 3 roky. Po vysu²ení sa drevo o£istí od kôry, znovu prev¯ta
a opracuje hoblíkom, ra²p©ou a brúsnym papierom. Rovnako sa pripraví drevo na vzduchovod.

Potom sa pristupuje k výrobe hlásni£ky, ktorá je najdôleºitej²ou £as´ou fujary. Od toho,
ako je urobená, ve©mi závisí, £i bude ma´ fujara kvalitný zvuk. Za£ína sa vyv¯taním okienka.
Noºíkom a pilníkom sa vytvaruje obd¨ºnikový tvar okienka. Od okienka ku hornému koncu
fujary sa zvnútra dlátom a pilníkom vypracuje kanálik. Potom sa okienko zo spodnej strany
opracováva aº kým nevznikne hrana s hrúbkou asi 0, 5 mm. Horný koniec fujary sa uzatvára
klátikom, na ktorý sa tradi£ne pouºíva (mäkké) lieskové drevo. Klátik sa na strane kanálika po
d¨ºke opracováva. Po natl£ení klátika do fujary sa skracovaním celkovej d¨ºky naladí základný
tón. Hlásni£ka je pre svoju dôleºitos´ poeticky nazývaná �du²a� alebo �srdce� fujary.

Na bo£nej strane sa v spodnej £asti fujary vyv¯tajú tri hmatové dierky. Kaºdý výrobca
má o ich správnej ve©kosti a polohe svoju teóriu zaloºenú prevaºne na skúsenostiach a tradícii.
Klátik a fujara sa v hornej £asti prev¯tajú, do otvoru sa zasunie rúrka, na ktorú sa napojí
vzduchovod. Oba konce vzduchovodu sa uzavrú zátkami. Pí²´ala a vzduchovod sa k sebe
pritiahnu koºeným remienkom.

Fujara sa zdobí rôznymi ornamentami vyrezávanými noºom, dlátom, leptaním kyselinou
dusi£nou, morením a inými technikami (obr. 1.2). Po vyzdobení sa fujara lakuje prípadne
²elakuje4.

2Dlhý vrták pouºívaný na ru£né v¯tanie.
3Vyrábajú sa rovné aj zahnuté fujary. Ak je drevo zahnuté, treba ho najprv vyrovna´, napríklad upevnením

dreva do oce©ového L-pro�lu.
4�elakovanie je starý spôsob lakovania prírodnou ºivicou - ²elakom.



Kapitola 2

Základné fyzikálne princípy a spôsob
hry na fujaru

V tejto kapitole na intuitívnej úrovni priblíºime základné fyzikálne javy, ktoré prebiehajú
vo fujare. Ve©mi pekné vysvetlenie niektorých javov moºno nájs´ v £lánku [10]. Niektoré
my²lienky z tohto £lánku reprodukujeme.

2.1 Stojaté vlny a ich frekvencia

Do fujary sa fúka cez náustok (cecú©), vzduch prúdi vzduchovodom, rúrkou a kanálikom.
Na tejto ceste e²te nie dôvod na vznik zvukových v¨n. Zaujímavé veci sa za£nú dia´, aº ke¤
prúd vzduchu narazí na hranu. Na hrane sa prúd vzduchu �²tiepi� � raz prúdi do vnútra
fujary, raz do okolitého vzduchu, pri£om vznikajú víry. Peknú fotogra�u vírov vidíme na
obr. 2.1. Ke¤ prúdi vzduch dovnútra, na za£iatku fujary sa vytvorí pretlak (teda zhustenie),

Obr. 2.1: Fotogra�a vírov tvoriacich sa
na hrane [7].

ktoré postupuje ¤alej do fujary (vznikne tlaková vlna).
Ke¤ sa prúd vzduchu �preklopí� von, tlak sa naopak
zníºi. Na za£iatku fujary teda tlak osciluje.

Ke¤ zhustenie dorazí na koniec fujary, stla£ený
vzduch má zrazu ve©a miesta a expanduje do okoli-
tého priestoru, £ím vznikne na konci fujary zriedenie
(podtlak), ktoré pokra£uje naspä´ do fujary. Ke¤ na
koniec fujary dorazí zriedenie, odrazí sa naopak ako
zhustenie. Tento proces je ve©mi pekne vysvetlený aj
s animáciami na stránke [23]. Okienko v hornej £asti
fujary predstavuje tieº otvorený koniec a tlaková vlna
sa na ¬om odráºa kvalitatívne rovnako.

Ak majú oscilácie prúdu vzduchu správnu frekvenciu, dokáºu rozkmita´ vzduchový st¨pec
vo fujare (rezonancia) a vytvori´ stojaté vlny. Aká je tá správna frekvencia? Prídeme na to
jednoducho � najprv zistíme, aká je vlnová d¨ºka stojatých v¨n a z nej vypo£ítame ich frek-
venciu. Aby do²lo k rezonancii, frekvencia oscilácií musí by´ rovná práve frekvencii stojatých
v¨n.

Správnu vlnovú d¨ºku ©ahko zistíme, ke¤ si nakreslíme graf závislosti akustického tlaku p̂
(£iºe pretlak vo£i atmosferickému tlaku) od polohy x vo fujare. Predstavme si zjednodu²ený
model � valcovú trubicu d¨ºky L s dvoma otvorenými koncami. Na otvorených koncoch je
pribliºne atmosferický tlak.1 Odchýlka od atmosferického tlaku je ve©mi malá, preto pri odhade

1Pribliºne preto, lebo na oboch koncoch je v skuto£nosti malá �uktuácia � keby nebola, nepo£uli by sme
ºiaden zvuk.
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L
x

p
`

HxL

Obr. 2.2: Priebeh akustického tlaku pre prvé ²tyri
stojaté vlny.

vlnovej d¨ºky sta£í uvaºova´ p̂ = 0 na oboch
koncoch. Vlnovú d¨ºku zistíme tak, ºe nakres-
líme v²etky sínusoidy, ktoré majú nulové body
v miestach x = 0 a x = L. Prvé 4 príklady sú
na obr. 2.2. Vlnové d¨ºky sú λ1 = 2L, λ2 = L,
λ3 = 2

3L, λ4 = 1
2L at¤., £o môºeme zapísa´

v²eobecne ako

λk =
2L

k
k = 1, 2, 3, . . .

Príslu²né frekvencie sú

fk =
c

λk
=
ck

2L
k = 1, 2, 3, . . . (2.1)

kde c je rýchlos´ zvuku vo vzduchu. �ím je trubica dlh²ia, tým hlb²ie tóny dokáºe vydáva´.
Preto na fujare zahráme aj hlboké tóny. Vysoké zahráme pomocou vy²²ích harmonických.

Zatia© sme vôbec nekomentovali pre£o a ako vznikne oscilácia prúdu vzduchu v okienku.
Odkia© prúd vzduchu vie, kedy má fúka´ dnu a kedy von? Podstata je v spätnej väzbe, ktorá
vznikne medzi prúdom vzduchu a vlnením v trubici. Tieto javy sú synchronizované tak, ºe
sa navzájom podporujú. Podtlak a pretlak spôsobený vlnami vo fujare striedavo vychy©uje
prúd vzduchu dnu a von. Prúd vzduchu zase vºdy fúkne do fujary v správnom £ase a podporí
vlnenie. Detaily celého procesu sú podrobnej²ie opísané v £lánku [10].

2.2 Elementy hudobnej teórie

Jeden zo základných pojmov hudby je tón. Tón je stály periodický zvuk charakterizovaný
trvaním, vý²kou, intenzitou a farbou. Pod pojmom £istý tón rozumieme tón, ktorý má pe-
riodický sínusový £asový priebeh s istou frekvenciou f . �iadny hudobný nástroj v²ak £isté
tóny nevydáva. Zvuk pri zahratí istého tónu na fujare má tieº periodický priebeh, ale okrem
základnej frekvencie f obsahuje aj jej násobky 2f, 3f, at¤. (pozri obr. 6.4) nazývané vy²²ie har-
monické alebo alikvoty (angl. overtones). Pomerné zastúpenie vy²²ích harmonických de�nuje
farbu zvuku. Vý²ka tónu je úzko spätá práve so základnou frekvenciou f . Av²ak, na rozdiel od
frekvencie, ktorá je objektívnou fyzikálnou veli£inou, vý²ka tónu je subjektívny vnem.2 �tú-
diom vnemu zvuku sa zaoberá vedná disciplína psychoakustika. V tejto práci budeme skúma´
základnú frekvenciu tónu.

Tóny sa pod©a svojej vý²ky zora¤ujú do hudobných stupníc. Pod pojmom ladenie stupnice
rozumieme presné stanovenie pomerov frekvencií medzi jednotlivými tónmi stupnice. Týmto
pomerom sa v hudbe hovorí intervaly. V histórii bolo vyvinutých mnoºstvo ladení. V tejto
práci spomenieme dve � £isté ladenie a rovnomerné temperované ladenie.

2.2.1 �isté ladenie
�istým ladením nazývame akéko©vek ladenie, pri ktorom sú ve©kosti intervalov rovné po-

merom malých celých £ísel. Jedno z takýchto ladení vyvinul Ptolemaios. Intervaly ptolemaiov-
ského ladenia uvádzame v tab. 2.1. Toto ladenie je ve©mi prirodzené. Ak zahráme sú£asne isté

Tón C D E F G A H C
Pomer 1/1 9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 15/8 2/1
Názov intervalu prima sekunda tercia kvarta kvinta sexta septima oktáva

Tabu©ka 2.1: Intervaly £istého ladenia v stupnici C-dur.
2Napríklad, ak zvuk obsahuje len frekvencie 2f, 3f, . . . a základná frekvencia f nie je prítomná, ©udský

sluch vníma vý²ku tónu rovnako ako keby základná frekvencia bola prítomná. Tento fenomén sa v anglickej
literatúre ozna£uje pojmom �missing fundamental�.
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tóny, napríklad C a G, budú lahodi´ ná²mu sluchu. Uchulahodiaci súzvuk je spôsobený tým,
ºe mnoho vy²²ích harmonických, ktoré znejú spolu so základnými frekvenciami fC a fG, má
rovnakú frekvenciu (obr. 2.3). Rovnaké frekvencie rozochvejú (na základe rezonancie) rovnaké

Obr. 2.3: Súzvuk tónov C a G.

miesta na bazilárnej membráne v ©udskom uchu, a to je to, £o nám lahodí. �ím men²ie £ísla
sa nachádzajú v zlomku, ktorý de�nuje interval, tým je súzvuk tónu C a príslu²ného tónu
lahodnej²í. Ke¤ spolu znejú tóny C a H, rozochvejú ove©a viac miest na membráne, £o uº
lahodí menej.

2.2.2 Rovnomerné temperované ladenie

Rovnomerné temperované ladenie je v sú£asnosti najpouºívanej²ím ladením. Vzniklo kvôli
poºiadavke, aby hudobné nástroje (napríklad klavír) ladili rovnako vo v²etkých stupniciach.3

V temperovanom ladení je £isto (v pomere malých celých £ísel) naladená len oktáva (2/1).
V tomto ladení je pomer q medzi ©ubovo©nými za sebou nasledujúcimi poltónmi rovnaký (preto
rovnomerné ladenie). Ve©kos´ tohto intervalu ©ahko zistíme. Frekvenciu tónu C4 ozna£me fC4.
Frekvenciu tónu C#4 vypo£ítame ako fC#4 = qfC4. Od tónu C4 po C5 sa dostaneme po
12-tich krokoch o jeden poltón (obr. 2.4) a vieme, ºe fC5 = 2fC4. Preto platí

fC5 = q12fC4 = 2fC4 ⇒ q =
12
√

2

Týmto je stupnica de�novaná zatia© len relatívne. V sú£asnej hudbe je ²tandardom naladenie
tónu A4 na 440 Hz, £ím sa frekvencie tónov jednozna£ne �xujú. Na jemnej²í opis pomeru

Obr. 2.4: Ozna£enia tónov na klaviatúre.

frekvencií sa pouºíva jednotka cent. Medzi dvoma za sebou nasledujúcimi poltónmi je 100
centov. Preto pomer medzi frekvenciami lí²iacimi sa o 1 cent je

qC = 100
√
q =

1200
√

2

Nech medzi frekvenciami f1 a f2 je interval dC centov, £iºe

f1 = (qC)dCf2 = 2
dC
1200 f2

3V prípade, ºe by sme klavír naladili £isto na C-dur, neladil by £isto v iných stupniciach. Napríklad v stupnici
G-dur by sekunda (£iºe interval medzi tónom G a A) bola (5/3)/(3/2) = 10/9 6= 9/8. Preto sa vyvinulo
temperované ladenie, ktoré síce nie je £isté, ale intervaly sú rovnaké v kaºdej stupnici.
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Po£et centov dC medzi frekvenciami f1 a f2 preto po£ítame ako

dC(f1, f2) = 1200 log2

(
f1

f2

)
(2.2)

Toto £íslo bude ozna£ova´ aj ako rozdiel, prípadne vzdialenos´ frekvencií. V tab. 2.2 uvádzame
frekvencie tónov stupnice C-dur a porovnanie s £istým ladením. Rozdiel medzi ftemp a fpure
v centoch po£ítame pomocou vzorca (2.2) ako dC = dC(ftemp, fpure). Vidíme, ºe tercia (E4),

Tón C4 D4 E4 F4 G4 A4 H4 C5
ftemp [Hz] 261,63 293,66 329,63 349,23 392,00 440,00 493,88 523,25
fpure [Hz] 261,63 294,33 327,03 348,83 392,44 436,04 490,55 523,25
dC [cent] 0,0 -3,9 13,7 2,0 -2,0 15,6 11,7 0,0

Tabu©ka 2.2: Porovnanie frekvencií temperovaného a £istého ladenia.

sexta (A4) a septima (H4) temperovaného ladenia sú spomedzi v²etkých intervalov najviac
rozladené oproti £istému ladeniu.

2.3 Spôsob hry na fujaru

Fujara má len tri dierky a dajú sa na nej zahra´ dve kompletné oktávy v stupnici G-dur
a nieko©ko ¤al²ích tónov. V tejto £asti vysvetlíme, ako je to moºné. �tandardne sú fujary
ladené v stupnici G-dur, ktorá pozostáva z tónov G, A, H, C, D, E, F#, G.4

Uvaºujme najprv fujaru bez dierok. Pre potreby tejto £asti povaºujme takúto fujaru za
rovnú trubicu s dvoma otvorenými koncami, ktorej frekvencie sa po£ítajú pod©a vz´ahu (2.1).
Ladenie G-dur znamená, ºe najniº²í tón bude G2. Ke¤ fúkneme do fujary silnej²ie, ozve sa
druhá harmonická frekvencia. Pod©a vz´ahu (2.1) vieme, ºe frekvencia bude dvojnásobná,
zaznie teda tón G3. Znovu zvý²ime intenzitu fúkania, ozve sa tón s trojnásobnou frekvenciou.
Na základe tab. 2.1 vieme, ºe to bude tón D4,5 ¤alej G4. Keby sme chceli hra´ stupnicu,
tak nám medzi tónmi G3 a D4 chýbajú 3 tóny A3, H3, C4. Na zahratie stupnice by sme
potrebovali e²te 3 krat²ie fujary s najniº²ím tónom A2, H2, resp. C3.

Chýbajúce tóny sa v²ak doplnia troma hmatovými dierkami. Ke¤ odkryjeme prvú (od-
spodu) fujara sa bude správa´ ako krat²ia fujara � pri dierke bude atmosferický tlak. Dierku
vyv¯tame v takej vzdialenosti odspodu, aby sa pri jej odkrytí ozval tón A2. Druhú dierku
podobne naladíme na H2 a tretiu na C3. Tým pádom v¤aka druhým harmonickým vieme
zahra´ aj A3, H3, C4 a tretím harmonickým E4, F#4. Podobne sa dá nahliadnu´, ºe vybu-
dením vy²²ích harmonických vieme zahra´ dve kompletné oktávy stupnice G-dur (od G3 po
G5). Jednotlivé tóny a príslu²né prstoklady vidíme na obr. 2.5. Hlboké tóny G2 � C3 sa pri
hre nepouºívajú.

Vidíme, ºe vy²²ie harmonické dovo©ujú zahra´ aj tóny F4 (pri odkrytí polovice druhej
dierky), D#4 a ¤al²ie. V na²ej práci budeme pre jednoduchos´ skúma´ len základné tóny
stupnice G-dur uvedené v tab. 2.3.

prima sekunda tercia kvarta kvinta sexta septima oktáva
0. oktáva G2 A2 H2 C3
1. oktáva G3 A3 H3 C4 D4 E4 F#4
2. oktáva G4 A4 H4 C5 D5 E5 F#5 G5

Tabu©ka 2.3: Tóny skúmané v tejto práci.
4Tón F# je tón F zvý²ený poltón. Pre£o vyzerá stupnica G-dur práve takto, sa dá pochopi´ poh©adom na

obr. 2.4. Zoberieme tón G a h©adáme k nemu intervaly sekunda aº oktáva rovnakej ve©kosti (£o sa týka po£tu
poltónov) ako v stupnici C-dur.

5Medzi G2 a G3 je interval 2/1 a medzi G3 a D4 je 3/2, £iºe interval medzi G2 a D4 je (2/1) · (3/2) = 3.
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Obr. 2.5: Prstoklady pouºívané pri hre na fujaru. Krúºky symbolizujú prstoklad (plný � zakrytá
dierka, prázdny � odkrytá dierka). �ísla ozna£ujú poradové £íslo vy²²ej harmonickej.

V²imnime si, ºe niektoré tóny sa dajú hra´ dokonca dvoma spôsobmi (C4, G4, C5). Závisí
od konkrétnej fujary, ktorá z dvoch moºností sa hrá lep²ie. Na niektorých fujarách sa dá zahra´
len jedna z moºností.

Na fujare skúmanej v tejto práci (obr. 6.1) sa tóny hrajú dobre tak, ako je to uvedené
v tab. 2.4.

Prstoklad tóny k

(0, 0, 0) G2, G3, D4, G4, H4, D5, G5 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8
(0, 0, 1) A2, A3, E4, A4 1, 2, 3, 4
(0, 1, 1) H2, H3, F#4, F#5 1, 2, 3, 7
(1, 1, 1) C3, C4, E5 1, 2, 6
(1, 0, 1) C5 5

Tabu©ka 2.4: H©adané módy na danom prstoklade. Prstoklady uvádzame v tvare (3. dierka, 2.
dierka, 1. dierka), pri£om 0 znamená zakrytá a 1 odkrytá. Dierky sa £íslujú odspodu. �íslo k
je poradové £íslo vy²²ej harmonickej.
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Kapitola 3

Stru£ný úvod do akustiky

V tejto kapitole uvedieme základné pojmy a rovnice, s ktorými sa v akustike narába.
Úlohou tejto kapitoly nie je ponúknu´ dôsledný výklad, ale len zhrnú´ to, £o je nutné pre
porozumenie ¤al²ieho textu. �itate©a so záujmom o detailnej²ie ²túdium akustiky odkazujeme
napríklad na knihu [14] alebo [16].

3.1 Dynamika tekutín

Základnými veli£inami pre opis prúdenia tekutín (kvapalín aj plynov) sú rýchlostné pole
v(r, t), tlakové pole p(r, t), pole hustoty ρ(r, t), ktoré vyjadrujú, aká je rýchlos´, tlak a hustota
tekutiny v mieste r a £ase t.1 Argumenty r, t kvôli preh©adnosti ¤alej uvádza´ nebudeme aº
na prípady, kde by to mohlo vyvola´ nejasnosti.

Prúdenie tekutín opisuje Navierova-Stokesova rovnica (pozri knihu [19] alebo [11])

ρ [∂tv + (v · ∇)v] = −∇p+ µ4v + (λ+ µ)∇(∇ · v) (3.1)

kde µ, λ sú koe�cienty viskozity. Nezámymi v rovnici (3.1) sú funkcie v, p a ρ, £o je spolu
5 funkcií (v je vektorová funkcia). Vektorová rovnica (3.1) predstavuje 3 zloºkové rovnice.
Neznámych je zatia© viac ako rovníc, a preto treba prida´ e²te 2 rovnice. Prvou je rovnica
kontinuity

∂tρ+∇ · (ρv) = 0 (3.2)

a druhou je stavová rovnica, teda závislos´ tlaku od hustoty

p = p(ρ) (3.3)

Napríklad pre adiabatické prúdenie ideálneho plynu platí

p(ρ) = p0

(
ρ

ρ0

)κ
(3.4)

kde p0, ρ0 sú rovnováºny tlak a hustota a κ = cP
cV

je adiabatická kon²tanta (pomer hmotnostnej
tepelnej kapacity pri stálom tlaku cP a stálom objeme cV ).

3.2 Vlnová rovnica

V tejto £asti odvodíme, £o znamenajú rovnice (3.1) � (3.3) pre zvukové vlny vo vzduchu.
Budeme predpoklada´, ºe stredná hodnota rýchlosti (v £ase) je nulová a tlak aj hustota sa

1V prípade, ºe by sme v systéme uvaºovali aj tepelné zmeny, pribudlo by e²te teplotné pole T (r, t). Do
systému rovníc (3.1) � (3.3) by bolo potrebné prida´ e²te jednu rovnicu � zákon zachovania energie (pozri
napr. knihu [19]).
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pohybujú v okolí rovnováºnych hodnôt p0, ρ0. Matematicky

v(r, t) = 0 + v̂(r, t) (3.5)

p(r, t) = p0 + p̂(r, t) (3.6)

ρ(r, t) = ρ0 + ρ̂(r, t) (3.7)

kde funkcie v̂, p̂ a ρ̂ predstavujú malé poruchy. Vz´ahy (3.5) � (3.7) dosadíme do rovníc
(3.1) � (3.3). Ponecháme iba £leny prvého rádu poruchového rozvoja a dostaneme rovnice

ρ0∂tv̂ = −∇p̂+ µ4v̂ + (λ+ µ)∇(∇ · v̂) (3.8)

∂tρ̂+ ρ0∇ · v̂ = 0 (3.9)

p(ρ) = p(ρ0) + ρ̂
dp

dρ

∣∣∣∣
ρ0

(3.10)

Ke¤ si v rovnici (3.10) uvedomíme, ºe v rovnováºnom stave platí ρ̂ = 0, potom zistíme, ºe

p(ρ0) = p0. Ak ozna£íme c2 ≡ dp
dρ

∣∣∣
ρ0
, rovnicu (3.10) môºeme písa´ v tvare2

p̂ = c2ρ̂ (3.11)

Derivovaním rovnice (3.9) pod©a £asu a vyuºitím (3.8) dostávame

∂2
t ρ̂+ ρ0∇ · ∂tv̂ = ∂2

t ρ̂+∇ · [−∇p̂+ µ4v̂ + (λ+ µ)∇(∇ · v̂)] =

= ∂2
t ρ̂−4p̂+ (λ+ 2µ)4(∇ · v̂) = 0 (3.12)

V rovnici (3.12) vyuºijeme vz´ahy (3.9) a (3.11), dostávame rovnicu, v ktorej ako neznáma
vystupuje uº len tlak

1

c2
∂2
t p̂−4p̂−

(λ+ 2µ)

ρ0c2
4(∂tp̂) = 0 (3.13)

Tejto rovnici sa hovorí viskózna vlnová rovnica. �íslo c má úlohu rýchlosti, ktorou sa vlny
²íria. Deje vo vzduchu, v ktorom sa ²íri zvuková vlna prebiehajú ve©mi rýchlo a nestíha sa
prená²a´ teplo. Preto je proces pribliºne adiabatický a pre rýchlos´ zvuku pouºitím rovnice
(3.4) dostaneme vz´ah

c =

√
dp

dρ

∣∣∣∣
ρ0

=

√
κp0

ρ0
(3.14)

Pri tlaku p0 = 101 kPa, adiabatickej kon²tante κ = 1, 4 a hustote ρ0 = 1, 2 kgm−3 (pri teplote
20 ◦C a tlaku p0 = 101 kPa) je rýchlos´ zvuku vo vzduchu c = 343ms−1.

Ukáºeme, ºe pre ná² prípad môºeme viskózny £len zanedba´. Aby sme mohli objektívne
posúdi´, ktoré £leny v rovnici (3.13) sú zanedbate©né a ktoré podstatné, prevedieme ju do
bezrozmerného tvaru. Zavedieme bezrozmerné premenné ξ = r

L , τ = c
L t a π = p̂

P , kde L je
charakteristická (vlnová) d¨ºka a P je charakteristický tlak. Po úpravách obdrºíme

ρ0cL

(λ+ 2µ)

(
∂2
τπ −4ξπ

)
−4ξ(∂τπ) = 0 (3.15)

Vidíme, ºe o tom, £i je dôleºitý viskózny £len, rozhoduje bezrozmerné £íslo

K ≡ ρ0cL

(λ+ 2µ)
(3.16)

Vz´ah (3.16) má rovnakú ²truktúru, ako vz´ah pre Reynoldsovo £íslo Re = ρ0V L
µ . Zásadný

rozdiel je, ºe v Reynoldsovom £ísle je V charakteristická rýchlos´ pohybu tekutiny a L je

2Zatia© ozna£enie vyzerá neprirodzene, ale nakoniec sa ukáºe, ºe vlny vo vzduchu sa ²íria práve rýchlos´ou
rovnou odmocnine z výrazu dp

dρ

∣∣∣
ρ0

.
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charakteristická fyzická d¨ºka v probléme (priemer potrubia, ve©kos´ obtekaného predmetu),
zatia© £o v na²om prípade c je rýchlos´ vlny (nie pohybu tekutiny) a L je vlnová d¨ºka.

Vidíme, ºe ak je viskozita �dostato£ne malá� (a teda £íslo K je ve©ké), môºeme vis-
kózny £len 4ξ(∂τπ) zanedba´. To vidno uº v rovnici (3.13), ale teraz vieme presne pove-
da´, £o znamená �dostato£ne malá�. Ak pouºijeme L = c

f a uváºime charakteristické hod-
noty v na²om probléme ρ0 = 1, 2 kgm−3, c = 343ms−1, f = 500Hz, c = 343ms−1,
µ = 1, 8 × 10−5 kgm−1s−1, λ = 9, 5µ (pribliºné hodnoty pri teplote 20 ◦C a tlaku 101 kPa
[3]), dostaneme rádový odhad

K =
ρ0c

2

(λ+ 2µ)f
≈ 2× 106 (3.17)

Vidíme, ºe viskózny £len v na²om prípade môºeme naozaj zanedba´ a dostaneme

∂2
t p̂− c24p̂ = 0 (3.18)

Tejto rovnici sa hovorí vlnová rovnica a je základnou rovnicou akustiky. Neznámej funkcii
p̂(r, t) sa hovorí akustický tlak. Niekedy budeme hovori´ len skrátene tlak. Podobnými úpra-
vami sa dá dosta´ aj vlnová rovnica pre ρ̂ resp. v̂. V ¤al²om sa e²te budeme odvoláva´ na
rovnicu (3.8) bez viskózneho £lena, preto ju uvedieme

ρ0∂tv̂ = −∇p̂ (3.19)

3.3 Helmholtzova rovnica

V akustike ve©mi £asto h©adáme ²peciálne rie²enia, pri ktorých je £asový priebeh akustic-
kého tlaku harmonický, £iºe

p̂(r, t) = p̄(r)eiωt (3.20)

Rie²eniam tohto typu sa hovorí stojaté vlny. Vlna má stále rovnaký tvar p̄(r) (preto stojatá
vlna) a s £asom sa mení len jej amplitúda. Vlnová rovnica (3.18) vtedy prejde na tvar

4p̄+
c2

ω2
p̄ = 0 (3.21)

ktorému sa hovorí Helmholtzova rovnica. Rie²eniam rovnice (3.21) sa hovorímódy alebo vlastné
tvary. �ísla ω sa nazývajú vlastné kruhové frekvencie. Vlastné frekvencie sa po£ítajú ako
f = ω

2π . Numerickým rie²ením Helmholtzovej rovnice budeme v kapitole 5 h©ada´ pribliºné
vlastné frekvencie fujary.

Poznámka o interpretácii rie²ení

Rie²enie p̄(r) rovnice (3.21) nemôºeme chápa´ ako reálnu hodnotu tlaku p̄ v mieste r.
Dôvodom je, ºe ak p̄(r) je rie²ením, tak potom aj ©ubovo©ný násobok Ap̄(r) je rie²ením. Preto
amplitúda rie²ení nemá fyzikálnu interpretáciu. Má ale zmysel hovori´ o relatívnych pomeroch
tlaku, napríklad �tlak v mieste r1 je dvakrát vä£²í, ako v mieste r2� a podobne. Dôleºitý je
teda len tvar rie²enia.

Vo vlnovej rovnici zadávame aj po£iato£nú podmienku p̂(r, 0), ktorá popisuje skuto£nú
hodnotu tlaku na za£iatku procesu. Preto vo vlnovej rovnici popisuje funkcia p̂(r, t) skuto£ný
tlak.

3.4 Okrajové podmienky v akustike

Helmholtzova rovnica (3.21) sa obvykle rie²i na kone£nej oblasti Ω. Na hranici oblasti
Γ = ∂Ω sa predpisujú okrajové podmienky (OP). V akustike sa pouºívajú tri základné typy
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OP � Dirichletova, Neumannova a Robinova. Hranicu rozdelíme pod©a toho, aká je na ktorej
£asti predpísaná okrajová podmienka Γ = ΓD ∪ ΓN ∪ ΓR. Vonkaj²iu normálu ku hranici Γ
budeme ozna£ova´ n.

Analogické OP moºno predpísa´ aj pre vlnovú rovnicu, vo v²etkých vz´ahoch v²ak pri-
budne e²te argument t.

3.4.1 Dirichletova okrajová podmienka

Ke¤ poznáme hodnotu (akustického) tlaku na hranici, predpisujeme Dirichletovu pod-
mienku

p̄(r) = f(r) r ∈ ΓD (3.22)

Typická situácia je, ºe na £asti hranice je kon²tantný atmosferický tlak, £iºe p|ΓD = p0 a akus-
tický tlak je nulový

p̄|ΓD = 0 (3.23)

3.4.2 Neumannova okrajová podmienka

Ke¤ poznáme normálovú deriváciu akustického tlaku na hranici, predpisujeme Neuman-
novu podmienku

∂np̄(r) = g(r) r ∈ ΓN (3.24)

kde pouºívame ozna£enie ∂np̄ ≡ n · ∇p̄ (derivácia v smere vonkaj²ej normály). Táto OP
predstavuje pevnú stenu na ΓN . Pri pevnej stene je kolmá zloºka rýchlosti vzduchu nulová,
£iºe (v̂⊥)|ΓN = (n · v̂)|ΓN = 0. Ke¤ to uplatníme v rovnici (3.19) skalárne vynásobenej n,
dostaneme

∂np̄|ΓN = 0 (3.25)

3.4.3 Robinova okrajová podmienka

�al²ia typická situácia je, ºe £as´ energie zvukovej vlny sa prená²a do steny. Hrani£ná
admitancia Y (angl. boundary admittance), ktorá vyjadruje, ako dobre je zvuk pohlcovaný,
je de�novaná vz´ahom [12]

Y (r) =
n · [v̂(r)− vS(r)]

p̄(r)
r ∈ ΓR (3.26)

kde vS je rýchlos´ steny. Hrani£ná admitancia Y sa pre rôzne materiály získava meraním.
V²imnime si, ºe v limitnom prípade, ke¤ Y = 0 (ºiadne pohlcovanie) a vS = 0 (stena

sa nehýbe) dostaneme práve Neumannovu OP (v̂⊥)|ΓN = 0. Naopak ke¤ Y → ∞ (v²etko sa
pohlcuje) tak potom musí v rovnici (3.26) by´ p̄ = 0 a dostávame nulovú Dirichletovu OP.
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Kapitola 4

Metóda kone£ných prvkov

Metóda kone£ných prvkov (MKP) je numerická metóda na h©adanie pribliºných rie²ení
oby£ajných alebo parciálnych diferenciálnych rovníc alebo ich sústav. V tejto kapitole na£rt-
neme v²eobecné princípy MKP a ich pouºitie na vlnovú rovnicu. Dobrou úvodnou knihou do
MKP je napríklad [5] alebo [15].

4.1 Základy MKP

Obr. 4.1: Ná£rt diskretizácie 2D oblasti Ω.

V tejto £asti zhrnieme v²eobecný postup pre rie-
²enie (sústavy) diferenciálnych rovníc (DR) s okra-
jovou podmienkou (OP) metódou kone£ných prvkov.
Pôjde v²ak o zjednodu²ený výklad, ktorého cie©om je
v hrubých rysoch nazna£i´ hlavné my²lienky.

Postup budeme ilustrova´ na stacionárnej rovnici
vedenia tepla bez konvekcie v 1D.

− d

dx

(
λ(x)

dT

dx

)
= f(x), x ∈ Ω = (0, L) (4.1)

T (0) = T0 λ
dT

dx

∣∣∣∣
x=L

= QL (4.2)

kde T (x) je teplota v mieste x, λ(x) je tepelná vodivos´, f(x) je hustota zdrojov tepla, T0 je
teplota v mieste x = 0 a QL je hustota tepelného toku do oblasti Ω v mieste x = L.

1. Diskretizácia oblasti. Oblas´ Ω, na ktorej rie²ime DR, sa aproximuje zjednotením
geometricky jednoduchých podoblastí Ωe, e = 1, . . . , N ktorým sa hovorí kone£né prvky
(elementy), pozri obr. 4.1.

V prípade 1D rovnice vedenia tepla interval rozdelíme na podintervaly Ωe = [xe, xe+1],
e = 1, . . . , N , pri£om x1 = 0 a xN+1 = L (obr. 4.2). Hrani£né body prvku (nazývané
uzlové body) budeme ozna£ova´ aj xe1 ≡ xe−1, xe2 ≡ xe.

Obr. 4.2: Ná£rt diskretizácie oblasti Ω pre rovnicu vedenia tepla.

2. Prvková sústava rovníc.

(a) Slabá formulácia. Vynásobíme rovnicu váhovou funkciou a intergujeme na prvku
Ωe. Pouºitím Gaussovej vety sa rovnica upraví na taký tvar, aby stupe¬ derivácie
neznámej funkcie a váhovej funkcie boli v kaºdom integráli rovnaké. Tým sa zníºi
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stupe¬ derivácie neznámej funkcie a zoslabia sa nároky na neznámu funkciu. Preto
sa vzniknutá integrálna rovnica nazýva slabá formulácia.

Pre rovnicu vedenia tepla to znamená∫ xe2

xe1

− d

dx

(
λ(x)

dT

dx

)
w(x) dx =

∫ xe2

xe1

f(x)w(x) dx

kde w(x) je váhová funkcia. Vyuºitím Gaussovej vety (t.j. pre 1D metódy per
partes) a po úpravách dostaneme slabú formuláciu∫ xe2

xe1

λ
dT

dx

dw

dx
dx =

∫ xe2

xe1

fw dx+Qe1w(xe1) +Qe2w(xe2) (4.3)

kde Qe1 =
(
−λdTdx

)∣∣
xe1

a Qe2 =
(
λdTdx

)∣∣
xe2

sú hustoty tepelných tokov dovnútra
prvku z©ava resp. sprava. Na funkciu T (x) sú v rovnici (4.3) slab²ie nároky (sta£í,
ak existuje prvá derivácia), neº v pôvodnej rovnici (4.1) (musí existova´ druhá
derivácia).

(b) Aproxima£né funkcie. Pribliºné rie²enie na kone£nom prvku h©adáme v tvare
polynómu. Polynóm musí obsahova´ v²etky mocniny aº po najvy²²iu a derivácie
polynómu, ktoré sa vyskytujú v slabej formulácii musia by´ nenulové. V uzlových
bodoch hodnoty polynómu majú by´ rovné hodnote neznámej funkcie. Pribliºné
rie²enie upravíme na tvar lineárnej kombinácie funkcií, pri£om koe�cienty lineárnej
kombinácie budú uzlové hodnoty neznámej funkcie. Aproxima£né (tvarové) fun-
kcie na prvku Ωe sú práve funkcie vystupujúce v tejto lineárnej kombinácii. Táto
lineárna kombinácia sa nazýva Galerkinov rozklad.

Pre rovnicu vedenia tepla h©adáme pribliºné rie²enie na prvku v tvare lineárnej
funkcie

T e(x) = ax+ b

pri£om poºadujeme T e(xe1) = T e1 a T e(xe2) = T e2 , kde T
e
1 , T

e
2 sú neznáme teploty

v uzlových bodoch. Ke¤ vyjadríme a, b pomocou xe1, x
e
2, T

e
1 , T

e
2 , po úprave dosta-

neme Galerkinov rozklad

T e(x) = T e1N
e
1 (x) + T e2N

e
2 (x) N e

1 (x) =
xe2 − x
xe2 − xe1

, N e
2 (x) =

x− xe1
xe2 − xe1

funkcie N e
1 (x), N e

2 (x) sú h©adané aproxima£né funkcie (obr. 4.3). V²imnime si,
ºe pre hodnoty tvarových funkcií v uzlových bodoch platí N e

i (xej) = δij . Toto je
v²eobecná vlastnos´ tvarových funkcií. Pribliºné rie²enie T e(x) sme volili v tvare li-
neárnej funkcie, preto sa prvky nazývajú lineárne. Pouºívajú sa v²ak aj kvadratické
a vy²²ie aproximácie. Vtedy má prvok uzlové body aj vnútri intervalu.

Obr. 4.3: Tvarové funkcie pre lineárny 1D prvok.

(c) Prvková sústava rovníc. Do slabej formulácie dosadíme za neznámu funkciu
Galerkinov rozklad a za váhovú funkciu postupne v²etky aproxima£né funkcie. Do-
staneme tak sústavu lineárnych algebraických rovníc v prípade statickej analýzy
a sústavu lineárnych oby£ajných diferenciálnych rovníc v prípade prechodovej ana-
lýzy.
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V prípade rovnice vedenia tepla teda T (x) = T e(x) a w(x) = N e
1 (x), N e

2 (x).
Vznikne sústava rovníc pre prvok Ωe

Ke
11T

e
1 +Ke

12T
e
2 = fe1 +Qe1

Ke
21T

e
1 +Ke

22T
e
2 = fe2 +Qe2

(4.4)

kde sme ozna£ili

Ke
ij ≡

∫ xe2

xe1

λ
dN e

j

dx

dN e
i

dx
dx fei ≡

∫ xe2

xe1

fN e
i dx (4.5)

Pouºíva sa aj maticový zápis prvkových rovníc (4.4)

KeTe = f e (4.6)

Matici Ke sa hovorí prvková matica tuhosti, Te = (T e1 , T
e
2 )T je vektor neznámych

a f e = (fe1 + Qe1, f
e
2 + Qe2)T je pravá strana. Integrály typu (4.5) sa vo v²eobec-

nosti (nielen pri rovnici vedenia tepla) transformujú na jednotkovú oblas´ � tzv.
izoparametrická formulácia1 a po£ítajú numericky pouºitím Gaussových kvadra-
túr. V sústave pre jeden prvok máme 4 neznáme T e1 , T

e
2 , Q

e
1, Q

e
2. Dohromady na

v²etkých prvkoch máme 4N neznámych a 2N rovníc.

3. Globálny systém rovníc. Prvkové sústavy sa spoja do globálneho systému rovníc
vyuºitím spojitosti rie²enia na hraniciach prvkov a kompenzovaním tokov cez hranice
prvkov. Aby bol systém rie²ite©ný, vyuºijú sa e²te okrajové podmienky. Takto sa pre-
viedlo h©adanie neznámej funkcie na h©adanie jej hodnôt v uzlových bodoch. Sú£as´ou
tejto procedúry je zavedenie globálneho £íslovania uzlových neznámych.

V rovnici vedenia tepla máme viac neznámych, neº rovníc. To sa v²ak zmení, ke¤ si
uvedomíme, ºe niektoré neznáme sú vlastne totoºné. Presnej²ie povedané, teplota musí
by´ spojitá, £iºe T e−1

2 = T e1 a toky sa musia vykompenzova´, matematicky Qe−1
2 = −Qe1.

To je ¤al²ích 2(N − 1) rovníc. Vyuºijeme e²te OP, £iºe T 1
1 = T0 a QN2 = QL. Nakoniec

máme potrebných 2N+2(N−1)+2 = 4N rovníc. Efektívne sa globálny systém zostavuje
tak, ºe zavedieme globálne £íslovanie neznámych Te ≡ T e1 = T e−1

2 a rovnice sa vhodne
s£ítajú. Menovite druhá rovnica pre prvok Ωe−1 sa s£íta s prvou rovnicou pre prvok Ωe.

Ke−1
21 Te−1 +Ke−1

22 Te = fe−1
2 +Qe−1

2 (4.7)

Ke
11Te +Ke

12Te+1 = fe1 +Qe1 (4.8)

S£ítaním rovníc (4.7) a (4.8) dostaneme rovnicu

Ke−1
21 Te−1 +

(
Ke−1

22 +Ke
11

)
Te +Ke

12Te+1 = fe−1
2 + fe1

Globálny systém rovníc sa dá zapísa´ v tvare
K1

11 K1
12 0 · · · 0

K1
21 K1

22 +K2
11 K2

12

0 K2
21 K2

22 +K3
11

...
...

. . .
0 · · · KN

22




T1

T2

...
TN+1

 =


f1

1 +Q1
1

f1
2 + f2

1

...
fN2 +QN2


Ak v tomto systéme zavedieme ozna£enia

K ≡

 K1
11

. . .
KN

22

 T ≡

 T1
...

TN+1

 f ≡

 f1
1 +Q1

1
...

fN2 +QN2


1Izoparametrická formulácia znamená, ºe pre transformáciu geometrie a aproximáciu fyzikálnych veli£ín

sa pouºijú tie isté tvarové funkcie.
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Tak systém môºme zapísa´ v kompaktnom maticovom tvare

K T = f

Matica K sa nazýva globálna matica tuhosti, T je vektor neznámych a f je pravá strana.
Po vyuºití okrajových podmienok T1 = T0 a QN2 = QL dostávame kone£ný systém

1 0 · · · 0
K1

21 K1
22 +K2

11 K2
12

0 K2
21 K2

22 +K3
11

...
...

. . .
0 · · · KN

22




T1

T2

...
TN+1

 =


T0

f1
2 + f2

1

...
fN2 +QL


4. Rie²enie systému rovníc. Vzniknutý systém rovníc sa rie²i bu¤ priamo alebo itera£ne

(hlavne pre ve©ké systémy) pouºitím vhodnej metódy (napríklad Gaussovej-Seidelovej
metódy alebo metódy konjugovaných gradientov [18]).

4.2 MKP pre vlnovú rovnicu

V²eobecný postup MKP z £asti 4.1 teraz aplikujeme na vlnovú rovnicu (3.18) a odvodíme
prvkovú sústavu rovníc.2 Pre potreby tejto £asti rovnicu (3.18) prepí²eme na tvar

1

c2
∂2
t p−4p = 0 (4.9)

kde p je akustický tlak (strie²ky kvôli preh©adnosti nepí²eme), ρ0 rovnováºna hustota a c rých-
los´ zvuku. Rovnicu (4.9) vynásobíme váhovou funkciou w = w(r) a integrujeme na prvku
Ωe. Obdrºíme tak rovnicu ∫

Ωe

1

c2
w∂2

t p dΩ−
∫

Ωe
w4p dΩ = 0

Druhý £len upravíme vyuºitím identity w4p = ∇(w∇p)−∇w · ∇p a Gaussovej vety. Takto
získame slabú formuláciu∫

Ωe

1

c2
w∂2

t p dΩ +

∫
Ωe
∇w · ∇p dΩ =

∫
Γe
w q dΓ (4.10)

kde sme ozna£ili

q ≡ n · ∇p (4.11)

pri£om n je vonkaj²ia normála ku hranici Γe ≡ ∂Ωe.

Majme prvok s n uzlovými bodmi so súradnicami Xe
i a s stenami. Za váhovú funkciu

dosadíme tvarovú funkciu w(r) = N e
i (r) a za tlak Galerkinov rozklad

p(r, t) =
n∑
j=1

N e
j (r)pej(t) (4.12)

kde sme pre uzlové hodnoty tlaku zaviedli ozna£enie pei (t) ≡ p(Xe
i , t). Dostaneme prvkovú

sústavu rovníc
n∑
j=1

M e
ij p̈

e
j +

n∑
j=1

Ke
ijp

e
j =

s∑
k=1

Qeik (4.13)

2Podobné odvodenie moºno nájs´ v texte [2] aj so zahrnutím viskozity a zdrojov.
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kde sme ozna£ili

M e
ij ≡

∫
Ωe

1

c2
N e
i N

e
j dΩ Ke

ij ≡
∫

Ωe
∇N e

i · ∇N e
j dΩ Qeik ≡

∫
Γek

qN e
i dΓ (4.14)

pri£om Γek je k-ta stena prvku Ωe.

Pri s£ítavaní rovníc do globálneho systému sa opä´ vyuºije kompenzovanie tokov Qeik.
Napríklad ak prvky Ωe−1 a Ωe majú spolo£nú stenu Γe−1

1 = Γe3 a uzlový bod 4 prvku Ωe−1 je
totoºný s uzlovým bodom 5 prvku Ωe, tak potom Qe−1

41 = −Qe53.
3 V globálnom systéme tak

zostanú len tie Qeik, pre ktoré Xe
i ∈ Γ.

Ak je na hrane Γek Dirichletova OP (3.23), potom sa v systéme vyuºijú rovnice

pei (t) = 0 ∀i : Xe
i ∈ Γek (4.15)

takºe túto rovnicu napí²eme namiesto príslu²nej rovnice v globálnom systéme podobne ako
v prípade rovnice vedenia tepla v £asti 4.1. V prípade Neumannovej OP (3.25) na Γek sa
vyuºijú rovnice

Qeik =

∫
Γek

qN e
i dΓ =

∫
Γek

n · ∇p︸ ︷︷ ︸
0

N e
i dΓ = 0 (4.16)

takºe v systéme rovníc sa vynulujú niektoré pravé strany. Pre Robinovu OP na Γek postupne
vyuºijeme vz´ahy (3.19), (3.26), (4.12) a dostávame rovnice

Qeik =

∫
Γek

n · ∇pN e
i dΓ = −

∫
Γek

ρ0 n · ∂tvN e
i dΓ =

= −
∫

Γek

ρ0 Y ∂tpvN e
i dΓ−

∫
Γek

ρ0n · ∂tvS N e
i dΓ = −

n∑
j=1

Cek,ij ṗ
e
j + fk,i

(4.17)

kde sme ozna£ili

Cek,ij ≡
∫

Γek

ρ0Y N
e
i N

e
j dΓ feik ≡ −

∫
Γek

ρ0 n · ∂tvSN e
i dΓ (4.18)

Vidíme, ºe v rovnici (4.17) vystupujú aj derivácie uzlových neznámych ṗej , £iºe tento £len sa
efektívne prenesie na ©avú stranu prvkovej rovnice (4.13).

Samozrejme, nakoniec je potrebné zavies´ globálne £íslovanie uzlových neznámych. Vý-
sledná rovnica bude ma´ tvar

Mp̈ + Cṗ + Kp = f (4.19)

kde matica M sa nazýva globálna matica hmotnosti, C globálna matica tlmenia, K globálna
matica tuhosti, p je vektor uzlových neznámych a vektor f je vektor pravej strany. V prípade,
ºe na celej hranici je bu¤ Dirichletova alebo Neumannova OP, má systém jednoduch²í tvar

Mp̈ + Kp = 0 (4.20)

Integrály (4.14) a (4.18) sa po£ítajú numericky. Integra£ná oblas´ sa transformuje (izo-
parametricky, pozri poznámku pod £iarou, na str. 24) v prípade objemových integrálov na
kocku [−1, 1] × [−1, 1] × [−1, 1] a v prípade plo²ných integrálov na ²tvorec [−1, 1] × [−1, 1].
Integrál sa vypo£íta pouºitím Gaussových kvadratúr. Do jakobiánu transformácie vstupujú
uhly medzi hranami prvku. �ím sú uhly ostrej²ie, tým je výpo£et nepresnej²í. Preto treba pri
tvorbe siete dba´ (okrem iného) aj na tvar prvkov.

3Toky sa v²ak vo v²eobecnosti nevykompenzujú úplne, lebo gradient ∇p nemusí by´ na koincidentných
hranách rovnaký.
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4.3 Modálna analýza

Hlavnou my²lienkou modálnej analýzy je, ºe uvaºujeme harmonický £asový priebeh nezná-
mej veli£iny, v na²om prípade tlaku, £iºe vz´ah (3.20). Za tohto predpokladu vlnová rovnica
(3.18) prejde na tvar Helmholtzovej rovnice (3.21). V re£i uzlových neznámych harmonický
priebeh tlaku znamená

pei (t) = p̄ei e
iωt (4.21)

Uvaºujme prípad, ºe na hraniciach oblasti Ω máme predpísanú len Dirichletovu alebo Neu-
mannovu okrajovú podmienku (takto to budeme robi´ aj v kapitole 5). Rie²ime rovnicu (4.20),
ktorá s vyuºitím (4.21) prejde na tvar

Kp̄ = ω2Mp̄ (4.22)

Na rie²enie rovnice (4.22) budeme pouºíva´ blokovú Lanczosovu metódu, ktorá je podrobne
popísaná v £lánku [9].

4.4 Postup v programe ANSYS Multiphysics

Na rie²enie inºinierskych problémov existuje viacero po£íta£ových programov vyuºívajú-
cich MKP. My budeme pouºíva´ programový balík ANSYS. V tejto £asti uvedieme postup,
ktorý sa s drobnými zmenami pouºíva vo v²etkých typoch analýz.4

1. Príprava modelu (preprocessing)

• Typ prvku. Vo©ba vhodných typov prvkov na základe dimenzie geometrie, jej
symetrie a matematického modelu skúmaného fyzikálneho javu.
• Materiálové vlastnosti. Zadanie materiálových vlastností pouºitých materiálov.
Materiálové vlastnosti môºu by´ de�nované aj v závislosti od inej fyzikálnej veli£iny,
napríklad teploty.
• Prierezové vlastnosti. Zadanie (geometrických) charakteristík, o ktoré sme pri²li
pri zjednodu²ení geometrie. Napríklad prierezová plocha nosníka modelovaného
1D prútovým prvkom alebo hrúbka dosky modelovanej 2D ²krupinovým prvkom
(prípadne aj vrstvenie materiálov, ak je doska viacvrstvová).
• Geometria. Vytvorenie geometrie priamo modelovaním v ANSYSe alebo import
geometrie vytvorenej v inom programe (napríklad SolidWorks).
• Sie´. Tvorba siete, £iºe aproximácia geometrie pouºitím zade�novaných prvkov.
Pridelenie typu materiálu a prierezových vlastností jednotlivým prvkom. Geomet-
riu je moºné modelova´ aj priamo vytváraním uzlových bodov a prvkov.

2. Nastavenie parametrov simulácie a rie²enie (solution)

• Typ analýzy. Vo©ba typu analýzy - statická, prechodová (s £asovou závislos´ou),
modálna...
• Parametre analýzy. V závislosti od typu analýzy moºno zada´ niektoré jej para-
metre. Napríklad pri modálnej analýze metódu h©adania módov a ich maximálny
po£et.
• Okrajové podmienky a za´aºenia. Zadanie okrajových podmienok a za´aºení,
ktoré vystupujú v matematickom modeli.
• Po£iato£ná podmienka. Zadanie po£iato£ného stavu systému v prechodovej ana-
lýze.

4V programe ANSYS je moºné rie²i´ mnoho typov úloh. Napríklad úlohy tepelné, mechanické, elektrické,
piezoelektrické, akustické, prúdenie kvapalín a plynov ako aj ich vzájomné previazanie.
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• Rie²enie. Spustenie rie²enia. ANSYS vytvorí prvkovú sústavu rovníc a z nej glo-
bálny systém lineárnych rovníc, ktorý rie²i.

3. Spracovanie výsledkov (postprocessing)

• �íselné výsledky. Prezeranie numerických výsledkov h©adaných fyzikálnych veli-
£ín.
• Gra�cké výsledky, animácie. Vykreslenie výsledkov priamo na geometrii, v gra-
foch, prípadne vytvorenie animácie pri prechodovej analýze.
• Export výsledkov. Uloºenie obrázkov a výsledkov do súborov pre spracovanie
v inom programe.
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Kapitola 5

Numerický výpo£et frekvencií fujary

Táto kapitola je hlavnou £as´ou práce. Cie©om analýzy je získanie pribliºných vlastných
frekvencií fujary (obr 6.1). v programe ANSYS Multiphysics. Po£íta´ budeme frekvencie v²et-
kých 19-tich tónov uvedených v tab. 2.3. Najprv popí²eme geometrické parametre, na základe
ktorých boli vytvárané modely. V £asti 5.2 uvedieme postup, akým sme dospeli k �nálnemu
geometrickému modelu. Potom v £asti 5.3 vysvetlíme, ako sme model zjednodu²ili fyzikálne.
�as´ 5.4 sa venuje formulácii matematického modelu problému. V ¤al²ích £astiach uvedieme
detaily výpo£tov pre jednotlivé geometrie. V závere £asti 5.11 prezentujeme dosiahnuté vý-
sledky. Pri analýze budeme postupova´ v duchu v²eobecného postupu uvedeného v £asti 4.4.

V celej kapitole budeme porovnáva´ frekvencie pre rôzne modely v centoch (vz´ah (2.2)).
Hranica po£ute©nosti (diskutovaná v kapitole 7) je pre najvy²²í tón G5 na úrovni 10 centov.
My zvolíme prísnej²iu hranicu 5 centov pre v²etky porovnania. Ke¤ bude rozdiel men²í ako
5 centov, daný vplyv zanedbáme.

5.1 Geometria fujary
Na obr. 5.1 vidíme schematický ná£rt geometrie fujary. Jednotlivé rozmery uvádzame

v tab. 5.1. Fujara je zrkadlovo symetrická vzh©adom na rovinu zvislého rezu.

Obr. 5.1: Geometrické parametre fujary (nie je v mierke).
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Parameter Rozmer [mm] Popis
L 1739 celková d¨ºka fujary
Lhk 1667 vzdialenos´ od hrany po spodný koniec
l1 254 vzdialenos´ 1. dierky od spodného konca
l2 392,5 vzdialenos´ 2. dierky od spodného konca
l3 492 vzdialenos´ 3. dierky od spodného konca
lk 60 d¨ºka klátika
lv 655 vnútorná d¨ºka vzduchovodu
lr 40 vzdialenos´ rúrky od spodnej hrany klátika
d1 30 vnútorný priemer pí²´aly
d2 48 vonkaj²í priemer pí²´aly
dd 12 priemer dierok
dv1 15 vnútorný priemer vzduchovodu
dv2 28 vonkaj²í priemer vzduchovodu
dr 6 priemer rúrky
hin 12 vnútorná vý²ka okienka hlásni£ky
hout 39 vonkaj²ia vý²ka okienka hlásni£ky
win 12 vnútorná ²írka okienka hlásni£ky
wout,u 14 vonkaj²ia ²írka okienka hlásni£ky hore
wout,d 16 vonkaj²ia ²írka okienka hlásni£ky dole
wh 0,5 hrúbka hrany
hk 1,0 hrúbka kanálika
wk 12 ²írka kanálika
ws 7 vzdialenos´ kanálika od vonkaj²ej steny
wkh 0,25 vzdialenos´ kanálika a hrany

Tabu©ka 5.1: Geometrické parametre fujary.

5.2 Filozo�a vytvárania geometrického modelu

Fujara má síce pomerne jednoduchú geometriu, ale a priori nie je jasné, £i napríklad
treba uvaºova´ vplyv zakrivenia fujary, okolitého vzduchu, £i sta£í modelova´ fujaru v 2D reze
rovinou symetrie a podobne. Preto postupne vy²etríme viacero geometrií, aº sa dopracujeme
k �nálnemu modelu.

Ke¤ºe neuvaºujeme vplyv dreva, budeme modelova´ len vzduch vo fujare (a neskôr aj
okolitý vzduch) a nie samotnú fujaru. Vºdy, ke¤ budeme hovori´ o modelovaní fujary alebo
jej £asti (vzduchovod, dierky...), máme na mysli modelovanie príslu²ného vzduchu (vo vzdu-
chovode, tvoriaceho dierky...).

Pri tvorbe geometrického modelu sme pre²li nasledujúcimi krokmi. V²etky kroky sú de-
tailne rozpracované v £astiach 5.8 aº 5.11.

1. Moºnos´ redukcie problému na 2D. Vymodelovali sme 3D geometriu rovnej fujary
(zatia©) bez hmatových dierok a podobne 2D geometriu � rez fujary rovinou symetrie.
Výsledky ukázali, ºe 2D model nie je posta£ujúci (£as´ 5.7), preto sme ¤alej pracovali
s 3D geometriou.

2. Vplyv zahnutia fujary. Modi�káciou 3D geometrie z predchádzajúceho kroku sme
vytvorili model zahnutej fujary. Porovnaním výsledkov sa zistilo, ºe zahnutie nemá vplyv
na frekvencie (£as´ 5.8). �alej sme pokra£ovali s rovným modelom.

3. Vplyv vzduchovodu. Do modelu sme pridali vzduchovod. Z porovnania výsledkov
s modelom bez vzduchovodu vyplýva, ºe vzduchovod nemá vplyv na frekvencie (£as´
5.9). Pokra£ovali sme preto s modelom bez vzduchovodu.
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4. Vplyv okolitého vzduchu. Vytvorili sme model zah¯¬ajúci okolitý vzduch. Frekvencie
touto modi�káciou nezanedbate©ne klesli (£as´ 5.10), preto je nutné modelova´ aj okolitý
vzduch.

5. Finálny model. Model s okolitým vzduchom sme upravili pridaním hmatových die-
rok (£as´ 5.11). Vypo£ítané frekvencie pre v²etky prstoklady porovnáme v kapitole 7
s experimentálne nameranými frekvenciami.

Poznámka o symetrii

V £asti 5.1 sme sa zmienili, ºe fujara má zrkadlovú symetriu. Túto symetriu vyuºijeme
a budeme modelova´ len polovicu nástroja. To nám zjednodu²í modelovanie aj zrýchli výpo£et
(budeme ma´ polovi£ný po£et neznámych).

Podotýkame, ºe zrkadlová symetria geometrie e²te neznamená zrkadlovú symetriu v²etkých
rie²ení. Týmto zjednodu²ením prichádzame o niektoré módy, pri ktorých zvuk kmitá �kolmo�
na rovinu symetrie. Tieto rie²enia majú ale ve©mi vysokú frekvenciu, rádovo f = c

d1
≈ 11 kHz

a také vysoké frekvencie nás nezaujímajú (najvy²²í tón G5 má frekvenciu pribliºne 800 Hz).

5.3 Fyzikálne zjednodu²enie modelu

Pri modelovaní akéhoko©vek fyzikálneho javu je nutné urobi´ isté priblíºenia. Nikdy neza-
chytíme úplne v²etko, £o má vplyv na skúmaný systém. Ide v²ak o to, aby sme sa pokúsili
zachyti´ v²etko podstatné.

Najpresnej²ie výsledky by sme pravdepodobne dostali, keby sme vymodelovali presnú
geometriu fujary, zadali presné materiálové vlastnosti bazy £iernej a zahrnuli (dostato£ne
ve©ký) okolitý vzduch. Rie²ili by sme prúdenie vzduchu vo fujare � teda Navierove-Stokesove
rovnice (3.1) previazané s rovnicami pre mechanické kmitanie dreva fujary. Nakoniec by sme
analyzovali £asový priebeh tlaku (resp. jeho Fourierov obraz) v istom bode � napríklad na
konci pí²´aly. Od tohto ambiciózneho plánu upustíme a urobíme nasledujúce priblíºenia.

• Zanedbáme viskozitu vzduchu. Viskozita vzduchu je ve©mi nízka a v na²om probléme
nehrá významnú úlohu (pozri diskusiu okolo vz´ahu (3.17)).

• Zanedbáme prúdenie vzduchu vo fujare a budeme rie²i´ len vlnovú rovnicu (3.18).
Pri odvodení vlnovej rovnice sa vyuºilo, ºe stredná rýchlos´ prúdenia je nulová (vz´ah
(3.5)). To v²ak v na²om probléme nie je pravda. Strednú rýchlos´ môºeme odhadnú´
z pribliºného objemu p©úc V = 4 l, vnútorného priemeru fujary d1 = 30 mm a doby
vyfúknutia v²etkého vzduchu z p©úc t = 24 s (pri tóne G4). Do fujary ide pribliºne
polovica vyfúknutého vzduchu (druhá polovica ide cez okienko von). Takºe stredná
rýchlos´ prúdenia vo fujare je pribliºne

v0 =
V
2

π
(
d1
2

)2
t
≈ 12 cm s−1

To je oproti rýchlosti zvuku 343ms−1 (pribliºne) ve©mi nízka hodnota. Kým vzduch
prete£ie cez fujaru, zvuková vlna túto vzdialenos´ preletí takmer 3000-krát. To nás
opráv¬uje strednú rýchlos´ zanedba´.

• Neuvaºujeme vplyv dreva fujary. Vymodelujeme len vzduch a na stenách, kde je
vzduch v styku s drevom, predpí²eme nulovú Neumannovu podmienku (3.25). V dycho-
vých nástrojoch hrá podstatnú úlohu najmä rezonancia vzduchového st¨pca a druhoradé
je kmitanie materiálu, takºe odchýlka od reálnych frekvencií by nemala by´ ve©ká. Toto
priblíºenie má zo v²etkých pravdepodobne najvä£²í dopad na presnos´ výpo£tu.
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Priblíºeniu sme chceli £iasto£ne predís´ uvaºovaním absorpcie zvuku drevom tak, ºe
by sme na stenách predpísali Robinovu okrajovú podmienku (3.26) s nulovou rýchlos´ou
steny vS = 0, £iºe

Y (r)p(r) = n · v(r) r ∈ ΓR (5.1)

Problém je v²ak v tom, ºe pre bazu £iernu sa nepodarilo získa´ namerané hodnoty pre
hrani£nú admitanciu Y , resp. koe�cient absorpcie zvuku α, z ktorého sa dá admitancia
vypo£íta´.1 Napriek tomu sa týmto spôsobom v dodatku A.1 pokúsime aspo¬ kvalita-
tívne odhadnú´ vplyv absorpcie zvuku na frekvencie.

• Kon²tantná teplota vo fujare a navy²e rovnaká teplota pri v²etkých prstokladoch.
Rýchlos´ zvuku závisí od teploty, takºe od nej budú závisie´ aj frekvencie. V modeli
uvaºujeme kon²tantnú teplotu Tin = 23, 2 ◦C vo fujare a teplotu Tout = 22, 4 ◦C v oko-
litom vzduchu. Záznamy o teplote po£as merania a krátku diskusiu k nim moºno nájs´
v dodatku B.1.

Odhadnime, aký je vplyv teploty na zmenu frekvencie. Uvaºujme, ºe by sme sa
v teplote pomýlili napríklad o 0, 5 ◦C. Porovnajme frekvencie pri teplotách T = 23, 2 ◦C
a T ′ = 23, 7 ◦C. Príslu²né rýchlosti zvuku sú c = 344, 41ms−1 a c′ = 344, 70ms−1. Na
odhad pouºijeme vzorec (2.1) pre vlastné frekvencie valcovej pí²´aly. Odhad urobíme
v centoch (pouºijeme vz´ah (2.2)).

dC(f ′, f) = 1200 log2

(
c′k
2L
ck
2L

)
= 1200 log2

(
c′

c

)
.
= 1, 46 (5.2)

Chyba bude len na úrovni 1,46 centu, £o je zanedbate©né.

• Odhadnutá vlhkos´ vzduchu. Vlhkos´ má vplyv na rýchlos´ zvuku. O vlhkosti vzdu-
chu záznamy nemáme. Budeme preto predpoklada´ typickú hodnotu relatívnej vlhkosti
v bytových priestoroch, ktorá je 50%. Vydychovaný vzduch má vlhkos´ 100% a po£as
presunu do pí²´aly sa len ochladzuje a kondenzuje na stenách. To znamená, ºe aj vzduch
vo fujare má vlhkos´ blízku 100%.

• Odhadnutá rýchlos´ zvuku. Na rýchlos´ zvuku má vplyv teplota, vlhkos´ vzduchu,
ale aj obsah CO2 vo vzduchu. Pri znalosti týchto parametrov môºeme vypo£íta´ rýchlos´
zvuku. Budeme uvaºova´ kon²tantnú rýchlos´ zvuku vo fujare cin a kon²tantnú rýchlos´
zvuku v okolitom priestore cout. Na výpo£et sme pouºili program FLOWSOLV (do-
stupný na stránke [21]), do ktorého je moºné zada´ teplotu a presné zloºenie vzduchu.
Pre vzduch mimo fujary pouºijeme zloºenie vzduchu pri vlhkosti 50%. Vo fujare sa
nachádza vzduch vydýchnutý hrá£om a má teda zvý²ený obsah CO2 a vlhkos´ 100%.
Pouºijeme pribliºné hodnoty z £lánku [13]. Zloºenie vzduchu uvádzame v tab. 5.2. Sto-
pové prvky zanedbávame.

N2 O2 CO2 H2O Ar
Okolie 77,01 20,66 0,03 1,38 0,92
Fujara 77,00 16,00 3,00 3,00 1,00

Tabu©ka 5.2: Zloºenie vzduchu.

Výsledné rýchlosti zvuku sú

cout = 345, 49ms−1 cin = 344, 41ms−1 (5.3)

1Bola snaha získa´ tieto dáta z Drevárskej fakulty Technickej univerzity vo Zvolene, kde boli uskuto£nené
merania rôznych materiálových charakteristík aj pre bazu £iernu. Av²ak zariadenie na meranie koe�cientu
absorpcie zvuku (Kundtovu trubicu) fakulta získala len nedávno a pre bazu zatia© neboli vykonané merania.
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• Odhadnutá hustota vzduchu. Program FLOWSOLV po£íta aj hustotu vzduchu.
Výsledné hodnoty pre hustotu vo fujare ρin a hustotu v okolitom priestore ρout sú

ρout = 1, 17 kgm−3 ρin = 1, 18 kgm−3 (5.4)

Poznámka

Poznamenajme, ºe z modálnej analýzy nedostaneme kvantitatívne zastúpenie jednotlivých
frekvencií vo zvuku fujary pri takom £i onakom fúknutí, ale len to, aké frekvencie zvuk ob-
sahuje. Keby sme chceli získa´ zastúpenie frekvencií, bolo by treba naozaj rie²i´ prúdenie
vzduchu a z výsledkov akustického tlaku získa´ frekven£né spektrum, ktoré by sme mohli
porovna´ s nameraným spektrom (obr. 6.4).

5.4 Matematický model

Diferenciálna rovnica

Obr. 5.2: Ná£rt výpo£tovej oblasti a okrajových
podmienok v 2D reze, tretia dierka je zakrytá.

V tejto práci budeme rie²i´ Helmholtzovu
rovnicu (3.21) pre akustický tlak

4p+
c2

ω2
p = 0 p = p(r) r ∈ Ω (5.5)

Ozna£me Ωin vzduch vo fujare a Ωout okolitý
vzduch, pri£om vºdy máme na mysli len po-
lovicu vzduchu v zmysle poznámky o symet-
rii z £asti 5.2. Potom Ω = Ωin v prípade mo-
delu bez okolitého vzduchu (obr. 5.2 v©avo)
a Ω = Ωin ∪ Ωout v prípade modelu s okoli-
tým vzduchom (obr. 5.2 vpravo). Pre rých-
los´ zvuku c = c(r) pod©a £asti 5.3 platí

c(r) =

{
cin r ∈ Ωin

cout r ∈ Ωout
(5.6)

Na obr. 5.2 sme na£rtli �nálny model, ktorý
bude pouºitý v £asti 5.11. V ostatných mo-
deloch pouºijeme analogické okrajové pod-
mienky.

Okrajové podmienky

Okrajové podmienky pre Helmholtzovu
rovnicu sme podrobne diskutovali v £asti 3.4.
Pre de�níciu OP budeme pouºíva´ tam zave-
dené ozna£enia.

• Model bez okolitého vzduchu. Predpisujeme nulovú Dirichletovu OP na v²etkých
otvoroch okrem zakrytých dierok (ak ich vôbec modelujeme), ktoré ozna£íme Γz a nu-
lovú Neumannovu OP na v²etkých stenách, zakrytých dierkach a na rovine symetrie.2

Matematicky

p|ΓD = 0 ΓD = (Ωin ∩ Ωout) \ Γz

(n · ∇p)|ΓN = 0 ΓN = ∂Ω \ ΓD
(5.7)

2Rovina symetrie sa správa rovnako ako stena. Ke¤ je rie²enie symetrické pod©a roviny symetrie, tak na
nej musí ma´ nulovú normálovú deriváciu.
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• Model s okolitým vzduchom. Predpisujeme nulovú Dirichletovu OP na vonkaj²ej
hranici okolitého vzduchu, ktorú ozna£íme Γh (myslí sa hranica okolitého vzduchu, ktorú
umelo vytvárame) a nulovú Neumannovu OP na v²etkých stenách a rovine symetrie.

p|ΓD = 0 ΓD = Γh

(n · ∇p)|ΓN = 0 ΓN = ∂Ω \ ΓD
(5.8)

Zakrývanie dierok sa bude realizova´ geometricky zaslepovaním príslu²ných dierok �
vznikne teda stena, ktorá patrí do ΓN .

5.5 Pouºité prvky

Z matematickej formulácie problému z predchádzajúcej £asti vyplýva, ºe na tvorbu siete
budeme potrebova´ 3D akustický prvok. Program ANSYSMultiphysics ponúka prvok FLUID30.
V £asti 5.7 budeme potrebova´ aj 2D akustický prvok, pouºijeme prvok FLUID29. Pri tvorbe
siete sme vyuºili e²te prvok MESH200 [1].

FLUID30

Prvok FLUID30 je 8-uzlový lineárny prvok, ktorý sa pouºíva na modelovanie zvukových
v¨n v tekutine a umoº¬uje zahrnú´ aj interakciu s pevnou látkou. Kon²titutívnou rovnicou je
3D vlnová rovnica (4.9). Prvok má 4 stupne vo©nosti � posunutia UX, UY, UZ, a tlak PRES.
Posunutia sa dajú pouºi´ len pre prvky na hranici oblasti, na zahrnutie interakcie s pohybu-
júcou sa stenou. V na²om probléme posunutia vôbec nebudeme uvaºova´ (KEYOPT(2)=1).
Materiálové vlastnosti sú hustota DENS, rýchlos´ zvuku SONC a bezrozmerná hrani£ná ad-
mitancia MU,3 pomocou ktorej je moºné zahrnú´ absorpciu zvuku na hranici oblasti.

Okrem základnej 8-uzlovej kon�gurácie (hexa) je moºné pouºi´ aj 4-uzlovú (tetra),
6-uzlovú (wedge) a 5-uzlovú (pyramid), pozri obr. 5.3.

FLUID29

Prvok FLUID29 je 4-uzlový lineárny prvok a je 2D analógom prvku FLUID30. Okrem
základnej 4-uzlovej kon�gurácie (quad) je moºné pouºi´ aj 3-uzlovú (triang), pozri obr. 5.4.

Obr. 5.3: Geometria prvku FLUID30 Obr. 5.4: Geometria prvku FLUID29

MESH200

Prvok MESH200 je výlu£ne sie´ovací prvok, ktorý nijak neprispieva do rie²enia. Pouºíva sa
napríklad vo viackrokových sie´ovacích operáciách, ako je vy´ahovanie (angl. extrude) 3D siete

3Ide o hrani£nú admitanciu de�novanú vz´ahom (3.26) vynásobenú ρ0c.
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z 2D siete (pri£om 2D sie´ je tvorená práve prvkami MESH200). Nastavením KEYOPT(1) sa
dá ur£i´ jeho dimenzia a po£et uzlov. My tento prvok pouºijeme ako 4-uzlový ²tvoruholník
(geometricky vyzerá ako FLUID29), £o sa zabezpe£í nastavením KEYOPT(1)=6.

5.6 Materiálové vlastnosti

Vo v²etkých modeloch sme rýchlos´ zvuku SONC a hustotu vzduchu DENS nastavili zvá²´
pre prvky tvoriace Ωin a zvlá²´ pre prvky tvoriace Ωout pod©a vz´ahov (5.3) a (5.4). Hrani£nú
admitanciu MU neuvaºujeme.

5.7 Moºnos´ redukcie problému na 2D

V tejto £asti preveríme, £i sta£í uvaºova´ 2D rovinný model fujary. Uvaºujeme dve geomet-
rie � 3D geometriu modelovanú pod©a £asti 5.1, av²ak bez dierok a 2D geometriu, ktorú do-
staneme z 3D geometrie rezom rovinou symetrie. Detaily výsledných geometrií sú na obr. 5.5
a 5.9. Celá geometria 3D modelu je na obr. 5.13 v©avo.

Obr. 5.5: Výrez 3D geometrie. Obr. 5.6: Pomocná sie´ prvkov MESH200.

Obr. 5.7: Vytiahnutie 2D siete do 3D. Obr. 5.8: Kone£ná sie´ prvkov FLUID30.

5.7.1 Tvorba siete

Pre presnos´ výpo£tu je dôleºité, aby prvky neboli príli² deformované (pozri komentár na
konci £asti 4.13). Ideálne je pouºi´ hexa-prvky, ktoré zabezpe£ia lep²iu presnos´, ale aj men²í
po£et uzlov a tým pádom men²í po£et neznámych a menej rovníc vo výslednom systéme (4.20).
V geometricky nepravidelných oblastiach je najjednoduch²ie pouºi´ tetra-prvky.
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Obr. 5.9: Výrez 2D geometrie. Obr. 5.10: Kone£ná sie´ prvkov FLUID29.

Sie´ musí by´ dostato£ne hustá v oblastiach, kde o£akávame ve©ký gradient tlaku, aby sme
£o najpresnej²ie zachytili priebeh tlaku.

Dostato£ná hustota siete a malý po£et neznámych sú protichodné poºiadavky. Uspokojivý
kompromis (vzh©adom na presnos´ výsledných frekvencií) sa podarilo dosiahnu´ pri nasledu-
júcich parametroch (ESIZE znamená ve©kos´ prvku).

• ESIZE = d1/12 vo fujare (d1 je vnútorný priemer fujary).

• ESIZE = hin/6 v okienku (hin je vnútorná vý²ka okienka).

Postup tvorby siete bol nasledovný.

1. Plo²ná 2D sie´ MESH200 v prie£nom priereze fujary (obr. 5.6).

2. Hexa sie´ vytiahnutím 2D siete dole aº po koniec fujary a hore v ©avej £asti (obr. 5.7).

3. Tetra sie´ vo zvy²nej £asti oblasti (obr. 5.8).4

Pre 2D geometriu sme pouºili podobný postup. Výsledná sie´ je na obr. 5.10. Základné para-
metre sietí uvádzame v tab. 5.3.

2D model 3D model
Po£et uzlov 8894 60012
Po£et prvkov 8418 54148

Tabu©ka 5.3: Parametre 2D a 3D siete.

5.7.2 Okrajové podmienky a nastavenie modálnej analýzy

Okrajové podmienky predpí²eme pod©a vz´ahu (5.7). Sta£í zada´ Dirichletovu OP na
okienku a na dolnom konci fujary. Neumannova OP je v akustike automaticky prednastavená
(default). Pre modálnu analýzu nastavíme parametre uvedené v tab. 5.4.

Metóda h©adania vlastných tvarov Block Lanczos
Frekven£ný rozsah [f1, f2] = [80, 850]Hz
Maximálny po£et frekvencií Nmax = 20

Tabu©ka 5.4: Nastavenie modálnej analýzy.

4Prepojenie medzi hexa-sie´ou (prvky so ²tvoruholníkovými stenami) a tetra-sie´ou (prvky so trojuhol-
níkovými stenami) sa automaticky realizuje pomocou pyramid-prvkov (pozri obr. 5.3).
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5.7.3 Porovnanie výsledkov pre 3D a 2D geometriu

Prvé 3 vlastné tvary pre 3D geometriu sú na obr. 5.11 a 5.12. Pripome¬me, ºe hodnoty
tlaku nemôºeme chápa´ ako skuto£né hodnoty tlaku vo fujare, ale máme si v²íma´ len relatívne
pomery (pozri poznámku v £asti 3.3).

Poradové £íslo vlastného tvaru budeme ozna£ova´ k. Vlastné tvary 4 aº 8 vyzerajú analo-
gicky � s rastúcim k rastie po£et lokálnych maxím. Pre 2D geometriu sme dostali prakticky
rovnaké grafy. Dôleºité v²ak je, ako sa budú lí²i´ vlastné frekvencie. Frekvencie 2D modelu
ozna£me f2D a frekvencie 3D modelu f3D. Rozdiel medzi frekvenciami f2D a f3D v centoch
vypo£ítame pod©a vzorca (2.2) ako dC(f2D, f3D). �íselné výsledky uvádzame v tab. 5.5.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 Priemer
f2D [Hz] 101,13 202,25 303,38 404,51 505,64 606,77 707,90 809,04
f3D [Hz] 99,78 199,60 299,47 399,42 499,48 599,66 699,96 800,40
dC [cent] 23,2 22,9 22,5 21,9 21,2 20,4 19,5 18,6 21,3

Tabu©ka 5.5: Porovnanie frekvencií 2D a 3D modelu.

Frekvencie 2D modelu sú v priemere pribliºne o 21 centov vy²²ie, neº frekvencie 3D modelu.
Z toho vyplýva, ºe 2D model nie je pre ná² problém posta£ujúci.

Obr. 5.11: Priebeh tlaku pre 3D geometriu pri móde 3 a vykreslenie CESTY.

Obr. 5.12: Priebeh tlaku pre módy 1 � 3 pozd¨º CESTY z obr. 5.11.
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5.8 Vplyv zahnutia fujary

Fujara meraná v kapitole 6 je zahnutá. Jednoduch²ie sa ale modeluje rovná fujara. Najprv
v²ak treba preveri´, £i je rovný model posta£ujúci.

Geometriu zahnutej fujary sme vytvorili modi�káciou 3D geometrie z £asti 5.7. Uvaºovali
sme zahnutie, pri ktorom má os fujary tvar kruºnice s polomerom r = 6m (pozri obr. 5.13
v strede). Postup tvorby siete a poºiadavky na sie´ boli rovnaké ako v £asti 5.7. Výsledkom
je sie´ s 63975 uzlami a 58339 prvkami.

Okrajové podmienky a nastavenie modálnej analýzy boli totoºné s £as´ou 5.7. Ozna£me
frekvencie zahnutého modelu f3Dz. Rozdiel medzi frekvenciami f3Dz a f3D v centoch vy-
po£ítame pod©a vzorca (2.2) ako dC(f3Dz, f3D). Porovnanie frekvencií rovného a zahnutého
modelu vidíme v tab. 5.6.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 Priemer
f3Dz [Hz] 99,78 199,59 299,46 399,41 499,47 599,65 699,95 800,39
f3D [Hz] 99,78 199,60 299,47 399,42 499,48 599,66 699,96 800,40
dC [cent] -0,038 -0,038 -0,037 -0,036 -0,034 -0,033 -0,031 -0,029 -0,035

Tabu©ka 5.6: Porovnanie frekvencií zahnutého a rovného modelu.

Frekvencie zahnutého modelu sú v priemere len o 0,035 centu niº²ie, neº frekvencie rovného
modelu. Tento rozdiel je zanedbate©ný, preto budeme ¤alej pouºíva´ rovný model.

Obr. 5.13: Geometria rovnej fujary, zahnutej fujary a fujary so vzduchovodom (vpravo).

5.9 Vplyv vzduchovodu

Zatia© sme neuvaºovali vplyv vzduchovodu. Ke¤ºe vzduchovod slúºi len na prívod vzduchu
do hlásni£ky, nemal by ma´ vplyv na frekvencie. Túto hypotézu preveríme v nasledujúcej
analýze.

Geometria fujary so vzduchovodom je na obr. 5.13 vpravo. Detail hornej £asti vidíme na
obr. 5.14. Sie´ v pí²´ale sme tvorili rovnako ako v predchádzajúcich £astiach. Zvy²nú £as´
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geometrie sme diskretizovali ve©mi podobným postupom ako v £asti 5.7.1. �iºe najprv 2D
sie´ prvkov MESH200 v prie£nom reze vzduchovodu, rúrky a kanálika, potom vytiahnutie
siete do 3D (hexa-prvky) a nakoniec tetra-sie´ vo zvy²ných oblastiach. Ve©kos´ prvkov sme
volili nasledovne.

• ESIZE = dv/8 vo vzduchovode (dv je vnútorný priemer vzduchovodu).

• ESIZE = dr/8 v rúrke (dr je vnútorný priemer rúrky).

• ESIZE = hk/3 v kanáliku (hk hrúbka kanálika).

Výsledkom je sie´ s 88122 uzlami a 92436 prvkami. Detail siete je na obr. 5.15.

Obr. 5.14: Výrez geom. so vzduchovodom. Obr. 5.15: Kone£ná sie´ v hornej £asti fujary.

Parametre modálnej analýzy sme prevzali z predchádzajúcich £astí. Okrajové podmienky
sú tieº rovnakého typu, nulová Dirichletova OP na okienku aj na konci fujary a nulová Neu-
mannova OP na v²etkých stenách.

Na frekven£nom rozsahu [f1, f2] = [80, 850]Hz sme na²li aº 11 vlastných frekvencií (doteraz
sme mali vºdy len 8). V²etky módy vidíme v detaile na obr. 5.16.5

Obr. 5.16: Módy 1 � 11 pre fujaru so vzduchovodom.

V²imnime si, ºe módy sú dvoch typov.

1. Vzduch v pí²´ale kmitá, vzduch vo vzduchovode stojí (8 módov: 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 11).

2. Vzduch v pí²´ale stojí, vzduch vo vzduchovode kmitá (3 módy: 3, 7, 10).

5Upozor¬ujeme, ºe kaºdé rie²enie má svoju farebnú ²kálu, teda rovnaká farba v dvoch rie²eniach neznamená
ten istý tlak. V prvom móde je minimum (modrá) pre p = 0, v ostatných je minimum pre p < 0. Pozri obr. 5.12.
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Ozna£me f3Dv frekvencie prvého typu a f ′3Dv frekvencie druhého typu. Porovnajme frekven-
cie f3Dv s frekvenciami f3D. Rozdiel medzi nimi v centoch vypo£ítame ako dC(f3Dv, f3D).
Výsledok vidíme v tab. 5.7 (£íslovanie módov je prebrané z predchádzajúcich £astí).

k 1 2 3 4 5 6 7 8 Priemer
f3Dv [Hz] 99,80 199,61 299,52 399,46 499,50 599,71 700,01 800,47
f3D [Hz] 99,78 199,60 299,47 399,42 499,48 599,66 699,96 800,40
dC [cent] 0,260 0,157 0,283 0,175 0,065 0,157 0,108 0,151 0,170

Tabu©ka 5.7: Porovnanie frekvencií modelu so vzduchovodom a bez vzduchovodu.

Priemerná odchý©ka 0,170 centu od modelu bez vzduchovodu je ve©mi malá, preto kon²ta-
tujeme potvrdenie hypotézy � frekvencie naozaj nezávisia od vzduchovodu a preto v ¤al-
²om vzduchovod neuvaºujeme. Zostáva okomentova´ módy druhého typu. Ich frekvencie sú
v tab. 5.8. Z mechanizmu vzniku zvuku vo fujare (kapitola 2) je zrejmé, ºe tieto módy sa

k 1 2 3
f ′3Dv [Hz] 272,56 518,51 769,05

Tabu©ka 5.8: Frekvencie, pri ktorých kmitá vzduch vo vzduchovode.

vo fujare reálne nemôºu vybudi´ � vo vzduchovode nie je ni£ kmitajúce, £o by ich vybudilo
a vytvorilo potrebnú spätnú väzbu na udrºanie stojatých v¨n.

5.10 Vplyv okolitého vzduchu

Doteraz sme vºdy uvaºovali nulovú Dirichletovu OP, £iºe p = 0, na okienku a na konci
fujary (obr. 5.2 v©avo). To ale nemusí by´ správne priblíºenie. V tejto £asti vymodelujeme
aj okolitý vzduch a nulový tlak posunieme ¤alej od fujary � na vonkaj²iu hranicu okolitého
vzduchu (obr. 5.2 vpravo).

Okolitý vzduch modelujeme ako kváder s vý²kou 3,8 m, ²írkou 2 m a h¨bkou 1 m (obr. 5.17).
Tieto rozmery sme získali na základe itera£ného postupu výpo£tu. Najprv sme urobili men²í
kváder, analyzovali sme výsledné frekvencie a postupne sme kváder zvä£²ovali, aº kým sa frek-
vencie menili zanedbate©ne. Sie´ vo vnútri fujary sme tvorili rovnako, ako v predchádzajúcich

Obr. 5.17: Diskretizovaný model s okolitým
vzduchom.

Obr. 5.18: Napojenie hustej vnútornej siete
na riedku hexa-sie´ v okolitom vzduchu.

£astiach. Vonkaj²iu £as´ okolitého vzduchu sme riedko vysie´ovali hexa-prvkami (obr. 5.17),
lebo v tejto £asti neo£akávame ve©ký gradient tlaku. Ve©kos´ prvkov sme volili 1,2 d2, kde
d2 je vonkaj²í priemer fujary. V priestore medzi vonkaj²ou hexa-sie´ou a fujarou sme pouºili
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tetra-sie´, ktorej prvky sú malé pri otvoroch fujary a postupne sa zvä£²ujú smerom k okolitej
hexa-sieti (obr. 5.18, 5.19 a 5.20). Výsledná sie´ má 154586 uzlov a 284638 prvkov.

Obr. 5.19: Detail siete v hornej £asti. Obr. 5.20: Detail siete v dolnej £asti.

Poznamenávame, ºe program ANSYS ponúka aj prvky FLUID130, ktoré simulujú pokra-
£ovanie okolitého priestoru do nekone£na. Tieto prvky v²ak musia by´ umiestnené na sférickej
ploche, £o komplikuje modelovanie a hlavne tvorbu siete. Analýzou jednoduch²ieho modelu
(rovná valcová trubica v gu©ovitom okolitom priestore) sme zistili, ºe frekvencie sa po pridaní
elementov FLUID130 lí²ia zanedbate©ne. Preto tieto prvky nepouºívame.

Okrajové podmienky predpí²eme pod©a vz´ahu (5.8). Pre modálnu analýzu nastavíme
parametre uvedené v tab. 5.9.

Metóda h©adania vlastných tvarov Block Lanczos
Frekven£ný rozsah [f1, f2] = [80, 850]Hz
Maximálny po£et frekvencií Nmax = 400

Tabu©ka 5.9: Nastavenie modálnej analýzy.

Príklady vlastných tvarov vidíme na obr. 5.21 a 5.22. Vlastné tvary sú dvoch typov

1. Kmitá len vzduch vo fujare (obr. 5.21).

2. Kmitá aj okolitý vzduch (obr. 5.22).

Obr. 5.21: Prvý vlastný tvar. Obr. 5.22: �tvrtý vlastný tvar.

Je zrejmé, ºe nás zaujímajú módy prvého typu. Módov druhého typu bude ale ve©mi ve©a,
preto sme volili Nmax = 400. Spomedzi v²etkých módov ©ahko vyberieme módy prvého typu
tak, ºe porovnáme priemernú absolútnu hodnotu tlaku vo fujare pin a v okolí pout. Ak platí
pin � pout, ide o mód prvého typu. Toto je nedokonalos´ ná²ho modelu � nachádzame aj
módy, ktoré nás nezaujímajú. V £asti 5.11 túto nedokonalos´ poopravíme tým, ºe nebudeme
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h©ada´ na celom frekven£nom rozsahu [f1, f2], ale selektívne � iba na podintervaloch, kde
o£akávame vlastnú frekvenciu prislúchajúcu módu prvého typu.

Na obr. 5.23 a 5.24 zobrazujeme detailný priebeh akustického tlaku. V oboch prípadoch
sa môºme presved£i´, ºe vrstevnice sú kolmé na hranicu, £iºe rie²enie naozaj sp¨¬a nulovú
Neumannovu OP.

Obr. 5.23: Prvý mód, detail v hornej £asti. Obr. 5.24: Prvý mód, detail v dolnej £asti.

Ozna£me f3Do frekvencie prvého typu modelu s okolitým vzduchom. Porovnanie s frek-
venciami f3D modelu bez okolitého vzduchu vidíme v tab. 5.10. Rozdiel medzi f3Do a f3D
v centoch vypo£ítame ako dC(f3Do, f3D).

k 1 2 3 4 5 6 7 8 Priemer
f3Do [Hz] 98,33 196,78 294,65 394,09 493,51 591,75 690,66 791,23
f3D [Hz] 99,78 199,60 299,47 399,42 499,48 599,66 699,96 800,40
dC [cent] -25,3 -24,6 -28,1 -23,3 -20,8 -23,0 -23,2 -20,0 -23,5

Tabu©ka 5.10: Porovnanie frekvencií modelu s okolitým vzduchom a bez okolitého vzduchu.

Frekvencie po pridaní okolitého vzduchu klesli priemerne aº o 23,5 centu. To znamená, ºe
v ¤al²om musíme okolitý vzduch zahrnú´ do ná²ho modelu.

5.11 Finálny model fujary

Na základe výsledkov pomocných analýz z £astí 5.7 � 5.10 vieme, ºe fujaru sta£í mode-
lova´ rovnú, bez vzduchovodu a potrebný je 3D model so zahrnutím okolitého vzduchu. Do
modelu z £asti 5.10 doplníme hmatové dierky (obr. 5.25). Ich geometria sa bude meni´ pod©a
prstokladu, pretoºe zakrytie dierky realizujeme jej zaslepením (porovnaj obr. 5.27 a 5.28).
Ke¤ºe ide o �nálny model, kvôli vy²²ej presnosti výpo£tov vytvoríme hustej²iu sie´. Ve©kos´
prvkov sme volili nasledovne.

• ESIZE = d1/16 vo fujare (d1 je vnútorný priemer fujary).

• ESIZE = hin/9 v okienku a v dierkach (hin je vnútorná vý²ka okienka).

• ESIZE = 1,2 d2 pre hexa-sie´ okolitého vzduchu (d2 je vonkaj²í priemer fujary).

Sie´ v okolí dierok tvoríme podobne ako v okolí okienka, £iºe v pravidelnej valcovej £asti
pouºijeme hexa-prvky generované vy´ahovaním 2D siete prvkov MESH200 a v blízkom okolí
dierok pouºijeme tetra-prvky. Pre výpo£et budeme potrebova´ e²te pomocný model s rovnaku
geometriou, ale bez zahrnutia okolitého vzduchu. Ve©kos´ prvkov pomocného modelu sme volili
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Pomocný model Finálny model
Po£et uzlov 60649 213923 � 230516
Po£et prvkov 62482 358037 � 452338

Tabu©ka 5.11: Parametre siete pomocného a �nálneho modelu.

rovnako ako v predchádzajúcich £astiach. Základné parametre sietí uvádzame v tab. 5.11. Pre
�nálny model sú parametre rôzne v závislosti od po£tu odkrytých dierok.

Obr. 5.25: Sie´ v okolí dierok. Obr. 5.26: Geometria pomocného modelu.

Obr. 5.27: Detail siete pri zakrytej dierke. Obr. 5.28: Detail siete pri odkrytej dierke.

Medzi výslednými módmi opä´ budú módy, kde kmitá aj okolitý vzduch. Navy²e, pri
kaºdom prstoklade nás zaujímajú len niektoré módy (pozri £as´ 2.3). Ich poradové £ísla pri-
pomíname v tab. 5.12.

Prstoklad tóny k

(0, 0, 0) G2, G3, D4, G4, H4, D5, G5 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8
(0, 0, 1) A2, A3, E4, A4 1, 2, 3, 4
(0, 1, 1) H2, H3, F#4, F#5 1, 2, 3, 7
(1, 1, 1) C3, C4, E5 1, 2, 6
(1, 0, 1) C5 5

Tabu©ka 5.12: H©adané módy na danom prstoklade. Prstoklady uvádzame v tvare (3. dierka, 2.
dierka, 1. dierka), pri£om 0 znamená zakrytá a 1 odkrytá.

Aby sme urýchlili výpo£et frekvencií, pouºijeme nasledujúci algoritmus, ktorý h©adá frekvencie
selektívne � len na intervaloch, kde o£akávame vlastnú frekvenciu, ktorá nás zaujíma.
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Algoritmus h©adania vlastných frekvencií �nálneho modelu

for v²etky prstoklady do // pod©a tab. 5.12

if prvý prstoklad then
vytvor diskretizovaný pomocný model;
uloº pomocný model;

else
na£ítaj pomocný model;

end
nastav OP pre pomocný model; // pod©a vz´ahu (5.7)
nastav parametre modálnej analýzy; // pod©a tab. 5.4

nájdi vlastné frekvencie fkapp pre k = 1, . . . , 8;
for v²etky k na aktuálnom prstoklade do // pod©a tab. 5.12

vytvor diskretizovaný �nálny model;
nastav OP pre �nálny model; // pod©a vz´ahu (5.8)
// zme¬ parametre modálnej analýzy

Nmax = 50; [f1, f2] = [fkapp − 60 centov, fkapp];
nájdi vlastné frekvencie;
for v²etky nájdené frekvencie do

if okolitý vzduch nekmitá then // teda pin � pout, pozri £as´ 5.10

uloº vlastnú frekvenciu;
end

end
end

end

Celkový výpo£tový £as algoritmu pre po£íta£ s dvoma procesormi Quad-core AMD Opte-
ron(tm) Processor 2378, 2,41 GHz a s opera£nou pamä´ou 16 GB, 2,01 GHz je 35 min.

Frekvencie �nálneho modelu ozna£me fnum. V²etkých 19 frekvencií uvádzame v tab. 5.13.
V kapitole 7 výsledky porovnáme s experimentálne nameranými frekvenciami.

Tón G2 A2 H2 C3 D3 E3 F#3
fnum [Hz] 98,22 110,07 121,03 131,17
Tón G3 A3 H3 C4 D4 E4 F#4
fnum [Hz] 196,31 219,50 241,67 261,18 294,36 326,57 359,52
Tón G4 A4 H4 C5 D5 E5 F#5 G5
fnum [Hz] 393,71 426,95 492,88 526,68 591,02 637,43 714,26 790,52

Tabu©ka 5.13: Frekvencie v²etkých tónov �nálneho modelu.

Obr. 5.29: Detail druhej dierky pri tóne F#5.

Príslu²né vlastné tvary vidíme na obr. 5.30.
Kvôli preh©adnosti vykres©ujeme len vzduch vo
fujare.

V²imnime si, ºe pri prstokladoch, kde sú
niektoré dierky odkryté, kmitá vzduch aj pod
odkrytou dierkou. Zrete©ne to vidno napr. pri
tóne F#5, druhú dierku vidíme v detaile na
obr. 5.29. To znamená, ºe zjednodu²ené vy-
svetlenie �odkrytá dierka = skrátenie fujary po
túto dierku� (pozri £as´ 2.1) je naozaj len ve©mi
zjednodu²eným vysvetlením.
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Obr. 5.30: Vlastné tvary pre v²etky tóny zoradené pod©a prstokladov. Krúºky symbolizujú
prstoklad (plný � zakrytá dierka, prázdny � odkrytá dierka). �ísla v spodnej £asti sú poradové
£ísla k uvedené v tab. 5.12. Pripomíname, ºe kaºdý mód má vlastnú farebnú ²kálu (pozri
poznámku pod £iarou na str. 39).
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Kapitola 6

Experimentálne meranie frekvencií
fujary

Cie©om experimentu bolo odmera´ frekvencie reálnej fujary. Ide jednoduchú nezdobenú
o fujaru (obr. 6.1) od majstra Jána �ulíka z Dolného Trhovi²´a, ktorý je jedným z najvä£²ích
výrobcov fujár. Fujara je v ²tandardnom ladení G-dur a je z dreva bazy £iernej.

Postup získavania frekvencií fujary bol rozdelený do dvoch £astí. V prvej £asti sme nahrá-
vali a zostrihali zvukové súbory. V druhej £asti sa nahrávky importovali do Matlabu a vypo-
£ítali sa frekvencie. Detaily sú uvedené v nasledujúcom texte.

6.1 Nahrávanie zvukových súborov a zostrihanie nahrávok

Obr. 6.1: Detaily fujary skúmanej v tejto
práci.

Experimentálna aparatúra pozostávala z fujary,
mikrofónu, po£íta£a a digitálneho teplomeru. Na na-
hrávanie a zostrihanie nahrávok sme pouºili softvér
WavePad Sound Editor. Nahrávali sme v²etky tóny
uvedené v tab. 2.3. Kaºdý tón sme nahrávali do
samostatného súboru vo formáte wav. Pouºili sme
vzorkovaciu frekvenciu 44100 Hz a 32-bitové vzorky.
V rámci jedného súboru sme kaºdý tón nahrali 10-krát
(obr. 6.2). Pribliºné trvanie kaºdého fúknutia bolo 10 s
(pre£o práve 10 s sa vysvetlí v £asti 6.2).

Získanú nahrávku sme nastrihali na 10 súborov,
ktoré budú na£ítané a spracované v softvéri Matlab
(£as´ 6.2).

Komplikácie pri meraní

Najvä£²ím problémom pri meraní bolo udrºa´ stálu
teplotu vo fujare. Hrá£ fujaru zohrieva svojimi rukami
a dychom. Po£as merania jedného tónu sa spo£iatku
zvy²ovala aº o 1 � 2 ◦C. Otep©ovanie rukami sme odstránili tak, ºe sme fujaru zavesili na
dva kusy látky a dierky nezatvárali prstami, ale korkovými zátkami. Po tomto vylep²ení sa
ukázalo, ºe otep©ovanie dychom nie je aº také dramatické.1 Aby sme zabezpe£ili pribliºne

1V závislosti o toho, o aký tón ide. Pri vy²²ích tónoch sa vzduch oteplí viac, pri niº²ích menej. Zohriatie je
v²ak len na úrovni nieko©ko desatín stup¬a. Pravdepodobne preto, ºe teplo vydychovaného vzduchu sa stihne
odovzda´ drevu (ktoré má oproti vzduchu ve©kú tepelnú kapacitu, £iºe sa ve©mi nezohreje) vo vzduchovode
a na za£iatku fujary. Takáto �uktuácia nespôsobuje výrazný posun frekvencií (pozri vz´ah (5.2)).
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rovnakú teplotu pre v²etky tóny, tak sme po nameraní kaºdého tónu nechali teplotu klesnú´
pribliºne na 23 ◦C.

Obr. 6.2: Nahrávka desiatich fúknutí pre tón G4.

6.2 Import do Matlabu a výpo£et frekvencií
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Obr. 6.3: Graf závislosti signálu od £asu pre
tón C3.

Kaºdá nahrávka je v podstate ur£itá funkcia
x(t) závislosti signálu od £asu (obr. 6.3). Na vý-
po£et amplitúdového spektra (¤alej len spektra)
funkcie x(t) sa pouºíva Fourierova transformácia.

Xk =
1

T

∫ T

0
x(t)e−2πi k

T
tdt, k ∈ Z (6.1)

�ísla Xk predstavujú Fourierove koe�cienty Fou-
rierovho radu

x(t) =

∞∑
k=−∞

Xke
2πi k

T
t

V na²om prípade je v²ak £as diskretizovaný. Pri d¨ºke nahrávky T = 10 s a vzorkova-
cej frekvencii Fs = 44100 Hz bude interval [0, T ] rozdelený na N = 441000 podintervalov
[tn, tn+1], n = 0, . . . , N − 1, kde tn = n∆t, pri£om ∆t = 1

Fs
. Namiesto funkcie x(t) máme

usporiadanú N -ticu (x0, . . . , xN−1), kde xn = x(tn). Na výpo£et spektra sa tu pouºíva dis-
krétna Fourierova transformácia (DFT)

Xk :=

N−1∑
n=0

xne
−2πi kn

N k = 0, . . . , N − 1

Pri£om inverzná transformácia sa po£íta ako

xn =
1

N

N−1∑
k=0

Xke
2πi kn

N

Kaºdé Xk je komplexné £íslo, ktoré kóduje informáciu o amplitúde a fáze £lena Akei(2πfktn+ϕk)

tohto radu. Nás zaujíma amplitúda, ktorá sa vypo£íta ako Ak = |Xk|
N . Príslu²ná frekvencia je

fk = k
NFs. Zo vz´ahu pre fk vidíme, ºe frekven£né rozlí²enie spektra je

∆f =
Fs
N

=
1

N∆t
=

1

T
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Z toho vidno, ºe ak chceme ma´ dobré rozlí²enie, nahrávka musí by´ dostato£ne dlhá. Preto
sme zvolili T = 10 s, ktoré nám zabezpe£í ∆f = 0, 1 Hz.

V softvéri Matlab je implementovaný algoritmus FFT (Fast Fourier Transform), ktorý
efektívne po£íta DFT. Spektrum (graf závislosti Ak od fk) pre tón C3 vidíme na obr. 6.4.
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Obr. 6.4: Spektrum pre jednu nahrávku tónu C3.

Frekvenciu fi meraného tónu v i-tej nahrávke sme získali nasledujúcim algoritmom. Postup
je znázornený na obr. 6.5.

1. Zistíme frekvenciu fT temperovaného ladenia (pozri £as´ 2.2.2) tónu, ktorý meriame.

2. Na intervale [0, 97fT ; 1, 03fT ] h©adáme frekvenciu fM , pre ktorú má Ak maximum.

3. Vyhladíme Ak pomocou k¨zavého priemeru.

4. Na intervale [0, 97fM ; 1, 03fM ] h©adáme frekvenciu fi, pre ktorú má vyhladené Ak ma-
ximum.
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Pôvodné spektrum
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Temp. ladenie C3
Okraje int., v kt. hladáme max.
Nájdené maximum
Okraje int., v kt. hladáme max. vyhlad.
Nájdená frekvencia

Obr. 6.5: Nájdenia frekvencie pre jednu nahrávku tónu C3.

Z takto získaných frekvencií f1, . . . , f10 pre kaºdý tón vypo£ítame orezaný aritmetický
priemer (vylú£ili sme 20 % vybo£ujúcich údajov).

Ur£ite existuje aj lep²í algoritmus, ale tento funguje dostato£ne dobre a rýchlo. Niektoré
body algoritmu e²te krátko okomentujeme.

V bode 2. neh©adáme maximum priamo z grafu na obr. 6.4, lebo pre celkový po£et na-
hrávok 190 by to trvalo dlho. Preto sa rad²ej pozeráme len na interval, na ktorom o£akávame
h©adanú frekvenciu.

Maximum h©adáme 2-krát na takmer rovnakom intervale (v bodoch 2. a 3.). V prípade na
obr. 6.5 sa to naozaj zdá zvlá²tne. Ale vo v²eobecnosti sa môºe sta´, ºe po£iato£ný tip fT je
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napríklad príli² vpravo a nemuseli by sme zachyti´ maximum, ale len �nábeh na maximum�.
Preto maximum h©adáme 2-krát.

Mohlo by sa zda´, ºe sta£í zoba´ maximum pôvodného Ak, my v²ak berieme maximum
vyhladenia. Dôvodom je, ºe program ANSYS v na²om zjednodu²enom modeli vypo£íta len
jednu frekvenciu, ale v realite máme peak ur£itej ²írky. Peak môºe by´ ove©a zubatej²í, neº
na obr. 6.5, preto ho najskôr vyhladíme a h©adáme pribliºný stred peaku, ktorý budeme
porovnáva´ s numerickými výsledkami z ANSYSu.

6.3 Výsledky experimentu

V tab. 6.1 uvádzame namerané frekvencie fexp pre v²etky tóny a ich porovnanie s frekven-
ciami rovnomerného temperovaného ladenia ftemp. Rozdiel medzi fexp a ftemp v centoch
po£ítame pomocou vzorca (2.2) ako dC = dC(fexp, ftemp). Toto porovnanie vykres©ujeme
aj na obr. 6.6. V dodatku B.2 £itate© nájde namerané frekvencie pre v²etky nahrávky. Pri

Tón G2 A2 H2 C3 D3 E3 F#3
fexp [Hz] 97,39 109,44 120,60 129,83
ftemp [Hz] 98,00 110,00 123,47 130,81
dC [cent] -10,8 -8,8 -40,7 -13,0
Tón G3 A3 H3 C4 D4 E4 F#4
fexp [Hz] 196,06 219,01 241,22 260,07 294,64 327,77 361,23
ftemp [Hz] 196,00 220,00 246,94 261,63 261,63 329,63 369,99
dC [cent] 0,5 -7,8 -40,6 -10,3 5,7 -9,8 -41,5
Tón G4 A4 H4 C5 D5 E5 F#5 G5
fexp [Hz] 392,96 428,85 491,37 526,72 591,57 641,05 717,93 792,65
ftemp [Hz] 392,00 440,00 493,88 523,25 587,33 659,26 739,99 783,99
dC [cent] 4,3 -44,5 -8,8 11,4 12,5 -48,5 -52,4 19,0

Tabu©ka 6.1: Porovnanie nameraných frekvencií s frekvenciami temperovaného ladenia.

niektorých tónoch sú rozdiely dokonca viac ako 40 centov (£o je takmer ²tvr´ tónu). Skúmaná
fujara teda nie je ve©mi dobre naladená. Základný tón G3 a ostatné tóny hrané pri v²etkých
dierkach zakrytých sú naladené pomerne presne. To znamená, ºe d¨ºka fujary je v poriadku.
Zásadný problém ale vidíme v tónoch H2, H3, F#4, F#5, ktoré sa hrajú rovakým prstokladom,

Obr. 6.6: Porovnanie experimentálnych výsledkov s frekvenciami temperovaného ladenia.

odkrytou prvou a druhou dierkou (tab. 2.4). V²etky sú výrazne podladené. To znamená, ºe
pre lep²ie ladenie by pravdepodobne bolo potrebné posunú´ druhú dierku smerom hore. Prob-
lematické sú aj tóny A4 a E5. Tu ale nie je také jednoduché odpoveda´ na otázku, ako treba
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zmeni´ geometriu, aby sme zlep²ili celkové naladenie fujary. Keby sme napríklad chceli doladi´
tón A4, ktorý sa hrá na prvej dierke odkrytej, potrebovali by sme posunú´ prvú dierku hore.
To by nám ale zárove¬ neºelane posunulo vy²²ie ostatné tóny na tomto prstoklade. Geomet-
riu teda treba zmeni´ so�stikovanej²ím spôsobom. Práve na to by mohol by´ uºito£ný model
vytvorený v kapitole 5.
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Kapitola 7

Porovnanie výsledkov

V tab. 7.1 a na obr. 7.1 uvádzame porovnanie numericky vypo£ítaných frekvencií fnum
z kapitoly 5 a experimentálne nameraných frekvencií fexp z kapitoly 6. Rozdiel medzi fnum
a fexp v centoch po£ítame pomocou vzorca (2.2) ako dC = dC(fnum, fexp). Priemerný

Tón G2 A2 H2 C3 D3 E3 F#3
fnum [Hz] 98,22 110,07 121,03 131,17
fexp [Hz] 97,39 109,44 120,60 129,83
dC [cent] 14,6 9,9 6,2 17,7
Tón G3 A3 H3 C4 D4 E4 F#4
fnum [Hz] 196,31 219,50 241,67 261,18 294,36 326,57 359,52
fexp [Hz] 196,06 219,01 241,22 260,07 294,64 327,77 361,23
dC [cent] 2,2 3,8 3,2 7,4 -1,6 -6,3 -8,2
Tón G4 A4 H4 C5 D5 E5 F#5 G5
fnum [Hz] 393,71 426,95 492,88 526,68 591,02 637,43 714,26 790,52
fexp [Hz] 392,96 428,85 491,37 526,72 591,57 641,05 717,93 792,65
dC [cent] 3,3 -7,7 5,3 -0,1 -1,6 -9,8 -8,9 -4,7

Tabu©ka 7.1: Porovnanie numericky vypo£ítaných a experimentálne nameraných frekvencií.

absolútny rozdiel pri tónoch G2 aº G5 je 6,5 centu. Pre tóny G3 aº G5 pouºívané pri hre tento
rozdiel predstavuje 4,9 centu. Pri hlbokých tónoch G2 � C3 je numerický výpo£et vychýlený
jasne nahor. Dôvodom je pravdepodobne zanedbané tlmenie, ktoré zohráva najvä£²iu úlohu
pri nízkych tónoch (pozri dodatok A.1).

Obr. 7.1: Porovnanie výsledkov ANSYSu a experimentu.
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Zostáva vysvetli´, £o znamenajú preru²ované £iary na obr. 7.1. Schopnos´ ©udského ucha
rozlí²i´ dva £isté tóny blízkej frekvencie (angl. � just noticeable frequency di�erence� alebo
�frequency di�erence limen�), vidíme na obr. 7.2. Táto schopnos´ sa mení v závislosti od
frekvencie. Nás v²ak zaujíma, ako vyzerá táto závislos´ prepo£ítaná na centy. Takto vznikli
preru²ované £iary na obr. 7.1.1

Obr. 7.2: Rozli²ovacia schopnos´ priemerného ©udského ucha v Hertzoch [17]. Dôleºitá je plná
£iara s ozna£ením JND (Just Noticeable Di�erence). Preru²ované £iary sú pomocné £iary pre
rôzne lineárne rozlí²enia (napríklad 0,5% pri kaºdej frekvencii). Rozli²ovacia schopnos´ ©udského
ucha závisí od frekvencie nelineárne.

Vidíme, ºe v²etky rozdiely numericky vypo£ítaných frekvencií oproti nameraným frek-
venciám sú pod hranicou po£ute©nosti.2 Preto povaºujeme na²e výsledky za uspokojivé. Ná²
model je schopný dobre odhadnú´ frekvencie fujary pri zadanej geometrii. To znamená, ºe by
mal by´ pouºite©ný aj na h©adanie optimálnej geometrie, pri ktorej by fujara lep²ie ladila.

1�iary sa s rastúcou frekvenciou zbiehajú. To znamená, ºe ©udské ucho viac toleruje rozladenú basu, neº
(rovnako) rozladené husle.

2Poznamenávame, ºe ide o rozli²ovaciu schopnos´ priemerného £loveka. �iºe lep²ie trénovaný sluch môºe
rozdiel rozpozna´. Svoju rozli²ovaciu schopnos´ si môºete zmera´ na stránke [20].
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Záver

V tejto práci sme sa zaoberali skúmaním vlastných frekvencií slovenského hudobného
nástroja � fujary.

Prvým hlavným cie©om práce bolo vytvorenie geometrického modelu vzduchu vo fujare,
jeho diskretizácia a následná modálna analýza v programe ANSYS Multiphysics. Tento cie©
sme naplnili v kapitole 5. Na základe analýzy rôznych fyzikálnych vplyvov (£as´ 5.3) a viace-
rých geometrií (£asti 5.7 aº 5.10) sme dospeli k �nálnemu modelu fujary, ktorý je podrobne
opísaný v £asti 5.11. Finálne numerické výsledky sú uvedené v tab. 5.13. Vlastné tvary sú
vykreslené na obr. 5.30.

Druhým hlavným cie©om bolo experimentálne meranie frekvencií reálnej fujary a porovna-
nie výsledkov modálnej analýzy s výsledkami experimentu. Tento cie© sme naplnili v kapitolách
6 a 7. Jednotlivé tóny boli nahraté v softvéri WavePad Sound Editor a nahrávky boli analyzo-
vané v programe Matlab, pri£om hlavným matematickým aparátom bola diskrétna Fourierova
transformácia nahratého signálu. Experimentálne výsledky sú zosumarizované v tab. 6.1. Nu-
merické a experimentálne výsledky sú porovnané v tab. 7.1 a v grafe na obr. 7.1.

Kon²tatujeme, ºe rozdiely frekvencií sú pod hranicou po£ute©nosti priemerného £loveka.
Preto povaºujeme výsledky za uspokojivé. Finálny model je schopný dobre odhadnú´ frek-
vencie fujary pri zadanej geometrii. To znamená, ºe model by mal by´ pouºite©ný na h©adanie
optimálnej geometrie, pri ktorej by ladenie fujary bolo bliº²ie k rovnomernému temperova-
nému ladeniu, prípadne £istému ladeniu.

Napriek tomu, ºe model s dobrou presnos´ou ur£il frekvencie skúmanej fujary, e²te to
neznamená, ºe je nutne správny a posta£ujúci. Vºdy sa môºe sta´, ºe sme nejaké vplyvy
nezobrali do úvahy. Jedna systematická chyba môºe vychýli´ výsledky jedným smerom a druhá
ich môºe vráti´ naspä´ a výsledky budú zdanlivo v poriadku. Na preverenie pouºite©nosti
modelu by bolo vhodné uskuto£ni´ ¤al²ie výskumy. Moºné smery ¤al²ieho výskumu na£rtneme
v nasledujúcich bodoch.

• Optimalizácia geometrie pouºitím vytvoreného modelu.

• Dôsledná analýza (systematických aj náhodných) chýb merania.

• Overenie pouºite©nosti modelu na ¤al²ích fujarách.

• Získanie dát o koe�ciente absorpcie zvuku pre drevo bazy £iernej a pridanie absorpcie
do modelu (na£rtnuté v dodatku A.1).

• Vytvorenie presnej²ieho modelu simulujúceho reálne prúdenie vzduchu vo fujare. Na zá-
klade takého modelu by bolo moºné skúma´ nielen ve©kos´ frekvencií, ale aj ich pomerné
zastúpenie vo zvuku fujary.

• Vytvorenie modelu zah¯¬ajúceho kmitanie materiálu fujary.
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Dodatok A

Dodatok ku numerickej £asti

A.1 Zahrnutie absorpcie zvuku

V tomto dodatku na£rtneme, aký efekt má na frekvencie absorpcia zvuku drevom fujary.
Budeme pouºíva´ jednoduchý model fujary bez dierok opísaný v £asti 5.7. Ke¤ºe nedisponu-
jeme potrebnými dátami o frekven£nej závislosti hrani£nej admitancie,1 ide len o kvalitatívny
odhad. Hrani£nú impedanciu budeme po£íta´ pod©a vzorca [12]

Y (r) =
1

ρ0c

1−
√

1− α(r)

1 +
√

1− α(r)

kde α(r) je koe�cient absorpcie zvuku. Za predpokladu homogénnosti materiálu steny je
závislos´ od r spôsobená hlavne tým, ºe uhol, ktorý zviera stena a smer ²írenia vlnenia,
môºe by´ v kaºdom mieste iný. Vo fujare vlny kmitajú takmer v²ade pozd¨º steny (uhol 0◦).
Koe�cient absorpcie α závisí aj od frekvencie. V na²om odhade ani túto závislos´ neuvaºujeme.
V knihe [4] je uvedený graf pre závislosti koe�cietu absorpcie od uhla v rozsahu [0◦, 90◦]
a frekvencie v rozsahu [800, 5000] Hz pre javorové drevo.2 Pre uhol 0◦ a frekvenciu 800 Hz je
pribliºne α = 0, 03. Fujara sa zvnútra olejuje, £ím sa vyplnia póry v dreve a povrch je hlad²í
� tým pádom je absorpcia niº²ia. Uvaºujme napríklad α = 0, 02.

V modeli zmeníme OP na stenách na Robinovu pod©a vz´ahu (5.1). Na rovine symetrie
ponecháme nulovú Neumannovu OP. Frekvencie modelu s absorpciou ozna£me f3Da. Rozdiel
medzi frekvenciami f3Da a f3D v centoch vypo£ítame pod©a vzorca (2.2) ako dC(f3Da, f3D).
Porovnanie frekvencií vidíme v tab. A.1.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 Priemer
f3Da [Hz] 98,05 198,74 298,89 398,99 499,14 599,37 699,72 800,19
f3D [Hz] 99,78 199,60 299,47 399,42 499,48 599,66 699,96 800,40
dC [cent] -30,3 -7,5 -3,3 -1,9 -1,2 -0,8 -0,6 -0,5 -5,8

Tabu©ka A.1: Porovnanie frekvencií modelu s absorpciou a bez absorpcie.

Vidíme, ºe absorpcia spôsobuje zníºenie frekvencií, pri£om tento efekt je najvýraznej²í pre
nízke frekvencie.

Efekt môºeme ilustrova´ pomocou analógie s vlastnými frekvenciami tlmeného harmonic-
kého oscilátora. Diferenciálna rovnica pre tlmený harmonický oscilátor je

mẍ = −cẋ− kx

kde x = x(t) je výchylka, m je hmotnos´ oscilátora, c je koe�cient tlmenia a k je tuhos´

1Pozri poznámku pod £iarou na str. 32.
2Na výrobu fujár sa pouºíva aj javorové drevo.
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pruºiny. Rovnicu prepí²eme do tvaru

ẍ+ 2ωcẋ+ ω2
0x = 0

kde sme ozna£ili ωc ≡ c
2m a ω0 ≡

√
k
m , pri£om ω0 je vlastná kruhová frekvencia netlmeného

oscilátora. Vlastná frekvencia tlmeného oscilátora je

ωdamp = ω0

√
1−

(
ωc
ω0

)2

(A.1)

Vidíme, ºe £ím je frekvencia ω0 vä£²ia, tým je výraz pod odmocninou bliº²í 1 a tým pádom
frekvencia ωdamp bliº²ia ku ω0.
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Dodatok B

Dodatok ku experimentálnej £asti

B.1 Meranie teploty

S rastúcou teplotou rastie rýchlos´ zvuku a tým pádom rastie aj vlastná frekvencia (pozri
vz´ah (2.1)). V tab. B.1 uvádzame záznam o meraní teploty Tout vzduchu v miestnosti a teploty
Tin vzduchu v strede fujary po£as celého merania. Teploty sú uvádzané v ◦C. Priemerné teploty

Tón G2 A2 H2 C3 D3 E3 F#3
Tout [◦C] 22,4 22,4 22,5 22,5
Tin [◦C] 23,0 22,8 22,9 23,0
Tón G3 A3 H3 C4 D4 E4 F#4
Tout [◦C] 22,5 22,4 22,2 22,4 22,2 22,3 22,3
Tin [◦C] 23,0 23,0 23,1 23,1 23,0 23,1 23,1
Tón G4 A4 H4 C5 D5 E5 F#5 G5
Tout [◦C] 22,5 22,6 22,5 22,5 22,5 22,4 22,3 22,5
Tin [◦C] 23,4 23,2 23,3 23,5 23,3 23,6 23,4 23,5

Tabu©ka B.1: Priebeh teplôt po£as merania.

sú T̄out = 22, 4 ◦C a T̄in = 23, 2 ◦C. Priemerné teploty pouºijeme na výpo£et rýchlosti zvuku
a hustoty vzduchu, ktoré vstupujú ako materiálové parametre do numerického výpo£tu. Ak
by sme chceli by´ poctivej²í, mali by sme numerický výpo£et robi´ pre kaºdý tón zvlá²´ pri
teplote, ktorú sme namerali. Vz´ah (5.2) v²ak ukazuje, ºe �uktuácie teploty prítomné v na²om
experimente nepredstavujú ve©ký posun frekvencie.
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B.2 Namerané frekvencie

V tab. B.2 uvádzame 10 nameraných frekvencií (v Hertzoch) pre v²etky tóny, (orezané)
aritmetické priemery 〈f〉 a ²tandardné chyby SE z (orezaných) dát. �tandardné chyby uvá-
dzame aj v prepo£te na centy (ozn. SEC).
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Tabu©ka B.2: V²etky namerané frekvencie.
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