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Abstrakt:

V tejto praci sme sa zamerali na numerické riesenie geodetickej okrajovej tlohy pre
poruchovy potencial s okrajovou podmienkou v tvare Sikmej derivacie metdédou okrajo-
vych prvkov. Najprv sme odvodili numerické rieSenie priamou integralnou formulaciou
metddy okrajovych prvkov, na zaklade ktorého sme vytvorili vypoétovy program v jazyku
C. Nasledne sme otestovali presnost’ vytvoreného programu s vyuzitim kvadratickych
a linearnych aproximacnych funkcii a tiez s analytickym rieSenim singularnych elementov
alebo transformaciou na polarne suradnice a naslednou numerickou kvadratarou. Vypocto-
vy program sme aplikovali na rieSenie geodetickej ulohy s redlnymi vstupnymi datami. Pre
vel'ky rozsah tlohy bol program paralelizovany pomocou rozhrania MPI a na znizenie pa-
mitovych narokov bola aplikovand metdda eliminacie vplyvu vzdialenych zon. Problém
Sikmej derivacie sme riesili iterativnym spdsobom rieSenim Neumannovej okrajovej ulohy.
Velkost' normalovej derivacie sme iterativne uréovali pomocou prispevku tangencialnych
zloziek gradientu poruchového potencidlu vypocitanych z rieSenia v predchadzajuicom
kroku. Vysledny poruchovy potencial ziskany nasim vypoctom sme nakoniec porovnali

s globalnym geopotencidlnym modelom EGM2008.

Abstract:

In this work we have focused on a numerical solution of the geodetic boundary val-
ue problem (GBVP) for the disturbing potential with an oblique derivative boundary condi-
tion using the boundary element method (BEM). We have derived the numerical solution
by a direct integral formulation of BEM. We have developed a computational program in
C language based on this solution. Then we have tested accuracy of the developed program
using quadratic and linear basis functions as well as by using an analytical solution for
singular elements or a transformation to polar coordinates and corresponding numerical
quadrature. Then we have applied the computational program to solve GBVP with real
input data. Due to a large size of this problem, the program was parallelized using the MPI
framework. In order to reduce large memory requirements we have eliminated an impact of
far zones. We have used an iterative approach to treat the oblique derivative problem solv-
ing the Neumann BVP. Here, the normal derivative has been derived iteratively computing
tangential components of a gradient of the disturbing potential obtained from the previous
iterative step. Finally, we have compared the disturbing potential obtained by our computa-

tions with the EGM2008 global geopotential model.
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1 Uvod

S rozvojom vypoctovej techniky nastal aj prudky rozvoj réznych numerickych metdd
na vypocet problémov, ktoré sa daju popisat’ pomocou diferencialnych rovnic. Najpopular-
nej$imi metédami sa stali metdda konecnych prvkov a metdéda konecnych objemov. Vyho-
dou tychto metdd je hlavne ich vSeobecna pouzitelnost. Menej pouzivanou je metdoda ok-
rajovych prvkov, ktorej hlavna nevyhoda je pouzite'nost’ iba pre problémy, kde je zname
fundamentalne rieSenie. Napriek tomu moéze v urcitych pripadoch mat’ tdito metéda oproti
predoslym viaceré vyhody, a to najmé vtedy, ked’ mame napriklad nekone¢nu vypoctovu
oblast’, pripadne nas zaujima rieSenie problému iba na hranici oblasti, ked’Zze v metode ok-
rajovych prvkov robime diskretizaciu a h'adame rieSenie iba na hranici oblasti, ¢im sa nam
dimenzia ulohy znizi o jeden stupe.

V geodézii sa Casto vyskytuji ulohy spojené s gravitatnym potencialom. Ked'ze gravi-
taény potencidl je z definicie harmonicka funkcia mimo oblasti telesa, ktoré ho generuje,
spiiia Laplaceovu rovnicu. Vzhl'adom na to, Ze oblast’ rieSenia je oblast mimo Zeme, t.].
jedna sa o vonkajSiu okrajova ulohu, tak tu pride vhod prave metdda okrajovych prvkov,
ktora nam moze priniest’ vyrazné zlepSenie ekondmie vypoctu.

V tejto praci sa budeme zaoberat’ vytvorenim vlastného vypoctového programu
v jazyku C na rieSenie potencidlovych uloh metddou okrajovych prvkov. Pri vytvéarani
programu sa bude uvaZzovat’ s roznymi druhmi bazovych funkcii a okrajovych elementov,
konkrétne s linearnymi trojuholnikovymi elementmi a kvadratickymi trojuholnikovymi
elementmi. Nasledne bude tento program aplikovany na rieSenie geodetickych okrajovych
uloh. Vzhl'adom na vel'ky vypoctovy rozsah tychto tloh bude vysledny program paraleli-
zovany pomocou rozhrania MPI (Message Passing Interface) a bude aplikovana metdda
eliminicie vzdialenych zon, pricom vyslednd riedka matica bude v paméti uchovavana

pomocou komprimovaného ukladania po riadkoch (compressed row storage).



2 Geodetické okrajové tilohy

V geodézii st zname mnohé okrajové ulohy. Zaoberaji sa roznymi problémami, ako
napriklad ur¢enim hmotnosti Zeme z hodnét tiazového zrychlenia, problémom urcenia
fyzického povrchu Zeme alebo hl'adanim tvaru geoidu, ¢o tizko suvisi s uréovanim poru-
chového potencidlu. V tejto Casti strucne uvedieme niektoré najznamejsie lohy v geodézii,

pri¢om ich podrobnejsi popis sa da najst’ napriklad v [7].
2.1 Definicia zakladnych pojmov vo fyzikdlnej geodézii

Z Newtonovho gravitacného zédkona vyplyva, Ze kazdé hmotné teleso vo svojom okoli
generuje gravitaéné pole. Zem ako hmotné a zaroven rotujice teleso generuje tiazové pole,
ktorého skiimanim sa zaoberaju vedné discipliny ako geofyzika a fyzikalna geodézia. Za-
kladnou veli¢inou popisujucou tiazové pole Zeme je tiazovy potencial W, ktory je
v geodézii definovany ako stcet gravitacného potencialu V a odstredivého potencialu Ve,

W=V+V.. (2.1)
V geodézii definujeme aj normalny tiazovy potencial U ako stcet normalneho gravitaéné-
ho potencidlu Uy @ normalneho odstredivého potencialu U,
U=U;+U,. (2.2)
Normalny potencidl je generovany normalnym telesom, napriklad dvojosovym ekvipoten-
cidlnym elipsoidom, ktorého parametre st odvodené z parametrov realnej Zeme, konkrétne
velkost’ polosi, hmotnost’ Zeme a stredna uhlova rychlost’ rotacie Zeme w. Takyto elipsoid
sa tiez nazyva referen¢ny elipsoid. Rozdiel medzi skutocnym a normalnym tiazovym po-
tencidlom sa nazyva poruchovy potencial T,
T=WwW-U. (2.3)
PretoZe odstredivé zlozky tiazového a normalneho tiaZového potencialu su rovnaké, da sa
poruchovy potencial vyjadrit’ aj v tvare
T=V-U,. (2.4)
Ked'Ze skuto¢ny aj normalny gravita¢ny potencidl st harmonické funkcie, aj vysledny po-
ruchovy potencial je harmonicka funkcia a teda spiiia Laplaceovu rovnicu v oblasti mimo
Q, ktora predstavuje zemské teleso,
VT =0 v R3-A(. (2.5)
Aby sme mohli tuto rovnicu riesit, musime definovat’ okrajové podmienky. Podl'a tvaru

okrajovych podmienok sa nasledne rozliSuju rézne typy geodetickych okrajovych uloh.



2.2 Stokesova geodeticka okrajova uloha

Stokesova geodeticka uloha sa da povazovat’ za jednu z najstarSich geodetickych uloh,
ktora formuloval G. G. Stokes uz v roku 1849 ako teoriu urcenia geoidu z gravimetrickych
merani [17]. Tento problém sa da napisat’ ako iloha na hl'adaniec hodnét poruchového po-
tencidlu na geoide S, s okrajovou podmienkou

oT 2
ar+RT Ag naodQ =S, (2.6)

kde T predstavuje neznamy poruchovy potencial, r je geocentricky sprievodi¢, R je polo-
mer Zeme a Ag je tiazova anomalia definovana na geoide. Okrajova podmienka (2.6) sa
nazyva zakladna rovnica fyzikalnej geodézie vo sférickej aproximacii [19] a spolu s rovni-
cou (2.5) predstavuje vonkajsiu okrajova ulohu s Newtonovou okrajovou podmienkou pre
poruchovy potencial. Problém tejto Glohy spoéiva v tom, Ze poruchovy potencial spiia
Laplaceovu rovnicu mimo zemského telesa, ale okrajova podmienka je dand na geoide.
V oblasti kontinentov poruchovy potencial spifia Poissonovu rovnicu, a preto sa na riesenie
tohto problému pouziva proces regularizdcie Zeme, najcastejSie pomocou Helmertovej

kondenzacnej vrstvy [7].

2.3 Molodenského geodeticka okrajova iloha

Tato tloha bola prvy krat publikovana v roku 1960 [11] a je formulovana ako uloha
urcit’ fyzicky povrch Zeme a tiazovy potencial v oblasti mimo zemského telesa, ak je zna-
my tiaZovy potencial a vektor tiaZzového zrychlenia na povrchu. Této tloha na rozdiel od
Stokesovej Ulohy nevyzaduje znalost’ rozloZenia hustoty topografickych hmot, pretoze
nevyzaduje regularizaciu zemského telesa. Do rieSenia vstupuju iba povrchové gravimet-
rické udaje, ale na druhej strane okrajova plocha je vyrazne Clenitejsia, ¢o komplikuje do-
kazanie existencie a jednoznac¢nosti rieSenia.

Tento problém sa da formulovat’ v tvare nelinearnej vonkajsej okrajovej ulohy pre tia-
Zovy potencial

VZW = 2w?, v priestore R3—Q, (2.7)

S0 vSeobecnou okrajovou podmienkou
W =W, g = gs,naploche S,. (2.8)
Vzhl'adom na to, Zze plocha S;, na ktorej su dané okrajové podmienky, nie je a priori

znama, tak sa jedna o tlohu s vol'nou hranicou. Priame riesenie tejto nelinearnej ulohy je



komplikované, preto sa Casto riesi jednoduchsia uloha ziskana linearizaciou, napriklad na-
hradenim fyzického povrchu Zeme teluroidom Sy, ktory bude znamy. Pre linearizovant
Molodenského okrajova ulohu je okrajovd podmienka vo sférickej aproximacii dana
V tvare

oT 2
i R = 2.9
- TRT =4y na 0Q = Sy, (2.9)

kde Ag je tiazova anomalia definovana na zemskom povrchu [19].
2.4 Neumannova geodeticka okrajova uloha

Tato Gloha, znama aj ako gravimetricka okrajova uloha s pevnou hranicou (fixed gra-
vimetric boundary-value problem (FGBVP)), predpoklada, ze fyzicky povrch Zeme je
znamy. Dostala sa do popredia az v sucasnej dobe, ked’Zze vd’aka satelitnym meraniam je
uz mozné presne uréovat priestorovi polohu fyzického povrchu Zeme. Okrajova pod-

mienka je v tomto pripade dana v tvare

(VT (x), 1, (x)) = =6g(x), x€9Q, (2.10)
kde 6g(x) je tiazova porucha. Pretoze okrajova podmienka (2.10) je v smere normaly
k referen¢nému elipsoidu a nie v smere normaly k skuto¢nému zemskému povrchu, pred-
stavuje tato uloha problém s okrajovou podmienkou v smere Sikmej derivacie.

V dalSich cCastiach tejto prace sa budeme venovat’ numerickému rieSeniu linearizova-
nej FGBVP pomocou metddy okrajovych prvkov, a naslednym porovnanim ziskaného

rieSenia s globalnym geopotencialnym modelom EGM2008 [13].

3 Metoda okrajovych prvkov

Vzhl'adom na to, Ze v geodézii sa Casto vyskytuji vonkajSie tlohy, a teda oblast’ na
ktorej h'addme rieSenie je neohranicend, je vhodné na ich rieSenie pouzit’ metdodu okrajo-
vych prvkov. Vyhoda tejto metddy je redukcia dimenzie ulohy o jeden stupen a nasledné
rieSenie len na hranici oblasti. V pripade, Ze je pozadované rieSenie aj mimo hranice, tak je
mozné vyjadrit’ toto rieSenie v 'ubovolnom bode oblasti pomocou zndmeho rieSenia na
hranici. Nevyhoda tejto metody je moznost’ aplikovania len v pripade znameho fundamen-
talneho rieSenia danej rovnice a plna nesymetrickd matica, ¢im vzniké pri ulohe s rozme-

rom N vypoctova naro¢nost’ NxN.



Cely proces metddy okrajovych prvkov sa da rozdelit’ na nasledovné kroky [8].

1) Diskretizacia hranic skimanej oblasti na siet’ okrajovych prvkov. Pri 2D probléme
sa pouzivaju 1D prvky (Ciarové prvky), pri 3D probléme sa pouziju 2D prvky
(plosné prvky).

2) Fundamentalne rieSenie danej parcialnej diferencialnej rovnice bez uvazovania ok-
rajovych podmienok skutocného problému musi byt zname. Toto fundamentalne
rieSenie sa pouzije ako vahova funkcia pri formulacii metody okrajovych prvkov
pre dant ulohu.

3) Zostavenie zakladnych rovnic metddy okrajovych prvkov pre uzly na hranici 9
pre oblast’ .

4) Vypocet neznamych hodndt na hranici, neznama hodnota vo vnutri oblasti () sa vy-

jadruje pomocou zndmych hodn6t na hranici 0().
3.1 Priama integralna formuldcia rieSenia

Priamu integralnu formuldciu pre potencidlové ulohy v homogénnom kontinuu

s Poissonovou riadiacou rovnicou
kiju;i(x) +w(x) =0,x € Q, (3.1)
s nespecifikovanymi okrajovymi podmienkami na hranici oblasti dQ0 mézeme ziskat’ na-
sledovnym sposobom [14]. Zintegrujeme (3.1) cez celt oblast’ Q a ziskame integralne jad-

ro

j G (x — Yk (x) dQ(x) = f 6 (x — y)w(x) d). (3.2)
Q Q

Dvojnasobnou aplikaciou Gaussovej vety a naslednou upravou vyrazu dostaneme in-

tegralnu reprezentaciu potencialu v oblasti Q pre y € Q v tvare,

Xauy) = f [w@DE@,y) — )G — y)1dr ()

00 (3.3)

+ J G(x —y)w(x)do(x),
Q

kde G(x — y) predstavuje fundamentalne rieSenie Laplaceovho operatora, F(n,y) predsta-

vuje fundamentalny tok a q(n) je hustota toku na hranici n € 9Q.



(L y€EQ,
xa(y) = {o, y & (QUaQ),

(3.4)
je charakteristicka funkcia pre ().

Nezname z hrani¢nych hodnét u(n) a g(n) ziskame rieSenim hraniénych integral-
nych rovnic, ktoré ziskame zo vztahu (3.3) v limite y - { € 9Q pre y & 0. Pretoze pre
vonkaj$iu ulohu plati [15]

f F(n,%) dT() = 65[1 — xa )], (3.5)
20

dosadenim (3.5) do (3.3) a vykonanim limity y — ¢ € dQ dostaneme hrani¢né integralne

rovnice (boundary integral equation, BIE) v tvare,

w@+ [ ) = w@VFun, e = [ atnGun - Hdra)

60 éa (3.6)

= Wi (4),

kde W, ({) predstavuje prispevok znamych objemovych sil. Dalej budeme uvazovat iba
s pripadom Laplaceovej rovnice a preto je tento prispevok nulovy a fundamentélne rieSenie

a fundamentalny tok budti mat’ pre 3D pripad nasledovny tvar

G(x—yl) = alx =yl (3.7)
_0G(lx—yl)  nm(x)r;
Foey) == on(x) 4mr?’ (3.8)

kde r predstavuje vektor vzdialenosti bodov x ay. Vsetky integraly v BIE (3.6) existuju

V oby¢ajnom zmysle a nie je treba ich uvazovat’ v zmysle Cauchyho hlavnej hodnoty [16].
3.2  Numerické rieSenie

Na odvodenie systému algebraickych rovnic pouzijeme postup, ktory navrhli autori v
[16] pre tGlohy v elastostatike. My si tento postup upravime pre Laplaceovu rovnicu pre
poruchovy potencial a okrem kvadratickych trojuholnikovych elementov pouZzijeme aj li-

nearne trojuholnikové elementy.



Hranicu oblasti, v nasom pripade zemsky povrch si diskretizujeme metdédou kolokacie
na konec¢ny pocet elementov Sq (9= 1, 2, ..., M), kde kazdy element je urceny diskrétnymi
koloka¢nymi bodmi v lokalnom znaceni n%?(a=1, 2, ..., n) a vSetky body budi mat’ global-
ne znacenie {? (b= 1, 2, ..., m). Stradnice vnutornych bodov elementov a hodnoty tiazo-
vych portch a poruchového potencialu na elemente sa aproximativne vyjadria cez hodnoty

Vv koloka¢nych bodoch pomocou interpolacnych funkcii v tvare

Mels, = ) 1IN (60,62 39)
a=1

FODls, = ) FO DN 62 3.10)
a=1

kde N%(&,,¢&,) predstavuje interpolacnt funkciu a funkcia f(n) predstavuje hodnotu tiazo-
vej poruchy alebo poruchového potencialu. Pri diskretizacii budeme pouzivat’ kvadraticka
aproximaciu, ¢o predstavuje 6-uzlové trojuholnikové elementy a linearnu aproximaciu, ¢o

predstavuje 3-uzlové trojuholnikové elementy (Obr. 3.1).

$2 $2

1 2 fl 1 4 2 {1

Obr. 3.1: Lineéarne a kvadratické trojuholnikové izoparametrické elementy

[zoparametrické suradnice sa na elemente menia v rozsahu
g, € { (0;V3(1 - &) pre &; € (0; 1)
2
(0;V3(1 +£1)) pre &; € (~1;0)

Na vypocet vonkajSej normaly na elemente si zadefinujeme dva tangencidlne vektory

(3.11)

na Sq:

pa = 9m
' afl Sq

= D nINEELE), (3.12)
a=1



k9 = %
' aEZ Sq

kde NT(¢1,&2) a N3(&1, &) predstavuju derivaciu interpolacnej funkcie podla &, resp. &,.

= ) mINSELE), (313)

a=1

g = ek, (3.14)

je nenormalizovany normalovy vektor, ziskany ako vektorovy si¢in vektorov h a k, d’alej

q
n? = 9 gl = ’gggg (3.15)
L gq' 1 J1i

a g4 je zaroven Jakobianom transformacie (3.9) pretoze plati

(s, = [ gtd6de;. (3.16)

Sq

Ak uzlovy bod ¢?, v ktorom definujeme hrani¢nii integralnu rovnicu, lezi na elemente

Sy, tak je tento element Sg singularny. Na singularnych elementoch je vyhodné transformo-

vat’ izoparametrické stradnice &;, &, na polarne suradnice ,¢ so zaéiatkom v bode ¢?.
Potom d&,dé&, — odode.

Teraz definujeme nasledujtce veli¢iny:

n
doupe-ch res,
R) = {4 (3.17)
{Z T]qua' (b € SCI'
a=1

R4
bq — bq pbq bqg _ 'k
RV = /Rk R, R =i (3.18)
gi = axhliy, g9 = /gf’g?,

n n

B = z n%pe, k%= Z n2apg, (3.19)

a=1 a=1

1
Gha — , 3.20
4mRba ( )
1/ 11\2
bg _— bqg q

kde polynomy P%, P{, Pyt st definované v tabulkach 1 a2 pre kvadratické aproximacné

funkcie avtabulkach 3 a4 pre linearne aproximacné funkcie. Polyndémy N%(&;,&,),
N1(§1,82), N3(81,62), M(e, ), K%(o, ¢), M{' (e, 9), M3 (0, ¢), Ki'(0,9), K7 (0, ) su



definované v prilohe v Casti | pre kvadratické aproximacné funkcie a Il pre linearne apro-
ximaéné funkcie.

Pre takto definované veliCiny plati

qu’ b % S )
Telsy = Mels, — Sk = {Q;bq, gb c Sq’ (3.22)
( n

1> w Pt —u(3t), ¢ s,
[wi () =, EM]ls, = { “h (3.23)

E Z (G1)Pe, s,
als, = 2 4 (°)Q". (3.24)

a=1

Nésledne moézeme definovat’ integraly na jednotlivych elementoch s prihliadnutim na
konfiguraciu bodu ¢? v ktorom uvazujeme hraniénd integralnu rovnicu a element Sy na

ktorom integrujeme:

1) ak ¢? ¢S,
0 V3(1+&1) 1V3(1-&y)
FPo = ] J +] j PeR)IdE dE,,  CHI =1 —ZFL’;(‘“’, (3.25)
0 0 a=1
0 V3(1+&1) 1V3(1-¢&1)
Gil;caq = f f +f f QaGiI;{ngdfldfz, (3.26)
100 0 0
2) ak (P €S ac<3:
/3 p
baq f f PaFiI]chde(p' Cgcq — 0 (327)
0 0
©/3 p
2v/3
G2 = f f 4GP gldpdp, D = , (3.28)
t . Q"G g'dedy sin(<p)+\/§cos(<p)

3) ak (P €S ac=>4

m/2D/2 T E
Fpid = f f + f f PF)idodp,  CI =0, (3.29)
0 0 /20



n/2D/2 % E 73
3
Ghee = ff + ff Q%G)g%dodg, E =— N , (3.30)
0 0 a0 sin(¢) — V3 cos(p)

kde v (3.25) ide sumdcia pre n=3 V pripade linearnych aproximacnych funkcii a pre n=6
pre kvadratické aproximaéné funkcie. Parameter ¢ nadobtida hodnoty podla pozicie, na
ktorej sa nachadza bod {? na elemente (Obr. 3.1).

Aplikovanim tychto hrani¢nych integralnych rovnic na diskrétnu siet’ uzlovych bodov
ziskame diskretizované hrani¢né rovnice, ktoré predstavuji systém algebraickych rovnic,
pomocou ktorych mézeme vypocitat hodnoty neznamych veli¢in v uzlovych bodoch

V tvare
M M n
w(¢°) |8y + Z cha| + Z Z[ui(naQ)Fii“q — (™G] = 0 (3.31)
q=1 q=1a=1

Vsetky integrandy v rovniciach (3.25) - (3.30) su ohrani¢ené a mézeme ich numericky
integrovat’ regularnou Gaussovou kvadratirou s dostato¢nou presnostou. Tento systém

mozeme prepisat’ do maticového tvaru

[Fl{u} - [G]{q} =0, (3.32)
kde po zadani Neumannovej okrajovej podmienky dostaneme systém
[F1{u} = {b}, (3.33)

kde F predstavuje maticu systému a b je vektor pravej strany.

Tab. 1: Definicia polynémov P?, Q? pre kvadratické aproximaéné funkcie

PPl PP P Q’
Pes, [N | N | NN | NN P
=na | K| K| K| K| K| K| oP+6,
P=np2 | K| K| ] K| oP+6,
=} [ K] K[ K] K] 0P +84
=pta | M| M| M| M| M| M| 0P+ 6y,
=pst | M| M| M| M| M M| 0P+ 8
P=pot [ MM [ M| M | M| M| 0P+ 6,
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Tab. 2: Definicia polynomov P, Pst pre kvadratické aproximaéné funkcie

P} P} P} P} P} Py 123 123
¢es, N3 Ni Ni N3 N3 N3 N3 N§
3 1 1 2 4
b=pla | Ml—Z MZ—= | Mj+2 M aM; - — | 2M; - — M3 -M3+—=
¢ n 173 173 1 1 2 NG 2 73 2 2 73
1 3 1 2 4
b=n* | _Mp+s | -Ml+= | M7 -2 M? 2MS —— | My —— | —M{—— M2
( T’ 1 2 1 2 1 1 2 \/g 2 \/§ \/§ 2
(b— 3q M2 1 4 1 M6 —ML4+2 1 \/_ _K1 KZ_i K3_i
=n —M; +E M1 _E 1 1 —2K2 ++vV3 2 2 \/§ 2 \/§
1 1 2 2 2
bP=p* | Mi-= | MI+= M3 M M} —— | 2Mi—— | Mj+— | —M}+—
( 77 1 2 1 2 1 1 2 \/g 2 \/§ 2 \/§ 2 \/§
1 1 1 1 1 1
¢b = —Mf’+§ —M11+E M;—-1 | MZ+1 2M§+ﬁ Mg—ﬁ - 26+ﬁ Mzz_ﬁ
1 1 1 1 1 1
(b=7]6q _MIZ_E Mf—z Mf-l'l —M11+1 _2K21+ﬁ - 1_ﬁ Kzz—ﬁ K23+ﬁ
Pi=0, Pf=—Ff Pi= P, P =P}
V3 V3

Tab. 3: Definicia polynémov P?, Q? pre linedrne aproximaéné funkcie

P! P P’ Q°
bes, Nt N? N P
¢b =npla Mm? M? M3 oP% + 6,4
¢b =n2a M3 M M oP% + 6,4,
{b = p3a M’ M3 M O0P% + 6,45

Tab. 4: Definicia polynomov P, Py pre linearne aproximaéné funkcie

Pl P? P P P} P
¢" &5, N1 Nt N3 N2 N3 N3
&=t [N v Vi N N3 N3
& =nt [N N} v N3 N N3
&= [N N N} N N3 N

Na numericku integraciu budi pouzité suradnice Gaussovych bodov pre trojuholnik
ziskané pravidlom symetrickej kvadratury na trojuholniku [20] a ich stradnice, ako aj su-
radnice po transformécii na polarne suradnice aj s prisluSnymi vahami su uvedené
v tabul’ke 5. Pre linearne aj kvadratické aproximacné funkcie bude pouzita 7 bodova kvad-

ratara.
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Tab. 5: Stradnice Gaussovych bodov pre numericku kvadrataru

c=0
$1 $2 w
0 0.5773502691896258 0.225
0 0.10343092395815051 | 0.1323941527885062
0 1.3811840539580302 | 0.1259391805448271
0.41042619231534516 | 0.8143099418053635 |0.1323941527885062
-0.6961404780296309 | 0.1754333768054237 |0.1259391805448271
-0.41042619231534516 | 0.8143099418053635 |0.1323941527885062
0.6961404780296309 | 0.1754333768054237 |0.1259391805448271
1<c<3
4 @ w
1.1547005383792517 | 0.5235987755982989 0.225
1.0053347482459942 | 0.1030644403143339 |0.1323941527885062
1.7051889604697597 | 0.944133110882264 |0.1259391805448271
1.6286198836107268 | 0.5235987755982989 |0.1323941527885062
0.3508667536108473 | 0.5235987755982991 | 0.1259391805448271
1.0053347482459944 | 0.9441331108822639 |0.1323941527885062
1.7051889604697592 |0.10306444031433384 | 0.1259391805448271
4<c<6
@ 4 w
0.5773502691896258 | 1.5707963267948966 0.225
0.10343092395815051 | 1.57079632679489661 | 0.1323941527885062
1.3811840539580302 | 1.570796326794896 |0.1259391805448271
0.9118938209361478 | 1.1039401486247842 |0.1323941527885062
0.7179055890914047 | 2.8947244528151397 |0.1259391805448271
0.9118938209361478 | 2.037652504965009 |0.1323941527885062
0.7179055890914047 | 0.24686820077465335 | 0.1259391805448271

3.3 Implementdcia

Na zaklade tohto postupu bola vytvorend implementicia vypoctového programu
Vv programovacom jazyku C. Vyhoda tohto postupu spociva v tom, Ze vytvoreny program
sa da jednoducho upravit’ pre pouZitie linearnych aj kvadratickych, ale aj trojuholnikovych
a Stvoruholnikovych elementov, pretoze staci zmenit’ iba definicie tvarovych funkcii
a rozsahy vnuatornych cyklov, pripadne stiradnice Gaussovych bodov pre numericka kvad-
rataru. Tak isto sa da pomerne jednoducho zmenit’ typ ulohy z vonkaj$ej na vnatorna, apli-
kovat’ Dirichletovu okrajovii podmienku namiesto Neumannovej, pripadne zmenit’ tvar
fundamentalneho rieSenia a fundamentalneho toku, ¢im sa program stane pouZziteInym

nielen na potencialové tlohy v geodézii, ale aj pre rozne iné spektrum okrajovych uloh.
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Pre potrebu riesenia rozsiahlych loh na vypoctovom klastri bol program paralelizo-
vany pomocou rozhrania MPI (Message Passing Interface) [2], kde sa pocas vypoc¢tu mati-
ca systému rovnic rovnomerne rozdeli na pasové diely po riadkoch, pricom kazdy proces si
V paméti uchovava iba svoju Cast’ matice systému, ¢im dochadza k Gspore pamétovych
poziadaviek. Medziprocesorova komunikacia prebieha iba na zaciatku vypoctu pre rozpos-
lanie naditanych vstupnych tidajov z prvého procesora na ostatné, po skonéeni napiiiania
matice na kompletizaciu vektora pravej strany na vsetkych procesoroch a pocas riesica
systému rovnic na rozposielanie vektorov pouzivanych v riesici.

Na rieSenie vysledného systému algebraickych rovnic bola pouzitd nestacionarna itera-
tivna stabilizovana metoda bikonjugovanych gradientov (BiCGSTAB) [3], ktora sa ukazala
ako vhodna na rieSenie tohto systému, pretoze matica systému je sice plna a nesymetricka,
ale je pozitivne definitna.

Pre znizenie pamétovych narokov pri extrémne rozsiahlych ulohach bola pouzita me-
toda eliminacie vzdialenych zoén. Vplyv uzlov, ktorych vzdialenost’ od prave pocitaného
uzla presahuje vopred definovanu limitu sa prenasobi uz ziskanym rieSenim (napriklad
rieSenim problému na hrubse;j sieti) a prejde do pravej strany. Tym nam vznikne namiesto
plnej matice F redsia matica s nenulovymi prvkami okolo diagonaly. Na uloZenie takejto
riedkej matice je pouzita metdda komprimovaného ukladania po riadkoch (compressed row
storage) [5], kde sa pre kazdy prvok matice uklada okrem jeho hodnoty aj jeho stipcova
stradnica v matici a do samostatného vektora sa ukladaju ¢isla, ktoré urcujii na ktorej po-
zicii v matici zacCina novy riadok. Tym sa sice pri pouziti premennej typu double zvySia
pamitové naroky pre ulozenie jedného prvku z 8 bajtov na 12 bajtov, ale zaroven nam to
umoziuje v kombindcii s elimindciou vzdialenych zo6n riesit’ vyrazne rozsiahlejSie ulohy
ako keby sme uchovévali plnii maticu.

Zaroven je program optimalizovany tak, Ze veli¢iny, ktoré nie su zavislé na vzajomne;j
konfiguréacii bodov sa vypocitaju pred samotnym cyklom vycislovania matice systému,
¢im sa sice trochu zvysi pamdtova narocnost’ ale usetri sa procesorovy ¢as, pretoze ich nie
je potrebné pocitat’ pocas hlavného cyklu vypoctu.

Okrem MPI su v programe pouzité len standardné C kniznice a je teda plne multiplat-
formovy. Beh programu bol testovany v prostredi opera¢nych systémov Microsoft® Win-
dows® aj Linux, ako prostredie MPI bola v oboch operaénych systémoch pouzita imple-

mentacia MPICH2 [12].
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3.4 Testovanie presnosti metody a odhadnutie radu konvergencie

Pre prvotné otestovanie presnosti tejto metody bol zvoleny jednoduchy priklad, kde je
gravitaény potencidl generovany homogénnou gulou s geocentrickou gravitacnou konstan-
tou GM = 398600.5 km3s~2 apolomerom R = 6371 km. Presné rieenie na povrchu

gule ma v tomto pripade tvar

GM
V=—, 3.34
B (3.34)
a jeho derivacia predstavuje Neumannovu okrajovi podmienku v tvare
M
ov__M (3.35)
on R?

Na tejto tulohe bol vypoctovy program postupne otestovany s linedrnymi
a kvadratickymi aproximacnymi funkciami na troch siet’ach, vzdy s postupnym zdvojnéso-
benim jemnosti vypoctovej siete. Porovnanim numericky vypocitanych hodnét s presnym
rieSenim bola vypocitana Statistika rezidui odchylok a nasledne zisteny experimentalny rad
konvergencie (EOC).

Vypoctova siet’ bola vytvorend diskretizaciou gule postupnym delenim 8-stena az na
pozadovanu jemnost siete. Vstupné data su ulozené v dvoch stboroch, kde v jednom je
zoznam elipsoidickych (geodetickych) stradnic zemepisnej dizky a $irky vietkych vypo-
¢tovych bodov a v druhom je ¢iselny zoznam bodov, z ktorych su tvorené jednotlivé ele-
menty. Pre kvadratické aj linearne elementy st pouzité rovnaké vstupné udaje, pricom
Vv pripade linearnych elementov st dané elementy vytvorené rozdelenim kaZzdého kvadra-
tického elementu na 4 linearne. Na vizualizaciu tejto diskretizacie bol vytvoreny jednodu-

chy program v jazyku C# a jeho vystupy su zobrazené na obrazkoch 3.2 a 3.3.

14



Obr. 3.2: Vizualizacia diskretizacie gule na kvadratické elementy, pohl'ad zboku a zhora

Obr. 3.3: Vizualizacia diskretizicie gule na linearne elementy, pohl'ad zboku a zhora

Program sme postupne testovali na 3 réznych stupnioch diskretizacie siete s delenim n,
vzdy s postupnym dvojndsobnym zjemnenim. VVzhl'adom na to, Ze hranica predstavuje 2D
plochu tak pocet uzlov bol po kazdom zjemneni Stvornasobny.

Najprv sme testovali vypoctovy program s kvadratickymi aproximaénymi funkciami

a Statistiky rezidui odchyliek od presného rieSenia su uvedené v nasledujtcej tabul’ke.
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Tab. 6: Statistika rezidui pre model s kvadratickymi aproxima¢nymi funkciami

Pocet Minimalny | Maximalny Priemerny Smerodajna 5
n . . . L“ norma EOC
uzlov rozdiel rozdiel rozdiel odchylka
40 6402 -2.4922609 0.5769070 | -0.4904529 0.4163144 0.6433208
80 25602 -1.2122681 0.2938462 | -0.2391955 0.2057549 0.3155148 | 1.02783
160 102402 -0.6402610 0.1481841 | -0.1183153 0.1025588 0.1565785 | 1.01082

EOC (experimental order of convergence) predstavuje experimentalny rad konvergen-
cie ziskany na predpoklade, Ze norma odchylky je proporcne zavisla od mocniny poctu
deleni a vypocitame ho vzt'ahom

_ In(ERR(n;_,)) — In(ERR(ny))

.= (3.36)
' In(n;_;) — In(n;)

)

kde sme ako funkciu ERR (n;) vzali L? normu odchylky.

Z experimentu vyplynulo, Ze tato metdda je metddou prvého radu. Ako vacsi problém
sa ukazalo, ze pouzitie kvadratickych elementov pre takuto siet’ a danu ulohu je nevhodné
vzhladom na to, ze medzi vysledkami vo vrcholovych uzloch elementov a v uzloch
Vv stredoch hran elementov vychédzaja relativne vel’ké rozdiely, ¢o spdsobuje oscilacie vo
vysledku (Obr. 3.4). Na vizualizaciu bol pouzity softvér GMT — Generic Mapping Tools
[21].

W(BEM) - W(GGM)

Obr. 3.4: oscilacie vo vysledku pri pouziti kvadratickych elementov
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Potom sme otestovali program s linearnymi aproxima¢nymi funkciami a $tatistika od-

chylok je uvedena v tabul'ke 7.

Tab. 7: Statistika rezidui pre model s linearnymi aproximaénymi funkciami

Pocet

Minimalny

Maximalny

Priemerny

Smerodajna

" uzlov rozdiel rozdiel rozdiel odchylka L*norma Foc
40 6402 | -0.1652797 | -0.0659092 -0.1409954 0.0144853 0.1417375 -
80 | 25602 | -0.0768625 | -0.0264843 -0.0651084 0.0069492 0.0654782 | 1.11413

160 | 102402 -0.0370096 -0.0116128 -0.0312083 0.0034071 0.0313937 1.06054

Z tabul’ky vyplyva, Ze pouzitie linearnych elementov je vhodnejSie, pretoZe sice aj te-

raz sa jedna o metddu prvého radu, ale riesenie vyslo z pohl'adu smerodajnej odchylky

radovo lepsSie ako s pouzitim kvadratickych elementov a tiez sa tam nevyskytuji ziadne

lokalne oscilacie. Pri vizualizacii rezidui (Obr. 3.5) je vidiet’ isty vzor na pdloch a v okoli

rovnika, ktory je sposobeny spdsobom diskretizacie delenim 8-stena aje to ovplyvnené

bodmi, v ktorych sa spajaju $tyri trojuholniky namiesto Siestich, ¢o je viditeI'né na obrazku

3.3 v strede diskretizovanej gule.

-0.04

-0.02
W(BEM) - W(GGM)

0.00

0.02

Obr. 3.5: Rezidua odchylky od presného riesenia pri pouziti linedrnych elementov
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Vzhl'adom na to, ze pri pouziti linedrnych aproximacnych funkcii je mozné pre vypo-

et integralov na singularnych elementoch ziskat’ analytické rieSenie v tvare [6]

Gbaq — iA—qln tg[(IB + a)/Z] (3.37)

tk 2n T tg(B/2) '

kde Aq predstavuje plochu trojuholnika a @, 8, r predstavujii uhly a dizku strany (Obr. 3.6),

skusili sme vykonat’ vypocet aj s vyuzitim analytického rieSenia.

b

p

r

Obr. 3.6: Schéma uhlov a strany trojuholnika pre analytické rieSenie

Statistika pri pouziti analytického rieSenia pre singularne elementy namiesto transfor-
macie suradnic na polarne a pouzitia regularnej Gaussovej kvadratiry je uvedena v tabul'ke

8.

Tab. 8: Statistika rezidui pre model s linearnymi aproxima¢nymi funkciami s vyuzitim analytického rie-

Senia

Pocet Minimalny Maximalny Priemerny Smerodajna ,
n L° norma EOC
uzlov rozdiel rozdiel rozdiel odchylka
40 6402 | -0.0238228 | -0.0199806 -0.0215976 0.0010682 0.0216240 -
80 | 25602 | -0.0059829 | -0.0048962 -0.0053797 0.0002707 0.0053865 | 2.00521
160 | 102402 | -0.0015160 | -0.0011784 -0.0013402 0.0000712 0.0013421 | 2.00486

Z vysledkov sme zistili, Ze pouzitie analytického rieSenia ma nielen vplyv na vyrazné
zvysenie presnosti vypoctu, ale aj na vylepSenie celej metddy na metdodu druhého radu.
Z obrazka 3.7 d’alej vidno, Ze vzor sposobeny diskretizaciou sa prejavi vyrazne slabsie, a aj
to az pri o rad mensej mierke.
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W(BEM) - W(GGM)

Obr. 3.7: Rezidua odchylky od presného riesSenia pri pouziti linearnych elementov s analytickym rieSenim pri

vypocte singularnych elementov

Na zaklade vysledkov dosiahnutych pri tomto testovani sme sa rozhodli d’alej pouzi-
vat’ vypoctovy program s linearnymi aproximacnymi funkciami pri pouziti analytického
rieSenia pri integracii cez singularne elementy.

Zo zisteni d’alej vyplyva, ze pokial nie su kladené vysoké poziadavky na presnost’ vy-
poctu, pripadne nie je mozné ziskat’ analytické rieSenie, tak sa d4 na jednoduché vysporia-
danie sa s integraciou na singularnych elementoch pouzit’ transformacia lokalnych stradnic

na polarne stiradnice a pouzit’ regularnu Gaussovu kvadrattru.
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4 RieSenie geodetickej okrajovej ulohy so Sikmou derivaciou

Program popisany v predchadzajicej ¢asti sme aplikovali na numerické rieSenie linea-
rizovanej gravimetrickej okrajovej ulohy s pevnou hranicou pre poruchovy potencial (kap.

2.4) definovanej ako

AT(x) =0, x€R3>-Q, (4.1)
(VT (x),1,.(x)) = —6g(x), x€0Q, (4.2)
T=0(x|") prex - o, (4.3)

kde T je poruchovy potencidl, 71, je vektor vonkajSej normaly k ekvipotencidlnemu elipso-
idu, (, ) je skalarny suc¢in, Q predstavuje teleso Zeme a dQ je fyzicky povrch Zeme ako
hranica oblasti. Polohovy vektor x oznacuje polohu v pravouhlych kartezianskych saradni-
ciach, &ize trojicu (xq,%,,x3). Clen 8g predstavuje hodnoty povrchovych tiazovych po-

rach ziskané zo vztahu

5g(x) = g(x) —y(x), x€R? (4.5)
kde g = |VW| je velkost gravitatného zrychlenia a y = |VU]| je velkost normalového
gravitacného zrychlenia.

Problém $ikmej derivacie spociva v skuto¢nosti, Ze normala k zemskému povrchu 71,

nie je totozna s normalou k ekvipotencialnemu elipsoidu 7, (Obr. 4.1).

7 povrch

//—\ elipsoid

Obr. 4.1: Normala k zemskému povrchu a ekvipotencialnemu elipsoidu
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4.1 Iterativny sposob rieSenia problému Sikmej derivdcie

Problém Sikmej derivacie sme riesili iterativnym spdsobom, kde v O-tej iteracii rieSime
klasicki Neumannovu vonkajsiu okrajova tlohu, a teda vplyv Sikmej derivacie kompletne
zanedbame, pricom z takto ziskaného rieSenia v nasledujucej iteracii vypocéitame novi ok-
rajova podmienku pomocou vzt'ahu

5g8FM—< VT,8 >< 3,V > —< VI, T>< 3,V >

g™ = Al , (4.6)
<v,n>

kde §g%*™ predstavuje povodnu okrajovii podmienku v smere Sikmej derivacie, 5g™°"

predstavuje novo ziskana okrajovi podmienku v smere normaly k hranici, vektor v pred-
stavuje smer Sikmej derivécie, 71 jeho normalovl a g, T tangencialne zlozky.

V numerickej implementacii sme tato modifikovanti okrajovi podmienku ziskali po-
mocou nasledujtcich vztahov. Vzhl'adom na to, Ze priebeh potencialu na elemente je defi-
novany pomocou hodnét vo vrcholoch elementu a hodnét aproximacnych funkcii na ele-

mente v tvare
n
T(ls, = ) TN E), (4.7)
a=1
mozZeme si jeho gradient vyjadrit’ pomocou gradientov aproximacnych funkeii
n
VI@ls, = ) TN (6, 62). (28)
a=1

Ked'ze uvazujeme linearne aproximacné funkcie, bude VN na celom trojuholniku

konStantny. Preto plati

1
4q
a aplikéciou Greenovej vety na (4.9) dostaneme
! fVNdA _2 fN"daA
Aq - Aq v ’ (410)
Aq 944

kde A je hranica trojuholnika a v je normala trojuholnika. Jednotlivé zlozky gradientu pre
g-ty trojuholnik v bode j potom vypocitame
1 INj W+Nm . Nm+NE),

VNJ = Aq > lijjm 5 Lk Vimk
(4.112)

NI (k) +N(j)
+ > kjvkj .
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Obr. 4.2: Gradient aproximac¢nej funkcie na elemente pre j-ty vrchol

S uvazenim priebehu linearnej funkcie na elemente dostaneme

o1 Ly
q

a teda vysledny vztah pre ziskanie novej okrajovej podmienky ma tvar
Sgikm —yn_ T, <VN%3><gv>—-Y" T, <VNYLT><TV>

SgnoT = Al . (4.13)
<v,n>

Tento postup bol nasledne otestovany na dvoch prikladoch. V prvom priklade bol
potencial generovany gulou s geocentrickou gravita¢nou konStantou
GM = 398600.5 km3s~2 a polomerom R = 6371 km, pricom celd hmotnost” bola kon-
centrovana Vv tazisku, ktoré bolo oproti stredu gule vychylené na osi X 0 R/2, o predstavuje

extrémny pripad Sikmej derivacie. Presné rieSenie na povrchu gule ma v tomto pripade tvar
GM

V== (4.14)

a okrajovl podmienku ako derivaciu v Sikmom smere predstavuje

av GM
o__"7 (4.15)
on [?
kde | je vzdialenost’ bodu na povrchu od t'aziska gule. Na tomto priklade bol program opéat’
otestovany pre 3 rdzne stupne diskretizacie Siete s postupnym zjemiovanim. Statistiky

odchylky rezidui st uvedené v nasledujucich tabul'kach.
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Tab. 9: Statistika rezidui pre delenie n=40

n=40 Minimum Maximum Priemer Smjégﬁ;ﬁj L? norma
iteracia 0: 2.8142452 9.5417709 6.1419336 2.2193161| 6.5305981
iterdcia 1: -1.7046813 -0.4760447 | -1.2488469 0.3580556 | 1.2991622
iteracia 2: -0.3736978 0.1133727| -0.0474725 0.1727140| 0.1791195
iteracia 3: 0.0463698 0.2005782 0.1120537 0.0520272| 0.1235430
iterdcia 4: -0.0298556 0.0588858 | -0.0010453 0.0276489 | 0.0276686
iteracia 5: -0.0206276 0.0180688 | -0.0048521 0.0082589 | 0.0095788
iterdcia 6: -0.0055936 0.0235531 0.0094415 0.0039881| 0.0102492
iteracia 7: -0.0028740 0.0272790 0.0086531 0.0070518| 0.0111627
iterdcia 8: -0.0041560 0.0262660 0.0065369 0.0065644 | 0.0092640
iterdcia 9: -0.0045081 0.0257641 0.0068344 0.0059537| 0.0090640
iteracia 10: -0.0042664 0.0259655 0.0071796 0.0060564 | 0.0093929
iterdcia 11: -0.0042180 0.0260388 0.0071013 0.0061634 | 0.0094030
iteracia 12: -0.0042661 0.0259970 0.0070412 0.0061357| 0.0093395
iterdcia 13: -0.0042727 0.0259858 0.0070603 0.0061154 | 0.0093406
iteracia 14: -0.0042628 0.0259947 0.0070712 0.0061222| 0.0093533
Tab. 10: Statistika rezidui pre delenie n=80
n=80 Minimum Maximum Priemer Sm:(rlgﬁgﬁ(lz’ L? norma
iteracia 0: 2.8199928 9.5816484 6.1609445 2.2328911| 6.5530939
iteracia 1: -1.7256524 -0.5076555 | -1.2677152 0.3587681| 1.3175038
iterdcia 2: -0.3846523 0.1146614 | -0.0484670 0.1775061| 0.1840040
iterdcia 3: 0.0436173 0.1925982 0.1072389 0.0515037| 0.1189656
iteracia 4: -0.0317962 0.0426208 | -0.0069853 0.0236724 | 0.0246815
iterdcia 5: -0.0263855 -0.0010745| -0.0101917 0.0082131| 0.0130891
iteracia 6: -0.0022392 0.0094881 0.0042820 0.0025306 | 0.0049739
iterdcia 7: 0.0004785 0.0089868 0.0033667 0.0027783| 0.0043650
iteracia 8: -0.0012126 0.0071236 0.0012135 0.0020424 | 0.0023757
iteracia 9: -0.0012020 0.0066546 0.0015419 0.0013879| 0.0020746
iteracia 10: -0.0009485 0.0068750 0.0018953 0.0014849| 0.0024077
iteracia 11: -0.0009008 0.0069407 0.0018089 0.0015937| 0.0024108
iteracia 12: -0.0009518 0.0068946 0.0017470 0.0015620 | 0.0023435
iteracia 13: -0.0009582 0.0068848 0.0017683 0.0015405| 0.0023452
iteracia 14: -0.0009475 0.0068948 0.0017796 0.0015482| 0.0023588
Tab. 11: Statistika rezidui pre delenie n=160
n=160 Minimum Maximum Priemer Smj;gﬁ;{ﬂj L% norma
iteracia 0: 2.8214123 9.5917033 6.1656791 2.2362765| 6.5586990
iteracia 1: -1.7309033 -0.5158963 | -1.2724340 0.3589903 | 1.3221052
iterdcia 2: -0.3874821 0.1149025| -0.0487152 0.1787248 | 0.1852451
iterdcia 3: 0.0429212 0.1905335 0.1060276 0.0514127| 0.1178351
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iteracia 4: -0.0321788 0.0385064 | -0.0084773 0.0226894 | 0.0242214
iteracia 5: -0.0280884 -0.0030232| -0.0115312 0.0086316 | 0.0144039
iteracia 6: -0.0039921 0.0077776 0.0029872 0.0032772| 0.0044344
iteracia 7: 0.0002164 0.0059736 0.0020394 0.0018902 | 0.0027807
iteracia 8: -0.0013928 0.0021234| -0.0001228 0.0009675| 0.0009752
iteracia 9: -0.0006303 0.0015917 0.0002135 0.0003400 | 0.0004015
iteracia 10: -0.0001736 0.0018194 0.0005689 0.0003412| 0.0006634
iteracia 11: -0.0001260 0.0018822 0.0004804 0.0004377| 0.0006499
iteracia 12: -0.0001778 0.0018346 0.0004181 0.0004030| 0.0005807
iteracia 13: -0.0001841 0.0018253 0.0004399 0.0003806 | 0.0005817
iteracia 14: -0.0001732 0.0018356 0.0004513 0.0003885| 0.0005955
Tab. 12: Sthrnna Statistika po 15. iteracii
Pocet Minimalny Maximalny Priemerny Smerodajna )
n L° norma EOC
uzlov rozdiel rozdiel rozdiel odchylka
40 6402 | -0.0042619 0.0259964 0.0070667 0.0061261 | 0.0093524 -
80 25602 -0.0009468 0.0068962 0.0017745 0.0015524 | 0.0023577 | 1.98796
160 | 102402 | -0.0001725 0.0018369 0.0004460 0.0003927 | 0.0005943 | 1.98812

V tomto priklade sa jednalo o extrémny pripad Sikmej derivacie, ktora mala vplyv na

celom povrchu gule a teda pre ziskanie uspokojivého vysledku bolo potrebnych zhruba 9-

10 iteracii. Dolezité zistenie je, Ze experimentalny rad konvergencie zostal rovny 2.

Druhy priklad bol zaloZeny na Sikmej derivécii spdsobenej topografiou. Potencidl bol

generovany gulou s povrchom zhodnym s topografiou na Zemi, priCom tentoraz bola

hmotnost’ sistredena v t'azisku, ktoré ostalo nezmenené. Presné rieSenie, ako aj okrajova

podmienka su dané rovnakymi vzt'ahmi ako v predoslom priklade (4.14-15). Tento priklad

bol testovany len na deleni n=160, t.J. na 102402 uzloch. V tomto priklade na dosiahnutie

dostato¢ne presného vysledku stacila jedina iteracia (Tab. 13), pri¢om zobrazenie rezidui

po nultej a prvej iteracii je na obrazkoch 4.3 a 4.4.

Tab. 13: Statistika rezidui pre druhy priklad

n=160 Minimum Maximum Priemer Sms;gg;ﬁj L? norma
iteracia 0: | -0.0011343 0.0017951| -0.0007621| 0.0003040| 0.0008205
iteracia 1: |  0.0002792 0.0005837 | 0.0003398| 0.0000260| 0.0003408
iteracia 2: | 0.0002703 0.0005817| 0.0003371| 0.0000259| 0.0003381
iteracia 3: |  0.0002702 0.0005817| 0.0003371| 0.0000259| 0.0003381
iteracia 4:| 0.0002702 0.0005817| 0.0003371| 0.0000259| 0.0003381
iteracia 5:| 0.0002702 0.0005817| 0.0003371| 0.0000259| 0.0003381
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Obr. 4.3: Rezidua po nultej iteracii
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Obr. 4.4: Rezidua po prvej iteracii
4.2 Priamy sposob rieSenia problému Sikmej derivdcie

V tomto pristupe vychadzame z rovnakych vztahov 4.6, resp. 4.13 ako v pripade itera-
tivneho sposobu rieSenia. Na zéklade tychto vztahov modifikujeme systém diskrétnych
algebraickych rovnic 3.31 tak, ze rozdelime ¢len q;(n%?), predstavujici nasSu okrajova
podmienku podl'a vztahu 4.13. Tym ndm do matice na l'avej strane pribudna koeficienty
ktoré, v 4.13 stoja pri neznamom potenciali T, ana pravej strane nam ostane okrajova
podmienka v smere normaly.

Takto dostaneme modifikovany systém algebraickych rovnic v tvare
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u; (¢°) |6 + z Cil;cq

q=1
7 & <VUNYL,ZE>< 27>
baq y T T, baq*
+ Z Z u; ((*DFy " + <V.7n> Gix (4.16)
g=1la=1
- - - M n
+<VNa,Q>< Q,V>Gbaq* :ZZ ql(na ) baq
<V,7> ik <via>"% |
q=1la=1

kde Gil,’(aq* predstavuje integral Gil,’caq, v ktorom uz nevystupuje aproximaény polyném Q¢ a
q;(n??) predstavuje vstupné data v smere Sikmej derivacie.

Pre zvySenie presnosti vypoctu sme si V systéme Mathematica [22] odvodili analytické

rieSenie integralu Gil;(aq* na vypocet singularnych prvkov v tvare

GhoTr = %AT‘I (ArcSinh[Abs(tg(a))] + ArcSinh[Abs(tg(8))]), (4.17)

kde Aq predstavuje plochu trojuholnika a @, 8, 7 predstavujti uhly a dizku strany (Obr. 4.5).
b

a b

r

Obr. 4.5: Schéma uhlov a strany trojuholnika pre analytické rieSenie

Tento postup sme nasledne otestovali na rovnakych dvoch prikladoch ako iterativny
spdsob. V pripade prikladu gule s vychylenym taziskom st vysledky uvedené v tabul'ke 14

a v pripade prikladu s topografiou st vysledky v tabulke 15 a rezidua na obrazku 4.6.
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Tab. 14: Statistika rezidui pre prvy priklad

Pocet Minimalny Maximalny Priemerny Smerodajna )
n . . ) L° norma EOC
uzlov rozdiel rozdiel rozdiel odchylka
40 6402 | -0.0971058 -0.0036701 -0.0112115 0.0151288 | 0.0188302 -
80 | 25602 | -0.0241021 -0.0008841 -0.0027922 0.0037555 | 0.0046797 | 2.00856
160 | 102402 | -0.0059448 -0.0002027 -0.0006958 0.0009313 | 0.0011625 | 2.00919
Tab. 15: Statistika rezidui pre druhy priklad
n Minimum Maximum Priemer Smeroiiajné L? norma
odchylka
160 -0.0014449 | -0.0010982 | -0.0012744 | 0.0000673 | 0.0012762

Na zaklade Statistiky vychadza tato metdda o trochu menej presna ako iterativna me-

toda, avsak vd’aka pouzitiu analytického rieSenia je to opédt’ metéda druhého radu aj pre

extrémny pripad Sikmej derivacie. Ked’ze netreba iterovat’, celkovy ¢as vypoctu je vyrazne

krat$i, ateda tento pristup je ovela efektivnejsi. Z obrazka 4.6 je dalej vidno, ze

v reziduéch sa viac prejavuje vplyv spdsobeny diskretizaciou.

——
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-0.001
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Obr. 4.6: Rezidua v priklade s topografiou
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5 Numericky experiment pre realne geodetické data

Pri numerickych experimentoch sa ukazalo, Ze priamy spdsob vypoctu je vel'mi citlivy
na vzajomnu kompatibilitu a presnost’ vstupnych dat. Z tohto dovodu sa pri pouziti real-
nych geodetickych vstupnych dat momentalne ukazuje vyhodnejsie pouzit’ iteraény vypo-
Cet, ktory dava spol'ahlivejSie vysledky. Pre potreby numerického experimentu na vypocet
geodetickej okrajovej ulohy (4.1-3) bola vytvorena diskretizacia zemského povrchu na
1440002 uzlov, ¢o predstavuje presnost’ delenia 0.15°. Ako vstupné tdaje boli vygenero-
vané geodetické suradnice koloka¢nych bodov, vySka zemského povrchu v tychto bodoch
z digitalneho modelu terénu SRTM30 PLUS V5.0 [4], ako okrajova podmienka boli pou-
Zité hodnoty tiazovych portich z modelu DNSCO8 [1] a pre eliminaciu vplyvu vzdialenych
z6n boli pouzité hodnoty poruchového potencidlu zo satelitného geopotencidlneho modelu
ITG-GRACEOQ3S [9]. Limita pre eliminaciu vzdialenych z6n bola nastavena na 912 km.

Velkokapacitné vypocty boli zrealizované na vypoctovom klastri na Katedre matema-
tiky a deskriptivnej geometrie SVF STU v Bratislave, priCom pocas vypoétu boli pouzité
dva vypoctové uzly, kazdy s 16 procesormi a 128GB distribuovanej operacnej pamaite
(Spolu 32 procesorov a 256GB pamiite).

5.1 Vizualizdcia vysledkov

Na trojrozmernu vizualizaciu vysledkov sme vytvorili vizualizaény softvér 3D MOP
Vizualizator v jazyku C#, pricom na urychlenie zobrazovania pomocou grafickej karty
bolo vyuzité rozhranie Direct3D 9 kniZznice Microsoft® DirectX® [10]. Ako vstupné data
berie softvér priamo vysledky nasho vypoctového programu vo formate zoznamu geode-
tickych suradnic a hodnot poruchového potencialu v uzlovych bodoch, na zéklade ktorych
si nasledne vygeneruje triangulaciu a zostavi vysledny trojrozmerny model. Okrem samot-
ného modelu softvér umoziuje zobrazit’ aj trojuholnikovi siet’. Zobrazeny model je mozné
I'ubovolne otacat, priblizovat pomocou mysi a nastavovat’ rozne parametre zobrazenia,
napriklad polohu, intenzitu svetla a farebnt skalu. Softvér umoznuje aj ukladanie vizuali-
zacie do obrazku vo formdate Portable Network Graphics (PNG) a zachytdvanie videa.
Rozhranie programu je zobrazené na obrazku 5.1 a vizualizacia globalneho priebehu riese-
nia zobrazend tymto programom je na obrazkoch 5.2, 5.3 a 5.4. Okrem tohto programu
sme na vizualizaciu globalneho rieSenia pouzili softvér GMT. Na obrazku 5.5 je zobrazeny
globalny priecbeh rieSenia, na obrazkoch 5.6 a5.7 rezidua v porovnani s modelom

EGM2008 po nultej a druhej iteracii a na obrazkoch 5.8 a 5.9 je prispevok Sikmej derivacie
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medzi jednotlivymi iteraciami. Hodnoty st zobrazované v jednotkach GPU, pricom 1 GPU
=10 m?2.s72,

'ikjg_ﬁ 3D MOP Vizualizétor SlimDX 4.3.4134.30681 (compiled on 17:02:42 27.4.2011) li‘glg‘
Sdibor  Nastroje  Pomoc
Skala Z:
9]
36
[T] WireFrame
Legenda
Svetlo:
At 0:1.65
U
At 1:0.0
g
At 2:0.25
U
Ambiert: 0.2
U
-104 .44 -57.31 -10.18 36.94 84 .07
| Pripraveny
5.1: Rozhranie vizualizaéného programu
-104.4355-57.3093 -10.1831 36.9431 84.0693

Obr. 5.2: Globélny priebeh riesenia v oblasti Azie
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-104.4355 -57.3093 —>0-1831 36.9431 840693

Obr. 5.3: Globalny priebeh rieSenia v oblasti Europy a Afriky

-60.0000 -45.0000 -30.0000 -15.0000 0.0000

Obr. 5.4: Lokalny priebeh v Himalajach so zobrazenim triangulacie
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-80 -40 0 40 80
T(BEM)
Obr. 5.5: Globalny priebeh rieSenia

 ————————— ‘ e GPU
~2 -1 0 1 2

T(BEM) - T(EGM)

Obr. 5.6: Rezidua po nultej iteracii
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T(BEM) - T(EGM)
Obr. 5.7: Rezidua po druhej iteracii

ﬁ : : _*PGPU
-12 -10 -08 -06 -04 -0.2 0.0 0.2 04

T(BEM 1. iter) - T(BEM 0. iter)

Obr. 5.8: Prispevok $ikmej derivacie medzi nultou a prvou iteraciou
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0.2 0.4
T(BEM 2. iter) = T(BEM 1. iter)

Obr. 5.9: Prispevok $ikmej derivacie medzi druhou a prvou iteraciou

Na vizualizaciu lokalnych prispevkov Sikmej derivacie sme pouzili softvér surfer [18].
Na obrazku 5.10 je prispevok Sikmej derivacie v Himaldjach a na obrazku 5.11 je prispe-
vok v Andach.

GPU

100 105 110 115

Obr. 5.10: Lokalny prispevok Sikmej derivacie v Himalajach

33



Obr. 5.11: Lokalny prispevok Sikmej derivacie v Andach

6 Zaver

V tejto praci sme sa venovali rieSeniu okrajovych uloh tedrie potencialu s okrajovou
podmienkou v tvare Sikmej derivacie. Na rieSenie takychto uloh sa ako vhodna ukazala
metoda okrajovych prvkov. Odvodili sme si priamu formulaciu metédy okrajovych prvkov
pre vonkajsiu Laplaceovu okrajovia tlohu, pricom na rieSenie sSme pouzili metodu koloka-
cie s vyuzitim kvadratickych a linearnych aproximacnych funkcii. Na zaklade tejto formu-
lacie sme vytvorili paralelny program v jazyku C pre vysoko vykonné vypocty (high-
performace computing, HPC). Pri numerickych experimentoch sa ukazalo vhodnejsie pou-
zitie linearnych aproximacnych funkcii. Pouzitie analytického rieSenia pre singularne ele-
menty namiesto Standardnej Gaussovej kvadratury prinieslo vyrazné zvysenie presnosti,
kedy metoda dosahuje experimentalny rad konvergencie rovny dvom. Na rieSenie problé-
mu Sikmej derivéacie sme pouzili dva pristupy, a to priamy spésob vypoctu modifikovanim
matice systému F a alternativny spdsob rieSenia zalozeny na iterativnom rieseni Neuman-

novej okrajovej ulohy.
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Navrhnuty numericky model bol aplikovany na rieSenie linearizovanej gravimetrickej
okrajovej ulohy s pevnou hranicou s pouzitim realnych geodetickych dat a realnej topogra-
fie. Z dovodu velkej citlivosti na presnost’ vstupnych dat priameho spésobu rieSenia prob-
1ému Sikmej derivacie sa ako spolahlivejsi ukazal iteracny sposob vypoctu. Velkokapacit-
né vypocty boli zrealizované na vypoctovom klastri na Katedre matematiky a deskriptivne;j
geometrie SVF STU s pouzitim 32 procesorov a 256GB distribuovanej operacnej pamite.
Z dosiahnutych vysledkov sme zistili, ze Sikma derivacia ma najvyraznejsi vplyv prave
v hornatych oblastiach. V Himalajach spoOsobila znizenie priebehu potencialu v oblasti
hlavného hrebena azvySenie v okrajovych oblastiach ako aj na nahornej ploSine.
V Andach sposobila zniZenie, ktoré sa najviac prejavuje hlavne na hrebenoch. Pri porov-
nani s modelom EGM2008 sa zaroven ukazalo, ze vplyvom prispevku Sikmej derivécie sa
nam tiez znizili rezidud v oblasti Eurdpy.

Na trojrozmernt vizualizaciu vysledkov sme vytvorili samostatny program 3D MOP
Vizualizator, ktory zobrazuje priebeh vysledného poruchového potencialu ako trojrozmer-
ny model na guli. Na urychlenie zobrazovania pomocou grafickej karty bolo vyuzité roz-
hranie DirectX. Vd’aka tomu program umoZiiuje zobrazovat aj vel'mi detailné vysledky na
jemnych siet'ach, ktoré sa skladaju z niekol'’ko miliénov bodov.

Vytvoreny numericky model a jeho paralelna implementacia dava perspektivu vel'mi
podrobného globalneho modelovania tiaZového pol'a s rozlisenim vyrazne jemnej$im ako
s stcasné najpresnejSie geopotencidlne modely. Dufame, Ze prezentovany pristup rieSenia
problému Sikmej derivacie prispeje K spresneniu urovania geoidu prave v ¢lenitom hor-

skom prostredi.
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Prilohy

. Definicia polynomov pre kvadratické aproximac¢né funkcie

N' = S (V38 4 E)VEE + & —V3)

6

1
N? = g(\/gﬁ - fz)(\/gsa -+ \/§)

V3

N =le6 -0
3 2

K'= 1(\/§ cos(g) + sin(¢))[e (V3 cos(p)

6

+sin(g)) — 3v3)]

K* = 2 (V3 cos() — sin(@))[o(v3 cos()
—sin(g)) — V3)]

K* = 2 (V3 cos() ~ sin(p) (VI cos(y)
+sin(9)) — 2v3)]

M = %(@cos«p) + sin(@))[e(v3 cos()
+ sin(¢)) — V3)]
M? = %(\/5 cos(p) — sin(¢))[e(V3 cos(p)

—sin((p)) +3)]

1 1 1
N,1=f1 +\/_§€2_§

2 1 1
N'1=51_E§2 E
N3=0
N% = -2¢,

1

N3 = ——N?

2 \/§ ,1

N3 = %(452 —V3)

1
Ni =2 (46 - V3)

1
M} = o(cos(p) + ﬁsinﬁp))

N* = 2 (VB — & + VE)(VEG + &2 VD)
N> = %fz(\/gfl —$; +\/§)
Vo = 26(—V36 — & +3)

K* = ggsin(qJ) (V3 cos(p) — sin(p))

K® = gsin(q’) [~e(V3 cos(p) +sin()) +2V3]

2 V3
K6 = gsin(go)(g sin(¢p) — 7)

M3=K6

4 _ 2 } 1 2 _ 2
M* = —ﬁsm(q)) + Q(g sin®(¢) — cos*(0))
M5 = gsin((p) [e(V3 cos(¢p) — sin(p)) + V3]

M® = gsin(w) [~e(V3 cos(p) + sin(p)) + 3]

NS = = 3
1 V3 2
N$ = -N3
1
N; =—=Nj}
)2 \/§ ,1

N§ = 2 (VB — 26, +V3)

N,S = g(_\/gﬂ — 25+ \/5)

1
M; = o(cos(p) — 75
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M} = —20cos(¢p)
M 2 gsi (p)
= —pSIn
1 \/§Q (p
M} = gsin(qo)
M3 =2 (5sin(@) — V3 cos(p)

2
M3 = 59(\/5 cos(p) — 2 sin(¢p))

K} =2 (V3cos() + sin(p)

K2 = g(\@ cos(¢@) + 5sin(¢p))

M; = g(cos(p) — V3sin(p))
M = o(cos(p) — V3 sin(p))

2
M ==
273

Q(\/§ cos(p) + 2 sin(<p))
M5 =2 (V3 cos(p) — sin())

M$ = o(V3 cos(p) + %sin(go))

1
K3 = (V3 cos(g) — zsin(9))

II. Definicia polynémov pre linearne aproximac¢né funkcie

Y= _
N —m(ﬁ V3¢ — &)

,_ 1 _
N —m(ﬁwaa &)

1\/3_5—2
V3
1
Ni=-2
1 2
1
NZ =<
1 2
N3=0
1
Ny=——
,2 2\/§

NZ = _L
’ 2V3
1
N3 =—
,2 \/§
cos(p) + sin()
M = _—\/§
2
sin(¢)
cos ——ts
e @ -=7
2
M3 = sin(¢p)
V3

I11.  CD nosi¢ s vypoftovymi programami a vizualizaciou vysledkov vo

vysokom rozliSeni
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