SLOVENSKA TECHNICKA UNIVERZITA V BRATISLAVE

Stavebna fakulta

Evidencné Cislo: SvF-5343-67705

RieSenie parcialnych diferencialnych rovnic na
nerovnomernych logicky stvoruholnikovych
siet’ach metédou kone¢nych objemov

Diplomova praca

Studijny program: matematicko-pog&itadové modelovanie

Cislo $tudijného odboru: 1114

Nazov Studijného odboru: 9.1.9 aplikovana matematika

Skoliace pracovisko: Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie
Veduci zaverecnej prace: prof. RNDr. Karol Mikula, DrSc.

Bratislava 2014 Bc. Matej Medla



Slovenska technicka univerzita v Bratislave Stavebna fakulta
Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie Akademicky rok: 2013/2014

Student:

ID $tudenta:
Studijny program:
Studijny odbor:

Veduci prace:

Nazov prace:

Specifikacia zadania:

Evidenéné ¢islo: SvF-5343-67705

STU
SvF

ZADANIE DIPLOMOVEJ PRACE

Bc. Matej Medla

67705

matematicko-poc¢itacové modelovanie
9.1.9 aplikovana matematika

prof. RNDr. Karol Mikula, DrSc.

RieSenie parcidalnych diferencialnych rovnic na nerovnomernych
logicky Stvoruholnikovych siet’ach metédou konec¢nych objemov

Ciel'om prace je vytvorenie numerickej schémy na rieSenie parcialnych diferencialnych rovnic na 2D a 3D
nerovnomernych logicky Stvoruholnikovych siet’ach. Na tvorbu sieti bude pouzita evolucia kriviek a ploch
a na diskretizaciu bude pouzita metéda konecnych objemov. Diskretizacia bude vyuzitd na rieSenie
Laplaceovej rovnice so Sikmou derivaciou modelujicej tiazové pole Zeme.

Riesenie zadania prace od: 17.02.2014
Datum odovzdania prace: 22.05.2014
L.S.
Bc. Matej Medl’a
Student
prof. RNDr. Radko Mesiar, DrSc. prof. RNDr. Magdaléna Komornikova, PhD.

veduci pracoviska garantka Studijného programu



vt et STU SLOVENSKA TECHNICKA UNIVERZITA V BRATISLAVE
r e et sSvF STAVEBNA FAKULTA

POKYNY
na vypracovanie diplomovej prace

Uvodné ustanovenie

V zmysle zékona €. 131/2002 Z. z. o vysokych Skolach a o zmene a doplneni niektorych
zékonov v zneni neskorSich predpisov je suCastou Studia podla kazdého Studijného
programu aj zavereCnd praca. Jej obhajoba patri medzi Statne skisky. Zaverecnou pracou
pri Stadiu podla Studijného programu druhého stupfa je diplomova praca. Podkladom na
vypracovanie diplomovej prace je zadanie diplomovej prace

Struktira zavere&nej prace

titulny list,
zadanie zaverecCnej prace,
pokyny na vypracovanie,
vyhlasenie autora,
ndzov a abstrakt v slovenskom a v anglickom jazyku (spolu v rozsahu jednej strany),
obsah s ocislovanim kapitol,
zoznam priloh,
zoznam skratiek a znaciek,
text samotnej prace (odporucané Clenenie),
Gvod,
sucasny stav problematiky,
ciele zaverecCnej prace,
vlastné rieSenie ¢lenené na kapitoly podla charakteru prace,
zhodnotenie dosiahnutych vysledkov resp. navrhnutych rieSent,
zaver,
resumeé (len pre prace vypracované v cudzom jazyku),
zoznam pouzitej literatury,
prilohy (vykresy, tabulky, mapy, nacrty) vratane postera s rozmermi 1000x700 mm.

Rozsah a forma

1. Obsah aforma zavere€nej prace musi byt spracovana v zmysle vyhlasky MSVvaS SR
€. 233/2011 Z. z., ktorou sa vykonavaju niektoré ustanovenia zakona ¢. 131/2002 Z. z.
a v zmysle Metodického usmernenia €. 56/2011 o néleZitostiach zaverecnych prac.

2. VyZzadovany rozsah diplomovej prace je 30 aZz 50 stran. Odovzdava sa v dvoch
vyhotoveniach. Jedno vyhotovenie musi byt viazané v pevnej vazbe (nie hrebenovej)
tak, aby sa jednotlivé listy nedali vyberat. Rozsiahle grafické prilohy mozno v pripade
suhlasu veduceho prace odovzdat v jednom vyhotoveni.

3. Autor prace je povinny viloZit pracu v elektronickej forme do akademického informac&ného
systému. Autor zodpoveda za zhodu listinného aj elektronického vyhotovenia.



10.

11.
12.
13.

Po vloZeni zavereCnej prace do informacného systému, predloZi autor fakulte nim
podpisany navrh licen¢nej zmluvy. Navrh licenCnej zmluvy je vytvoreny akademickym
informacnym systémom.

Odporucany typ pisma je Times New Roman, velkost 12 a je jednotny v celej praci.
Odporucané nastavenie strany - riadkovanie 1,5, okraj vnatorny 3,5 cm, vonkajsi 2 cm,
zhora a zdola 2,5 cm, orientacia na vy3ku, format A4.

Obrézky a vzorce sa Cisluju v ramci jednotlivych kapitol (napr. obr. 3.1 je obrdzok €. 1
v kapitole 3). Vzorce sa Cisluju na pravom okraji riadku v okrthlych zatvorkach - napr.
(3.2).

VSetky vypoCty musia byt usporiadané tak, aby bolo mozné preverit ich spravnost.

Pri vSetkych prevzatych vzorcoch, tabulkdch, citovanych c¢astiach textu musi byt
uvedeny pramen.

Citovanie literatary vratane elektronickych materialov sa uvadza podla STN 1SO 690 (01
0197): 2012. Informé&cie a dokumentécia. Navod na tvorbu bibliografickych odkazov na
informacné pramene a ich citovanie.

Priklad zoznamu bibliografickych odkazov:

ABELOVIC, J. akol: Meranie v geodetickych sietach. Bratislava, Alfa 1990,
ISBN 0-1554-9173.

MICHALCAK, O. — ADLER, E.: Vyskum stability dunajskych hradzi. In: Zbornik
vedeckych prac Stavebnej fakulty SVST. Bratislava: Edi¢né stredisko SVST 1976,
s. 17-28. ISBN 0-3552-5214.

SUTTI, J.: UrGovanie priestorovych posunov stavebnych objektov. Geodeticky
kartograficky obzor. 2000, ro€. 2, ¢. 3, s. 8-16. ISSN 0811-6900.

Article 18. Technical Cooperation. http://www.lac.uk/iso/tc456 (2013-09-28)

Za jazykovu a terminologicku spravnost zdverecnej prace zodpoveda diplomant.
Formu postera (elektronicka alebo aj tlaCend) urci garant Studijného programu.

Vzor pre poster je uvedeny na dokumentovom serveri v akademickom informacnom
systéme univerzity.

podpis garanta Studijného programu

Ustanovenia tychto pokynov som vzal na vedomie. Som si vedomy(4), Ze ak nebude moja
diplomova praca vypracovana v sulade s tymito pokynmi, nebude prijata na obhajobu.

V BratiSIaVve ..o e
podpis Studenta



Cestné prehlisenie

Vyhlasujem, ze som diplomovi pracu Riesenie parcialnych diferencidlnych rovnic
na nerovnomernych logicky stvoruholnikovych siefach metédou koneénych objemov vy-
pracoval samostatne s pouzitim citovanej literatiry a s odbornou pomocou vediceho

prace.

20. méja 2014 vlastnorucny podpis



Pod akovanie

Dakujem méjmu vedicemu prace prof. RNDr. Karolovi Mikulovi, DrSec. za jeho cenné

rady a podnetné pripomienky, ktoré mi ochotne poskytoval pri tvorbe tejto préce.



Abstrakt

V préci sa venujeme rieseniu Laplaceovej rovnice metédou koneénych objemov na ne-
rovnomernych siefach v 2D a 3D. Vypoétova oblast moze reprezentovat napriklad vysek
nad topografiou Zeme v 3D a vysek nad rezom topografiou Zeme v 2D. V prvej kapitole
prace prezentujeme diskretizdciu vypoctovej oblasti. Sief vytvdrame vyvojom otvorene;
plochy (krivky), ktora je ¢astou diskretizovanej topografie Zeme. Krivka sa vyvija podla
krivosti a konstantnou silou f. Takymto vyvojom zabezpecime, ze plocha (krivka) na-
dobudne priblizne tvar vyseku gule (kruznice). Vhodnou tangencidlnou redistribiciou
zabezpeéime priblizne rovnaki velkost vnitornych koneénych objemov a poloviéni
velkost okrajovych koneénych objemov, ¢o je dolezité pre implementéciu Dirichletovej
okrajovej podmienky. V druhej kapitole sa venujeme metéde konecnych objemov na
takto vytvorenej nerovnomernej sieti skladajiicej sa zo Seststenov (Stvoruholnikov). V
jej prvej casti prezentujeme novu diskretizaciu Laplaceovej rovnice metodou konecénych
objemov. Rozdiel v pristupe oproti diskretizacii na rovnomernej sieti je, ze derivaciu v
smere normaly k hrane kone¢ného objemu rozdelime na derivaciu v smere tangenty a
derivaciu v smere vektora, ktory spaja reprezentacné body. V druhej ¢asti sa venujeme
Neumannovym okrajovym podmienkam a v tretej ¢asti pripadu, ked je namiesto de-
rivacie v smere normaly zadana derivacia v Sikmom smere. V pripade Sikmej derivacie
nahradzame hranicu hraniénou oblastou a rieSsime okrajovii podmienku v tvare sikmej

derivacie ako rovnicu advekcie s vyuzitim up-wind metédy.



Abstract

This work is devoted to solving the Laplace equation using the finite volume method
on non-uniform 2D and 3D grids. Computational domain can represents e.g. a bounded
domain above the Earth topography in 3D or a bounded domain above the crossing of
the Earth topography in 2D. The first chapter deals with discretization of the compu-
tational domain. The grid is created by evolution of an open surface (curve) which is
evolved according to its curvature and by a constant force f. Such evolution ensures
that the surface (curve) take a form of partial sphere (circular arc). A redistribution of
grid points in tangential direction guarantees the uniform size of internal finite volumes
and half size of boundary finite volumes, which is important when implementing the
Dirichlet boundary conditions. The second chapter deals with the finite volume met-
hod on the non-uniform 3D (2D) grid consisting of hexahedrons (tetragons) created in
the first chapter. In its first section the Laplace equation is discretized by a new finite
volume method. In comparison with the finite volume method on a uniform grid, the
derivative in the normal direction to the edge of finite volume is split into the direction
of tangent to the edge and to the vector connecting the representative points of fi-
nite volumes. The second section deals with the Neumann boundary condition and the
third section deals with the prescribed derivative in an oblique direction. In the case of
the oblique derivative, the boundary is replaced by a boundary layer and the oblique
derivative boundary condition is solved as an advection equation using the up-wind

method.
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Kapitola 1
Uvod

Laplaceova rovnica je parcidlna diferencidlna rovnica opisujica deje v roznych castiach

fyziky. V geodézii je to geodetickd okrajova uloha s pevnou hranicou na oblasti 2

AT(x) = 0, z €
v(z) -VT(x)= g(z), z€l
T(x) = Tpi(z), ©e€dQ—T,

kde T'(x) je poruchovy potencidl, ktory sa vypocita ako rozdiel skutotného tiazového
potencidlu a normalneho tiazového potencialu generovaného rotujicim elipsoidom. Hra-
nica vypoctovej oblasti sa rozdeluje na dve ¢asti. Spodni ¢ast hranice, kde si dané
tzv. tiazové poruchy a horni a boc¢né ¢asti hranice, kde je dana hodnota poruchového
potencidlu ziskaného zo satelitov. Jej rieSenie pri zlozitych oblastiach so zlozitymi
okrajovymi podmienkami nie je vzdy jednoduché, preto sa vyuzivaju rozne nume-
rické metédy. Praca sa zaobera rieSsenim Laplaceovej rovnice od vytvarania siete na
vypoctovej oblasti, cez diskretizaciu Laplaceovej rovnice metodou koneénych objemov,
po diskretizaciu Neumannovych okrajovych podmienok a predpisanej Sikmej derivacie
na okraji. Prvé cast sa venuje §pecidlnemu pripadu tvorby siete na oblasti, ktora repre-
zentuje priestor nad vysekom rezu topografie Zeme. V praci st prezentované numerické

experimenty ukazujice rad metdd.



Kapitola 2

Tvorba siete v 2D

2.1 Vyvoj krivky zavisly od krivosti a vonkajsej sily

Uvazujeme, Ze mame vypoctovi oblast, ktorej dolnou hranicou je ¢ast rezu topogra-
fie Zeme a hornd hranica je ¢ast kruznice v urcitej vyske H nad topografiou Zeme.
Tuito vypoctovi oblast diskretizujeme a vytvorime siet skladajicu sa z konvexnych
stvoruholnikov.

Uvazujeme krivku T', ktord reprezentuje rez topografiou Zeme. Dalej uvazujeme, ze
mame dant hornd hranicu oblasti, ktorou je ¢ast kruznice. Sief vytvorime postupnym
vyvojom krivky I podla krivosti a konstantnej sily f, ¢im docielime, Ze vysledna krivka
nadobudne priblizne tvar ¢asti kruznice s polomerom 1/f. Ako f zvolime 1/R, kde R je
polomer Zeme. Takyto vyvoj sposobi, ze krivka nadobudne priblizne tvar ¢asti kruznice,
ale jej polomer nebude H. Tuto krivku budeme musiet este preskalovat, aby krivka v
kone¢nom ¢ase vyvoja mala polomer H a krivka v ¢ase 0 bola nezmenend. Body siete
budt tvorené bodmi preskalovanej krivky v jednotlivych ¢asovych krokoch vyvoja.

Vseobecna rovnica pre vyvoj krivky mé tvar
(2.1) or = PN + T,

kde r je pozitny vektor krivky T', ktora je dand predpisom I' = {r(u,t),u € S*,t > 0},
kde S! je tsecka jednotkovej diZky a t je ¢as. Od okrajovych bodov chceme, aby sa



v konecnom case t.,q dostali do vzdialenosti R od stredu Zeme, teda mame okrajové

podmienky r(0,#) = r(0,0) + rggh (R — [r(0,0)) 75 a r(1,¢) = r(1,0) + Fgh(R —

Ir(1, O)])ﬁ pre vsetky t. Nazvime s taky parameter, aby rovnako velkej zmene para-

metra prislichala vzdy rovnaka zmena dfiky krivky. Ide o jednotkovu dizkovi paramet-

rizaciu. Pre takto dani parametrizaciu plati, ze kazdej hodnote s prislicha jedinec¢ny

bod na krivke. Ozna¢me g = |r,| = \/(%)2 + (42)2, potom plati ds = gdu.

Krivka sa bude vyvijat v smere normély N rychlostou 8 a v smere tangenty T
rychlostou a. Posun bodov krivky v smere tangenty nebude mat vplyv na vysledny
tvar krivky len na rozlozenie bodov, ¢o nam v nasom pripade zabezpeci ¢o najrovno-
mernejsiu vyslednt siet.

Rychlost 8 bude zavisld od krivosti krivky v danom bode kréat e, ¢o sposobi, Ze
krivka bude nadobtidat tvar ¢asti kruznice. Bude tiez zdvisla od sily f, vdaka ktorej

sa vyvoj krivky zastavi, ked krivka bude maft krivost f/e a teda pojde o ¢ast kruznice

s polomerom ¢/ f. Rovnica pre  ma tvar
(2.2) B =—ck+ f.

V rovnici je € > 0 redlny parameter, ktory bude urcovat, ako rychlo sa bude krivka
zhladzovat, k je krivost krivky a f je konstanta.

Rozpisanim rovnice (2.1) dostaneme
(2.3) Or = —ekN + fN + aT.

Pre kazdy bod sa d4 tangenta vypocitat ako T = 9,r. Vdaka Frenetovym vzorcom

d'alej plati kN = —9,T = —0,,r. Co ndm dovoluje prepisat rovnicu na tvar

(2.4) oir = €05t + fN + aO,r.

2.2 Odvodenie tangencialnej rychlosti

Dolezitou sucastou vyvoja krivky numerickou metédou je riadené rozdelenie bodov.

Bez takéhoto rozdelenia by na krivke mohli vznikat body singularity, kde by sa viacero



bodov dostalo do jedného bodu, é¢m by vytvorili hranu na inak hladkej krivke. Dalsim
problémom je, Ze by sa body mohli predbehnif a tym by sa krivka mohla zauzlit.

Pre derivaciu (2.1) podla u platf

d(BN + aT
e = (N+am), = BT
d(BN + aT
_ dNEAD) _ oN 4 o),
EdS
(2.5) = g(BsN+ BN, + o, T + aT).
Podla Frenetovych vzorcov plati Ty = kN a Ny = —kT. Na zéklade coho modzeme
rovnicu prepisat na
(2.6) g(BsN + BN + o, T + aTy) = g((ka+ Bs)N + (=k5 + a;)T).
7, coho vyplyva, ze
(2.7) (ri)y = g((ka+ Bs)N + (—kB + a5)T).
Dalej plati, ze
dr dr dr

28 =T =T—=0g— = s = T
(28) T éds Tgs 979

Pre ¢asovy vyvoj g mozeme napisat

Iy
(2.9) 9t = |ru’t = |r_

ul

(ry):

Kedze plati (r,); = (r;)u, tak z (2.8) a (2.7) mdzeme (2.9) prepisat na

T
g = 97 - g((ka+ By)N + (—kB + a,)T)
= glka+ B )N-T+g(—kf+a5)T - T
da
= g(=kf+as) =—gkf+g--
do do
— _gkB 22 g 22
(2.10) = —gkB+ o



Zintegrovanim rovnice dostaneme

/gtdu = /—gk‘ﬂdu—i—/ o du
51 51 51

(2.11) ds = gdu = %/Fds = /F—kﬂds + a(l) — a(0).

Ked'ze chceme, aby sa poloha bodov r(0,t) a r(1,¢) v ¢ase nemenila, musi byt tan-

gencidlna rychlost tychto bodov nulové. Zvolime a(0) = 0 a a(1) = 0. Z toho vyplyva

(2.12) L= —/kﬁds.
N

Pretoze chceme zachovat rovnomernt redistribiciu bodov, chceme, aby bolo g, teda

zmena dfzky vzhladom na parameter u, konstantné. Ked'ze

1
(2.13) / gdu = L,
0

tak sa konstantné g = L. Z ¢oho vyplyva, Ze by sme potrebovali, aby 4 — 1 pre t — oo

2, 4, 5]. Pre zmenu ¥ v case plati

g gL —gL;  (—gkB+gas)L+ gL{kSB)r
(Th = 2 L?

(2.14) — 4 (—kB+ (kB)r + as).

Ak zvolime (£), = 0, bude platit 0 = =k + (kfB)r + a, kde (kB)r = 1 [, kBds. Teda
o5 = kB — (kf3)r. Pretoze sa nebude menit pomer £, nebude sa menit rozlozenie bodov
na krivke [1, 3].

V préci [8] je g chapané ako tzv. hustota deky, pricom pre predchadzajice redis-
tribucie plati, ze hustota dIZky sa bud nemeni v ¢ase, alebo konverguje ku konstante s
narastajicim ¢asom. Vzhladom na nase d'alsie ciele pri vytvarani sieti bude uzitoéné
navrhnit model s predpisanou hustotou diZky krivky. Ak chceme, aby krivka nadobudla

hustotu dIZky v, zvolime

Potom pojde pomer £ k 7, a teda pojde g k v.



Rovnicu (2.14) mozeme prepisat

L.v g
(2.16) as = kB — (kB)r +W§(z 1)
2.17 = kB — (k Lv 4
(2.17) a, = 6_<5>F+W(Ez_ ),
(2.18) s = kB — (kB)r +w(§ —1).

Kedze g bude konvergovat k v v nekoneéne a pre vsetky ¢ plati rovnica (2.13),

musime zvolit v , pre ktoré plati
1
(2.19) / vdu = L,
0
Oznacme v’ funkciu relativnej hustoty diiky, ktord nesplna vzfah (2.19) a ozna¢me
1
(2.20) LQZ/ v'du,
0

potom mozeme funkciu relativnej hustoty diiky v’ upravit na funkciu hustoty dfiky,

aby spliiala vztah (2.19) transforméciou

V'L
vV = L_2
V'L
(2.21) as = kB — (kB)r + w(% —1).

Ak chceme, aby g bolo rovnomerné, zvolime za v' = L a teda

(2.22) a; = kB — (kB)r + w(g - 1),



2.3 Numericka aproximacia

Zintegrovanim rovnice (2.4) na oblasti [r;_; /9, T;11/2] dostaneme
Tit1/2 Tit1/2 Tit1/2 Tit1/2

(2.23) / oyrds :/ €04,rds —i—/ f(0,r)tds —i—/ adsrds,
i—1/2 i—1/2 i—1/2 i—1/2

kde f a e st konstantné na celej oblasti. Vzdialenost r;_; 2 0od i1/ vypocitame ako

ITip1/2 — Ti1yo| = w, kde A" = /(" — 2 1)? + (y" — yi™;)? a casovil derivéciu

nahradime spétnou diferenciou. To ndm dovoluje prepisat rovnicu na tvar

hm .+ pm I-;nJrl - : i r;
(on)  MRIRII T o R ol
kde r"™' = [z y1]i = 1,..,n si nezndme body na krivke. Ked nahradime

derivdcie v prvom ¢lene pravej strany centrdlnymi diferenciami a ryip = "L

dostaneme rovnicu

(2.25)
i A s et 1 BTN oy
2 At A, o 2 ’
kde Ni" je normala, ktord ziskame ako Ni* = [nl}, nyi] = (%)l = [(ym, —
Y /2, (xfy — @,)/2]. Z okrajovych podmienok vyplyva, ze "t =rlarmtt =l
Tangencidlnu rychlost o vypoéitame zo vztahu
V'L
(2.26) as = kB — (kf)r + w(% ~1).
Po diskretizécii
Caa
m_ ™ "okmo B T ST
(221) L _gm o ogr o, — 21 SRR (—— 1),
hi > b nh;
kde
m sgn(det(h;”,, hit,)) hi", - hil
kifl/Q = Qh;nl +1 E],I'CCOS(Whﬁ_jl)7
e = ekt + [l
m _ Z'Tﬁl + fzm
fifip = 5 5
(2.28) h* = " —1r",.



Volbou ol = 0 zabezpecime, Ze prvy bod sa bude hybat iba v normdlovom smere

a nie tangencidlnom. Ostatné tangencidlne rychlosti sa vypoéitaji vztahom

2 =1 kﬁl/zﬁj@l/?thL (W) 25 by,

S S N1 TR R

Vo vztahu (2.29) je > j—1 W' rovné L. Do hodnoty ;' sa zosumuji vietky predchddzajiice

m o ; ) ()L m . m . (V)L
al". Cast vztahu <t — h!" sa zosumuje na 0 lebo A" sa zosumuje na L a <=t
v j:l(” )j ¢ i j:l(” )j

.o . . (vl)sz .
sa tiez zosumuje na L, kedze S (pym S zosumuje na 1.
5=1{V");

(2.29) o = oy K"y o 57 o i =13

V nasom pripade, ked vytvdrame siet pre metédu konecénych objemov, chceme,
aby konecné objemy na okraji vypoctovej oblasti mali poloviény obsah, teda zvolime
(V)" =1/2prei=1ai=n,a ()" =1 inde. Vysledok tejto redistribticie je vidiet
na obrazku 2.2.

Na obrazku 2.1 je krivka z redistribuovanymi bodmi, ked numerickd hodnota fun-
kcie relativnej hustoty dfiky v je dané vztahom

|kin11/2 — ko

2.30 N = 1
( ) (U )l k%am - k:?nlzn o
kde k™ je maximélna krivost a k7. je minimdlna krivost. Takdto volba funkcie v/

zabezpedi, Ze sa body redistribuuji podla krivosti. Funkcia v’ nie je priamo funkcia kri-
vosti, lebo v pripade nulovej krivosti by sa vo vztahu (2.29) delilo nulou. Redistribiicia

podla krivosti nie je v tejto praci priamo vyuzité, ale moze byt velmi uzito¢na.

2.4 RiesSenie sustavy rovnic

Zo vztahu (2.25) dostaneme

o € hi™, + hI™ € € o' €
231 T m—i—l i+1 ) m+1 et m—i—l
(231) (2 hzn)‘"“ *( oat ap, w)T T T )
hiy, + hi?
D1 T m pmpgm
oap AN

kde i = 2,...;n — 1. Hodnoty «]" ziskame z vyssie uvedenych rovnic a rj" je rieSenie
z predchadzajiceho ¢asového kroku. Zo vztahu (2.31) ziskame n — 1 rovnic s n — 1

neznadmymi. Tento systém budeme riesif ako trojdiagonélny systém.



121

-0.2

-02-

Obr. 2.1: Krivka s redistribuovanymi bodmi podla krivosti

12



Vysledny systém ma tvar:

m_ L pm
o= (A h21+%)
ai = (O;i —%),
o = ()
pi = hﬁ;;h;ﬂ R v
o« = (G-
(2.32) c = (—%—h;l).
by cg 0 ... 0 0 p2 — ar!
az bz cz 0 0 D3
(2.33) 0 a b e 0 = pi
0 0 ap—2 bp2 cu2 Pn—2
0 0 ... oo 0 ap_1 bpy Pp_1 — cr

Na riesenie pouzijeme metédu SOR.

2.5 Preskalovanie

Dalsim krokom je preskalovanie kriviek v jednotlivych ¢asovych okamihoch, aby sme
dosiahli diskretizaciu celej vypoctovej oblasti. Preskalujeme ich tak, aby sa prva krivka
nezmenila a poslednd krivka bola ¢astou kruznice s polomerom H a so stredom v strede

Zeme. To znamena, ze kazdy bod krivky preskalujeme pomocou rovnice

(2.34) = (% (% - 1) + 1) (r™ - C) + C.

10



20

15

§ N N A

10

05

. o sy I O A O
05 10 15 20

Obr. 2.2: Vysledn4 siet

kde C je stred Zeme,R je jej polomer a M je posledny casovy krok vyvoja krivky. Pre
m = 0 plati r" = r? a pre m = M plati r" = Z(r® — C) + C. Jednotlivé body r}"
budu tvorit uzly siete.

Na obréazku 2.2 je vyslednd siet vytvorend prezentovanym postupom.
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Kapitola 3

Diskretizacia okrajovych uloh v 2D

3.1 Riesenie Laplaceovej rovnice s Dirichletovymi
okrajovymi podmienkami

Uvazujeme Laplaceovu rovnicu na oblasti €2 s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami.

(3.1) AT =0,
(3.2) T (z) = Tpir, © € O

Oblast Q rozdelime na koneény pocet konvexnych stvoruholnikovych podoblasti
(konecnych objemov) tak, aby kazdy konecny objem, ktory nie je na hranici, mal
styroch susedov, s ktorymi mé spoloéni hranu. Mnozinu tychto susedov nazveme N (p).
Kazdy objem bude mat aj styroch susedov, s ktorymi ma spoloény vrchol. Pre okra-
jové konecné objemy bude hodnota predpisana Dirichletovou okrajovou podmienkou.
Ozna¢me mnozinu konec¢nych objemov, v ktorych je hodnota 7" neznama, ako P.

Zintegrovanim rovnice (3.1) na kone¢nom objeme p € P dostaneme

(3.3) / ATdz =0,

Pouzitim Greenovej vety dostaneme

(3.4) VT -ndr = 0.
Op

12



Obr. 3.1: Konecény objem

Ked budeme uvazovat, ze koneény objem p mé susedné objemy ¢ € N(p), pricom
epq je hranica medzi objemami p a ¢, mozeme rovnicu (3.4) prepisat na tvar
(3.5) > / VT -ndr = 0.

geN(p) * P4

Oblast Q zdiskretizujeme tak, Ze kazdému koneénému objemu p € P priradime
reprezentacny bod x, = (x1,,xq,), ako tazisko koneéného objemu p. V bode z, bu-
deme uvazovat nezndmu hodnotu 7,. Okrajovym konetnym objemom priradime re-
prezenta¢ny bod do polovice hranice kone¢ného objemu, ktora lezi na hranici oblasti
Q.

Jednotkovy vektor s,, smerujici do susedného bodu z, z bodu z, je dany vztahom

Ty — T
3.6 =4 P
(3.6) Spq 2, — 2|

Tangenta t,, k hranici medzi objemami p a ¢ je dand vztahom

22 _ ol
(3.7) by = BL BT
‘qu — Tpq

kde z, a 27, st stiradnice hraniénych bodov tisecky €.

Pre normalu k hranici objemu plati
(3.8) Nyg = tqu_7

13



pricom normala sa skonstruuje tak, aby islo o vonkajsiu normalu k objemu p.

Ked'ze vektor s,, mozeme rozlozit do dvoch navzdjom kolmych vektorov n,, a t,,

[7], plati

(3.9) VT 8,0 = VT (Bpgpg + pgtpg) = BpgVT - 1py + VT - £y,
kde

(3.10) Bpg = Spq - Dpg

a

(3.11) Qpg = Spg * tpg.

V pripade, Ze s,, a n,, su totozné ,; = 0 a ay, = 0.
7 toho vyplyva, ze pre derivaciu v smere normaély plati
1
ﬁpq

Rovnicu (3.12) aproximujeme vztahom

(3.12) VT -n,, = ——(VT 5,0 — p,VT - t,).

1 1 T, =T, Tp2q B Tplq
Brg Bpg  dpq Bpg m(€pq) 7

kde T, a T7 st hodnoty v bodoch z,, 27, a dyq je vzdialenost medzi bodmi z, a x,,

(3.13) (VT -sp; — VT - ty,) =

a m(ey,) je dizka hranice e,,.

Vyuzitim rovnice (3.13) mozeme rovnicu (3.5) prepisat na tvar

1 17,-T,
(3.14) Z (m(epq)ﬂ_pq qd " - g_z: (Tz?q - Tplq)> =0,

4EN(p) pa

kde 7}, je neznama hodnota v kone¢nom objeme p. V pripade vnutornych kone¢nych ob-
jemov je T}, neznama hodnota v susednych konecnych objemoch. V pripade kone¢nych
objemov, ktoré susedia s objemami na hranici vypoctovej oblasti €2, je hodnota 7},, na
hrani¢nom objeme, dand Dirichletovou okrajovou podmienkou (3.2).

Hodnoty T, a T, vyjadrime pomocou bilinedrnej interpolacie.

(3.15) Téq = T(Zlféq) =a+bx a:llpq +cx* :L‘lqu + d * J?llpq * a:lgpq,l =1,2.

14



Oznac¢me hodnoty riesenia v konecnych objemoch, na hraniciach ktorych lezi bod xéq

ako T Iﬁql, TéqQ, Téqg, T ]ﬁq4. Potom koeficienty a, b, ¢, d mozno ziskat rieSenim sistavy
rovnic
(3.16) Téql = T(xéql) =a+b*ry,, +cx xépql +d * xllpql * xépql,
Téqz = T(a:i,q2) =a+bx :cllpqz + ¢ % xépqz + d % :cllpq2 * :cépqz,
T;QS = T(a:éqg,) =a+bx xllpqg + ¢ % xépqg + d % a:llpq3 * xépq3,
Tzﬁq4 = T(xéq4) =a+bx mllpq4 + e x xh,,, + d* a:llpq4 * mépq4.
V koeficientoch a, b, ¢, d vystupuji nezndme hodnoty T}.1, T}, Thoss Ty, pricom

bilinearnu interpoldciu prepiseme do tvaru

(3.17) Tpy = T(wpy) = kpgr * Tpy + ko * T,

Pq2

+ kzqu3 * Tzﬁqiﬁ + kzlaq4 + T,

pg4*

Rovnicu (3.14) moézeme pomocou (3.17) prepisat do tvaru

(3.18)
17T, -1 «
Z <m(€7"1)5_ qd - ﬁ_pq(kiql * T192q1 + kqu * Tp2q2 + k;zq?) * Tqu3 + kZQJq4 * Tqu4)
4EN(p) pg Dq pq
o
B 5_pq(k117q1 * Tplql + k;q2 * Tplq2 + kzliqi% * Tplq?» + kzlzq4 * T;q4)> =0.
pq

Aj ked sa zd4, Ze v rovnici vystupuje vela neznamych, ide len o 9 neznamych, ked'ze
vécsina rozne oznacenych neznamych je totozné.

Rovnica (3.18) plati pre kazdy kone¢ny objem p € P s nezndmou hodnotou T,,. Z
toho vyplyva, Ze mame tolko rovnic, kol’ko mame neznamych. Z tychto rovnic vytvorime

sustavu, ktori nasledne riesime.

3.2 Riesenie Laplaceovej rovnice s Neumannovymi
okrajovymi podmienkami v normalovom smere

Uvazujeme Laplaceovu rovnicu na oblasti 2 s Neumannovymi okrajovymi podmien-

kami danymi na casti hranice I' a Dirichletovymi okrajovymi podmienkami danymi na

15



zvysku hranice 92 — I". T.j. madme danu rovnicu (3.1) a okrajové podmienky

(3.19) Z—Z;(x) =g(z),z el.
(3.20) T(z) =Tpir(z),z € 0Q —T

Oblast € rozdelime na koneény pocet konvexnych stvoruholnikovych podoblasti
(koneénych objemov), vid predchddzajicu kapitolu. Pre kone¢né objemy, ktorych cast
hranice lezi na 92 — I', je dand hodnota T" pomocou Dirichletovych okrajovych pod-
mienok. Ozna¢me mnozinu koneénych objemov s nezndmou hodnotou 7" ako P.

Pre koneéne objemy P budeme pokracovat ako v predchadzajiicej kapitole, aZ po
rovnicu (3.18). Tu si vSak treba uvedomit rozdiel, ze v pripade okrajovych konec¢nych
objemov, na ktorych nie je predpisand Dirichletova okrajova podmienka, sa bod x, =
(x1p, 22p) vypolita ako tazisko konecného objemu p a nie ako stred hranice.

V rovnici (3.18) pre objemy p, nachddzajice sa na okraji oblasti €2, vystupuji
nezname susedné hodnoty 77, ktoré nie si definované. Tohoto problému sa zbavime
pridanim novych nezndmych v smere normaly n,, vo vzdialenosti od hranice e,,, ktora
je rovnd vzdialenosti e, od z,. Teda bod z,, v ktorom uvazujeme novi nezndmu 7; sa

vypocita ako
(3.21) Ty = Tp + 2|Tp, €pg|Npg,

kde |z,,ep,| je vzdialenost z, od e,,. Oznatme mnozinu vsetkych novo pridanych
neznamych a ich suradnic ako N. Tym sme kazdému hrani¢nému objemu z mnoziny P
pridali susedni nezndmu, s ktorou susedf{ s hranicou. Vzdy ked sme pridali suseda T,
cez hranu e,,, pridali sme suseda aj d'alsim koneénym objemom, ktoré maji vrchol vo
vrchole e,,.

Objemy p, nachadzajice sa na okraji oblasti €2, so susednym objemom s predpisanou
Dirichletovou okrajovou podmienkou maju stale jedného alebo aj viacerych neexis-
tujucich susedov, susediacich cez vrchol. Tohto suseda pridame do najblizsiecho bodu
k vrcholu, cez ktory mé susedit, kde je predpisand Dirichletova okrajové podmienka.

Bude to sused s prepisanou Dirichletovou okrajovou podmienkou.

16



Pridanim | N| nezndmych sme sposobili, Ze méme viac neznamych ako rovnic. Tento
problém ndm pomdze vyriesit rovnica (3.19). Pre kazdd novo pridant nezndmu 7,

pridame rovnicu
T, —1T,
(3.22) v 1o _ (M) N

Vdaka pridaniu tychto rovnic je pocet nezndmych a pocet rovnic rovnaky, ¢o nam

dovoluje vyriesit tito sistavu rovnic.

3.3 RiesSenie Laplaceovej rovnice s predpisanou de-
rivaciou v Ssikmom smere

Uvazujeme Laplaceovu rovnicu (3.1) na oblasti 2 s danou kladnou derivéciou v lubovolnom
smere v, smerujucom von s oblasti €2, na ¢asti hranici I' a Dirichletovymi okrajovymi

podmienkami (3.20) na zvysku hranice, t.j.
(3.23) v-VT =g(x),z €T

Pri delenf oblasti na podmnoZiny budeme postupovat ako v predchddzajicej kapi-
tole, az kym neddjdeme do casti, kde priddvame nezname. V tejto ¢asti okrem toho,
ze pridame nezname hodnoty, priddme k nim celé konecné objemy. Pridané konecné
objemy budu konvexné stvoruholniky s jednou hranou spédjajicou novy koneény objem
s koneénym objemom p. Dalsie dve hrany, budd prediiem’m hran kone¢ného objemu
p, ktoré majui spolocny bod s novo pridanou hranou a budu rovnako dlhé ako hrany,
ktorych predfienl’m su. Poslednd hrana je uz jednoznac¢ne urcend predchadzajicimi
hranami. Mnozinu novo pridanych kone¢nych objemov oznac¢ime N.

Rovnicu (3.23) budeme chapat ako rovnicu advekcie, pozri tiez [6], a zintegrujeme

ju na konetnom objeme p € N
(3.24) /U -VTdx = /gda:.
p P
KedZe plati
(3.25) v-VT' =V .-0Tl)—-TV v,
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modzeme rovnicu (3.24) prepisat do tvaru

(3.26) /v - (vT)dx — /Tv.vdx = /gdaz.

KedZe povazujeme hodnotu 7' za konstantni na koneé¢nom objeme, mozeme T' v dru-

hom integrali vynat pred integrél

(3.27) /V (vT)dx — T, /V vdr = /gdm.
p

Pouzitim Greenovej vety moZzeme rovnicu prepisat do tvaru

(3.28) / Tv-nds—Tp/ v-ndSZ/gdx.
Op dp D

Predpokladajme g konstantné na objeme a T konstantné na hraniciach a ked'ze konecny

objem ma hranice e,, , moézeme rovnicu prepisat do tvaru

(3.29) > pq/ veonds —T, Y / v-nds = |p|g,

q€N(p) “pa geN(p) ” P4
kde T, je hodnota na hranici ep,.

Tu sa vyuzije metéda up-wind. Oznac¢me tok

(3.30) Upg = / v - nds.

V pripade, Ze v,, > 0 ide o tok z oblasti, takzvany outflow, a T,,, = T,,. V pripade,
ze upy < 0 ide o tok do oblasti, takzvany inflow, a T}, = T;,. Oznacme N°“(p) susedov,
pre ktorych plati v,, > 0 a N™(p) susedov, pre ktorych plati v,, < 0. Potom mozeme
rovnicu (3.29) prepisat do tvaru
(3.31) Z Tqvpgds — Z Tyvpg + Z Tpvpq — Z Tpvpg = Iplg-

qEN"(p) qE€N"(p) qEN°"(p) qEN°v(p)

Po tprave tejto rovnice dostaneme rovnicu

(3.32) Z Upe(Tq — 1) = |ply,
qeN"(p)

kde

(3.33) Upg = m(epg) (v - ).
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Ked'Zze sme poslednii hranu konecného objemu p € N vytvorili tak, aby vektor v
vychadzal von z oblasti, vo vyslednej rovnici tento neexistujici sused nebude vystupo-
vat.

Vdaka pridaniu tychto rovnic je pocet nezndmych a pocet rovnic rovnaky, ¢o nam

YR o v ) z z ’
dovoluje vyriesit tito sistavu rovnic.

3.4 Numerické experimenty

Rad konvergencie numerickej metédy rieSenia Laplaceovej rovnice s Dirichletovymi
okrajovymi podmienkami overime na priklade, ked je riesenim Laplaceovej rovnice
funkcia T'(z,y) = —In(y/22 +y2). Vypoctova oblast bude kruhovy vysek, ktorého
spodnou hranicou je krivka (sin(p)(1 — 0.01sin(16p)),sin(p)(1 — 0.01cos(16p))), p €
(0,7/2) a hornou hranicou je §tvrtkruznica. Vypoctova oblast pre najhustejsiu siet je
diskretizovana metodou, ktora je prezentovana v prvej kapitole, az na ten rozdiel, ze
aj okrajové objemy budd maft priblizne rovnaky obsah, ako vniitorné objemy. Menej
hust4 siet je vytvorend tak, Ze z hustejsej siete je odstraneny kazdy druhy bod v oboch
smeroch. Keby boli okrajové konetné objemy najhustejsej siete polovi¢nej velkosti, pri
odstranovani kazdého druhého bodu by sa poloviény pomer nezachoval. Takéto siete sa
vytvaraja len na tucely testovania radu metody, na praktické vypocty budi uvazované
siete s polovicnymi koneénymi objemami v okoli hranice so zadanymi Dirichletovymi

okrajovymi podmienkami. Chyba metédy sa dé4 zapisat vztahom

(3.34) Ey = Ch®,

kde C' je konstanta vychddzajica z vlastnosti siete a numerickej metédy, h je maximalna
vzdialenost susednych reprezentaénych bodov a « je rad metdédy. Potom sa rad metédy

vypocita vztahom



hmax | |ehmax | | EOO

0.583761 | 0.00365633
0.343303 | 0.00154455 1.6232
0.184575 | 0.000497954 1.82414
0.0954733 | 0.000141749 1.906
0.0485238 | 3.80067e — 005 | 1.9449

Table 3.1: Rad konvergencie pre Dirichletove okrajové podmienky

0.583761 | 0.00365633
0.343303 | 0.00154455 1.6232

0.184575 | 0.000497954 1.82414

0.0954733 | 0.000141749 1.906

0.0485238 | 3.80067 * 1075 | 1.9449

0.024513 | 9.86559 * 1075 | 1.97511

Table 3.2: Rad konvergencie pre Neumannove okrajove podmienky v smere normaly

Keby bola kazd4 siet vytvdrana samostatne, ovplyvnilo by to hodnotu C, ¢o by sa
prejavilo na rdde metédy pocitaného vztahom (3.35). Pre vypocet chyby sa pouzije
numerickd L, norma. Z tabulky 3.1 vyplyva, Ze metéda je druhého radu.

Pre overenie radu konvergencie metdédy riesenia Laplaceovej rovnice s Neuman-
novymi okrajovymi podmienkami v normélovom smere a v lubovolnom smere pouZijeme
rovnaké presné rieSenie na rovnakej sieti ako v predchddzajicom pripade. Neumannova
okrajové podmienka je na spodnej hranici oblasti. Sikmé derivécia je dand na spodnej
hranici v normélovom smere oto¢enom o /8 proti smeru hodinovych ruciciek. Z ta-
bulky (3.2) vyplyva, Zze metéda s Neumannovymi okrajovymi podmiekami je druhého
radu a z tabulky 3.3 vyplyva, Ze metéda s sikmou derivaciou je prvého radu.

V poslednom experimente ukazeme, ze metéda odvodena pre derivaciu v Sikmom

smere funguje, aj ked sa smery, v ktorych je zadand derivdcia, krizuji. Vektor v(zx) je v
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obr. 3.2: Rozne husté siete pouzité pri vypocte radu konvergencie
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Tabulka 3.3: R4d konvergencie pre derivdciu danti v normalovom smere oto¢enom o

hrmaa lehmasll | EOC
0.583761 0.0270094
0.343303 | 0.0156229 | 1.03121
0.184575 | 0.00791816 | 1.09511
0.0954733 | 0.0038136 | 1.10827
0.0485238 | 0.00186823 | 1.05436
0.024513 | 0.000926264 | 1.02744

/8
Pmae € EOC

0.583761 0.0268217

0.343303 0.019441 0.60622
0.184575 | 0.00705683 | 1.63303
0.0954733 | 0.0036628 | 0.994777
0.0485238 | 0.00183307 | 1.02282
0.024513 | 0.000874991 | 1.08301

Tabulka 3.4: R4d konvergencie pre derivdciu dant v normalovom smere ototenom o

funkeciu sinusu

tomto pripade otoc¢eny o uhol, ktory sa vypocita ako sin(p*512)/3, kde p = arcsin(xy).

V tabulke 3.4 vidno, Ze aj pre tento pripad metéda konverguje.
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Kapitola 4

Tvorba siete v 3D

4.1 Vyvoj plochy zavisly od krivosti a vonkajsej sily

Uvazujeme, Ze mame vypoctovi oblast, ktorej dolnou hranicou je ¢ast topografie Zeme
a horna hranica je ¢ast gule v urcitej vyske H nad topografiou Zeme. Tiito vypoctovii
oblast diskretizujeme a vytvorime sief skladajicu sa z konvexnych Seststenov.
Uvazujeme plochu S, ktord reprezentuje cast topografie Zeme. Dalej uvazujeme,
ze mame dant horni hranicu oblasti, ktorou je ¢ast gule. Siet vytvorime postupnym
vyvojom plochy S podla krivosti a konstantne;j sily f, ¢im docielime, Ze vysledna plocha
nadobudne priblizne tvar ¢asti gule s polomerom 1/f. Ako f zvolime 1/R, kde R je
polomer Zeme. Takyto vyvoj sposobi, ze plocha nadobudne priblizne tvar casti gule,
ale jej polomer nebude H. Ttto plochu budeme musiet este preskélovat, aby plocha v
konecnom case vyvoja mala polomer H a plocha v ¢ase 0 bola nezmenend. Body siete
budt tvorené bodmi preskalovanej plochy v jednotlivych casovych krokoch vyvoja.

Vseobecnd rovnica pre vyvoj plochy podla krivosti
(4.1) or = kN + fIN.

Neznama r je pozicny vektor vyvijajicej sa plochy S, ktord je dand predpisom S =
{r(u,v,t),u € (0,1),v € (0,1),t € (0,tena)}, a N je normdla na niu v bode r. f

je sila posobiaca v smere normaly. kN vypocitame ako 2kN = A,r. € je parame-
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ter urcujuci, ako rychlo sa plocha vyrovna. A, je Laplace-Beltramiho operator, ¢o je
Laplaceov operator na ploche. Rovnicu budeme riegit metédou koneénych objemov.
Od okrajovych bodov chceme, aby sa v konecnom c¢ase t.,q dostali do vzdialenosti R

od stredu Zeme, teda méme okrajové podmienky 7(0,v,t) = r(0,v,0) 4+ 22D (p

[r(0,v,0)]
[r(0,0,0))) = v € (0,1), r(1,0,) = r(1,0,0) + Hyegh (R — [r(1,v,0)]) v € (0,1),
r(u,0,t) = r(u,0,0) + ;EZSS (R = |r(u,0,0)])s=,u € (0,1) ar(u,1,t) = r(u,1,0) +
;EZ’?S (R — |r(u, 1,0)\) ,u € (0,1) pre vsetky t.

4.2 (Odvodenie tangencialnej rychlosti

Ako v pripade krivky v 2D, je aj pre plochu v 3D dolezité riadit rozdelenie bodov.
Aj tu sa ndm moze stat, Ze sa plocha zauzli, alebo na nej budi vznikat body singula-
rity. Jednym zo sposobov udrziavania rovnomerného rozdelenia je zachovavanie rovnako
velkych koneénych objemov. V nasom pripade je viak doleZitejsie zachovat rovnomerné
rozdelenie bodov na jednotlivych krivkach (rovnobezkach a poludnikoch). To docielime
pridanim pohybu plochy v smere oT% a o/T7, kde T je tangenta k i-tej rovnobezke,
prechddzajicej bodom r;; a T je tangenta k j-temu poludniku prechddzajicemu bo-
dom r;;.

V d'alom texte budeme poéitat a!” vzhladom na jednotlivé krivky, ktoré nam tvoria
plochu, ako je to uvedené v praci [9, 10, 11], s rozdelenim pohybu aj do tangencidlneho
smeru. Vypocet bude rovnaky ako pre krivku v 2D, ale pre pripad krivky I" v 3D, ktorej
o' chceme pocitat, si pohyb v smere normaly podla krivosti a sily f rozdelime do troch
smerov. Do smeru N, ¢o je smer normély k ploche premietnuty do normélovej plochy
krivky. Do smeru N}, ktory je kolmy na NI a lezi v normalovej ploche krivky. A do

smeru T, ¢o je tangenta ku krivke. Teda krivka sa bude pohybovat podla rovnice
(4.2) or =U"N] + VN, +a' T + o' T,

kde r je poziény vektor krivky I' a nie plochy €. Dalej o je rychlost pohybu v smere

tangenty, ktory nam bude zabezpecovat rovnomernti redistribiciu bodov na krivke a
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U' VT a al sa vypocita ako
U' = (kN + fN) - N}

VP = (ekN + fN) - Nj

(4.3) a' = (ekN + fN) - T'

Pre casovy vyvoj g', ktoré je urcené ako g' = |r,r| = \/(%)2 + (G )2 4 (42

mozme napisat

r,r
(4.4) gtF = |ruF|t = |—

. (rur)tv
ur |

kde u' je parametrizicia na krivke I'. Pre vicsiu prehladnost textu budeme dalej

r

parametrizaciu u' oznacovat len ako u. Dalej budeme Al oznacovat sicet o' a &' t.j.

Al = o' 4+ a''. Mozeme napisat

(4.5)  (ry)e = (r))y = (U'NY + VINL + ATTY), = ¢V (U'NY + VIND + AT'T),
Z rovnice (2.8) a z rovnice (4.5) si mézme rovnicu (4.4) napisat ako

(4.6) g =g¢" TV - (U'NY + VIN} + A'T),.

Kedze st N! a T navzajom kolmé, plati

(4.7) 0= (T -ND), = T% - NU 4 T - (ND),.

7, coho vyplyva, ze

(4.8) T"- (N}), = —-T. -Nj

Podla Frenetovho vzorca plati

(4.9) —T, Ny =-Nj - (K'N') = =Ny - (k) N} + By N3 ) = —Fy

kde kI je projekcia k"N do NI a kL je projekcia k'N" do N3. Analogicky plati
(4.10) ~TL - N§ = —kj.
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Vdaka tomu mozme rovnicu (4.6) prepisat na tvar

g = g'T - (U/Ny +UN(NY)s + VINg + VE(NG o + AT+ AT(TY),)
= T UING T NN, g T VN,
+gFTF . AETF +gFTF 'AF(TF)S
- ¢'T". UF(N{)S +g'T"- VF(Ng)s + gFAE
(411) = —g"U"k; —g"VVky + g" AL
Zintegrovanim rovnice dostaneme
/ grdu = / —g" (UK} + VKD )du +/ —g" Al du
S1 Sl St
1
(4.12) v Fds = /F—(Ufkf+vrk§)ds+/\r(1) — AY(0).

KedZe krivka sa na svojich okrajoch nehybe v smere tangenty, plati AT (0) = AT(1) = 0.
7, coho vyplyva

(4.13) Li = /S —(U k) + V'Ey)du.
Oznacme

1
(4.14) L' = / g du.

0

r
g ~ z
Pre zmenu Ir v case plati

T t - 2
(—g"UTKY — g"VTRD + gPAD)LT + gP LV (UTKE + VIED)p
- T2
(4.15) = 90 (AL — (UPRY + VIED) + (UTRD + VIED) ),

kde (UMK +VTEY)r = 2r [ —(UYk{ +V'E} )ds. Ked bude (%—Fp)t = 0, tak sa s meniacim
¢asom nebude menit rozlozenie bodov na krivke a bude AL = (UYKY +VIED) + (UV K] +

VIED)p.
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Aj v 3D pripade si odvodime tangencidlnu redistribuciu, ktora pojde k predpisane;j
hustote dfiky krivky v'. Zvolime
r r r
g v g
(4.16) (e =wlor = 77);
¢o znamena, ze g' pojde k v*. Rovnicu (4.15) mozme prepisat

r
@17) ol = —a = Uk VIR + UK VIR e = 1)

S

KedZe g bude konvergovat k v' v nekonecne a pre vietky g' plati rovnica (4.14),

musime zvolit v", pre ktoré plati
1
(4.18) / v'du = LY,
0
Oznacéme v' T funkciu relativnej hustoty dlzky, ktors nesplna vztah (4.18) a ozna¢me
1
(4.19) L2:/ o' Vdu,
0

potom moézeme funkciu relativnej hustoty diZky o' upravit na funkciu hustoty dfiky,

aby spliiala vztah (4.18) transforméciou

?}IF r
v = L_gL
/T
v_ 1o
(4.20) ol = —al — (UK + VTEY) + (UTky + VIk ) + w( ngp —1).

Pridanim pohybu v smere tangenty kriviek, prechddzajiicich bodmi, bude mat vysledn4

rovnica pre pohyb plochy S tvar
(4.21) O = kN + fN + (o' T"),

kde (a''T") je priemer vietkych ol T'. V spojitom modeli dévajii rovnice (4.21) a (4.1)

rovnaky obraz vyvijajucej plochy.
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Obr. 4.1: Koneény objem

4.3 Numericka aproximacia

Plocha sa bude skladat z n; rovnobeziek a n; poludnikov. Bod, kde sa pretina i-ta rov-
nobezka a j-ty poludnik, bude bod r;;. Plochu si rozdelime na koneény pocet kone¢nych
objemov. Objem Vj; bude patrit bodu r;;. Oznacme si rfj susedné body k r;;. Konecny
objem Vj; je priestorovy plosny ttvar s vrcholmi v taziskdch tseciek ryrf; a v taziskdch
Stvorstenov prislichajicich k tomu istému bodu. egj ozna¢ime ¢ast hranice koneéného
objemu V;; medzi bodom r;; a bodom r?j. ﬁfj si oznac¢ime vonkajsiu normalu k c¢asti
hranice ej;. Pre lepsie pochopenie vid obr. (4.3).
Zintegrovanim rovnice 4.21 na konec¢nom objeme V;; dostaneme slabt formulaciu.
(4.22) ordr =2 [ Agxdr+ [ fNdx+ / ("' T")dz.
Vig Vig Vij Vij

Vdaka Greenovej vete mozme rovnicu prepisat na tvar

(4.23) / Ordr =2 [ V,r-ijds + / FNdz + / (" T )dz,
Vi oV Vij Vij

kde 7; je vonkajsia normédla k hranici koneéného objemu V;;. Z tvaru koneéného objemu
Vi; vyplyva, ze prvy clen pravej strany rovnice (4.23) mozeme prepisat na

Qij Qij
(4.24) V.r - ijids = / szr.ﬁgjds = Z/ V3r~77‘gjd8,
oV, o} q=1 OVij

Wj q:]_
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kde Q;; je pocet susednych bodov k r;;. Rovnicu si d'alej mozeme prepisat na

QI] QU

(4.25) Z/av r-ijlds = Z/ —ds

oVi; 6771]
Na hranici 8‘/;.;1- budeme predpokladat konstantni parcidlnu derivdciu r;; podla normély
ngj. Hranica je medzi bodom r;; a jeho susedom v strede zalomend, preto budd na

hranici dve rozne hodnoty derivacie v smere normaly. Vypocitame ich ako

q q .92 ql
(4.26) Or 1 Ty =Ty QT — T,
: 7~ q q q q ’
3%* % hij g% m<6ij*)

kde * je 1 alebo 2 podla toho, o ktorti cast hranice ef; ide. hf; je vzdialenost medzi

bodom r;; a jeho g-tym susedom. /37, sa vypocita ako norméla k hranici e}., premietnuta

’L]* 7,]*

a ol je tangenta premietnutd do toho

do jednotkového vektora spdjajiceho r;; a er’ i

istého vektora. Normadla sa Vypoéita ako vektor kolmy na tangentu a leziaci v rovine,

v ktorej lezia body r;;, rgji Zr m* To ndm dovoli prepisat rovnicu (4.25) na tvar
(4.27)
Qz Qij
- zgl — Tij agjl @2  _ql m<egj2) rgj — Tij O‘ijz 2  _ql
Z Z hq T (rijl_rij1)+ q R 3 (erQ rzgz))
Vi 7713 —y m i1 152 ij 152
kde m(e U*) je miera hrany em, teda jej dizka. A kedze r?f* je vrchol koneéného objemu,

ktory sa vypocita ako priemer Styroch susedov a r;?}* je vrchol, ktory sa vypocita ako

. ~ . ’ )
priemer dvoch susedov, mozno rovnicu prepisat do tvaru

ng Qij

> [, a2
oV 771] q=1
m(e?jl)rgj — Iyj O‘?jl 1, 1 1 I L I q
- (-~ 11 + rz 12T 7 rz i3 T rz 14— rg‘n - —1‘312)
gjl ha. 3]'1 4 J 4% 49 44 2 Y 29
(4.28)
m(efn) v — Ty afy 1 1 2 I o I I
g; th' - 93'2 (4 ijo1 T 41'1]22 + 41'33‘23 + 41'33124 21'3321 - 51'%122)))
i iJ ij

Na celom objeme V;; budeme predpokladat konstantni hodnotu fN;;. Vd'aka tomu

mozeme prepisat druhy Elen pravej strany na tvar

(4.29) /V | INdz = m(Vi) Ny,
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kde m(V;;) je miera objemu Vi;. Aj o a T! predpokladdme na celom objeme Vij
konstantné, ¢o ndm dovoluje prepisat
m(Vi) priy -yt
(4.30) / (TN dx = m(Vy) (! Th) = /-2 Q—————,
Vij ’ | M| F%\; T hij1 + hig

kde rfjW je predchadzajici bod na krivke I' a rij je nasledujuci bod. Potom M si
ozna¢ime ako mnozinu vsetkych kriviek prechadzajucich bodom r;; a |M]| je pocet
kriviek prechadzajicich bodom. Dalej Or;; aproximujeme spatnou diferenciou a budeme
predpokladat konstantni hodnotu r;; na konecnom objeme V;;, vdaka ¢omu mozeme

lavid stranu rovnice prepisat na tvar

g
4.31 — - UEE——
(4.31) /VJ Oirdr = m(Vj;) A7

Vyuzitim rovnic (4.27), (4.29), (4.30) a (4.31), pricom vypocty (4.27) a (4.29) budu

v case m + 1, dostaneme

e 3L med) Tl — 1,
m(Vij)(]Tt]> = QZ (— th
= P i
q
Qi 1 4o I I o T o I I
(4.32) - 51 (ngjll + ngjm + ngjlii + ngjm ~ 35 ;']jll §r3j12)
m(e;‘lj*> rgj — Tij
q q
1% hij
q
i L g2 I 2 L 42 I L
(4.33) - gj* (ngjm + Zr?jQZ + ngj% + ngj124 - §rgj21 - §rgj122))
m(V;,) . rZ.E mt1 rirjw m+1
(4.34) +m(Vij) Ny + 2 ol
v M| 1%:4 T hija + hi

Prepisanim rovnice dostaneme systém n; X n; rovnic s n; X n; nezndmymi r;;, ¢ =
L,...,n5,0=1,...,n;.

Zo vztahu (4.20) aproximéciou o a &. dostaneme

al; —ak | al —ak
(4.35) — — J-l T = L=+ (Uf 10k 1/
1] ij
LAy Py
L
Viiaphaigoae) = Uk VIR w(= 5 — 1),
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kde ajj_1 a @;;—1 st hodnoty pre predchddzajici bod krivky I' a h;; je vzdialenost

medzi bodom r;; a predchddzajicim bodom krivky. Vo vztahu (4.35)

(4.36) <Urkr + Vrk'r -7 Z ha(U, zl 1/2 1;1—1/2 + Vl 1/2km 1/2)7

(4.37) L"=> ha.
Zo vztahov (4.35), (4.36) a (4.37) dostaneme

(4.38) aj; = ar‘—l —ay; — g — h (Uzl; 1/2]‘51” 12t V] 1/2k2m 1/2)

1 %) i ij—1
- (V)5 3005 ha
+ hij Z hz‘l(Uilll1/2kfuf1/2 + Vi 1/2klzl 172) +w( L hij),
=1 7=1 il

Vysledny systém (4.31) riesime pomocou LU rozkladu.

4.4 Numerické experimenty

Na obréazku 4.2 je vyvijajtica sa perturbovana gula s poloviénymi okrajovymi konecnymi
objemami v roznych ¢asovych intervaloch. Body vyslednej siete budu tvorit body plo-
chy vo vSetkych casovych intervaloch.

Na obrazku 4.3 je vidief plochu, v koneénom ¢ase, vyvijajicu sa podla krivosti a
redistribuovant podla krivosti na jednotlivych krivkdch. Okrajové krivky zaciatocne;

plochy boli paraboly a body v strede lezali v jednej rovine z=0.
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Obr. 4.3: Plocha s redistribuovanymi bodmi podla krivosti na jednotlivych krivkdch
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Kapitola 5

Diskretizacia okrajovych tloh v 3D

5.1 Riesenie Laplaceovej rovnice s Dirichletovymi
okrajovymi podmienkami

Uvazujeme Laplaceovu rovnicu na trojrozmernej oblasti €2 s Dirichletovymi okrajovymi

podmienkami.
(5.1) AT =0,
(5.2) T (x) =Tpy, x € 0N

Pri trojrozmernej tilohe budeme postupovat podobne ako pri dvojrozmernej. Oblast
Q) rozdelime na koneény pocet nepravidelnych Seststenov (koneénych objemov) tak,
aby kazdy konecény objem, ktory nie je na hranici, mal Siestich susedov, s ktorymi ma
spolo¢nt stenu. Mnozinu tychto susedov nazveme N(p). Kazdy objem bude mat aj
dvandst susedov, s ktorymi m4 spolo¢ni hranu a osem susedov, s ktorymi m4 spolocny
vrchol. Pre okrajové koneéné objemy bude hodnota predpisand Dirichletovou okrajovou
podmienkou. Ozna¢me mnozinu kone¢nych objemov, v ktorych je hodnota T' neznama,
ako P.

Zintegrovanim rovnice (5.1) na kone¢nom objeme p € P dostaneme

(5.3) / ATdz =0,
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Obr. 5.1: Konec¢ny objem

Pouzitim Greenovej vety dostaneme

(5.4) VT -ndr = 0.
Op

Ked budeme uvazovat, ze kone¢ny objem p ma susedné objemy ¢ € N(p), pricom
epq je hranica medzi objemami p a ¢, mozeme rovnicu (5.4) prepisat na tvar
(5.5) > / VT - ndr = 0.

qgeN(p) * 71

Oblast Q zdiskretizujeme tak, Ze kazdému koneénému objemu p € P priradime
reprezentacny bod x, = (z1,, Ty, ¥3,) ako tazisko konecného objemu p. V bode z,
budeme uvazovat neznému hodnotu 7). Okrajovym konetnym objemom priradime
reprezentacny bod do stredu hranice konec¢ného objemu, ktora lezi na hranici oblasti
Q.

Jednotkovy vektor s,, smerujici do susedného bodu z, z bodu z, je dany vztahom

T, — X
5.6 =1 P
(5.6) Spq 2 — 2|

KedZe hranice koneéného objemu si v tomto pripade plochy, tak bude maf hrana dve

tangenty. Tangenta tlqu k hranici medzi objemami p a ¢ je dand vzfahom

x2 —xl
57 tl — pq pq
( ) r |I12)q - leu; 7

2

5g SU suradnice vrcholov hranice e, ktorych spojnica tvori diagonalu.

1
kde Ty & T

Tangenta tzq sa vypocita rovnako pomocou ostatnych dvoch vrcholov hranice e,
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4 3

X, —
(5.8) by = Tod s |
|$pq ~ Tpg
Pre normalu k hranici objemu plati
1 2
(5.9) n, =t, <t

pricom normala sa skonstruuje tak, aby islo o vonkajsiu normalu k objemu p.

Kedze vektor sp, mozeme rozlozit do troch vektorov ny,, t, a t2, [7], plati

(5.10) VT-spg = VT-(Bpglipgt+ap to a2 te) = Bp VT np+a, VTt +as VTt

Pq "pq Pq "Pq pg’

kde hodnoty f},, o, a a2, sa daji vypocitat rieSenim sistavy rovnic

(5.11) Spg = Bpglpg + bl + a2t

Pq "Pq pq "pq-

9o .. ., . . . , .
Kedze v rovnici vystupuju vektory, ide o tri rovnice s troma neznamymi.

7 toho vyplyva, ze pre derivaciu v smere normdaly plati

1
(5.12) VT - n, = ﬁ—pq(VT cSpg — ap VT -t — a2 VT -t ).
Rovnicu (5.12) aproximujeme vztahom
(5.13)

2 1 2 4 3
L(VT-S ol VT a2 VT2 ) ~ AT =T oy Toy=Thy 0 Ty =Ty
Bog Pg “pq P P4 pa Bpg  dpg Brg m(Tqu - Tplq) Brq m(T;q - Tz?q)

kde T, T2, T3 . T, st hodnoty v bodoch z,,, 2, 23, ) a dpg je vzdialenost medzi
bodmi z, a ).
Vyuzitim rovnice (5.13) mozeme rovnicu (5.5) prepisat na tvar
1 T,-T, o T2—T, a2 T T3
(5.14) Z (m(epq> <_—q N T o s )) =0,
4EN(D) Brg  dpq Bpq m(qu - qu) Bpq m(qu - qu)
kde T}, je nezndma hodnota v konecnom objeme p a m(ep,) je velkost hranice e,,. V

pripade vnutornych koneénych objemov je T, nezndma hodnota v susednych konecnych

objemoch. V pripade konecnych objemov, ktoré susedia s objemami na hranici vypoctovej
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oblasti €2, je hodnota T, na hrani¢cnom objeme dana Dirichletovou okrajovou podmien-
kou (5.2).
Hodnoty T, , Ty, T3, a T, vyjadrime pomocou trilinedrnej interpolacie.
(5.15)
I

I _ Iy _ l l l l l l l l l l l _
qu - T(qu) - CH_bxlpq+C$2pq+dx3pq+ex1pqx2pq+fx1pq$3pq+gm2pqx3pq+hx1pqx2pqx3pq’l =12

Koeficienty a, b, ¢, d, e, f, g, h sa daji vyjadrif pomocou nezndmych hodnét v

konecnych objemoch, na ktorych hranici lezi bod T},

(5.16)

l l l l l l l l l l l l l l l l l l
qu - T(qu) - kpqlqu1+kpq2qu2+kpq3qu3+kpq4qu4+kpq5qu5+kpq6qu6+kpq7qu7+kpq8qu8’

kde koeficienty k sa daji vypocitat riesenim ststavy 8 rovnic (5.15), kde strandnice
st suradnice neznamych Téq* a hodnota 7" je 1 pre neznamu, pred ktorou sa nachadza
koeficient k a 0 pre ostatné neznéme.

Rovnicu (5.14) mbzeme pomocou (5.16) prepisat do tvaru, kde T, T2, T a T,
sa vyjadria pomocou vztahu (5.16).

Rovnica (5.14) plati pre kazdy kone¢ény objem p € P s nezndmou hodnotou T,,. Z
toho vyplyva, Ze mame tolko rovnic, kol’ko mame neznamych. Z tychto rovnic vytvorime

sustavu, ktori nasledne riesime.

5.2 Riesenie Laplaceovej rovnice s Neumannovymi
okrajovymi podmienkami v normalovom smere

Uvazujeme Laplaceovu rovnicu na oblasti 2 s Neumannovymi okrajovymi podmien-
kami danymi na casti hranice I' a Dirichletovymi okrajovymi podmienkami danymi na

zvysku hranice 92 — I". T.j. mame danu rovnicu (5.1) a okrajové podmienky

(5.17) g—i(a:) =g(x),x el.
(5.18) T(x) =Tpi(z),z € 0Q—-T
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Postup bude skoro rovnaky ako v pripade dvojrozmerného rieSenia. Oblast € roz-
delime na konec¢ny pocet Seststenov (koneénych objemov), vid predchddzajiicu kapi-
tolu. Pre konecné objemy, ktorych ¢ast hranice lezi na 9 — I', je dand hodnota T'
pomocou Dirichletovych okrajovych podmienok. Ozna¢me mnozinu koneénych obje-
mov s neznamou hodnotou T ako P.

Pre koneéne objemy P budeme pokracovat ako v predchadzajicej kapitole, aZ po
rovnicu (5.14). Tu si vSak treba uvedomit rozdiel, ze v pripade okrajovych kone¢nych
objemov, na ktorych nie je predpisand Dirichletova okrajovd podmienka sa bod z, =
(T1p, T2p, T3,) Vypolita ako tazisko koneéného objemu p a nie ako stred hranice.

V rovnici (5.14) pre objemy p, nachddzajice sa na okraji oblasti €2, vystupuju
nezname susedné hodnoty 7y, ktoré nie st definované. Tohoto problému sa zbavime
pridanim novych nezndmych v smere normaly n,, vo vzdialenosti od hranice e,,, ktora
je rovnd vzdialenosti e, od z,. Teda bod z,, v ktorom uvazujeme novi nezndmu 7, sa

vypocita ako
(5.19) Ty = Tp + 2|Tp, €pg|Npg,

kde |z,,ep,| je vzdialenost z, od e,,. Oznatme mnozinu vsetkych novo pridanych
neznamych a ich suradnic ako N. Tym sme kazdému hrani¢nému objemu z mnoziny P
pridali susedni neznédmu, s ktorou sused{ s hranicou. Vzdy, ked sme pridali suseda T,
cez hranu e,,, pridali sme suseda aj d'alsim koneénym objemom, ktoré maji vrchol vo
vrchole e,,.

Objemy p, nachddzajice sa na okraji oblasti €2, so susednym objemom s predpisanou
Dirichletovou okrajovou podmienkou maju stale jedného alebo aj viacerych neexis-
tujucich susedov, susediacich cez vrchol. Tohto suseda priddme do najblizSiecho bodu
k vrcholu, cez ktory mé susedit, kde je predpisand Dirichletova okrajové podmienka.
Bude to sused s predpisanou Dirichletovou okrajovou podmienkou.

Pridanim | N| nezndmych sme sposobili, ze méme viac nezndmych ako rovnic. Tento

problém ndm pomdze vyriesit rovnica (5.17). Pre kazdd novo pridant nezndmu 7,
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priddme rovnicu

T, —T, T, +x
(5.20) pd ng(%),pé]\f

Pq

Vdaka pridaniu tychto rovnic je pocet nezndmych a pocet rovnic rovnaky, ¢o nam

dovoluje vyriesit tito sistavu rovnic.

5.3 RiesSenie Laplaceovej rovnice s predpisanou de-
rivaciou v sikmom smere

Uvazujeme Laplaceovu rovnicu (5.1) na oblasti 2 s danou kladnou derivéciou v lubovolnom
smere v, smerujucom von s oblasti €2, na casti hranici I' a Dirichletovymi okrajovymi

podmienkami (5.18) na zvysku hranice, t.j.
(5.21) v-VI=g(x),z el

Pri delen{ oblasti na podmnoziny budeme postupovat ako v predchddzajicej kapi-
tole, az kym nedoéjdeme do cast,i kde priddvame nezname. V tejto ¢asti okrem toho, ze
priddme nezname hodnoty, pridame k nim celé konec¢né objemy. Pridané konecné ob-
jemy budu Stvorsteny s jednou stenou spédjajucou novy konecny objem s konecnym
objemom p. Dalie styri steny, budd predfienim stien kone¢ného objemu p, ktoré
maju spolo¢nu hranu s novo pridanou stenou a budu rovnako dlhé ako steny, ktorych
prediZenl’m stu. Posledna stena je uz jednoznacne urcena predchadzajicimi hranami.
Mnozinu novo pridanych koneénych objemov oznac¢ime N.

Rovnicu (5.21) budeme chapat ako rovnicu advekcie, pozri tiez [6], a zintegrujeme

ju na konecnom objeme p € N

(5.22) /v -VTdx = /gdx.
p p

Ked'ze plati
(5.23) v-VI'=V-0l)-TV v,
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mozeme rovnicu (5.22) prepisat do tvaru

(5.24) /v  (uT)dz — /Tv.vdx _ /gdx.

KedZe povazujeme hodnotu 7' za konstantni na koneé¢nom objeme, mozeme T' v dru-

hom integrali vynat pred integrél

(5.25) /V (vT)dx — T, /V vdr = /gdm.
p

Pouzitim Greenovej vety moZzeme rovnicu prepisat do tvaru

(5.26) / Tv-nds—Tp/ v-ndSZ/gdx.
Op dp D

Predpokladajme g konstantné na objeme a T konstantné na hraniciach a ked'ze konecny

objem ma hranice e,, , moézeme rovnicu prepisat do tvaru

(5.27) > pq/ veonds —T, Y / v-nds = |p|g,

q€N(p) “pa geN(p) ” P4
kde T, je hodnota na hranici ep,.

Tu sa vyuzije metéda up-wind. Oznac¢me tok

(5.28) Upg = / v - nds.

V pripade, Ze v,, > 0 ide o tok z oblasti, takzvany outflow, a T,,, = T,,. V pripade,
ze upy < 0 ide o tok do oblasti, takzvany inflow, a T}, = T;,. Oznacme N°“(p) susedov,
pre ktorych plati v,, > 0 a N™(p) susedov, pre ktorych plati v,, < 0. Potom mozeme
rovnicu (5.27) prepisat do tvaru
(5.29) Z Tqvpgds — Z Tyvpg + Z Tpvpq — Z Tpvpg = Iplg-

qEN"(p) qE€N"(p) qEN°"(p) qEN°v(p)

Po tprave tejto rovnice dostaneme rovnicu

(5.30) Z vpg(Ty — 1) = Iply,
geEN™(p)

kde

(5.31) Upg = M(€pg) (V + Npg).
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Ked'Zze sme poslednii hranu konecného objemu p € N vytvorili tak, aby vektor v
vychadzal von z oblasti, vo vyslednej rovnici tento neexistujici sused nebude vystupo-
vat.

Vdaka pridaniu tychto rovnic je pocet nezndmych a pocet rovnic rovnaky, ¢o nam

YR o v ) z z ’
dovoluje vyriesit tito sistavu rovnic.

5.4 Numerické experimenty

Rad konvergencie numerickej metddy riesenia Laplaceovej rovnice s Dirichletovymi
okrajovymi podmienkami overfme na priklade, ked je riesenim Laplaceovej rovnice
funkcia T'(z,y, z) = \/ﬁ Vypoctova oblast bude gulovy vysek, ktorého spodnou
hranicou je ¢ast perturbovanej gule. Ako aj v 2D pripade, je vypoctova oblast pre
najhustejsiu siet diskretizovand metédou, ktord je prezentovand v Stvrtej kapitole, aZ
na ten rozdiel, Ze aj okrajové objemy budi mat priblizne rovnaky obsah ako vnitorné
objemy. Menej hustd sief je vytvorend tak, Ze z hustejsej siete je odstraneny kazdy
druhy bod v oboch smeroch. Pre vypocet chyby sa pouzije numerickd L, norma. Z
tabulky 5.1 vyplyva, Ze metéda je druhého radu.

Pre overenie radu konvergencie metédy riesenia Laplaceovej rovnice s Neuman-
novymi okrajovymi podmienkami v normélovom smere a v lubovolnom smere pouzijeme
rovnaké presné rieSenie na rovnakej sieti ako v predchéddzajicom pripade. Neumannova
okrajové podmienka je na spodnej hranici oblasti. Sikmé derivécia je dand na spod-
nej hranici v normalovom smere oto¢enom o 7/8 okolo osi z proti smeru hodinovych
ruciciek. Z tabulky 5.2 vyplyva, Zze metéda s Neumannovymi okrajovymi podmiekami

je druhého radu a z tabulky 5.3 vyplyva, Ze metdda s Sikmou derivaciou je prvého radu.
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hma:p

EOoC

0.578954

0.0017540

0.339609

0.0012600

0.62104

0.182114

0.0005507

1.32805

0.094100

0.0001802

1.69178

Tabulka 5.1: R4d konvergencie pre Dirichletove okrajové podmienky

hmaz

[|€hmac|

EOC

0.578954

0.0168434

0.339609

0.00332872

3.03954

0.182114

0.00075666

2.37725

0.094100

0.00017918

2.18172

Tabulka 5.2: Rad konvergencie pre Neumannove okrajové podmienky

homaa lehmall | EOC
0.578954 | 0.02486
0.339609 | 0.0103976 | 1.63307
0.182114 | 0.0044046 | 1.3783
0.094100 | 0.00181325 | 1.34422
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Kapitola 6

Zaver

V praci je prezentovand numerickd metdéda na riesenie Laplaceovej rovnice s okra-
jovymi podmienkami. Prv4 cast sa venuje diskretizacii vypoctovej oblasti nad topo-
grafiou Zeme. Siet sa vytvdra vyvojom plochy (krivky) s vyuzitim redistribicie. V
préci je odvodeny novy model redistribiicie bodov. V druhej ¢asti je odvodend metdda
kone¢nych objemov na nerovnomernych sietach, kde sa vyuziva rozdelenie derivacie v
smere normaly na derivaciu v smere tangenty a derivaciu v smere vektora, ktory spéja
reprezentaéné body koneénych objemov. Sikm4 derivacia sa riesi ako rovnica advekcie
na okrajovej oblasti s vyuzitim up-wind metédy. Pre vSetky metddy st prezentované
numerické experimenty, ktoré ukazuju, ze metody pre Dirichletove okrajové podmienky
a Neumannove okrajové podmienky st druhého radu a metdéda pre tlohu so Sikmou

derivéaciou je prvého radu.
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Kapitola 7

Literatura

1]

[7]

T.Y. Hou, J. Lowengrub, M. Shelley, Remouving the stiffness from interfacial flows
and surface tension, J. Comput. Phys., 114 (1994), pp. 312-338.

M. Kimura, Numerical analysis for moving boundary problems using the boundary

tracking method, Japan J. Indust. Appl. Math., 14 (1997), pp. 373-398.

K. Mikula, D. Sevéovi¢, Evolution of plane curves driven by a nonlinear function

of curvature and anisotropy, STAM J. Appl. Math., 61 (2001), pp. 1473-1501.

K. Mikula, D. Sevéovié, A direct method for solving an anisotropic mean curvature
flow of planar curve with an external force, Mathematical Methods in Applied

Sciences, 27(13) (2004) pp. 1545-1565.

K. Mikula, D. Sevéovié, M.Balazovjech, A simple, fast and stabilized floowing finite
volume method for solving general curve evolution equations, Communications in

Computational Physics, Vol. 7, No. 1 (2010) pp. 195-211

M. Macak, Numerické metody v geodézii, PhD praca, Svf STU Bratislava, Pracovna

verzia

M. Macak, K. Mikula, Z. Minarechova, Solving the oblique derivative boundary-
value problem by the finite volume method, ALGORITMY 2012, 19th Conference on

44



Scientific Computing, Podbanske, Slovakia, September 9-14, 2012, Proceedings of
contributed papers and posters (Eds. A.Handlovicova, Z.Minarechova, D.Sevcovic),

ISBN 978-80-227-3742-5, Publishing House of STU, 2012, pp. 75-84

[8] Karol Mikula, Mariana Remesikova, Peter Sarkoci, Daniel Sevéovic, Surface evolu-

tion with tangential redistribution of points, submitted.

9] K. Mikula, J. Urban, 3D curve evolution algorithm with tangential redistribution
for a fully automatic finding of an ideal camera path in virtual colonoscopy, Lecture

Notes in Computer Science 6667, Springer, 2011

[10] M. Huska, M. Medla, K. Mikula, P. Novysedlak, M. Remesikova, A new form-
finding method based on mean curvature flow of surfaces, ALGORITMY 2012,
19th Conference on Scientific Computing, Podbanske, Slovakia, September 9-
14, 2012, Proceedings of contributed papers and posters (Eds. A.Handlovicova,
Z.Minarechova, D.Sevcovic), ISBN 978-80-227-3742-5, Publishing House of STU,
2012, pp. 120-131

[11] M. Medla, Tvorba "optimdlnych” logicky Stvoruholnikovych sieti v 2D a 3D oblas-

tiach nad topografiou Zeme, Bakaldrska praca, Svf STU Bratislava

45



