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Tvorba digitalnych modelov terénu pomocou evolucie ploch podl’a strednej
krivosti

Abstrakt

Praca sa zaobera tvorbou digitdlnych modelov terénu pomocou evoliucie ploch podla
strednej krivosti. Na rieSenie je pouzitd diskretizacia Laplace-Beltramiho operatora metédou
kone¢nych objemov. Metdda je zalozend na aproximacii l'ubovolnej vstupnej plochy réznymi
druhmi trojuholnikovych sieti a vytvoreni slabej formulacie pre Laplace-Beltramiho operator na
tejto ploche. Linearny systém rovnic pre hodnoty rieSenia na kone¢nych objemoch, ktory je
ziskany numerickou aproximdaciou slabej formulacie, je nasledne rieSeny iteranou numerickou
metddou v kazdom diskrétnom casovom kroku. Numerické experimenty pozostavaji z
teoretickych — testovacich numerickych experimentov, zameranych napr. na najdenie minimalne;]
plochy a plochy s predpisanou krivostou, a z praktickych experimentov, zameranych na tvorbu

digitalnych modelov terénu s pouzitim vysledkov merania metddy dial’kového prieskumu LiDAR.

KTucové slova: Laplace-Beltrami operator, zovSeobecnena stredna krivost, metdéda koneénych

objemov, LIiDAR.

Creation of digital terrain model using surface mean-curvature evolution
Abstract

The work discuses creating of the digital terrain models using surface evolution method. To
that goal a discretization of the Laplace-Beltrami operator using the finite volume method has been
done. The approach is based on an approximation of an arbitrary surface by different triangular
meshes and deriving the weak formulation for the Laplace-Beltrami operator on the manifold. A
system of linear equations obtained by the finite volume approximation of the weak formulation
is solved in each discrete time step by an iterative solver. The numerical experiments consist of
theoretical ones, where a minimal surface and a surface with a given mean curvature is of interest,
and then practical ones, where aim is to create the digital terrain models obtained by using a

remote sensing technology LIDAR.

Key words: Laplace-Beltrami operator, mean curvature, finite volume method, LIDAR.



Zoznam skratiek

DMP — Digitalny model povrchu

DMR — Digitalny model reli¢fu
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LiDAR — Light detection and ranging

Obr. — Obrazok

SOR - Successive over-relaxation

Tab. — Tabul’ka



L UVOA it 1
2 Evolacia ploch podla strednej KIiVOST .. ....uvieivireiiiie i 2
2.1 Diskretizacia Laplace-Beltramiho operatora metodou kone¢nych objemovw............... 2
211 CasoVA dISKICHIZACIA .........veceevrreeeeiesceeie ettt es et 2

2.1.2  Priestorova diskretizacia a definicia kone¢ného objemu............ccccccvverinnenne. 3

2.2 Slaba formulacia ulohy na kone€nom obJEmMe ...........cccvvveriiiveiiiieiiiie e 4
2.3 Odvodenie semi-implicitnej numerickej SChEmy ...........ccoooieiiiiiiiiiiiicie e, 5
2.4 Zostavenie systému lINEArNYCh TOVIIC .......vveiiiveiiiiiiiiie e 7

3 Testovacie NUMETICKE EXPETIMENEY .......veviivriiiiiiieiiiieiieie st et e st e st e e e e e 10
3.1 Uzavretd plocha - GUIA ........ccuviiiiiiiii e 10
3.2 Ohranicena plocha — Hl'adanie minimalnej plochy..........c.cccovviiiiiiiiiiiiiiicinn 13
3.3 Ohranicend plocha - ECCO2Z .........cooiiiiiiiiiiiiii it 15

4 Praktické numerické eXPerimenty .........ccuuvvririiiieiiiiiiiiiiiie e e e s e e e e e e e 20
4.1 Digitalne modely zemského povrchu ...........c.evvviiiiiiiiiii 20
4.2 LIDAR Lo 21
4.3 Numericky experiment — Kasova Lehotka ..........ccccoooviiiiiiiiiiiii i, 22
4.3.1  VSHUPNE AALA....uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiii et 22

4.3.2  VYSIEAKY .oeiiiieiiieie e 25

4.3.3  KIrivOStNY deteKIOT . ..iiiiiiiiiiiiiiiiiie ettt 26

4.3.4 Vysledky roz8ireného modelu.............coovviiiiiiiiiiii e 28

4.4  Numericky experiment — CENtrUM MIAMI.........cooveiiiiiiiiieiieee e 32
441 VSHUPNE AALA.....uiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii et 32

.42 VYSIEAKY ..ot 34

O ZLAVET et et e e s e e e e b b e e e e rneea e 36
| 31T 2 11 PO PO PP PP PPPPPRPTP 38

Z0ZNAM PITION. .. 40



1 Uvod

Digitalne modely zemského povrchu maji v dnesnej dobe Siroké spektrum vyuzitel'nosti.
Vyuzivaji sa pri Gzemnom planovani, navrhu komplexnej infraStruktiry, projektovani
inzinierskych stavieb, geologickych Studiach, ale aj na vizualizacné ucely. Spdsobov vytvorenia
a rekonstrukcie takychto modelov je viacero. V praci sa zaoberame jednym konkrétnym
sposobom, a to tvorbou digitadlnych modelov zemského povrchu pomocou evolucie ploch podla
strednej krivosti. Cielom je vytvorit' zo vstupnych dat vyuziteI'ny digitalny model terénu, ktory
moze byt’ nasledne vyuZity pre rozne, vyssie spomenuté ucely. Praca ¢iasto¢ne nadvizuje na prace
[1] a [2], ktoré sa venuju filtracii geodetickych dat na povrchu Zeme pomocou nelinearnych

difiznych rovnic.
Strednu krivost’ plochy Q v bode P vieme vyjadrit’ ako
1

kde k; a k, reprezentuju hlavné krivosti plochy Q v bode P.



2 Evolucia ploch podPa strednej krivosti

Evoluciu plochy podla zovSeobecnenej strednej krivosti vieme vyjadrit’ v tvare parabolickej

parcialnej diferencialnej rovnice [3]

9,8(t) = 2HN, (2.1)
alebo v tvare
0:8(t) = AS(t), (2.2)
S pociatoc¢nou podmienkou
$(0) =Q°, (2.3)

kde O° c R3 je l'ubovolna pravidelna a hladka plocha, predstavujuca zakriveny povrch. Cas t je

z intervalu t € [0,T], T c R, N predstavuje jednotkovi vonkajSiu normalu k ploche a Ag
reprezentuje Laplace-Beltramiho operator, predstavujici zovSeobecneny Laplaceov operator na

zakrivenom povrchu.

RieSenim tejto rovnice je vektorova funkcia S(t) = x(t)T+ y(t)f+z(t)l_c) =Q' , kde
funkcie x(t), y(t),z(t) uréuju tvar plochy Qf,Qt ¢ R3 v ¢ase t. Rovnicu (2.3) rieSime pre

jednotlivé zlozky vektorovej funkcie samostatne, ked’ze samotné zlozky st od seba nezavislé.

2.1 Diskretizacia Laplace-Beltramiho operatora metodou
konec¢nych objemov
Diferencidlnu rovnicu predstavujicu vyvoj plochy Q! (2.3) budeme riesit metodou
kone¢nych objemov [4][5]. Ur¢ime vhodnu ¢asovi a priestorovi diskretizaciu, odvodime slabt
formulaciu ulohy na kone¢nom objeme a samotnu Semi-implicitni numericku schému.
211 Casova diskretizacia

Casovy interval [0, T] rozdelime na kone&ny pocet M &asovych tisekov t;, j=1,.., M.
Vzdialenost’ dvoch po sebe iducich ¢asovych usekov vieme vyjadrit’ ako 7; = t; — t;_4, kde t;

predstavuje ¢asovy krok a funkcia $(t;) reprezentuje rieSenie na j-tej Casovej vrstve. Lavi stranu



rovnice (2.3) 9,8(t) aproximujeme spatnou diferenciou a nasledne mézeme rovnicu prepisat’ do

tvaru

= AS(1). (2.4)

Pre vektorovi funkciu §(t) v Case t; zavedieme oznaCenie S (tj) = §/. Jej komponenty

x(t),y(t),z(t) v Case t; oznatime ako x/,y7, z/ a rovnicu (2.4) prepiSeme do tvaru

s/ —§i-1

T

= NS, (2.5)

2.1.2  Priestorova diskretizacia a definicia kone¢ného objemu
Vypoctovi oblast’ Q' vieme aproximovat’ vhodne zvolenou triangulaciou, ktorej vrcholy
predstavuju kone¢ny pocet N uzlovych bodov

Xi = S{’ Xi € Qt ) L = 11 "'INI (26)

kde S{ predstavuje rieSenie v bode X;.

Trojuholniky na zvolenej triangulacii s vrcholom v uzlovom bode X;,i = 1, ..., N, budeme

oznacovat’ ako
Tl'q, q-= 1, ...,Ql', = 1,....,N, (27)

kde Q; predstavuje pocet trojuholnikov s vrcholom v uzlovom bode X;. ZvyS$né dva vrcholy

trojuholnika T;, oznaCime ako Xiqla Xl.qz. (Obr. 2.1)

V kazdom uzlovom bode triangulacie X; zadefinujeme konecny objem V; ako
mnohouholnik, pricom taziska trojuholnikov Tj, a stredy spojnic X; X iq YaXx,x iq ? budu tvorit’ jeho

vrcholy. (Obr. 2.1)



Obr. 2.1: Kone¢ny objem V;

2.2 Slaba formulacia ulohy na kone¢cnom objeme

Rovnicu (2.2) zintegrujeme na kone¢nom objeme V;

0,5(t) dx = f AS(E) dx, (2.8)

Vi Vi

nasledne vyuzitim Greenovej vety vieme pravu stranu vyjadrit’ v tvare
fvi 0,S(t) dx = favi V.S(t) - 1j;ds, (2.9)

kde V¢ S(t) = [Vex(t),Vsy(t),Vsz(t)] predstavuje povrchovy gradient zloZiek vektorovej
funkcie S(t) na danej ploche Q' a7j; reprezentuje vektor jednotkovej vonkaj$ej normaly na hranicu

kone¢ného objemu V;.

Integral cez hranicu kone¢ného objemu dV;, mézeme vzhladom na geometriu hranice
prepisat’ do tvaru sumy cez jednotlivé Casti hranice dV;, ¢im dostdvame slabu formulaciu tlohy na

kone¢nom objeme V;

J,, 0:S(®) dx = > v, VsS(0) Tiiq ds, (2.10)



kde 77,4, q = 1, ..., Q; reprezentuje vektor vonkajiej jednotkovej normaly na ¢ast’ hranice V4, q =
1,...,Q;. (Obr. 2.2b)

2.3 Odvodenie semi-implicitnej numerickej schémy

Na rovnicu (2.10) aplikujeme zvolenti ¢asovu diskretizaciu a pri numerickej aproximacii
lavej strany rovnice na kone¢nom objeme V; uvazujeme, Ze rieSenie S{ v uzlovom bode X; je v j-
tom ¢asovom kroku konStantné
W)y [ ysi i td (2.11)
m Tj q=1 V] ! Mg &5, '
kde m(Vij _1) predstavuje mieru mnoziny Vl.j ~! ktord Vv tomto pripade reprezentuje obsah
kone¢ného objemu V; z predchadzajiiceho ¢asového kroku j — 1. Samotnd vypocétova oblast’ Q* sa

meni v zavislosti od casu, preto vSetky parametre suvisiace s trianguldciou su brané z

predchadzajiceho ¢asového kroku j — 1.

Povrchovy gradient na pravej strane rovnice (2.11) je za predpokladu linearnej reprezentacie

rieSenia S/ na jednotlivych trojuholnikoch T;4 kone¢néeho objemu V; rovny svojej strednej hodnote

V.S = VS dx, (2.12)

)
m (Tl.é_l) Tif;l

kde m(Tifl_l) predstavuje plochu trojuholnika Tlf] Aplikovanim Greenovej vety dostavame

rovnicu v tvare

1

V,S/ ~ —f s/ -7 ds. (2.13)
Jj-1 i— iq .
m(T, ) Jor)

Vektor ﬁ] reprezentuje vektor jednotkovej normaly ku hrane trojuholnika T] ' (Obr. 2.2b)

Pri linearnej reprezentacii rieSenia mdzeme integral cez hranicu trojuholnika vyjadrit’ ako

sumu priemerov hodnét na jednotlivych stranach trojuholnika T] . Reprezentaciu povrchového

gradientu na danom trojuholniku ozna¢ime PT]iq a vyjadrime v tvare



) Jj
pl = 1 (S +5q1d1 15j-1
Tiq j-1 ig1 lq1
m(rg") Y2 214
(2.14)
j j j j
+ Si +Sq2 j-1-j-1 +Sq1 +Sq2 j—1 =»j-1
2 iq2 '"iq2 ) qlq2'*qlq2

Koeficienty dl]qll, all]qz1 a djlq2 predstavuji dizky spojnic bodov X, X", X, X{* a X1 x{*

trojuholnika TL{; . Vektorové funkcie S{Il aS{I2 reprezentuji rieSenie v uzlovych bodoch

X f tax f ®a predstavuju lokalne oznacenie nezndmych na trojuholniku Ti{;l (Obr. 2.2a).

PT]iq je konstantny vektor, ktory mézeme vynat’ pred integral a dostavame upravenu rovnicu

(2.11) v tvare
si-sit .
m(Vi] ) Zq 1 T ovi 1nfq1ds. (2.15)

Integral vonkajsich jednotkovych normal na hranice kone¢ného objemu Vié_l definovanych

na trojuholniku T] cez jednotlivé hranice kone¢ného objemu 0V, méZeme vyjadrit’ v tvare
Sj-1 1,j-1\=1,j-1 2,j-1\=2,j-1
f il s =m(eg i ™ 4+ mle) i (2.16)
a

kde m(elj 1) a m(ezJ 1) st dizky hran kone&ného objemu na trojuholniku T] ' (Obr. 2.23) a
ﬁilc’lj - ﬁiq] ~~ vonkajsie jednotkové normély na tieto hrany. (Obr. 2.2b)

a)

Obr. 2.2: a) strany d a e, b) vonkajsie jednotkové normaly n a n



Nasledne moZeme rovnicu (16) napisat’ v tvare

S] S] 1
11
m(y )5
(2.17)
Z[m<e“ Yig B (el R

q=

Po tprave rovnice (2.17) dostavame semi-implicitni schému problému evolicie plochy podla

zovseobecnenej strednej krivosti (2.2) v tvare

i D,

+m(ey i B = s

(2.18)

2.4 Zostavenie systému linearnych rovnic
Z geometrie konecného objemu Vl.j - vyplyva, ze

S{n = Séiz preq =1,

sl =s!

q-12 breq#1, (2.19)

preto zavedieme globalne ¢islovanie neznamych v jednotnych uzlovych bodoch X; trojuholnika

j-1
T ~ Vvtvare

= Séiz preq =1,

S{q = Sfll = Séq 12 breq# 1. (2.20)

Rovnice pre jednotlivé uzlové body X;,i = 1, ..., N obsahuju Q; + 1 globalnych neznamych
sl,s!

i1 o ,S{ , Z rovnice (2.18) vyjmeme c¢leny, ktoré stoja pri neznamych S] s/

i1

J
SiQi

a ozna¢ime ich a’,, a’ alei. Tieto koeficienty tvoria nenulové prvky i-teho riadku matice A.

i0” **i1’ =



J

Koeficienty alo, 11' ...,aiQi ukladame do i-teho riadku matice A podl'a globalneho ¢islovania

uzlovych bodov X;, ktorym nezname prisluchaju.

Vo vSeobecnosti mézeme diagonalny ¢len a{o vyjadrit’ ako

Qi
. T: 1 . .
ahy=1- —F= N — < m (e )7
T ) ()

el (e i
| (dqullﬁqull + dquzlﬁz]qzl)]'
Pri nediagonalnych ¢lenoch a;q, q # 0, oznacime
k =q-1, ak q # 1,
k =0Q;—-1, akq=1 (2.22)
a nasledne mézZeme vo vSeobecnosti vyjadrit’ nediagonalne ¢leny v tvare
b g e
(@l Tl + i) +m (el )i
(dqull_)L]qll 511;2 711;2)]
(2.23)

1] 1) »1,j-1
1 ik
m(T] )
j=1-j-— 1 j—1 —=j-1 2,j-1 »2,j—1
(dm My + diggpal k1k2)+m< €ik )nik

(d]1—>]1 ]1—)]1)
ikl lkl k1k2 k1k2



Samotné koeficienty a{q sa zavislé od casového kroku 7; a od vlastnosti triangulacie

z predchadzajuceho ¢asového kroku. Ked’ze chceme linearne systémy rieSit SOR algoritmom,

matica A musi byt diagonalne dominantna, ¢ize musi platit’
la| = Tislagl g #0, i=1,..,N. (2.24)
Experimentédlne bolo uréené, ze pri vol'be
7 =~2, m(y'™) (2.25)

je podmienka diagonalnej dominantnosti splnena a SOR metoda konverguje. Plochy kone¢nych
objemov m(I/;j _1) sa Vv ase menia, preto aj samotny krok je potrebné vypocitat’ po kazdej Casove;]

iteracii.

. A . TS B | (1, < .
Prava strana systému je dand vektorom rieSenia S{ z predchadzajuceho casového kroku.

Systém linearnych rovnic mdéZeme zapisat’ v tvare
As’ = s (2.26)
alebo v tvare systémov linearnych rovnic pre jednotlivé komponenty vektorovej funkcie s’
Ax) = x/ -1
Ay =y,
A7 =771, (2.27)

ktoré riesime pre kazdé j, j = 1, ..., M. Pre dostato¢ne vel’ké M nastane rovnovazny stav, v ktorom

bude obsah a zovseobecnena stredna krivost’ plochy minimalna.



3 Testovacie numerické experimenty

Testovacie numerické experimenty sliizia na overenie spravnosti odvodenej semi-implicitnej
schémy a uréenie radu presnosti metddy. Na testovanie boli vybrané pripady evolucie uzavretej
gul'ovej plochy a dvoch ohrani¢enych ploch. Vysledky boli vizualizované vyuzitim softvéru Surfer
[6] a Paraview [7]. Boli implementované dva programy v jazyku C++, z ktorych prvy vytvaral
triangulacie ploch a druhy riesil samotnu evoliciu (Priloha ¢.3). Ako w parameter v SOR algoritme

bola pri vSetkych testovacich experimentoch pouzita hodnota w = 1.25.

3.1 Uzavreta plocha - Gul’a

Pri tomto experimente sa, okrem overenia spravnosti schémy a presnosti metody, bude
testovat’ aj vplyv priestorovej diskretizacie na samotnu evoluciu plochy. Ked’ze vyvijana plocha
je uzavreta, nie je potrebné definovat’ okrajové podmienky. Na vyjadrenie vplyvu priestorovej

diskretizacie boli pouzité dve rdzne triangulacie plochy Q°.

Vypodétova oblast Q° v oboch pripadoch predstavuje jednotkovii gulovii plochu,

diskretizovanu sietou trojuholnikov. V prvom pripade bola triangulacia zvolena tak, aby jednotlivé
trojuholniky mali priblizne rovnaky obsah m(Tl-q ) Takto zvolent triangulaciu budeme oznacovat’
ako pravidelnt trojuholnikovu siet Qg. Samotna pravidelna triangulacia vznikla viacnasobnym
delenim osemstenu. (Obr. 3.1a). Druht triangulaciu budeme oznaCovat' ako nepravidelnu

trojuholnikovi siet’ Q9. Vrcholy trojuholnikov leZia v takto zvolenej triangulacii na priese¢nikoch

poludnikov a rovnobeziek jednotkovej gule. (Obr. 3.1b)

10
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Obr. 3.1: a) Pravidelna triangulacia Q) b) Nepravidelna triangulacia Q)

Presnost’ metédy budeme urCovat’ z rozdielu nami ziskaného numerického rieSenia

a analytického rieSenia gule s meniacim sa polomerom v case, definovaného v tvare

S.(®) = /(5(0)2 — 4t). (3.1)

Chybu err budeme ratat’ ako L, normu v tvare

j=1i=1

M N
errif = jz > (a1 - I5/1)" mvire, 2

Evolucia oboch ploch Qf a Qf bola ¢asovo ohrani¢ena intervalom [0,T], T = 0.2

s pociato¢nou podmienkou |S(0)| = 1. Experimentalny rad konvergencie metdédy (EOC) ur¢ime

zo vzt'ahu

erry
EOC = lOgZ T (33)
Th/2
Pri poéitani chyby err bola vol'ba ¢asového kroku T~h?, kde h reprezentuje dizku hrany
trojuholnika. Chyba err,‘ffz predstavuje chybu pri dvakrat jemnejSej priestorovej a Styrikrat

jemnejSej Gasovej diskretizacie, ¢o odpoveda vztahu T~h?2.

11
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Tab. 3.2 : Chyby, odhady radu a vypo&tové asy pre Q9

Z tab. 3.1. a 3.2. vyplyva, Ze metdda je druhého radu presnosti. Rozdielnost’ triangulacii

tovy Cas pri 1986 uzlovych

W

v

, Z€ vypoC

ploch sa prejavila na vypoc¢tovom ¢ase. V tab. 3.2 vidime

bodoch bol az 23 min. D6vodom bola dlhsia konvergencia SOR metody v kazdom ¢asovom kroku

bena zle navrhnutou triangulaciou plochy a singularitami v oblasti pélov.

Sp0so

0.008671,7,, = 0.001976. Prvystav

1430,7, =

Obr. 3.2 znazortuje evoluciu plochy O3, N

predstavuje pociatoéna podmienku [S(0)| = 1, druhy a treti stav predstavuji tvar plochy Qf v

20 a 40 ¢asovom kroku.
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Obr. 3.2: Znazornenie evolicie plochy Q)
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3.2 Ohranicena plocha — H’adanie minimalnej plochy

Definujme obsah plochy Q' ako m(Qf) =3X¢, m(Tij ), kde G predstavuje pocet
trojuholnikov triangulacie. Zo vztahu vyplyva, Ze obsah plochy moézeme vyjadrit’ ako sucet ploch

jednotlivych trojuholnikov tvoriacich triangulaciu. Ulohu evoliicie plochy moZeme oznadit’ aj ako

ulohu hl'adania minimélnej plochy Q ktora vznikne evoliiciou plochy Q° . Minimalnu plochu

min’
mozeme definovat’ ako plochu, ktorej strednd krivost’ je vSade nulova. Takyto stav vieme
dosiahnut v ¢ase t, ak plati, Zze rozdiel m(Q~1) —m(Qf) =~ 0. Ak plati tento vztah,
predpokladdme, Ze stredna krivost’ je vo vSetkych miestach plochy nulova, kedze v samotnom

procese evolucie plochy podla strednej krivosti nenastala v dvoch po sebe iducich ¢asovych

krokoch Ziadna zmena tvaru vyvijanej plochy. V takom pripade plati, ze Q,,;, = Q* pret spinajtce

podmienku.

Vypoctova plochu QY reprezentuje rovina [x, y, 0] kde x, y = (0.1,0.2, ...,1.9), ohrani¢en4
hranicouT =T,, U Tz U Ty U T kde

[ = (x,0,0), x = (0.1,0.2,....,1.9),
Iy = (x,2,0), x = (0.1,0.2, ....,1.9),
T, =2,y,y%—2y), y =(0,0.1, ...,2),

Ir = (0,y,y% —2y), y =(0,0.1, ...,2). (3.4)

Na Obr. 3.3 je znazornen4 triangulécia a hranica I' plochy QY. Poget uzlovych bodov modelu N =
441 a pocet trojuholnikov G = 800.

Hranica I" reprezentuje Dirichletovu okrajovii podmienku. Uzlové body X;, ktoré leZzia na
hranici ' budt pocas vypoctu zafixované a pre riesenia Vv tychto bodoch plati S{ = §? pre vietky

asové kroky j. Pociato¢na podmienka S° = QY.

Samotny proces evolucie bol z dovodu efektivity programu ukonceny, ked’ |Tj —Tj_q| <

11072, resp. ked' |23, m(y) = 2 ¥, m(y/ )| < 11072,
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Pri takto zvolenej podmienke bol ¢as predstavujici dosiahnutie minimalnej plochy T =

7.50806. Pocet ¢asovych krokov na dosiahnutie tohto stavu bol M = 629.

Na grafe (Obr. 3.4) su znazornené profily rezov plochy Q}, s rovinou (Obr. 3.3)
prechadzajicou cez stred plochy Qf, po rdznych ¢asovych krokoch. Obr. 3.5 zobrazuje tvar
minimalnej plochy po 629 ¢asovych krokoch.

Obr. 3.3: Triangulacia, hranica T plochy QY a prierezova rovina

Poéet €asovych krokov
—_— 0

= 10

—_— 25

= 50

= 100

= 200

—_— 529

Obr. 3.4: Profily plochy Qf, po roznych ¢asovych krokoch
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Obr. 3.5: Tvar minimalnej plochy Q,,;,, = Q§°

3.3 Ohrani¢ena plocha - ECCO2

Vypoctovia oblast’ experimentu tvori ohrani¢ena zvinena plocha Q2, predstavujiica ¢ast’
hladiny oceanu. Suradnice uzlovych bodov boli ziskané z modelu ECCO2 (Estimating the
Circulation and Climate of the Ocean, Phase 2) [8], ktory poskytuje pricbezne aktualizovany tvar
oceanov, ktory umoziuje skimat’ procesy vo vnutri oceanu, napr. prudenie morskych pradov,
presuny tepla, uhlika, ale aj sledovanie stavu oceanov v polarnych oblastiach. Ohranicenie plochy

I' je definované Stvoruholnikom s hranicami 50° j. §., 30° j. §., 75° z. d. a 95° z. d. (Obr. 3.6)
12
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Obr. 3.6: Hranice vypoctovej oblasti Q2
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Pri tomto experimente budeme pracovat’ v sférickej suradnicovej ststave ¢, A, r, kde ¢
predstavuje sférick $irku, A sféricka dizku a r = R + h, kde R je polomer sféry a h reprezentuje
vysku nad sférou (Obr. 3.7). Na transformaciu priestorovych suradnic X,Y,Z do sférickej

stradnicovej sustavy boli pouzité vztahy

r=yX2+Y2+272
A= ArcT (Y)
= ArcTg X)

¢ = ArcSin (%) (3.5

Obr. 3.7: Sféricka suradnicova ststava [16]

Ciel'om experimentu bolo vyhladenie vstupnej zvinenej plochy do tvaru plochy s nulovou
strednou krivost'ou. Pri experimente boli pouzité 3 typy Dirichletovych okrajovych podmienok.

Skimany bol aj vplyv tychto podmienok na vysledny tvar plochy Q2.

Prvy typ okrajovych podmienok predstavuje podmienku pre vetky X; € I' vtvare St = §?,
teda suradnice uzlovych bodov na hranici budu pocas vypoétu fixované. Pri druhom type boli
fixované iba ¢, A suradnice bodov X; € I', teda samotna hranica mala povolené sa vyvijat
v radialnom smere. Treti typ predstavuje podmienku S§ = (¢, 4, 7¢), teda podmienku pri ktorej

boli body X; € I' zafixované na guli s polomerom r.
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Hrubka siete bola zvolend s delenim 0.25° X 0.25°. Pocet uzlovych bodov N = 6400 a
pocet trojuholnikov triangulécie je rovny 12 482. Pre lepSiu vizualizaciu dat bol zvoleny polomer

17 = 10m. Na Obr. 3.8 je zobrazeny tvar a detail prislusne;j triangulacie plochy.

Obr. 3.8: Tvar, prierezova plocha a detail triangulacie plochy Q3

Na Obr. 3.9 su zobrazené riesenia v profiloch plochy (Obr. 3.8) po ré6znych ¢asovych krokoch pri

vsetkych troch typoch okrajovych podmienok. Ako podmienka ukoncéenia procesu evolicie bola

tak isto ako v predchadzajicom experimente zvolena podmienka |Tj - Tj_ll < 1.1078,

Potet krokov

—0

— 170

=
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Potet krokov
—0
— 10

— 160

Pocet krokov

—0

— 10

— 150
— 303

Obr. 3.9: Riesenia v profiloch, pre tri typy okrajovych podmienok

Pri pouziti prvého typu okrajovych podmienok plocha dosiahla rovnovazny stav po 70
Casovych krokoch. Takto zvolena podmienka je vhodna vtedy, ked’ potrebujeme vyhladit

nerovnosti plochy, pricom chceme zachovat’ jej hranice.

Pri druhom type okrajovej podmienky, ktora predstavuje vol'nost’ hranice v radialnom smere,
nastal rovnovazny stav po 513 €asovych krokoch. Na Obr. 3.9 vidime, ze priblizny tvar, ktory bol
pri prvom type okrajovych podmienok dosiahnuty po 70 ¢asovych krokoch, bol v pripade vol'nosti
hranice dosiahnuty uz po 10 ¢asovych krokoch. Radialna vol'nost’ na hranici je vyuzitel'na vtedy,

ked chceme zhladit’ plochu a netrvame na zachovani jej hranic.
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Pri tretom type okrajovych podmienok je nasim cielom dosiahnut’ plochu s predpisanou
krivostou. Chceme, aby platilo, Ze |S/| ~ r , teda aby sa plocha Q2 vyvinula do tvaru gulového
vyseku so strednou krivostou % Po 303 ¢asovych krokoch bola splnena podmienka |rj - rj_1| <

1078, avsak cast’ plochy este nespliiala podmienku |$3%3| ~ r, o bolo spdsobené zle zvolenou
ukoncovacou podmienkou. Ak by sme vSak nechali vyvoj prebiechat’ dlhsie, tento stav by bol
dosiahnuty. Takéto okrajové podmienky su vhodné vtedy, ked’ potrebujeme hranicu posunut

v radialnom smere a zafixovat’ na vopred zadany tvar.
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4  Praktické numerické experimenty

Pri praktickych numerickych experimentoch boli vyuZzité poznatky ziskané z testovacich
experimentov. Kapitola je rozdelena na teoreticky uvod k experimentom a na samotné dva hlavné
numerické experimenty. Na rieSenie boli vyuzité uz spominané vytvorené programy v jazyku C++
(Priloha ¢. 3). Vysledky boli podobne ako v pripade testovacich experimentoch vizualizované

pomocou softvéru Surfer [6] a Paraview [7].

4.1 Digitalne modely zemského povrchu

V dnes$nej dobe sa v ramci procesu automatizacie projekénej ¢innosti vyuzivaju ako formy
projekénych podkladov digitalne modely zemského povrchu. Digitdlny model zemského povrchu
predstavuje Struktirovany subor dat v tvare priestorovych suradnic (¢, 4,7 ). Podla r6zneho

ponatia vysky h v modeli, mozeme tieto digitalne modely rozdelit’ na [9][10]:

1. DMP - Digitalny model povrchu

Predstavuje vrchnu ¢ast’ povrchu, vratane vegetacie, budov, ciest a inych technickych
prvkov krajiny. Vyska h vyjadruje nielen zemsky povrch ale aj povrch vSetkych objektov na
nom. Takyto model vznikne vyhodnotenim leteckych snimok, alebo inych ortofotosnimok

povrchu. Samotné data byvaji zvacsa vo forme nestrukturovaného mracna bodov.

2. DMR - Digitalny model reli¢fu

Predstavuje mnozinu polohovych udajov charakterizujucich geometrické vlastnosti
relié¢fu. Vylucuje vSetky objekty na zemskom povrchu vratane vegetédcie. Priestorova
reprezentacia je, na rozdiel od DMP, pravidelna siet. Takéto modely sa vyuzivaja hlavne
v environmentalnych aplikaciach, kde sa kladie doraz na hladky priebeh zemského povrchu.
Pri projek¢nej ¢innosti sa Kladie va¢si doraz na presnost’ a detailnost’, preto sa vyuziva model

DMR v kombinécii s technickymi prvkami terénu. Takto upraveny model ozna¢ujeme DMT.

3. DMT — Digitalny model terénu

V technickej praxi je potrebné vytvarat’ modely, v ktorych bude odstraneny iba urcity
technicky prvok reliéfu alebo vegetacie. Data modelu predstavuji spracované data z DMP

umiestnené na pravidelne;j sieti. V niektorych pripadoch st modely DMT a DMR brané ako
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totozné modely. V ramci tejto prace ich budeme rozliSovat, pricom model DMT bude

predstavovat’ model, v ktorom boli zachované urcité technické prvky z DMP.

4.2 LiDAR

LIiDAR (Light Detection And Ranging)[11][12] je skratka pre optick(l technologiu, ktora
vyuziva pulzné laserové svetlo na meranie vzdialenosti medzi objektom a zariadenim. Technologia
vyuziva ultrafialové, viditené a blizko infra¢ervené spektrum vinovych diZok svetla na vytvéranie
obrazu objektov. Samotny laserovy ¢ umoziuje mapovanie povrchu s vysokou rozliSovacou

schopnostou, ktord patri k hlavnym vyhodam tejto technologie.

Jedna z moznosti ziskavania dat je vyuzitie leteckych LiDARov (Obr.4.1), ktoré sa
vyuzivaji pri modelovani reliéfu pre inzinierske stavby. Pri tomto spdsobe ziskavania dat vysiela
zariadenie umiestené Vv lietadle rychle impulzy laserového svetla k povrchu objektov. Senzor
zariadenia zaznamenava cas navratu kazdého impulzu, pomocou ktorého urcuje vzdialenost’ od
objektu. Pre dosiahnutie pozadovanej presnosti je potrebné tdaje z LIDARu doplnit’ tdajmi o

vyske senzora, jeho polohe a orientacii.

Dosiahnuta vertikdlna presnost’ pri vyuziti tejto technologie je + 15 cm. Ziskané data sa
vyuzivaji aj v kombindcii s leteckymi ortofotosnimkami, ktoré predstavuju stibor spektralnych
intenzit povrchu. Takto upravené data sa vyuzivaju na segmentaciu a fotointerpretaciu vegetacie

a technickych prvkov.

o an @ :

————

Obr. 4.1: Princip ziskavania dat s vyuzitim leteckého LIDARuU
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4.3 Numericky experiment — KaSova Lehotka

Vypo&tovi oblast’ numerického experimentu QY reprezentuje DMP model ziskany pomocou
technologie LiDAR. Cielom experimentu je vytvorenie vyuzitelného DMT, v ktorej bude do istej
miery zachovand cestnd Struktira. Takto vytvoreny DMT moze sluzit’ ako podklad pre stadiu

a neskorsiu projekciu infrastruktary v tejto oblasti.

4.3.1 Vstupné data

Vstupny model pre experiment predstavoval DMP spolu s informaciou o farebnej intenzite
ortofotosnimky vytvoreny technologiou LIDAR reprezentujici oblast okolia dediny Kasova
Lehotka. (Obr. 4.2)

Obr. 4.2: Satelitna snimka oblasti dostupnych dat

Déta boli umiestnené na nepravidelnej sieti. Z prvého testovacieho experimentu vsSak
vyplyva, ze vypoctovy ¢as ulohy (2.2) pri nepravidelnej sieti je znac¢ne vyss$i ako pri pouziti
pravidelnej siete. Preto boli data interpolované do mriezky predstavujucej 0.5 X 0.5 m. Ked’ze

povodné data boli na dostatocnej hustej sieti, mdzeme vplyv interpolacie na tvar povrchu

zanedbat’. Takto vznikol DMP na pravidelnej sieti reprezentovany 15 008 001 bodmi. (Obr. 4.3)
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Obr. 4.3: DMP s ¢iasto¢ne odstranenou vegetaciou na pravidelnej sieti

Z analyzy DMP sa zistilo, Zze v samotnom modeli bola uz v niektorych oblastiach odstranena

vegetacia, avSak stale sa v tychto oblastiach vyskytovali jej fragmenty v podobe Sumu.

Ciel'om experimentu bolo odstranenie tychto fragmentov a vytvoreniec DMT, priCom sme

chceli, aby vo vyslednom modeli boli zachované technické prvky, konkrétne cesty.
Ak by sme chceli riesit’ evoluciu tejto plochy danej 15mil. uzlovymi bodmi, naroky na operacnti

pamat’ by presahovali hodnoty 53.6 GB. Pre vysoki naro¢nost’ na opera¢nu pamét’ bol model
rozdeleny na 8 ¢asti QF i = 1,2,3...8. (Obr. 4.4)
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Obr. 4.4: Vypoétové oblasti OF.

Kazdu z tychto ploch reprezentovalo 1 877 751 uzlovych bodov X; a 3 750 000 trojuholnikov.

Detail triangulacie na ploche Q! je vizualizovany na (Obr. 4.5)
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Obr. 4.5: Detail triangulacie
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Jednotlivé plochy QF predstavovali po¢iatona podmienku Q°. Okrajova podmienka ulohy
bola Dirichletova okrajova podmienka v tvare St = §? , pre X; € I. Uloha bola rieSen4 pre 5

¢asovych krokov, priom 7; bolo ur¢ené pre kazdu plochu zo vztahu (2.25).

4.3.2 Vysledky

Ako parameter w v implementovanom SOR algoritme bola pouzitd hodnota w = 1.3.
Hodnota bola urcena experimentalne tak, ze sme sa snazili minimalizovat’ pocet iteracii SOR
algoritmu. Priemerne po 42 iteraciach SOR metddy bolo ziskané rieSenie pri tolerancii 1.107%.

Vypoctovy ¢as programu bol priemerne 420s.

V tab. 4.1 je zobrazeny vysledok evolicie plochy Qf po 5 casovych krokoch a tvar
pociato¢nej podmienky. Vysledky aj s pociatoénymi podmienkami pre ostatné plochy QF,i =
2,3...8 st zobrazené v prilohe ¢.1. Tab. 4.2 reprezentuje detail zo severnej &asti plochy Qf

V pociato¢nom stave a po 5 asovych krokoch.

Pociato¢na podmienka 5. ¢asovy krok

Tab. 4.1: Pogiato¢na podmienka a stav po 5 ¢asovych krokoch evolucie plochy QF
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Pociato¢na podmienka

5. ¢asovy krok

Tab. 4.2: Detail severnej ¢asti plochy Q% v pociatoénom stave a v stave po 5 ¢asovych krokoch

Na vizualizaciach vysledkov uvedenych v tab.4.1, tab. 4.2 a v prilohe ¢.1 vidime, ze vdcSina
fragmentov vegetacie a budov bola po 5. ¢asovom kroku odstranena. Fragmenty vegetacie boli
zhladené uz po 2. ¢asovom kroku, pri¢om po zvySnych 3 ¢asovych krokoch sa zhladila aj va¢sina
ostatnych fragmentov. Podmienka zachovania cestnych Struktur bola splnena, avSak hranice tychto
Struktar boli v niektorych miestach tieZ zhladené. MozZnostou ako zabranit’ tomuto zhladzovaniu

je rozsirenie modelu 0 krivostny detektor.

4.3.3 Krivostny detektor

Cielom rozsirenia je vytvorenie upraveného modelu, v ktorom by rychlost’ evolucie plochy
podra strednej krivosti v uréitom bode plochy zavisela od samotnej strednej krivosti v danom bode.

Ked'ze chceme zachovat’ hranice cestnych Struktar potrebujeme, aby sa body, ktoré tieto hranice
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tvoria (body s relativne vysSou strednou krivostou ako body tvoriace drobné fragmenty)

nevyvijali, resp. aby sa vyvijali pomalSie.

Pre rozsireny model budeme riesit’ upravenu rovnicu (2.2) v tvare
0:8(t) = c(v)A;S(¢), (4.1)

kde funkcia c(v) predstavuje krivostny detektor, ktory kontroluje rychlost evolicie plochy.

Funkcia je zavisla od absolitnej hodnoty Laplace-Beltramiho operatora vektorovej funkcie S(t)

a ma tvar

cw)=——, K=0, v=|A50) (4.2)

1+Kv’

Riesenie S(t) reprezentuje rieenie Glohy (2.2) za ¢asovy krok 7 spifiajtici podmienku (2.25).
Parameter K kontroluje citlivost' detektora na vysoké hodnoty strednej krivosti a urCuje

sa experimentalne.

c(v)

10

0.8 — K=0

— K=1
— K=10
— E=100
— K=1000

o5t

0aH

Obr. 4.6: Tvar funkcie g(v) v zavislosti od parametra K

Na odvodenie vyslednej vypoctovej numerickej schémy rozsireného modelu pouzijeme

analogicky postup uvedeny v 2. kapitole a dostavame schému v tvare

Qi
, T; — i—1\ »1,j— j
s)— —L— c(a5OP Y [mlel) i P,
m(V'™) et (4.3)

1,j-1\>1,j-1 . j _ j—1
+m(eiq )niq PTiq]_ A Y

Nasledne zostavime systém linearnych rovnic, Ktory rieSime pomocou SOR metody pri podmienke
(2.25).
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4.3.4 Vysledky rozsireného modelu

Prvym krokom bolo ur¢enie vhodnej citlivostnej konstanty K. Parametre SOR algoritmu boli
zvolené tak ako v predchadzajlicom experimente. V tab 4.3 su vizualizované hodnoty funkcie c(v)
vo vietkych bodoch plochy QF pre rozne hodnoty K. Potrebujeme dosiahnut’, aby hodnoty funkcie

c(v) v bodoch tvoriacich hranicu cesty (pravy dolny sektor) boli ¢o najnizsie.

K=50 K=100
0,95 10,95
0,9 0.9
L0385 || 0,85
0,8 T -0,8
10,75 0,75
-0,7 0,7
0,65 0,65
06 06
0,55 0,55
Lo5 05
0,45 0,45
S 0,4 0,4
ST 0,35 0,35
: . e 0,3 0,3
o e LR B 0,25 0,25
' LN 0.2 -0,2
10,15 Al Fo1s
K LN N 0,1 0,1
B - R 0,05 0,05
K=150
0,05
-09
0,85
L0,8
0,75
-0,7
0,65
0.6
- 0,55
-0,5
0,45
0.4
0,35
0,3
0,25
-0,2
0,15
0,1
0,05

Tab. 4.3: Hodnoty funkcie c(v) v bodov plochy QF pre rézne hodnoty parametra K

Na vizualizaciach v tab. 4.3 je vidiet, ze uz pri vol'be K = 100 st hodnoty funkcie c(v)

Vv hrani¢nych bodoch cesty v rozmedzi 0 < c¢(v) < 0.2. Vidime vsak, Ze aj v bodoch, ktoré tvoria
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fragmenty, st v dosledku vysokej strednej krivosti v tychto bodoch hodnoty funkcie c(v) tiez
nizke. Tieto body vSak netvoria suvisle hranice, ale predstavuju Sum, ktory sa v kazdom d’alSom
kroku redukuje. V tab. 4.4, v ktorej st vizualizované hodnoty funkcie c(v) pri volbe K = 100 v
5 a 10 casovom kroku, vidime, Ze sa tento Sum redukuje a zachovavaji sa iba hrany vacsich

utvarov.

5. casovy krok 10. ¢asovy krok

0,95
0,9
0,85
0.8
0,75
0,7
0,65
0,6
0,55
0,5
0,45
0,4
0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1
0,05

Tab. 4.4: Hodnoty funkcie c(v) v bodov plochy Qf pri K = 100 po 5. a 10. ¢asovom kroku

V tab. 4.5 st uvedené uz samotné vysledky experimentu vyvoja plochy Qf pri K = 100 po
5.a po 10. casovom kroku spolu s detailmi useku cesty. Pre porovnanie s vizualizované spolu
s vysledkami neroz$ireného modelu. Zvysné vysledky pre plochy QF,i = 2,3 ...8 st zobrazené

Vv prilohe ¢.2. Vypoctovy Cas programu bol priemerne 700s.
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5. casovy krok - roz$ireny model

5. ¢asovy krok - povodny model

Detail cesty - rozsireny model

Detail cesty - povodny model
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10.¢asovy krok - rozsireny model 10. ¢asovy krok - povodny model

Detail cesty - rozsireny model Detail cesty - povodny model

-

Tab. 4.5: Vysledky experimentu rozsireného modelu po 5. a 10. ¢asovom kroku

Z tab. 4.5 vidime, ze hranice cesty boli na rozdiel od povodného modelu zachované
a len slabo zhladené. Po 5 ¢asovom kroku vsak vidime, Ze v rozSirenom modeli sa po stranach

cesty nachadzali fragmenty, ktoré vSak po 10. ¢asovom kroku boli z vic¢sej Casti zredukované.
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Ciel’ bol splneny a dostavame vyuzitePrny DMT, ktory spliia podmienku zachovania cestnych

Struktar.

4.4 Numericky experiment — Centrum Miami

V predchadzajicom numerickom experimente reprezentujuicom okolie dediny Kasova
Lehotka boli vstupné data uz Ciasto¢né upravené, teda v samotnom modeli sa v niektorych
miestach vyskytovali iba stopy po vegetacii a budovach, ktoré sme sa snazili odstranit’. VV tomto
experimente nam ako vstupné data budu slazit’ neupravené data ziskané pomocou technologie
LiDAR z oblasti centra Miami. (Obr. 4.7)

Obr. 4.7: Satelitna snimka oblasti dostupnych dat

44,1 Vstupné data

Data st vol'ne dostupné na stranke Florida International University [13]. Samotné data boli
merané V rokoch 2007-2008. Na obr. 4.8 su vizualizované vstupné data na povodnej nepravidelnej

sieti. Na vizualizaciu bol pouzity program lasview, ktory obsahuje balik LAStools [14].
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Obr. 4.8 Vizualizacia vstupnych dat

Déta sme interpolovali do pravidelnej siete predstavujiicej 0.3048 X 0.3048 m. Ked'Ze
povodne data boli na dostato¢ne hustej sieti, aj pri tomto experimente mozeme vplyv interpolacie
na tvar povrchu zanedbat’. Interpolaciou sme vytvorili DMP reprezentovany 25 010 001 bodmi.
(Obr. 4.9)

Obr. 4.9 Vizualizécia interpolovanych vstupnych dat na pravidelnej sieti

Vzhl'adom na velkost” vstupnych dat a velkt clenitost’ povrchu si zo vstupnych dat na
testovacie ucely vyberieme mala Gast a oznaéime ju QM. Tato &ast’ je zobrazena na obr. 4.10, pre

porovnanie aj so satelitnou snimkou a modelom z aplikacie Google Earth [15].
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Obr. 4.10: Vizualizacie plochy QM a prislichajucej satelitnej snimky.

Plocha je tvorena 30 351 bodmi. Na vizualizacii vidime, Ze povrch je zna¢ne zaSumeny
a vyskytuju sa tu dva technické prvky: auta a budovy spolu s vegetaciou. Cielom je odstranenie

technickych prvkov okrem budov, Sumu a vegetacie.

4.4.2 Vysledky

Na prvotny vypocet experimentu sme pouzili zakladny nerozsireny model (2.2). Pri vypocéte
sme postupovali tak ako v pripade predchadzajiiceho experimentu. Parameter w SOR metody bol
zvoleny ako w = 1.39. V tab. 4.6 je zobrazena pociatocna podmienka a rieSenie po 3. Casovom

kroku plochy QM.

Pociato¢na podmienka 3. Casovy krok

Tab. 4.6: Pociato¢na podmienka a rieSenie po 3. ¢asovom kroku

Pri vypocte nastal v dosledku deformacie siete na hranach budov problém s konvergenciou
SOR metody po 3. asovom kroku. Priklady deformécii su na obr. 4.11. Na vysledku vSak vidime,

ze po 3. ¢asovom kroku bol odstraneny Sum a zahladené hrany budov, aut a vegetacie.
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Obr. 4.11: Priklady deforméacie siete vypoctovej oblasti

Pozadovany ciel’ nebol splneny preto pre d’al§i vypocet pouzijeme rozsireny model (4.1).
Pre citlivostny koeficient K pouzijeme hodnotu K = 10 ziskani rovnakym experimentalnym

pristupom ako v predchadzajucom experimente. V tab. 4.7 je zobrazena pociatocna podmienka

a vysledok po 4. asovom kroku plochy QM.

Pociato¢na podmienka 4. Casovy krok

Tab. 4.7. Pociato¢na podmienka a rieSenie po 4. Casovom kroku

Pri roz8irenom modeli nastal rovnaky problém s konvergenciou SOR metddy po 4. Casovom
kroku. Avsak z vysledkov vidime, ze po 4. ¢asovych krokoch sme odstranili Sum, pricom hrany
technickych prvkov a vegetacie ostali zachované. Aj ked’ nebola splnend podmienka na DMT,
podarilo sa nam v obidvoch pripadoch odstranit’” Sum. Takto navrhnuta metéda vzhl'adom na
vysledky nie je vhodna na rekonStrukciu DMP, ktory je vel'mi ¢lenity, resp. nachddzaji sa v iom
velké vySkové skoky. Riesenim problému s deformaciou siete mdze byt rozSirenie modelu

0 redistribticiu bodov pocas evolicie plochy.

35



5 Zaver

PredloZena praca sa zaoberala vyvojom ploch podla strednej krivosti s aplikaciou v oblasti
tvorby digitalnych modelov terénu. Pre vyvoj plochy v smere strednej krivosti sme definovali
parabolicktl diferencialnu rovnicu, ktora vyjadrovala tento pohyb. Nasledne sme odvodili
diskretizaciu Laplace-Beltramiho operatora metédou kone¢nych objemov, ktora sme vyuzili
Vv ulohe evolicie plochy podla jej strednej krivosti a semi-implicitni numerickii schému pre

rieSenie tejto ulohy.

V rédmci prace boli vytvorené dva programy v jazyku C++. Prvy vytvaral r6zne triangulacie
uzavretej gulovej plochy a pravidelni triangulaciu na vstupnych datach umiestnenych na
Stvorcovej sieti. Druhy sluzil na vypocet samotnej evolicie plochy podl'a strednej krivosti. Ked'ze
bolo potrebné pracovat’ s velkym mnoZstvom dat, musel byt program maximalne pamétovo
optimalizovany. Pri dostupnej pamiti 7,8 GB bol program schopny pocitat’ evoluciu plochy

tvorenej az 2mil. bodov.

Spravnost’ numerickej schémy sme najskor overovali testovacim experimentom pre vyvoj
neohrani¢enej gulovej plochy. Pri tomto experimente sme urCovali experimentdlny rad
konvergencie a vplyv nerovnomernej triangulacie na samotnii metédu. Ukazali sme, ze pri vdzbe
7~h? je metdda druhého radu, a Ze vplyv nerovnomernej trianguldcie mal za néasledok pri
poslednom zjemneni az 20-nasobny narast vypoctového Casu oproti rovnakému experimentu
S rovnomernou triangulaciou. Tento narast bol spdsobeny dlhSou konvergenciou SOR algoritmu
pouzitého na rieSenie sustavy rovnic. Druhy testovaci experiment sme aplikovali na ohrani¢ena
plochu s cielom najst’ minimalnu plochu, t.j. vypoctovu oblast’ tvorila ohrani¢ena $tvorcova plocha
s predpisanou Dirichletovou okrajovou podmienkou na hranici, ktora na dvoch stranach
vypoctovej oblasti predstavovala priebeh prevratenej paraboly. Pre takto definovanti ulohu sme
uréili podmienku, pri ktorej mézeme plochu oznaéit’ za minimalnu. Pri tretom testovacom
experimente sme vyuzili realne data predstavujuce vysky hladiny oceanov. Cielom experimentu
bolo otestovat’ vplyv réznych typov Dirichletovych okrajovych podmienok na vyvoj plochy a ur¢it’

ktoré st, pre rozne poziadavky na vyvoj plochy, najvhodne;jsie.

Pri praktickych numerickych experimentoch sme najskor definovali pojmy vzt'ahujuce sa na
digitalny model zemského povrchu a predstavili technologiu LiDAR, ktord bola vyuzitad pri

vytvarani DMP reprezentujuceho vstupné data experimentu. Cielom prvého numerického
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experimentu bolo odstranit’ fragmenty vegetacie, budov a inych technickych prvkov s vynimkou
ciest a vytvorenie digitalneho modelu terénu. V pripade zakladného modelu bola VvicSina
fragmentov vegetacie odstranena uz po 3. az 5. Casovom kroku. Podmienka na zachovanie
cestnych Struktar bola ¢iasto¢ne splnend, avSak hrany tychto struktar boli nepozadovane zhladené.
Preto sme model rozsirili o krivostny detektor. Problém na hranach ciest bol odstraneny a po 10
casovych krokoch sme dostali vyuzitelny DMT. Model by bolo mozné este viac optimalizovat’

optimalizovanim citlivostného koeficientu K.

Pri druhom numerickom experimente bola snaha o vytvorenie DMT z dostupnych dat
meranych technologiou LIDAR v oblasti centra Miami. Z vypoctovej oblasti bola vybrana na
testovacie ucely mala oblast’, na ktorej sa nachadzali technické prvky (auta a budovy) a vegetacia.
Samotna testovacia vypoc¢tova oblast’ bola aj zna¢ne zaSumena. Experiment sme riesili vyuzitim
zékladného aj rozsireného modelu. V obidvoch pripadoch nastal problém konvergencie SOR
algoritmu, ktory bol spdsobeny deformaciou triangulacie vypoctovej oblasti. Podarilo sa, ale aspon
Vv prvom pripade, odstranit’ Sum a ¢iasto¢ne zhladit’ technické prvky a vegetaciu, v druhom pripade
sa tiez podarilo odstranit’ Sum pricom sme zachovali hrany technickych prvkov a prvkov vegetacie.
RieSenim problému s deforméciou siete pocas evolicie plochy moze byt rozsirenie modelu

0 redistribtciu uzlovych bodov po kazdom ¢asovom kroku.
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Zoznam priloh

Priloha &. 1: Vysledky pre vyvoj ploch QF,i =2,3..8 po 5 &asovych krokoch spolu

S pociato¢nou podmienkou.

Priloha &.2: Vysledky pre vyvoj ploch QF,i =2,3..8 po 5 &asovych krokoch spolu

S pociato¢nou podmienkou pre rozsireny model.

Priloha ¢. 3:  CD s vytvorenymi programami v jazyku C++.
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