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Abstrakt

Uloha extrakcie rychlostného pol'a z videa spociva v ¢o najvernejsej rekonstrukcii zadanej postupnosti ob-
razov v tvare pushforwardu aktualneho obrazu pozdl'’z neznameho, h'adaného rychlostného pol'a. Problém
je vo vSeobecnosti zle definovany - jednak hladanych rychlostnych poli existuje vo vSeobecnosti viac a ani
to nezarucuje, ze sa postupnost’ da zrekonstruovat’ dokonale. To vyzaduje vol'bu vhodnej regularizécie.
Nasa préaca sa zameria na také algoritmy v ktorych sa regulariza¢nd podmienka odvodzuje od predpokladu

o Statistickej povahe chyby v hl'adanom toku.

KTPaéové slova: Opticky tok, Stochastickd diferencidlna rovnica, Spojitd deformécia

Abstract

Extraction of the velocity field from a video is a problem in which one asks for the best recostruction
of the datum in the form of a pushforward of the initial video frame along the flow of a suitable vector
field. The problem is generally ill-posed. On one hand the vector field may not exist at all, on the other
hand, there can be more vector fields that solve the problem equally well. Hence a regularization has to
be employed. We discuss to such regularizations one of which is based on considerations of some inherent

uncertainties within the representation of the flow.
Keywords: Optical flow, Stochastic differential equation, Continuous deformation
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1 Uvod

Vyuzitie optického toku je v dnesnej dobe vel'mi Siroké. V medicine sa sleduji bunky a pomocou extrakcie
optického toku sa simuluje ich predpokladany vyvoj. Opticky tok sa tiez pouziva pri automatickom sledo-
vani a analyze premavky na krizovatke. Na zaklade sledovania unaSanych zrnie¢ok prachu sa da pomocou
optického toku zrekonstruovat’ pridenie tekutin. V nasej praci sa budeme zaoberat’ extrakciou optického

toku v podobnych pripadoch.



2 Zakladné pojmy

V tejto kapitole charakterizujeme vSeobecné pojmy, ktoré budeme nekor pouzivat’. Poskytneme aj strucny

prehlad problematiky optického toku.

2.1 Zakladé pojmy

Pojem obrdzok mozeme chapat’ ako priemet realneho sveta na sietnicu oka. Matematicky model obrazka
predstavuje funkcia dvoch redlnych premennych f: O — R", kde dvojrozmerny interval O C R? predsta-
vuje obdiznikovii oblast’ v rovine a &slo n urcuje o kol'ko-kandlovy obrazok sa jednd. Hodnotu funkcie
f v danom bode nazyvame intenzitou obrdzka. Prikladom jednokandlového obrazka si Sedoténové ob-
razky, prikladom trojkanalového obrazka st RGB-kddované farebné obrazky. V tejto praci sa obmedzime
na jedno-kanalové Sedoténové obrazky, a v teoretickej casti prace budeme pre jednoduchost’ uvazovat’
O = R?, takze obrazok budeme chépat’ ako zobrazenie f: R? — R.

Pod pojmom deformdcia vo vSeobecnosti chapeme zmenu §truktiry. Pre nas bude Specialne dolezity
pojem deformdcie roviny, ktory je motivovany geometrickou predstavou nat’ahovania a stld¢ania pruzného
rovinného materialu. Pri takomto postvani ¢asti roviny sa premiestinuju jednotlvo jej body na nové pozicie.
Tento aspekt deformaécie je plne popisany zobrazenim d: R? — R2, ktoré povodnym pozicidm bodov, pred
deforméciou, priradi nové pozicie, po deformacii.

Uvazujme situdciu, ze popri deformaécii d je v rovine deformovany aj obrazok f. Zamyslime sa nad tym
ako ¢o najprirodzenejsie chapat’ deformdciu obrdzka. Chceme, aby novym polohdm bodov, po deformécii,
boli priradené rovnaké intenzity obrézka, aké su priradené bodom pred deforméciou. Takyto pohl'ad na
vec zodpoveda intuitivnej predstave obrazka nakresleného na pruznom rovinnom materiali. H'adame teda
novy obréazok g: R2 — R, pre ktory plati g(x’) = f(x), kde x’ je nové poloha bodu a x jeho pévod4 poloha.
Teraz ideme hl'adat’ hodnotu g v bode x’. Pomocou deformécie v opacnom smere zistime jeho vzor x. Pri
deformécii v opacnom smere, takzvanej inverzii, mozu nastat’ problémy. Ak by nastala situacia, ze jeden
obraz x’ m4 viacero réznych vzorov napriklad x; a xo, ktorych hodnoty intenzit mozu byt’ vo vSeobecnosti
rozne, potom pri inverzii nevieme rozhontt’, ¢i intenzita deformovaného obrézka v bode x' je rovnd
hodnote intenzity povodného obrazka v bode x; alebo x,. Takyto problém médze nastat’ ak zobrazenie d

nieje injektivnym zobrazenim. Taktiez moze nastat’ situdcia, ze niektoré body nemajui v d vzor. Takymto



bodom tiez nevieme priradit’ inverziu. Toto sa stane prave vtedy, ked’ d nieje surjektivym zobrazenim.
Aby sme sa takymto problémom vyhli uvazujeme, ze zobrazenie d je bijektivnym zobrazenim. Teraz
mozeme tvrdit’ ze k zobrazeniu d existuje inverzné zobrazenie d—!: R? — R2. Ked’ zistime prisltichajticu
polohu x k x’ potom moézeme pomocou funkcie f priradit’ x’ rovnaki redlnu hodnotu aké je priradend
prislichajicemu x tak, ze plati g(x') = f(d~!(x')). To je ekvivalentné tvrdeniu, ze g = f od~! a takému
zobrazeniu hovorime pushforward f pozdlz d a oznacujeme ho d_ f. Alternativne ho m6zeme definovat’ ako

také zobrazenie g, pre ktoré diagram

komutuje.
V tejto praci nés hlavne zaujima video. Budeme ho modelovat’ pomocou zobrazenia m: R? x T' — R,
kde T predstavuje mnozinu ¢asovych okamihov a §dandardne uvazujeme T = RS’ . Jednoducho povedané

zaoberame sa sekvenciou obrazkov, ¢ize zmenou obrazka v case. Pre kazdy casovy okamih ¢t € T definujeme

m': R? = R: x — m(x,t)

kde m! je vlastne rez videom m v ¢ase t. Inak povedané m; je snimok videa m.

Uvazujme plynulo sa meniacu deforméciu ako zobrazenie h: R? x T'— R?. Poznamenajme, Ze takéto
zobrazenie h, ak je spojité, je Specidlnym pripadom homotdpie v rovine a v ramci tejto prace mu preto
budeme hovorit’ jednoducho homotépia. Podobne ako pri videu, tak aj pri homotépii h pre kazdy ¢asovy
okamih ¢ € T' definujeme

ht: R? = R%: x — h(x,t)

kde h! je rez homotépie h v ¢ase t. Je zrejmé, ze himo pre plynulo sa meniaci parameter ¢ tvori video.

Ak je toto video totozné s videom m, ¢ize ak plati

m! = htm® (1)

*

pre v8etky t € T ,tak hovorime, ze homotdpia h je s videom opticky konzistentnd.



V §pecidlnych pripadoch, ked’ je homotopia h navyse aj hladka v case, tak je jej Struktiura v kazdom

okamihu popisand ryjchlostnym pol’om
vt R? = R?: x — Osh(x, 1)

Toto rychlostné pole v si mézeme predstavit’ aj tak, ze si zafixujeme 'ubovol'ny bod v rovine a sledujeme
jeho pohyb v rdmci homotépie. V kazdom ¢asovom okamihu rychlostné pole v uréuje smer a rychlost’
pohybu zvoleného bodu v ¢ase t.

Opticky tok vo videu je vektorové pole, ktoré popisuje taki homotdpiu, ktora je s nim opticky kon-
zistentnd. Ako vyzerd podmienka konzistencie (1) v reci vektorového pola rychlosti?

Majme dané video m a homotodpiu h, ktora je s nim opticky konzistentnd, z toho vyplyva, ze plati

rovnica (1). Po zderivovani rovnice (1) podl'a ¢asu dostaneme pre kazdé ¢t € T', vzt’ah
Omt +Vmt vt =0 (2)
Ked'ze vzt’ah (2) plati pre vsetky ¢asové okamihy ¢ € T' mozeme ho zapisat’ v kompaktnom tvare
om+v-Vm =10 (3)

Rovnica (3) predstavuje podmienku optickej konzistencie v diferencidlnom tvare a v literatire sa uvadza

pod nazvom gradientné obmedzenie.

2.2 Opticky tok vo videu

Uloha o optickom toku znie takto: v zadanom videu néjst’ postupnost’ rychlostych poli, tak aby boli v
kazdom ¢asovom okamihu s videom opticky konzistentné. RieSenie sa nezda byt’ na prvy pohl'ad kompli-
kované, ale opak je pravdou. Mozu nastat’ rozne situdcie, ktoré by skomplikovali rieSenie tlohy, napriklad
tok nemusi vobec existovat’, alebo naopak moze existovat’ prili§ vel'a tokov.

Predstavme si situaciu, kedy video je na zaciatku celé ¢ierne a postupom Casu sa v niom objavi biely-
kruh. To znamend, Ze snimok m? v ¢ase t = 0 je cely ¢ierny a napriklad snimok m! v ¢ase t = 1 je cely
Cierny a v strede je biely kruh. Snimky takéhoto videa mozete vidiet’ na Obr.1 a Obr.2. Matematicky

takéto video mozeme zapisat’ v tvare

1 ak ||x||2 < t,
m(x,t) =

0 inak.



Obr. 1: Snimok m°. Obr. 2: Snimok m!.

Zial neexistuje také h'l, ktoré by plynulo zdeformovalo &isty ¢ierny snimok m® na snimok m! s bielym
kruhom, lebo deforméciou sice pridelime bodom nové polohy, ale hodnoty intenzit sa nemenia a spojitym
deformovanim éisto ¢iernych bodov vznikni opét’ len ¢ierne body. Preto h' nieje v tejto situdcii spojitym
zobrazenim a teda neexistuje tok.

Taktiez moze nastat’ situacia, kedy existuje viac opticky konzistentnych tokov. Pod takouto situdciou
si moézeme predstavit’ video, v ktorom je biely kruh na ¢iernom pozadi. Kazdy snimok m!, pre vietky
t € T, takéhoto videa vyzerd rovnako, ako je to znazornené na Obr.3. Matematicky zapis takéhoto videa
je vel'mi jednoduchy

1 ak [|x]2 < 1,
m(x,t) =

0 inak.
Pozorovatelovi sa zdd, ze kruh stoji, ale nemusi to tak byt’. Kruh sa moze toc¢it’ do prava a jeho tok
mozeme popisat’ rychlostnym polom v tavre v(z1,z2) = (x2, —21) a zndzornit’ pomocou Obr.4. Taktiez
sa kruh moze tocit’ do I'ava a jeho tok moézeme taktiez popisat’ pomocou rychlostného pola v tavre

v(z1,22) = (—x2,21) a zndzornit’ pomocou Obr.5.
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Obr. 3: Video, v kaz- Obr. 4: Tok kruhu to- Obr. 5: Tok kruhu to-

dom ¢asovom okamihu. ¢iaceho sa vpravo. ¢iaceho sa vlavo.

Matematicky problém je dobre polozenym problémom (anglicky: well-posed problem), ak Spiﬁa vlast-

nosti definovaé Jacques Hadamardom:



e rieSenie existuje
e rieSenie je jedinym riesenim
e spravanie rieSenia sa meni s po¢iatotnymi podmienkami

Problém, ktory nespiﬁa tieto vlastnosti nazyvame zle polozenym problémom (anglicky ill-posed problem).
7 vyssie uvedenych komplikacii rieSenia ilohy vyplyva, ze na§ problém je ill-posed problem a je potrebné
ho regularizovat’.

2.3 Metddy regularizacie problému

Hlavnou myslienkou regularizacie je zbavenie sa nejednozna¢nosti a zlepSenie stability riesenia. Za vel'mi
jednoduchu formu regularizdcie mozno povazovat’ metédu najmensich stvorcov. Takito regularizaciu po-

uziva metéda Horna a Schuncka,metéda Lucasa a Kanadeho a tiez metéda Mémina a Corpettiho.

2.3.1 Metéda Horna a Schuncka

Metéda Horna a Schuncka [1] patri medzi globélne diferencidlne met6dy. Rychlostné vektorové pole sa

vypocita v tvare

v

v = arg min/ (Bym +v - Vm) + o?(V20? + VQU%))
R2

kde v; a vg si jednotlivé zlozky vektorového pola v a a > 0 je regulariza¢na konstanta.

Vyhody metédy:

e hladky tok

e berie do tivahy globdlne informdcie v tvare (V20§ + V20v3)
Nevyhody metody:

e iterativne metddy rieSenia si pomalé

e metdda preferuje neostré hrany



2.3.2 Metdéda Lucasa a Kanadeho

Metéda Lucasa a Kanadeho patri medzi lokalne diferencidlne metody. Metdda je vel'mi podobna metdde
Horn-Schunck. Predpokladom metddy je, ze rychlostné pole v je v okoli bodu x konstantné. Ciel'om

metddy je ziskat’ rychlostné vektorové pole v tvare

v = arg min/ 9o (X' —x) - (Opm + v - Vm)?(x')dx’
R2

v

kde g, je Gaussovské jadro s disperziou ¢ a stredom v bode x.

Vyhody metddy:
e jednoduchy a rychly vypocet
e presné ¢asové derivacie
Nevyhody metody:

e vznikaju chyby na hraniciach

2.3.3 Metéda Mémina a Corpettiho

Metéda Mémina a Corpettiho vychadza z metddy Lucasa a Kanadeho. Hlavnym rozdielom metdd je, ze
metoda Mémina a Corpettiho predpokladd, ze vektorové pole v so sebou nesie istii vnitorni neistotu.

Toto sa prejavi tym, ze regularizovany model je tvaru
v = argmin/ go(x' —x) - gu(x' = x) - (Om + v - Vm + F(m))
v R2

kde F(m) predstavuje prispevok v désledku nejasnej informécie o hodnote v a gy, je dodato¢né konvoluéné

jadro reprezentujuice tito neistotu.

2.4 Zakladné pojmy v pocitacovom videni

Pri digitalizdcii obrazka nastéva prechod zo spojitej funkcie f: R? — R k diskrétnej funkcii F': L — R, kde
L = Zy x Z; predstavuje diskrétnu dvojrozmernt mriezku, kde k,! € N. Pomocou digitalizacie obrazka
mozeme previest’ grafické informacie do digitdlneho tvaru. Digitalizované obrazky su definované v L a

nadobiidaju hodnoty len z diskrétnej mnoziny intenzit.



Pixel je najmensia jednotka digitdlnej grafiky. Jeden pixel predstavuje jeden bod obrazka, ktory je
zadany suradnicami a hodnotou funkcie intenzity F'.

V préci sa venujeme videu, a preto je na mieste aj otdzka jeho diskretizicie. Tato otdzka je uz z
Casti vyrieSend, stac¢i ak mmnozinu ¢asov T nahradime diskrétnou postupnost’ou prirodzenych ¢&isiel N.
Pre potreby vypoctu optického toku nieje dolezité video ako také, ale si doblezité jeho dva Casové rezy
v dvoch bezprostredne po sebe nasledujicich okamihov ¢ a ¢ 4+ 1. Preto si mozeme dovolit’ hovorit’ o
predchadzajicom snimku, v ¢ase t, ktorého funkciu intenzity budeme d’alej oznacovat’ F' a nasledujiicom
snimku, v ¢ase t + 1, ktorého funkciu intenzity budeme oznacovat’ G. Rychlostné pole V', ktoré pre takto

zadané snimky hl'addme je tiez definované na mnozine L a nadobiida hodnoty z R?.

2.5 Zakladné pojmy stochastického kalkulu

V tejto podkapitole si iba stru¢ne spomenieme zdkladné pojmy stochastického kalkulu.

Pravdepodobnostngm priestorom nazveme usporiadani trojicu (€2, .4, P), kde € je mnozina vsetkych
moznych elementarnych javov, A je o-algebra na mnozine {2 a P pravdepodobnostnd miera. Zobrazenie
X: Q — R je ndhodnd premennd na pravdepodobnostnom priestore (£2,.4, P), ak pre kazdé ¢t € T plati
{we Q| X(w) <t} e A.

Stochasticky proces [6] na pravdepodobnostnom priestore (£2,.4, P) s mnozinou casov T je zobrazenie
U: QxT — R také, ze pre kazdé t € T je zobrazenie Uy: 2 — R: w +— U(w,t) ndhodna premenné.

Zobrazeniu U; sa hovori ndhodnd premennd procesu U v Case t.

Prirastok stochastického procesu U na intervale [t, u] je ndhodnd premenna U, — U; (¢ize rozdiel medzi
hodnotou, ktord proces nadobiida v ¢ase t a hodnotou, ktori nadobida v ¢ase u).

Brownov pohyb je stochasticky proces B: 2 x T'— R s vlastnost’ami:

2. pre kazdé t,u € T, kde t < uw a plati (B, — B) ~ N(0,u —t)
3. pre kazdé s, t,u € T, kde s <t < u a plati Bs L (B, — By)

Stochastické diferencidlne rovnice (d’alej len SDE) vznikaji vnesenim takzvaného sumu, stochastického
vplyvu, do oby¢ajnych diferencidlnych rovnic. Sum je stochasticky proces S: Q x T — R, ktory ma

nasledovné tri vlastnosti:



1. E[S:] =0pre kazdé t € T
2.5 L S,pret#s

3. proces S je staciondrny. To znamena, ze pre kazdé n € N, pre kazdé t € T a pre kazdé t1,to,...,t, €

T je (St17 St2> ceey Stn) ~ (St1+t) St2+t7 ceey Stn+t)

Nech S: Q x T — R je stochasticky proces. Stochastickd diferencidlna rovnica riadend procesom S je

rovnica o neznamom stochastickom procese X : 2 x T" — R tvaru

dX
— = HXe 1) + o (X,1)S, (4)
kde p: R x T — R sa nazyva deterministickym clenom a o: R x T'— R stochastickym ¢lenom SDE.

O stochastickom procese I: €2 x T" — R hovorime, Ze je Itéovsky ak sa da vyjadrit’ ako sucet Rieman-

novho integralu a Itoovho integralu v tvare

t t
L =1, +/ d(Bs, s)ds +/ v(Bs, s)dBs
0 0

kde B je Brownov pohyb a d,v: R x T'— R. Funkciu d nazyvame driftom a funkciu v volatilitou

2.6 FEulerova schéma numerického rieSenia SDE

Svajéiarsky matematik a fyzik Leonhard Paul Euler publikoval v roku 1768 aproximaéni schému na riese-
nie oby¢ajnych diferencidlnych rovnic. Thito schému modifikoval v roku 1950 Maruyama tak, zZe umozno-
vala riesit’ SDE. Preto sa Eulerovej schéme hovori aj Euler-Maruyamova aproximécia [2] [4]. Numerické
metddy rieSenia SDE spocivaji v nahradeni skutoéného riesenia X : 2 x T — R stochastickym procesom
Y:QxT =R

Eulerova schéma je najjednoduchsou explicitnou metédou riesenia SDE. V praxi sa vyuziva malo, ale

slizi ako zdklad pre konstrukciu zlozitejsich schém. Presny tvar Eulerovej schémy pre SDE v tvare (4) je:
Y1 =Y, + pu(Yo, ) A7, + 0(Yy, ) AB,

kde A1, = 741 —7Ty je dizka n-tého éasového kroku a AB, = B, ,, — B, je prirastok Brownovho procesu

B v n-tom ¢asovom kroku. Ndhodnd premennd AB,, ma rozdelenie N (0, A7,).



3 Metoda Lucasa a Kanadeho

Bruce D. Lucas a Takeo Kanade [3] vyvinuli jednu z najpouzivanejsich diferencidlnych metéd na odhad
optického toku.

Ako sme uz spominali rovnica (3) je ill-posed problém, to znamenad, zZe rychlostné pole v vo vieobecnosti
neexistuje alebo vykazuje vysoku priestorovi variabilitu. Ked'ze rieSenie rovnice (3) neexistuje snazime
sa najst’ ¢o najblizsie riesenie. Hladame také rychlostné pole v, pre ktoré by vyraz dym + v - Vm bol ¢o
najblizsie k 0. Takato situdcia nastane prave vtedy, ked’ (9ym +wv-Vm)? bude nadobtidat’ pre v minimum.

V takomto pripade rychlostné pole v vypocitame nasledovne
v = argmin(dym + v - Vim)? (5)
v

Rovnica (5) je riesitelnd a v nidjdeme vzdy. Zial’ pole, ktoré riesi problém (5) zvycajne vykazuje vysoki
priestorovi variabilitu, to znamend, Ze jeho zmeny su vel'ké aj v ramci malych ¢asti roviny. Takéto riesenie
vSak nieje prijatelnym rieSenim a preto vyzaduje regularizaciu.

Najjednoduchsim obmedzenim, ktoré mézeme klast’ na rychlostné pole v je, aby bolo ¢o najkonstan-
tnejsie. Lenze ani toto obmedzenie nieje najlepsou vol’'bou, lebo v sa skoro vobec nemeni a vsetky body
obrazku by sa pohybovali priblizne rovnakym smerom a rychlost’ou.

Lucas a Kanade hl'adajui také rychlostné pole v, aby bolo ¢o najkonStantnejsie aspon v malych oko-
liach bodov. Metdda je navrhnutd tak, aby prechadzala body v blizkom okoli bodu x a pocitala vazeny
priemer, pricom sa predpokladd, ze hodnoty vah klesaju so zviicsujicou sa vzdialenost’ou. Standardng

vol’ba predstavuje Gaussovo konvoluéné jadro. Rychlostné vektorové pole v bode x sa vypocita v tvare:

v = arg min/ go (X' —x) - (Oym + v - Vm)?(x')dx’ (6)
R2

v

kde (x' — x) je posun stredu Gausovského jadra do bodu x a g, je Gaussovské jadro s disperziou o dané

vzt'ahom
1 —(x'—x)

9o (x) = oo P 207

Vektor v, ktory riesi minimaliza¢ni tlohu (6) mozeme ziskat’ riesenim ststavy

A1q Aip Vg B;

Ax1 Azp Uy B;

10



kde
Ay = [ 30 =) 00, 10, m(x )X
RQ

B; = / 9o (X' — %) - Op,m(x, t)Oym(x', t)dx’
R2

pre i,j = 1,2. Odvodenie tohoto tvrdenia mdzete najst’ v Appendixe A.
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4 Metéda Mémina a Corpettiho

MetédaMémina a Corpettiho je modifikovanou metédou Lucasa a Kanadeho. Mémin a Corpetti [5] za-
vadzaji do problematiky SDE. K rovnici gradientného obmedzenia (3) pridaju stochasticky ¢len F(m).
Tento ¢len zavisi od toho, ¢i sa jedné o izotropicky alebo anizotropicky model. Rychlostné pole poc¢itame
nasledovne:

v = argmvin/ go(x' —X) - gs(X' —X) - (Oym +v - Vm + F(m))? (7)
R2

kde odhad rozptylu je dany vzt’ahom

_Em(Xp, t) = m(Xy 1, t = 1))?
on(Xy) = \/ E([Vm(Xy, £)[72)

Pre tito metédu uvazujme SDE ako stochastickd funkciu jasu, pre ktoru plati:
dXt = ’U(Xt, t)dt + E(t, Xt)dBt (8)

kde B je viacdimenzionalny Brownov pohyb, ¥ je kovarianénd matica a pre dX; plati dX; = X; — Xy—1.

Uvazujme Itéovu lemmu v 2D v tvare:

. om 8m(Xt, t) i 1 82m(Xt, t) i j
df (X, t) = dt + Z —dX; + 5 Z 02:0z, d(Xy, Xi) (9)
i=(1,2) (4,5)=(1,2)x(1,2)

kde ¢len (X}, Xg ) oznacuje kvadraticki varidciu X* a X7, ktord je dand nasledovnymi pravidlami:
e (B!, BJ) = §;;t
-0 =1ifi=j
— 0;5 = 0 otherwise
e (h(t),B") = (B/,h(t)) =0
o (h(t),h(t))=0

kde h(t) je deterministickd funkcia. Rozlisujeme dva modely izotropicky a anizotropicky.
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4.1 Izotropicky model

V izotropickom modely uvazujeme rozptyl ako zobrazenie o(X¢,t): R? x T — R a pre kovarianénii maticu
plati:
¥(t, Xy)dBy = diag(o(Xy,t)) @ IadBy (10)

kde I je (2 x 2) identickd matica a ® predstavuje Kroneckerov sucin. Aplikovanim Itéovej formuly na
izotropicky model dostaneme zmenu jasu definovania ako:

om

dm(X,,t) = < it

1
+Vm-v+ 202Am> dt + oVm - dB; (11)
Odvodenie pre ziskanie zmeny jasu v tvare (11) mozete ndjst’ v Appendixe B.

4.2 Anizotropicky model

Anizotropicky model mdézeme pouzit’ na zdklade neistot pozdii normdly s rozptylom o, a tangencidly s

rozptylom o. Pre kovarianéni maticu plati:

Y(t, X¢)dB; = diag(oy(Xt,t)) @ ndBy + diag(o-(Xy,t)) @ TdB] (12)
kde vektory n = ﬁ(gz;g) aT = ﬁ(_di?:@) predstavuji normdlu a tangencialu, B"7 a BT st dva

skalarne a nezavislé viacdimenziondlne Brownove Sumy. Aplikovanim Itoéovej formuly na anizotropicky

model dostaneme zmenu jasu definovani ako:

om vmIV2?mVm

o2Am

> dt+0,||Vm||dB) +0.Vm' 7dB] (13)

Odvodenie pre ziskanie zmeny jasu v tvare (13) mozete najst’ v Appendixe B.
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5 Numerické aproximacie

Numerické rieSenie h’'adame na diskretizovanej oblasti L. Pre ¢asovi aj priestorovi diskretizaciu pouzi-

jeme metédu koneénych diferencii.

5.1 Casova diskretizacia

7 hl'adiska nasej metédy je ¢as medzi F' a G rovny 1, preto si mozeme dovolit’ ¢asovi derivaciu diskreti-

zujeme doprednou diferenciou v tvare:

8tm ~ G(IL‘l, XQ) — F($1,$2)

5.2 Priestorova diskretizacia

Derivacie nahradzujeme diferenciami. Ked’ze v praci pouzivame aj druhé derivicie tak musime diskreti-

zovat’ aj tie. Na aproximovanie pouzijeme priestorovi diskretizaciu a pre jednotlivé smery dostaneme:

F($1 + 1,:E2) — F(.’El — 1,$2)

Oy ~ 2h
F(x1+ 1,29) — 2F (z1, 22) + F(z1 — 1, 22)
Opyzym = %
F 1)-F -1
Doy ~ (21,22 + )2h (1,29 — 1)
0 F(.Z‘l,.rg—l-l)—2F(.§L‘1,.Z‘2)—|—F(.CL‘1,.CL‘2—1)
Opgzym” R 2

kde h predstavuje priestorovy krok.

5.3 Konvolicia

Pri rieSeni konvolicie pocitame integral, ktory pri diskretizdcii nahrddzame sumou. Zvolime si bod x a
prechddzame vsetky body oblasti I € L a ich hodnoty intenzit F'(I) konvolvujeme s Gaussovskym jadrom

sustredenym v strede x. Pre kazdy bod dostaneme:

Zg(ll — l‘l,lg — xg) . F(l)

leL
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6 Numerické experimenty

V tejto kapitole sa budeme venovat’ vysledkom numerickych experimentov. A vSetky vektorové polia

kédujeme podla Obr.6

Obr. 6: Farebné kédy rovinnych vektorov.

6.1 Posun Stvorcov

Metody sme testovali na jednoduchom priklade dvoch Stvorcov. Vychddzame z pociatoéného snimku F,
na ktorom sa nachadzaju dva Stvorce, zobrazeného na Obr.7. Na nasledujicom snimku G zobrazenom na
Obr.8 sa posunie 'avy stvorec nadol a pravy do prava. Medzi snimkami F' a GG sa snazime néjst’ rychlostné
pole.

Rychlostné pole najdené pomocou metédy Lucasa a Kanadeho je zobrazené na Obr.9 a bolo néjdené
po 95-tich iteraciach. Celkovy ¢as vypoctu bol 752.828003 sekind. Vysledny obrazok, ktory sme nechali
undagat’ v protismere rychlostného pol'a je zobrazeny na Obr.11. Prirastky vektorového pol pozdIZ iteracii

su znazornené na Obr.10.

6.2 Pohyb vetvicky

Zaujimavym prikladom je pohyb vetvicky na strome, ktory sa pohne smerom nadol, ako to je vidiet’ na
dvoch po sebe idicich snimkoch F' a G, zobrazenych na Obr.13 a Obr.14.

Vysledné rychlostné pole zobrazené na Obr.15 ziskané metédou Lekasa a Kanadeho bolo ndjdené pri
22 iteracii s ¢asom vypoctu 500.807007 sekind. Prirastky vektorového pola pozdiZ iteracii su zobrazené

na Obr.16 a vysledny obrazok na Obr.17.
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6.3 Slniecko na rukavicke

Vel'mi peknym experimentom je slniecko na rukavicke. Jednd sa o jednoduchy objekt, ktory mé ale naroény
pohyb. Rychlostné pole medzi snimkom F' zobrazeného na Obr.19 a snimkom G zobrazeného na Obr.20.
Tento priklad sme riesili obidvomi metédami.

Vysledky metédy Lucasa a Kanadeho moézete vidiet’ na obrazkoch Obr.21 a Obr.22.

Vysledky metédy Mémina a Corpettiho mozete vidiet’ na obrazkoch Obr.24 a Obr.25.
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Obr. 9: Vysledné rychlostné
Obr. 7: Snimok F Obr. 8: Snimok G

pole.

norma

iter/Bia

Obr. 10: Prirastky vektorového

pola v pozdfz iterdcii. Obr. 12: Diferencia medzi F a

Obr. 11: Vysledny snimok.

najdenou deformaciou G.

Obr. 13: Snimok F

Obr. 15: Vysledné rychlostné pole.

norma
04+

03r
02r

01

iter/Eia

Obr. 16: Prirastky vektorového

Obr. 18: Diferencia medzi F' a néj-

pol'a v pozdlz iterdcii. Obr. 17: Vyslednd snimka.
denou deforméciou G.
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Obr. 19: Snimok F

Obr. 21: Vysledné rychlostné pole.
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Obr. 24: Vysledné rychlostné pole.

Obr. 22: Vyslednd snimka.

Obr.

25: V}'iséedné snimka.

Obr. 20: Snimok G
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Obr. 23: Diferencia medzi F' a néj-

denou deforméciou G.

Obr. 26: Diferencia medzi F' a néj-

denou deforméciou G.



Zoznam pouzitych symbolov

mnozina realnych ¢isiel
mnozina prirodzenych ¢isiel

matematicky model obrazu, f: R? = R

& == N =

deformécia roviny, d: R? — R?
m  video, m: R? x T — R

h  homotépia, h: R? x T — R?

v rychlostné pole, v: R? — R?

T mnozina ¢asov, T = RQF

L diskrétna dvojrozmernd mriezka, L = Zj, X Z,;

F funkcia intenzity predchdadzajiceho snimku v Case t v diskrétnej oblasti, F': L — R
G funkcia intenzity nasledujiceho snimku v ¢ase t 4+ 1 v diskrétnej oblasti, F': L — R
V' rychlostné pole v diskrétnej oblasti, V: L — R?

B Brownov pohyb
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7 Appendix A

Dokaz pre ndjdenie rychlostného pol'a v z rovnice (6).

Upravenie a prepisanie rovnicu (6) do tvaru:
arg min/ o (X' —x) - ((v- Vm(x,1)? + (9m(x', 1)) + 2v - Vm(x', t)dym(x', ))dx’
v R2

Ked'ze hl'addme minimdlnu rychlost’, tak derivujeme rovnicu (6) podla jednotlivych zloziek rychlosti a
tieto derivécie postavime rovné 0.

Derivacia podl'a prvej zlozky rychlostného pol'a wv,:
/R2 9o (X' — %) - (201 (0, m(x, )% + 20205, M(xX/, ) Oy (X', ) + 205, m(x, 1) ym(x', 1)) dx' = 0
Derivacia podl'a druhej zlozky rychlostného pol'a vy:
/R2 9o (X' — %) + 20z, (Opym(x', 1)) + 205, 0, m (X, 1) Dy (X, ) + 205, m(x, )Iym(x/, 1)) dx' = 0
Po tprave:

/ Go (X' — %) - 01 (O, m(x, 1)) 2dx + / Go (X' — %) - 020, m(x', )0z, m(x’, t)dx'+
R2 R2

+/ go(x' —x) - Opym(x/, )0ym(x’, t)dx’ = 0
R2

/ 9o (X' — %) - 105, m(x, )0y m(x', t)dx" + / Go (X' — X) - vo(Dpym(x/, 1)) 2dx+
R2 R2
—i—/ 9o (X' — %) - Opym(x/, £)0ym(x’, t)dx’ = 0
R2

V maticovom tvare:

Al,l A172 (o B;
A1 Az y B,
kde
iy = / 9o (X' = %) - Duym(x', )0, m(x, £)dx!
R2
a
B; = / 9o (X' — %) - Op,m(x, t)Oym(x', t)dx’
R2
prei,j =1,2.
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8 Appendix B

Odvodenie rovnic izotropického a anizotropického modelu metédy Mémina a Corpettiho.

8.1 Izotropicky model

Zakladné rovnice:
e Ttoova lemma v 2D v tvare (9)
e Stochasticka funkcia jasu v tvare (8)
e kovarian¢nd matic v tvare (10)
e kovarian¢nui maticu budeme oznacovat’ o

V samotnom odvodeni budeme pocitat’ jednotlié sumy osobitne.

Pre prvi sumu dostaneme:

Z 8m(Xt,t) dXZ o 8m(Xt,t) 8m(Xt,t)
Oxo

t = 7(”[)1()(,5_1, t— 1)dt + O'dBt) + (UQ(Xt_l, t— 1)dt + O'dBt)

X,.t ) X, t Xy, t
3 Md)g _ Mul (Xy—1,t — 1)dt + Mvz(&—l,t — Ddt+
, Ox; Oz Oy
i=(1,2)
X, t X, t
+ MO’dBt —+ MO’dBt
ox1 Oz
V skratenej forme:
om(Xy,t om(Xy,t
le(Xt—l,t — 1)dt + MU2(Xt—1at — 1)dt = Vm - vdt
o0x1 Oxy
X X
MadBt 4+ Mo—dBt =oVm-dBy
o 0z
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Pre druht sumu dostaneme:

) ) 2 2 2
(i,j)=(1z,2:)x(1,2) 82?552;)« 0 Xi) = aan;fg(;t)d<th’Xg>+2'aan;f§;;t)d<th’X’?Haa?zig(;f;t)MXf’Xt2>
Po dosadeni a rozpisani:
(md(th,Xb = mdm (X¢_1,t — 1)dt + 0dBy, v1(X¢_1,t — 1)dt + 0dB;) =
= md(vl (Xi—1,t — 1)dt,v1(Xy—1,t — 1)dt)+
Wd(vl(Xt_l,t — 1)dt,odBy)+
mddet, v1(Xy—1,t — 1)dt)+
ded&, odBy)
a;zg;;t)dmf, X2 = dezm_l,t — 1)dt + 0dBy, va(X;_1,t — 1)dt + 0dB;) =
= md@g(th,t — 1)dt, vy(Xy_1,t — 1)dt)+
Wd(UQ(Xt_l,t —1)dt,0dB;)+
+ mdwdl?t,vg(Xt_l,t —1)dt)+
%d(adBt, odBy)
md(th,XE> = md@l (X¢_1,t — 1)dt + odBy, vo(X¢_1,t — 1)dt + 0dB;) =
= md@l (Xi—1,t — 1)dt,va(Xy—1,t — 1)dt)+
Wd(vl(th,t — 1)dt, 0dB,)+
Wd(ada, vo(Xy_1,t — 1)dt)+
828”;5‘;(;’;) d(odB;, 0dBy)

Pouzijeme nasledovné pravidld pre (X7, X7):
e (B!, B) = §;;t
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—;=1ifi=j
— 0;; = 0 inak
e (h(t),B") = (B/,h(t)) =0
o (h(t),h(t)) =0

A pre jednotlivé ¢leny dostaneme:

82m(Xt,t) 1 1 82m(Xt,t) 2 82m(Xt,t) 2
——d{X;, X;) = ————%do“d{(B;, B;) = ————>do“dt
81‘16%1 < t t> 81‘16%1 o < b t> 83:18371 7
— 2 PAXA XA = ———2do"d(B;, B;) = ———Zdo*dt
8.1‘2(9.%’2 < t t> 8.1‘2(9.%’2 g < b t> 8.%'2(9:6‘2 7
9?m(Xy, 1) 1 2
W(MXt , Xi) =0
2m (X, o 2m(X 2m(X.
Z 78 m( t’t)d<Xt’,Xf> = 78 m( t’t)d02dt + 78 m(Xs,t) do?dt = o? Amdt
o 8x16:p] 8:318:1:1 81‘281‘2
(17‘7):(172)X(172)
Po odvodeni dostaneme celkovi rovnicu v tvare:
om om(X,t) o, 1 0’m(Xy,t) P
i=(1,2) ! (i,5)=(1,2)x (1,2) bt
0 1
= 8—Tdt +Vm-vdt+oVm-dB; + 502Amdt =
= <66T +Vm-v+ ;UQAm> dt + oVm - dB;

8.2 Anizotropicky model
Zakladné rovnice:

e Ttoova lemma v 2D v tvare (9)
e Stochasticka funkcia jasu v tvare (8)
e kovarian¢nd matica v tvare (12)
e pre vektory n a 7 plati
1 Oz, m
1= V[ \9,,m
1 [(—0z,m
T = ——
V| \ Oz, m
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e pre B}, B? a ¥ plati:
B} = (mB",nB")

Bf = (m2B", 72B7)
= (7
or
Dalej budeme pouzivat’ nasledovné pravidla pre (X}, Xg ):

o (B',B) = §;jt
— by =1ifi=
— 0;; = 0 inak

o (h(t). BY) = (BT, h(t)) =
o (h(t),h(t))=0

Najskor odvodime jednotlivé vatahy d(X7, X7).
Pre d(X}, X}!) plati:

d(Xx}, X}y = (v1dt + 2dB}, v1dt + XdB}) =
= (vy,v1)dt 4 (v1dt, 2dB}) + (SdB}, vidt) + (XdB}, 2dB}) =
=0+4+0+0+ (2dB},%dB}) =

=d(oymB" + 0,71 B", 0y B" + 0,71 B”) =
= d(oymB",0ym B") + d(oym B", 0,11 B")+
+ d(o,71 B, 0,m B") + d(o;71 B",0,11B") =
=d(oymB",0,mB") + 0+ 0+ d(o,1B",0,71B") =
= 0.nid(B", B") + o21{d(B",B") =

= Jnn%dt + olridt =

(Lo N a2 (o m)) a
=0 ) o —0z,m =
T\ |[Vm)| |Vm)|
1
= om |2( 02(0p,m)? + 02(0zym)*dt
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Pre d(X?, X?) plati:

d(X2, X2) = (vgdt + SABZ, vedt + £dB2) =
= (v, v2) t + (vodt, DAB?) 4+ (XdB2, vydt) + (XdB2, ©dB?) =
=0+0+0+ (SdBf,%dB}) =

= d(oymB" + 0,7 B", 0,2 B" + 0,1 B7) =
(

oy B, oy B") + d{oyn2B", 0,72 BT )+

+

d
(0-12B", 0ym2B") + d{o,72B",0,12B") =
= d(oyn2B",0y2B") + 0+ 0+ d{o,72B", 0,7 B") =
= o7n5d(B", B") + o213d(B7,B7) =
= Ugngdt + o2ridt =
= g2 <13x m>2dt+ o2 (18 m>2dt =

7\ [7m m[om

1

— W(Jg(ﬁmmy + 02(0y,m)3dt
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Pre d(X}, X?) plati:
d(X}, X?) = (v1dt + XdB}, vodt + XdB?) =
= (v1,v2)dt 4 (v1dt, XdB?) + (SdB}, vodt) + (XdB}, 2dB?) =
=0+0+0+ (XdB},xdB?) =
(oymB" + 0711 BT, 0y B" + 0,19 B7) =
(oymB", oyn2B") + d(oym B", 0,12B")+

+ d{o 11 B, 0ym2B") + d{o,71B",0,72B") =

—d
—d
d
= d{oyn2B",0ym2B") + 0+ 0+ d(0;72B",0,72B") =
= o2mmpd(B", B") + o2rimd(B7, BT) =

= o2mmpdt + o?rymodt =

1 1 1
= g2 8x1m|v lamedt—i—aqv |

T[vm|
——5 0y, MOy, mdt —

1
(— axzm)w
2 1

mp ——5 0y, MOz, mdt =

1
TIV 2

1
]V |2811m3m2m(0% —o?)dt

Pre prvi sumu dostaneme:

> T dx} = Bo, dx; Sos dX;

om( Xy, t om( Xy, t Om( Xy, t
Z m (X, )dXZ — M(Ul(Xt—l,t —1)dt + ZdBtl) + Lt’)
ox; Oxy dg
(1,2)
A po rozpisani
Xy, t , Xy, t X, t
3 Im(Xest) qyi L IMXt) e yar s 2P yars
(12) 0x; 0z O
om(Xy, t) om(Xy,t)
’ dB) + ———o,md B/
O, I Dy NP "
+ MO‘TTldBZ— + MUTTQdBZ
ory Oz
V skrétenej forme:
om(Xy,t om( Xy, t
le (Xt7 t)dt + m( t )’UQ(Xt, t)dt =Vm - vdt
o0xq Oxa

Oz, mdt =

(v2(Xy_1,t — 1)dt + XdB?)



om(Xy,t) om(Xy, t)
T, OmABl T od B = oy [[Vmld B
dm(X,,t dm(Xy,t
Im(Xe,t) | apr o+ 9Kl BT — o omTrdBT 0
81‘1 8332

Pre druht sumu dostaneme:

2 X ) . 2 X 2 2

(i,7)=(1,2)%(1,2) dx;0x;

Po dosadeni a rozpisani:

a2m(Xt, t) 1 1 a2m(Xt, t) 1
de X = 0 TomP (opm} + oZm;)dt
Wd()(t X2 = 02 TP (o2m2 + o2m3)dt
Wd(Xt ,X7) = R ’vm|2m$my(077 —o2)dt
Po odvodeni dostaneme celkovd rovnicu v tvare:
om om(Xy,t ;1 0?m( Xy, t P
dim(Xp,t) = - -dt + > émt)dXt + = &U(,a;)d<Xt,XZ> =
i=(1,2) ! (3,7)=(1,2)x (1,2) L
0 vmIVv2imv 2A
_ (87: S Vmv+ W(ﬁ o)+ "Tz m) dt + oy ||Vm||dBY + o, VmT rdBY
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