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Abstrakt:
V praci sa zaoberame aplikaciou numerickej level set metédy na rieSenie ma-
tematického modelu rovnice advekcie pre Sirenie sa pozemnych poziarov. Na
modelovanie hranice pozemného poziaru pouzivame krivku, ktora je impli-
citne vyjadrena pomocou izociary level set funkcie. Takéto implicitné vyjadre-
nie ndm umozituje na popis pohybu hranice poziaru pouZit rovnicu advekcie.
Samotny pohyb hranice pozemného poziaru je opisany rychlostnym polom,
ktoré zahrna zlozku rychlosti v smere vonkajsej normaly k hranici poziaru,
rychlost vetra a taktieZ aj vplyv kvality paliva na rychlost §irenia sa poziaru.
Do modelu zavadzame vplyv krivosti, ktora je standardnym nastrojom pri
praci s pohybujicimi sa krivkami a umoziuje ndm ovplyviiovat vysledny
tvar krivky. Z numerického hladiska posobi krivost ako regularizacny faktor.
Vyslednu advekéno-diftiznu rovnicu rieSime metédou konecnych objemov ex-
plicitnou metédou v ¢ase pre advekéni cast a semi-implicitnu metédou v éase
pre difiznu éast. Aplikdciu implementujeme s vyuzitim softvérovej kniznice

DUNE, pricom pouzivame lokédlne zjemnovanie vypoctovej siete.

Abstract:
This thesis deals with an application of a numerical level set method for
solving a mathematical model of advection equation of a spread of surface
fires. To model a fire front we use a curve, which is implicitly expressed
by isoline of the level set function. Such implicit expression allows us to
describe the movement of the fire front by the advection equation. The fire
front movement of ground fire is caused by the velocity field, which includes
component of the velocity in the direction of outer normal to the fire front,
wind speed and also the impact of fuel quality on the speed of propagation
of fire. We include the influence of curvature which is a standard tool when
working with moving curves and allows us to control the final shape of the
curve. From the numerical point of view, curvature acts as a regularization
factor. We solve the resulting advection-diffusion equation using finite volume
method that is explicit in time for the advection part and semi-implicit in
time for the diffusion part. Our application is implemented using of software

library DUNE and we apply local refinement of the computational grid.
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Uvod

Spolu s rozvojom vypoctovej techniky sa v poslednych desatroc¢iach do pop-
redia postupne dostavali aj numerické metdédy na rieSenie diferencidlnych
rovnic. Jednou zo znamych rovnic je tzv. rovnica advekcie, alebo advektivna
rovnica, ktord popisuje prenos latky v nejakom rychlostnom poli. Tuto rov-
nicu pouzili v roku 1988 James Sethian a Stanley Osher na sledovanie vyvoja
krivky v ¢ase, ¢o viedlo nasledne k masivnemu rozvoju level set metody.

Sledovanie vyvoja rovinnych kriviek v ¢ase, alebo ina¢ povedané evolticie
rovinnych kriviek, mé dnes v praxi mnoho aplikdcii. MoZeme tu zaradit mo-
delovanie pohybu morskych VID, hranice vyhorenej oblasti pri poziaroch,
¢i rozhrania v materidloch roznych skupenstiev (napr. bublina vo vode).
Vyznamné aplikdcie moZno néjst aj v spracovani obrazu, kde krivky mozu
popisovat hranice objektu, ktory potrebujeme z obrazu segmentovat.

Nie vzdy sa vsak krivky pouzivaji na modelovanie nejakej formy hranice.
Pri filtracii obrazu spéjaju miesta s rovnakymi farebnymi odtienmi, teda
pri ich zhladovani dochddza k zhladeniu farebnych prechodov (tu sa zas
mozeme stretnit s pomenovanim izoc¢iary intenzity). V geodézii a robotike sa
evolucia kriviek pouziva na néjdenie najkratsej, resp. optimalnej trajektorie
na povrchoch.

V nasej diplomovej praci sa zaoberame numerickym rieSenim evolicie kri-
viek pomocou level set metddy na rieSenie parcialnych diferencidlnych rovnic
s dominantnou advektivnou ¢astou. Aj ked vyvinuté metédy, véitane ich im-
plementécie v softvéri DUNE, je mozné pouzit na viaceré uvedené aplikacie,
v tejto praci sa podrobnejSie zameriame na matematicky model Sirenia sa

pozemnych poziarov.



Kapitola 1
Evolucia rovinnych kriviek

V tejto kapitole sa venujeme problematike Sirenia sa pozemniych poZiarov a
v stwvislosti s nimi uvedieme klicové detaily, ktoré sa tiykaji tejto konkrétnej
aplikacie. Popisujeme explicitné a implicitné vyjadrenie krivky a jej pohybu,
pricom doraz kladieme na druhy sposob, ktory tvori zdklad pre advektivnu le-
vel set rovnicu, ktord ndsledne odvddzame. Nakoniec definujeme znamienkovi

funkciu vzdialenosti, ktoru neskor vyuZijeme.

1.1 Pozemné poziare

Nasou hlavnou motivéaciou je aplikovanie evolicie kriviek na numerické mo-
delovanie Sirenia sa pozemnych poziarov.

Kazdorocne sa na nasej planéte vyskytnu tisice obrovskych poziarov,
ktoré zanechavaji po sebe velké materidlne skody a nanestastie mnohokrat
aj Tudské obete. Ci uz je to vinou cloveka alebo nie, faktom je, Zze oheil
je zivel, ktory sa velmi Tahko vymkne spod kontroly. Preto podobne ako
pri inych Zivelnych pohroméch, je v ramci bezpecnosti obyvatelov velkou
vyhodou byt vopred pripraveny. Samozrejme, vzdy ak je to mozné, je vhod-
nejsf pristup namiesto rieSenia pripadnych nésledkov hladat sposob ako za-
medzit pri¢ine. Este doneddvna lesnici a poZiarnici reagovali na katastrofy
zapri¢inené poziarmi logicky tym, zZe sa snazili vznik poziarov obmedzo-

vat vSetkymi moznymi prostriedkami. Po rokoch s§tudii sa vsak ukdzalo,



7e tymto sposobom sice predidu mensim poZiarom, z dlhodobého hladiska
vsak vietko hralo v prospech ovela viésim a nicivejsim poziarom. Prisli teda
s paradoxnym rieSenim, ktory by sme mohli nazvat ,ohfiom proti ohiiu®.
Dovod je jednoduchy. Kontrolované poziare napriklad v lesoch, les zbavuju
starého, odumretého a vyschnutého porastu, ktory sa by sa lahsie vznie-
til ako zdravy porast. Poéitacovy model moze byt v tomto pripade velmi
napomocny pri predpovedani Sirenia sa poziaru a pripadnému vyhnutiu sa
nezelanym nasledkom.

Sirenie sa pozemného poziaru zavisi od viacerych faktorov. V nasej ap-
likacii prirodzene predpokladame, ze poziar sa len rozsiruje, teda ¢o uz raz
pri poziari vyhorelo, nemoze horiet opit. Ako vyplyva z vyssie spomenutého,
rychlost §frenia sa poziaru bude zavisiet aj od kvality paliva. Nemenej dolezitt
tlohu hrd aj rychlost a smer vetra. Ak si predstavime hranicu poZiaru v tvare
pismena U, pricom vnitro je nevyhoren oblast, moZeme predpokladat, ze v
tejto oblasti je vyssia teplota, kedze je zohrievana z oboch stran. Teda aj tvar
hranice poZiaru ovplyviiuje jeho rychlost horenia. Vsetky spomenuté faktory

sme zahrnuli do nasho matematického modelu.

1.2 Explicitné vyjadrenie krivky a jej pohybu

Hranicu pozemného poziaru budeme modelovat pomocou jednoduchej uzav-
retej krivky T' (obr. 1.1) v priestore :?, ktord ho rozdeluje na uzavretii oblast
Q™ pricom 9Q~ = T a otvoreni oblast QT = R2\Q~. Symboly znamienok
vysvetlime neskor.

Jeden zo sposobov ako vyjadrit krivku I' je, Ze explicitne popiseme vietky
body, ktoré lezia na nej. Krivku musime teda parametrizovat pre nejaky para-
meter s € [sq, S,]. Vo vieobecnosti majui krivky zlozité tvary a teda analytické
vyjadrenie parametrizdcie nemusi byt k dispozicii. Zauzivany sposob aproxi-
movania explicitného vyjadrenia je diskretizécia intervalu [sg, s,| na kone¢ny
pocet bodov 54 < §1 < -+ < 8; < Si41 < -+ < Sy, kde podintervaly [s;, $;11]
nemusia byt nutne rovnakej dfiky. Pre kazdy bod s; € [s4, s,,] dostavame je-
den bod krivky x(s;) a teda pre jemnejsie delenie intervalu dostdvame pres-

nejsiu aproximaciu krivky. Body krivky, ktoré nie si zahrnuté v intervale



[$4, 8,) musime vyjadrit pomocou interpoldcie.

Obr. 1.1: Jednoducha uzavreta krivka.

Predstavme si teraz jednoduchy pripad, ked sa vsetky body x(s;) =
x(s;,t) krivky I' = I'(¢) pohybujui (obr. 1.1). Pri explicitne vyjadrenej krivke
to znamend, Ze musime z nejakych zndmych pozicii bodov vypoéitat jej nové
pozicie. Takyto pristup k modelovaniu pohybu krivky sa nazyva Lagrange-
ovsky.

Zmenu pozicie bodu x(s;,t) v case mézeme vyjadrit ako

aX(Si, t)

5 = V(x,t), (1.1)

kde V(x,1) je rychlost bodu x(s;,t) a mdze vo vieobecnosti zdvisiet od lokal-
nych alebo globédlnych vlastnosti krivky alebo od inych (externych) vplyvov.
Podrobnejsie sa opisu rychlosti V(x,t) venujeme v kapitole 2.

Venujme sa d'alej Langrangeovskému popisu pohybu krivky. Nasim cielom
je zostrojit matematicky model, ktory bude definovat rychlost V(x,t) a po-
mocou ktorého budeme predpovedat pohyb nasej krivky (teda bodov x(s;, t)).
Situdcia sa za¢ne vyrazne komplikovat napriklad v pripade viacerych expan-
dujucich kriviek, ktoré by sa po istom ¢ase mali dotknit, resp. spojit do jed-
nej. Problémom je totiz vystihnutie okamihu, v ktorom si dva body krivky

uz dostatocne blizko na to, aby sme mohli prehldsit, Ze sa krivky dotkli.
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Analogicky to plati aj pre pripad jednej krivky, ktord sa ma rozdelit na viac
kriviek.

Takisto je v tomto pristupe potrebné riesit problém redistribticie bo-
dov a teda okrem normdlovej rychlosti zaviest aj tangencidlnu zlozku cel-
kovej rychlosti. Pre detaily tykajice sa modelovania pohybu krivky Lagran-
geovskym pristupom pozri [6], pre pouzitie Lagrangeovského pristupu na
modelovanie $irenia sa pozemného poziaru vid' [7].

Vsetkym spominanym tazkostiam je mozné sa vyhnut pri implicitnom
vyjadreni krivky a pouziti level set metody, ktori sme pouzili aj v naSej

praci.

1.3 Implicitné vyjadrenie pohybu krivky a le-
vel set metdéda

Implicitné vyjadrenie krivky znamend, ze ju reprezentujeme ako izo¢iaru ne-
jakej funkcie. Postupujeme tak, Ze zostrojime funkciu ¢ : #2 — R, ku ktorej

bude nasa krivka napriklad nulovou izociarou, ktora je definované nasledovne:
I = {z € R ¢(z) = 0} (1.2)

Na vybere izociary nezalezi, pretoze pre kazdud izociaru vieme funkciu ¢(x)
,posunut® tak, aby zodpovedala nasej krivke.
Funkcia ¢(x) sa niekedy nazyva level set alebo wdroviiovd funkcia a moze
byt napriklad v tvare
o(x) =|x—a|l -7 (1.3)

kde a € 2% r € R a || je euklidovska norma, pozri obrazok 1.2. Na zachytenie
tvaru pociatoénej hranice poziaru budeme pouzivat prave funkciu definovani
v (1.3).



¢(x,t)=0

Obr. 1.2: Graf level set funkcie (1.3) pre t = 0 so znazornenou nulovou
izo¢iarou, ktord predstavuje krivku, ktorej pohyb chceme sledovat. Pre jed-
noduchy pripad expandujicej (stahujicej sa) krivky v tvare kruznice, jednot-
kovou rychlostou v smere normdly, sa bude teda level set funkcia pohybovat
nadol (nahor).

Implicitné vyjadrenie krivky so sebou prindsa niekolko vyhod, ktoré si
ilustrujeme pomocou funkcie definovanej v 1.3. Napriklad ak méame krivku
popisani nulovou izociarou funkcie ¢, vieme velmi lahko zistit, na ktorej
strane krivky sa nachadza nejaky bod x ¢ I tak, ze sa jednoducho pozrieme
na znamienko hodnoty funkcie ¢. Z tohto dovodu sme zaviedli indexy +/—

pre oblasti Q7 a Q. Budeme uvaZovat len pripady, kedy plati:

p(x) >0 Vet
p(x) <0 Voe
p(x) =0 Vel(t)

Na rozdiel od toho, uréenie pozicie bodu x bodu vzhladom na explicit-
ne vyjadrent krivku moze byt naroéné. Standardne by sme postupovali tak,
ze by sme z bodu x vyslali 14¢ a spocitali pocet priesecnikov lica s krivkou.
Nepérny pocet priesecnikov znamena, ze bod lezi mimo oblasti uzavretej kriv-
kou, parny pocet priesecnikov znamend, ze bod lezi vnitri oblasti uzavretej

krivkou. Samozrejme, ze popisany postup je, v porovnani s vyhodnotenim



znamienka funkcie, omnoho komplikovanejsi na implementaciu.

Funkciu ¢ vyuZijeme aj na definicie d'alsich nastrojov, ktoré vyuzijeme
neskor v matematickych modeloch:

Gradient V¢ = <%, g—z’) implicitne danej funkcie je kolmy na jej izociary.
Teda ak xq je bod patriaci nulovej izoc¢iare, gradient v tomto bode je vektor
v smere jednotkovej vonkajsej normaly N k nasej krivke.

Jednotkovi vonkajsiu normdlu ku krivke ukazujicu z Q= do Q7 mozeme

teda vyjadrit ako:

Vol
Krivost k definujeme ako divergenciu vonkajsej normély:
Vo )
k=V -N=V.|—=—]. 1.5
(% )

Pohyb (obrazok 1.3) implicitne vyjadrenej krivky popiSeme rovnicou ad-
vekcie, ¢o je hlavnou myslienkou nasej level set metody na sledovanie evoltcie
rovinnych kriviek.

Level set metoda je numericka technika zalozena na tzv. FEulerovskom
pristupe. Vo vSeobecnosti to znamend, ze problém riesime na ohranicenej
podoblasti D C R", ktori diskretizujeme na siet s fixnymi stradnicami jej
bodov, pricom v kazdom bode pocitame prislusni reprezentacni hodnotu
funkcie ¢.

Moze sa stat, a v praxi to tak vicsinou byva, Ze po diskretizécii oblasti na
siet s koneénym poctom bodov nevieme, kde sa presne nasa nulové izociara
nachadza. Preto, ak sme nijako Specidlne nezvolili tvar krivky, tak na vyjad-
renie hodnot mimo bodov siete je potrebné pouZit interpoldciu zo zndmych
hodnot bodov siete.

Samozrejme, v porovnani s Lagrangeovskym pristupom, ide v Eulerov-
skom pristupe o vypoc¢tovo narocnejsiu metédu, pretoze vypocet prebieha na
celej sieti, nielen ,na nasej krivke“. Ina¢ povedané - na sledovanie jednodi-
menziondlneho objektu potrebujeme mat definovani funkciu v priestore R2.
Tuito nevyhodu v nasej préaci eliminujeme pomocou lokalneho zjemnovania

siete. V nasledujicej ¢asti odvodime predpis, podla ktorého sa bude level set



Obr. 1.3: Dve expandujuce krivky. Level set funkcia sa v tomto pripade po-
hybuje nadol. Level set metéda si lahko poradi s problémovymi situdciami
popisanymi v casti 1.2.

funkcia pohybovat.

1.4 Advektivna level set rovnica

Ak x(t) = [z(t),y(t)] je bod krivky, teda nulovej izociary, tak aby level set
funkcia popisovala pohyb tejto krivky v ¢ase, pozadujeme aby ¢(x(t),t) =0
v kazdom case t > 0. Pri implicitne vyjadrenej krivke derivujeme funkciu

#(x(t),t) podla ¢asu a dostdvame:

do(x(t),t) _ do(z(t),yt),t) 0¢  0pdx  0¢pdy 0 (1.6)
dt dt ot 0z ot Oyot '




Rovnicu (1.6) mozeme prepisat na tvar

29(x(t).1) , dx(t)

o o Volx(), 1) =0,

Ak je pohyb krivky popisany pomocou danej funkcie V musi platit podobne
ako v (1.1), ze ZW — vV (x(t), t):

dt

9p(x(t), 1)

BT + V(x(t),t) - Vo(x(t),t) =0, (1.7)

Rovnica (1.7) sa nazyva advektivna level set rovnica a jej rieSenie je nasou

hlavnou motivaciou, preto si ju podrobnejsie popiseme v d'alsej kapitole.

1.5 Znamienkova funkcia vzdialenosti

Na implicitné zachytenie krivky existuje nekonecne vela level set funkcii.
Standardne sa volf tzv. znamienkové funkcia vzdialenosti.
Najprv si zadefinujeme funkciu vzdialenosti (distance function) d(x) na-

sledovne:
d(x) = min |x — xr|, (1.8)

xpel’
kde I" je krivka a teda funkcia d(x) vracia hodnotu minimalnej vzdialenosti
bodu x od bodu xr € I a pre x € I je rovna 0.
Znamienkovd funkcia vzdialenosti (signed distance function) je takd fun-

kcia @, pre ktoru plati:

d(x) xeQt
Dx) = { —d(x) x€Q (1.9)
0 xel

Hodnoty funkcie ®(x) mozeme najst ako riesenie tzv. eikonalovej rovnice [6]:
IVP(x)| =1 (1.10)

s prislusnymi okrajovymi podmienkami.



Poznamka 1. Funkcia 1.3, ktori budeme pouzivat na popisanie pociatoéného

tvaru poziaru, je znamienkovd funkcia vzdialenosti.
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Kapitola 2
Matematické modely

V nasledujiicej kapitole postupne odvodime matematicky model sirenia sa po-
zemného poZiaru. V prvej podkapitole sa venujeme vseobecne rychlostnému
polu pre rovnicu advekcie. V d'alsej podkapitole si povieme nieco o Specidlnom
tvare rjchlostného pola pre pohyb v smere normdly a pre pohyb v zdvislosti od
krivosti. Nakoniec tieto dva tvary pouZijeme na konstrukciu vysledného pola,

v ktorom sa bude pohybovat nasa krivka popisujiica hranicu poZiaru.

2.1 Pohyb v externom rychlostnom poli

Ako sme uz naznacili v ¢asti 1.4, funkciu ¢(x,t) nebudeme pouzivat len
na implicitné vyjadrenie krivky /hranice poziaru, ale aj na jej pohyb, ktory
je riadeny rovnicou advekcie (1.7). Kedze pri Eulerovskom pristupe riesime
tilohu na oblasti €2, tak aj rychlostné pole V v rovnici (1.7) musime mat dané
na celej oblasti. Jednym z hlavnych faktorov uddvajicich velkost a smer V v
nasej aplikécii bude vietor, ktory budeme popisovat konstantnym vektorom
q € R2.

Podrobnejsie sme sa modelovanim pohybu krivky v externom rychlostnom

poli zaoberali v préci [3].
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2.2 Pohyb v smere normaly

Rychlostné pole nemusi byt vidy externe dané, ale moze byt zdvislé aj od
riesenia rovnice. Je to prave ten pripad, ktory sme uZ niekolkokrat spomenuli
v predchadzajicich ¢astiach, ked je pohyb krivky definovany v smere svojej
normaly.

Kedze uvazujeme, Ze poziar sa moze len rozsirovat, obmedzime vyber
normaly na vonkajsiu normalu ku krivke. V rovnici advekcie (1.7) zvolime
V = a(z)N = a(m)%, kde a(z) je lubovolna funkcia, pre nasu aplikdciu
m4 vsak zmysel uvazovat len a(z) > 0. Po dosaden{ dostdvame

Vo
¢+ a(r)=—=Veo =0. (2.1)
t Vol
Skombinujme teraz rychlost v smere normdly a rychlostné pole z predchd-
dzajucej casti, napriklad jednoduchym séitanim. Vysledné pole dostaneme
teda ako

V =a(x)N+q (2.2)

Aby nenastal pripad ked je rychlost v smere normély zdporna, musime za-
viest podmienku «a(z) + N - q > 0. Takto sme ziskali jednoduchy model
rychlostného pola, ktory bol pouzity na modelovanie &renia sa poZiaru aj v
[4].

Experimenty v8ak ukdzali, Ze tvar rozsirujicej sa hranice poziaru podla
tohto jednoduchého modelu prili§ nezodpovedd redlnej situdcii. Preto pre

vplyv vetra na $irenie sa poziaru pouzijeme model navrhnuty v [9].

V =VN (2.3)
V =eMaf(x) (2.4)

kde f(x) je ¢len udavajici horlavost materialu.
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2.3 Pohyb riadeny krivostou

V predchéadzajicej casti sme zaviedli rychlostné pole, ktoré bolo generované
samotnou level set funkciou, konkrétne jej gradientom, pomocou ktorého bola
definovana normala ku krivke. V. mnohych aplikaciach sa ukazuje vyhodné
zaviest aj zdvislost rychlosti od krivosti krivky &, ktord bola definovans v
(1.5).
Uvazujme teraz krivku, ktord sa pohybuje v smere svojej vonkajSej normaly,

pricom velkost rychlosti na krivke v nejakom bode je dand funkciou o =
a(k(x)), kde k(x) je strednd krivost v danom bode.

Zvolime a(k(x)) := 0r(x), kde § je konstanta a teda méme:
V = 0xN. (2.5)

Po dosadeni do rovnice 1.7 dostdvame

\V4
b1 — 5( ﬁ) V6| = 0. (2.6)

Krivost bude v nasom modele ovplyvitovat vysledny tvar pohybujticej sa
hranice poziaru. Z numerického hladiska vsak krivost zaroven posobi ako

regularizacny faktor, kedze zhladzuje riesenie, pre detaily vid [6].

2.4 Model pohybu hranice pozemného poziaru

V tejto casti vyuzijeme predchadzajice iivahy na definovanie matematického
modelu Sirenia sa poziaru vo vSeobecnom tvare.

Vysledné rychlostné vektorové V pole v (1.7) zvolime v nasom pripade
ako kombinaciu rychlosti v smere normély a rychlosti zavislej od krivosti v

tvare [§]

V =N (2.7)
g =V(1l-9kr) (2.8)
V =eMaf(x), (2.9)
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kde V je ¢len popisujuci rychlost §irenia sa poZiaru v zavislosti od smeru a
sily vetra q a kvalite paliva f ( ), pozri aj (2.3).
mozeme rovnicu (1.7)

Za predpokladu, ze N = a krivost k = V-

\V¢>\ |V¢>|

prepisat na tvar

)0, Vo Vo ¢
e YO ysv. [ 22 -
at*( vZ e (|v¢|>|v¢|> ve=0

Po tdprave mame

% Vo

Vo
o Ve Va\w\v( ) 0. (2.10)

V¢l

Rovnica (2.10) je adkvecno-difizna rovnica a je to zaroven nas findlny model,
ktory sme pouzili na modelovanie pohybu hranice pozemného poziaru. Na
jej numerické rieSenie advekénej casti pouzijeme metédu koneénych objemov
druhého radu, explicitni v ¢ase pouziti aj v [3], kde bola demonstrovand aj
jej presnost a rdd. Na diftiznu ¢ast pouZijeme semi-implicitni diskretizaciu

v case a metédu konecnych objemov podobne ako v [2].
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Kapitola 3
Numerické metody

V tejto kapitole popisujeme numerické riesenie nasho matematického modelu.
V prvej podkapitole odvodime riesenie pre advekéni cast a v druhej podka-
pitole pre difiznu cast. V poslednej podkapitole obe visledné schémy spojime

do jedného systému rovnic.

Poznamka 2. V d'alsom budeme pouzivat vijraz ,uzol siete“ aj ,,vrchol mriez-

ky/elementu, ktoré ale budi oznacovat ti isti entitu siete.

3.1 RieSenie rovnice advekcie

V nasledujicom popiSeme numerickii metédu druhého radu na rieSenie ne-
linedarnej, hyperbolickej, parcidlnej diferencélnej rovnice, ktort dostaneme z
rovnice (2.10) vynechanim ¢lena krivosti z rychlostného pola (2.4):

0

a—f+V~V¢:O na Qxr7 (3.1)
kde Q C R je vypoctovd oblast, 7 = (0, ") je casovy interval, ¢ : O x 7 — R
je neznama funkcia a V : Q x 7 — R? je rychlostné pole zavislé od riesenia.

Ako pociatoéni podmienku definujeme

6(x,0) = po(x) x €0 (3.2)
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Vypocet okrajovych podmienok upresnime neskor.
Rovnicu (3.1) prepiSeme na konzervativny tvar s pravou stranou

99

o +V - (Vgp)=9¢V- V. (3.3)
Dalej postupujeme podla [1, 4]. Spojiti diferencidlnu rovnicu (3.3) aproximu-
jeme diskrétnymi rovnicami pomocou metody konecnych objemov. Vypoctova
sief pozostdva z trojuholnikovych elementov T¢, vid obrdzok 3.1. Casovy in-
terval 7 je diskretizovany na intervaly 0 = t° < ¢ ... < ¢V =t Ku kazdému
uzlu x;, « = 1,2, ..., primérnej siete skonstruujeme konecny objem w; tak,
7e uzol x; bude taziskom konecného objemu w;. Vsetky konecné objemy vy-
tvoria dokopy tzv. dudlnu siet k primérnej sieti tvorenej elementami T°.
Hranica Ow; konetného objemu w; je tvorend segmentami i, = T° N w; Nwj,
alebo ¢, = T° N dw; N OL) na hranici oblasti 2.

W,

Gl
e Vi s

Obr. 3.1: Vypoctova siet s trojuholnikovymi elementmi T a zostrojenou
dualnou mriezkou. Kazdému vrcholu je priradeny konecny objem w;. Segment
hranice ~;; kontrolného objemu w; zostrojime spojenim stredu hrany dane;
vrcholmi x; a x; s taziskom elementu.
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Rovnicu (3.3) prepiseme do integralneho tvaru, t.j. integrujeme cez kazdy

konecny objem w; siete a Gasovy interval (¢, t"1):

et et fn+1
//%dtd:v—i—//V-(qu)dtd:v://qbV-thd:B. (3.4)
w; " Wt oi in
Po ciastocnej integracii dostavame
1 fn+1
/¢(m,t”+1)dx—/¢(x,t”)dx+ / /gbn~Vd8dt:/ / oV - Vdtdx
w; w; tn Ouw; duw; tn

(3.5)
Dalej uvazujeme ¢(x;,t") = ¢ Rovnicu (3.3) aproximujeme diskrétnou

rovnicou pre hodnoty ¢:

Ol = @l + D" YD 7 G107 n V=

jGAi eGAij

= Awilof PN ST g Img - VL (3.6)

jGAZ‘ eEAij

kde At" =" — 1", V5, = V(x5;) je rychlost na segmente 7f; v jeho stred-
nom bode x;;, ng; je jednotkovy normalovy vektor segmentu f; orientovany
vzdy z w; dow;. |75 je velkost segmentu 753 Ai je mnozina indexov konecnych
objemov w; susediacich s w; a A je mnozina indexov e oznacujicich vsetky

Tn+1/2,e

elementy 7 obsahujice vrcholy x; a x;. Hodnota ¢,;

i je definovand po-

mocou upwind prinipu [1]

n+1/2e ¢le+1/2,e ak nfj . Viej Z 0 37
¢ij - n+1/2e k e Ve 0 ( . )
Pji ak Mg - Vg <
Pri metéde druhého rddu definujeme [1]
ntl/2e _ n N ) — LAIMT AR V.
qbij == sz + ngz (XU Xz) 2At quz VZ (38)

¢n+1/2,e = Q"+ V! - (x5 — x;) — %At”Vqﬁ? -V,

Ji ij
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kde x; su sturadnice uzla siete. Pre toky cez hranicu oblasti 2 definujeme:

o = 9+ VT (xi — xi) — Atnw -V (3.9)

kde x; su suradnice stredu segmentu ~;; kontrolného objemu w; susediaceho
s hranicou oblasti 2.

S ohladom na (3.7) mozeme (3.6) prepisat na vysledni schému

At TL e n e
Pt = g — ZZW% V(@12 — it/ (3.10)

l JEA; e€Ayj

Vysledna numericka schéma (3.10) je explicitna v ¢ase a je stabilnd len
ak

-1

At < i ZZ'”’ ons-ve)| . (3.11)

JEN; eEA”

Hodnoty nezndamej funkcie ¢, ako aj hodnoty rychlosti V vnutri konecnych
objemov budeme pocitat pomocou linedrnej interpoldcie hodnot vo vrcholoch

elementu:
Sx,t") =) ¢rNi(x) xeT (3.12)
kde Nj st po castiach linedrne funkcie také, ze plati N;(x;) = d;;. Index 4
prebieha cez indexy vSetkych vrcholov elementu 7.
Numericky gradient V¢! vypocitame ako priemer gradientov na elemen-

toch obsahujucich vrchol x;:
1
Vol = o > IT Nw| V). (3.13)
Wi -

Index e prebieha cez vSetky elementy T ktoré obsahuju uzol x;. V¢ je apro-

ximacia gradientu na 7.
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3.2 Riesenie krivostnej casti rovnice

V d’alsom budeme pre jednoduchost, uvazovat rovnicu (2.10) s V=1, =1
a len s difiznym ¢lenom v tvare:

Vo

0¢ —|Vo|V - —— =0. (3.14)

Vo
Rovnicu budeme riesit pomocou numerickej metédy koneénych objemov pricom
pouzijeme semi-implicitni schému v ¢ase [2].
Oznacenie oblasti, elementov, uzlov siete a hodnot funckie v uzle siete zostavaju
rovnaké ako v predoslej ¢asti. Na vyjadrenie hodnot funkcie ¢(x,¢) mimo
uzlov siete pouzijeme opit vzfah (3.12) a gradient V¢"(x) mozeme potom
vyjadrit v tvare:

Vo' (x) = > $rVNe(x), (3.15)

k€A,
kde A, je mnozina indexov vrcholov prislichajicich danému elementu.
Opit skonstruujeme dudlnu siet k primérnej tak, Ze uzly x; primérnej
siete budu faziskd elementov w; dudlnej siete. Po integracii v priestore pre

X € w; a v ¢ase pre t € (t",t"!) dostdvame dostdvame z (3.14)

t"+1
;H_lwi:?“}i_v?//n dydt. 3.16
¢|!¢|||¢|tna.|v¢|v (3.16)

Integraciu pozdii hranice Ow; nahradime sumadciou cez segmenty ~;; = 1° N
w; Nwj. Stred segmentu +;; je bod x;;. Pre gradienty v bodoch x;; zavedieme
notaciu

Vesr = Vo (xs)). (3.17)

Velkost gradientu vo vrchole x; vyjadrime s pouzitim vztahu (3.13) ako

n 1 Teﬂw,- e n
vorl = - 30 3 0 gy (3.18)

|wi| JEA; ee AU

S pouzitim gradientov (3.17) (3.18) dostavame vysledni schému pre rovnicu
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(3.14)

ve¢n+1
7L+1 |V¢ |Z Z |’713 |V6 | - Qb? (319)

JEN; eeNid
3.3 Vysledny systém rovnic
Schéma (3.19) predstavuje systém rovnic

(I+A)x =b. (3.20)
Prvky matice A maju tvar:

At" n VN n;; - V.N,(x5)

JEN; e€ N

Prvky vektora pravej strany b sa rovnaju pravej strane v schéme 3.10.
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Kapitola 4

DUNE

V nasledujicej kapitole sa venujeme opisu zdkladnych charakteristik softvéru
DuNE. Uvddzame aj ilustracny priklad vytvoreny s pouZitim modulu dune-
grid, ktory poskytuje vsetky potrebné ndastroje pri praci s numerickymai tech-

nikami zaloZenygmi na vypoctovej sieti.

4.1 O DUNE

DuNE (Distributed and Unified Numerics Environment) je softvérové kniz-
nica napisand v programovacom jazyku C+-+ na numerické rieSenie parcidl-
nych diferencialnych rovnic. Podporuje implementaciu metéd ako Metdda ko-
necnych prvkov (MKP), Metéda koneénych objemov (MKO), alebo Metdda
konecnych diferencii (MKD). DUNE je volne dostupnd pod licenciou GPL.
Je mozné aj pouzitie s inym komerénym softvérom.

Kniznica DUNE je rozdelena do samostatnych modulov, pre ktoré sa do-
kumentdcia nachadza na oficidlnych strankach. Pre aktudlnu verziu 2.0 (z

19. maja 2011) st dostupné moduly stiahnutelné ako samostatné balicky:

e dune-common obsahuje zakladné triedy pouzivané vSetkymi ostatnymi

DUNE modulmi.

e dune-grid je najrozvinutejsi modul, ktory je pouzity v tejto praci. De-

finuje nekonformné, hierarchicky vnorené, paralelné mriezky a mriezky
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s roznym typom elementov v priestore s Tubovolnym rozmerom. Pod-
poruje graficky vystup napriklad vo formate VTK. Mozny je aj import
z inych generatorov mriezok v roznych formétoch (Triangle, Tetgen,

Gmsh, Amira).

e dune-istl - [terative Solver Template Library poskytuje zakladné trie-
dy riedkych matic a vektorov a metédy na ich rieSenie. V praci sme
pouzili BiCGStab Solver na rieSenie systému rovnic, ku ktorému sa

dopracujeme pri rieseni krivostnej ¢asti rovnice.

e dune-fem - modul, ktory definuje rozhranie pre implementaciu metod
ako Metoda kone¢nych prvkov a metdda koneénych objemov a nespojité

galerkinovské metddy.

e dune-grid-howto - manudl [5] s ukdzkovou implementaciou met6dy
konecnych objemov na riesenie rovnice advekcie, Poissonovej rovnice a

paralelnej verzie metody koneénych objemov

DUNE umoziuje pracu s viacerymi typmi mriezok. V praci sme pouzili
konformnt, trojuholnikovii mriezku ALUGrid .

Podrobnosti o potrebnom softvérovom vybaveni a instalacii modulov DUNE
nijde zdujemca na oficidlnej stranke 2. Je mozné vytvorenie aj vlastnych
modulov, alebo projektov °. Popis konceptov implementovanych v module
dune-grid, ako aj zdkladnych tried sa nachddza v [5] a v kapitole 2 v [3].

Pre nézornost uvedieme nami vytvorenud kratku ukazku, ktord zahfiia vy-
tvorenie siete a iterovanie cez elementy siete a hrany kazdého elementu. Prog-
ram vypiSe stradnice taZiska elementu, velkost elementu a nésledne v cykle
cez hrany elementu vypise suradnice koncovych bodov hrany. Na ukazku
prace s indexmi program vypoécita aj velkosti elementov dudlnej siete. Kod
bude fungovat s roznymi typmi sieti. Typ siete si zvoli uzivatel pred skompi-
lovanim programu a zadanim napr. make GRIDTYPE=ALUGRID_SIMPLEX. Na-
stavenim hodnoty GRIDDIM si uzivatel vyberie dimenziu siete. Pre nasledujtici

priklad sme vybrali dvojdimenzionalnu, §tvoréekovii siet YASPGRID.

"http://www.mathematik.uni-freiburg.de/IAM/Research/alugrid/
2http ://www.dune-project.org/doc/installation-notes.html
3http://www.dune-project.org/doc/installation-notes.html
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1 #ifdef HAVE_.CONFIGH

2 #include ”config.h”

3 #endif

4 H#include <iostream>

5 #include ”dune/common/exceptions.hh”

6 #include <dune/grid/io/file/dgfparser/dgfgridtype.hh>

7

8 template< class G >

9 wvoid gridTraverse( G& grid )

10 {

11 // dimenzia referenceho elementu

12 const int dim = G::dimension;

13

14 // dimenzia siete

15 const int dimworld = G:: dimensionworld ;

16

17 // typ suradnic siete (double)

18 typedef typename G::ctype ct;

19 typedef Dune:: FieldVector< ct, dimworld > GlobalCoordinateType;
20

21 // typ pohladu na siet

22 typedef typename G:: LeafGridView GridView;

23

24 // typ iteratora cez elementy

25 typedef typename GridView ::template Codim< 0 >::Iterator
26 Leaflterator;

27

28 // typ geometrie elementu

29 typedef typename Leaflterator:: Entity :: Geometry LeafGeometry;
30

31 // typ iteratora cez hrany elementu

32 typedef typename GridView:: Intersectionlterator

33 Intersectionlterator;

34

35 // typ geometrie hrany elementu

36 typedef typename Intersectionlterator::Intersection :: Geometry
37 IntersectionGeometry ;

38

39 // typ mnoziny indexov

40 typedef typename GridView ::IndexSet LeaflndexSet ;

41

42 // ziskanie pohladu na siet

43 GridView gridView = grid.leafView ();

44

45 // ziskanie referencie na mnozinu indexov

46 const LeaflndexSet& set = gridView.indexSet ();

47

48 std :: vector< double > area( gridView.size( dim ) );

49 for ( int i = 0; i < area.size(); i++ ) area[i] = 0.0;
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50
51
52
93
o4
55
56
o7
58
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
(6]
76
(s
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98

std :: cout << ”._Siet._sa.sklada.z.”
<< gridView.size( 0 ) << ”_elementov,.
<< gridView.size ( dim—1 ) << ”_hran.a.”
<< gridView.size( dim ) << ”_vrcholov..”
<< std::endl;

”

// cyklus cez elementy siete

Leaflterator endit = gridView.template end< 0 >();

for ( Leaflterator it = gridView.template begin< 0 >();
it!=endit; ++it )

{

// ziskanie referencie ma geometriu elementu
const LeafGeometry &geo = it—>geometry ();

// wvelkost elementu
double volume = geo.volume ();

// pocet wrcholov elementu
int vertexSize = geo.corners();

// tazisko elementu

Dune:: FieldVector< ct, dimworld > ec = geo.center ();
std :: cout << std::endl << ”Element.s._taziskom.”
<< ”_ma.velkost.” << volume

<< 7.al” << vertexSize

<< 7.vrcholy.” << std::endl;

<< ec

// ziskanie geometrie referencneho elementu
Dune:: GeometryType gt = it—>type();

// ziskanie referencie na referencny element
const Dune:: GenericReferenceElement< ct, dim > &ref =
Dune:: GenericReferenceElements< ct, dim >::general(gt);

// cyklus cez hrany elementu

Intersectionlterator isend = gridView.iend( xit );

for ( Intersectionlterator is = gridView.ibegin( *it );
isl=isend; ++is )

{

// ziskanie referencie ma geometriu hrany
const IntersectionGeometry &geof = is—>geometry ();

// suradnice koncovych wvrcholov hrany
GlobalCoordinateType svg = geof.corner( 0 );
GlobalCoordinateType evg = geof.corner( 1 );

// suradnice stredu hrany

24



99 GlobalCoordinateType edc = geof.center ();
100

101 std :: cout << 7 _Prechadzam_hranu.so._stredom.” << edc <<
102 ”_ackoncovymiobodmil” << svg << 7.oal” << evg
103 << std::endl;

104

105 // ziskanie pociatocneho a koncoveho bodu hrany
106 // v ref. elemente

107 int startVertex =

108 ref.subEntity( is—indexInlInside(), dim—1, 0, dim );
109

110 int endVertex =

111 ref.subEntity( is—>indexInlInside (), dim—1, 1, dim );
112

113 // indexy koncovych wvrcholov hrany

114 int indexi = set.sublndex( xit, startVertex, dim );
115 int indexj = set.subIndex( *it, endVertex, dim );
116

117 area[indexi] += 0.5 * volume / vertexSize;

118 area[indexj] += 0.5 % volume / vertexSize;

119 }

120 }

121

122 std :: cout << std::endl;

123 for ( int i = 0; i < area.size(); i++ )

124 std :: cout << 7 _Konecny.objem.” << i

125 << 7_ma.velkost.” << area[i] << std::endl;

126 }

127

128 int main( int argc, charsx argv )

129 {

130 try

131 {

132 // typ siete

133 typedef Dune:: GridSelector :: GridType GridType;

134

135 // vytvorenie siete z .dgf suboru

136 Dune:: GridPtr< GridType > gridPtr( ”unitcube2.dgf” );
137

138 // ziskanie referencie ma siet

139 GridType& grid = *xgridPtr;

140

141 // jedenkrat globalne zjemnena siet

142 grid.globalRefine( 1 );

143

144 // funkcia na prechod siete

145 gridTraverse( grid );

146

147 return O0;
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}

catch ( Dune:: Exception &e )

{

std :: cerr << "Dune_reported._error:.” << e << std::endl;
}
catch (...)
{

std :: cerr << ”Unknown._exception_thrown!” << std::endl;
}

Hlavny program sa zac¢ina na riadku 127. V riadku 135 je vytvorend siet zo
suboru unitcube?2.dgf, ktory obsahuje definiciu makrosiete (v tomto pripade
sa jednd a jednotkovy stvorec). V riadku 141 je siet jedenkrat globédlne zjem-
nend, teda vysledok je 2 x 2 siet. Vo funkcii gridTraverse (), po definovan{
typov, je v riadku 43 ziskany pohlad na koncovi (leaf) siet. Iny typ pohladu
(levelView()) vyuzijeme pri lokdlnom zjemiovani siete. Vid kapitola 5. V
riadku 58 zacina cyklus cez elementy siete a v riadku 87 cyklus cez hrany

elementu. Vystup z programu vyzera takto:

Siet sa sklada z 4 elementov, 12 hran a 9 vrcholov.

Element s taziskom 0.25 0.25 ma velkost 0.25 a 4 vrcholy

Prechadzam hranu so stredom 0 0.25 a koncovymi bodmi 0 0 a
Prechadzam hranu so stredom 0.5 0.25 a koncovymi bodmi 0.5
Prechadzam hranu so stredom 0.25 0 a koncovymi bodmi 0 0 a
Prechadzam hranu so stredom 0.25 0.5 a koncovymi bodmi 0 0

[S) B R e i @)
» Oty o
oo oW

5
5

Element s taziskom 0.75 0.25 ma velkost 0.25 a 4 vrcholy

Prechadzam hranu so stredom 0.5 0.25 a koncovymi bodmi 0.5
Prechadzam hranu so stredom 1 0.25 a koncovymi bodmi 1 0 a
Prechadzam hranu so stredom 0.75 0 a koncovymi bodmi 0.5 0
Prechadzam hranu so stredom 0.75 0.5 a koncovymi bodmi 0.5

oY = O
Ol o
» O Ul

Element s taziskom 0.25 0.75 ma velkost 0.25 a 4 vrcholy

Prechadzam hranu so stredom 0 0.75 a koncovymi bodmi 0 0.
Prechadzam hranu so stredom 0.5 0.75 a koncovymi bodmi 0.
Prechadzam hranu so stredom 0.25 0.5 a koncovymi bodmi 0
Prechadzam hranu so stredom 0.25 1 a koncovymi bodmi 0 1

» o Gt
o vtow
Ol Ot o

Element s taziskom 0.75 0.75 ma velkost 0.25 a 4 vrcholy
Prechadzam hranu so stredom 0.5 0.75 a koncovymi bodmi 0.5
Prechadzam hranu so stredom 1 0.75 a koncovymi bodmi 1 0.

ot

v O
_ .
—
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Prechadzam hranu so stredom 0.75 0.5 a koncovymi bodmi
Prechadzam hranu so stredom 0.75 1 a koncovymi bodmi O.

Konecny
Konecny
Konecny
Konecny
Konecny
Konecny
Konecny
Konecny
Konecny

objem
objem
objem
objem
objem
objem
objem
objem
objem

0O Ui W~ O

velkost
velkost
velkost
velkost
velkost
velkost
velkost
velkost
velkost

OO DD OO OO OO

.0625
.125
.0625
.125
.25
.125
.0625
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Kapitola 5

Adaptivita

V tejto kapitole popiseme najprv viyznam adaptivity pre numerické riesenie.
V d'alsej éasti nacértneme koncept lokdlneho zjemsiovania v DUNE. Nakoniec
vysvetlime, ako sme myslienku adaptivity integrovali do nasej aplikdcie a sa-

motny algoritmus.

5.1 Vyznam adaptivity

Adaptivna siet je siet zjemnend, resp. zhrubend len na niektorych miestach

- teda lokalne, na zaklade nejakého kritéria.

Poznamka 3. Zavedieme oznacenie S!l}, [ > g, ktoré bude oznacovat siet,
ktord je zjemnend g-krdt globdlne a (I1—g)-krdt lokdlne. Ak bude siet zjemnend

len g-krdt globdlne, oznacime ju S,.

Hlavny faktor, ktory vplyva na presnost numerického riesenia je stuperi zjem-
nenia (jemnost) vypoctovej siete. So zvySujticou sa jemnostou siete a teda
vyS$§fm poctom elementov narastd aj vypoctovy ¢as. (vid napr. tabulka 6.1,
alebo obrézok 6.10). St vsak pripady, ked je pre nds dolezitd len urcitd ob-
last /oblasti na sieti, kde chceme, aby bol vypocet presnejsi ako na inych
miestach. Typickym prikladom st miesta, kde je gradient neznamej funkcie
prilis vysoky a chceme ho dostatocéne presne zachytit, kym na inych miestach
je gradient napr. velmi ,,plochy*“. Podobne sa lokdlne zjemnenie moze pouzit

pre presnejsiu geometrickt aproximaciu v miestach s komplikovanym tvarom
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oblasti, ako st napriklad ostré rohy, alebo naopak zaoblené hrany. Opakom
zjemnovania siete je jej zhrubenie, ktoré mé vyznam najmé pri casovych

ulohach ako je ta nasa.

5.2 Adaptivita v DUNE

Skor ako sa dostaneme k realizdcii adaptivity v DUNE, vysvetlime niekolko
pojmov suvisiacich s konceptom zjemnovania ako takého.

Nech S je uniformnd, dvojdimenziondlna, Stvorcekova siet pozostavajica
z elementov T" a 05 je jej okraj o dizke L. Ak je okraj 05 tvoreny NN hranami
prislusnych elementov, potom velkost jednej hrany elementu pozdii s je
h = L/N. Pod pojmom jedenkrdt zjemnit siet, ¢i uz globalne (t.j. vSetky
elementy siete), alebo lokdlne, budeme rozumiet zjemnit siet tak, aby pre
zjemnované elementy platilo h — % Pre stvorcéekovi sief je to trividlne,
avsak pre iné typy sieti, ako napriklad trojuholnikovd ALUGrid, ktora sme
pouzili na nase vypocty, nastava maly rozdiel. Vysvetlenie je na obrazku 5.1

S popisom.

Obr. 5.1: Porovnanie zjemnenia Stvorcekovej siete a trojuholnikovej siete
ALUGrid. Pociatoénd siet je v tvare Stvorca, v pripade ALUGrid tvorend
dvoma ¢iernymi trojuholnikovym elementami. Pri stvorcekovej sieti jedenkrat
globdlne zjemnit znamend pridat ¢ervené hrany. Pri trojuholnikovej vsak
globélne zjemnenie podla definicie znamené pridanie éervenej a aj dvoch ze-
lenych hran.

V DUNE je funkcia refineStepsForHalf (), ktora pre kazdy typ siete vracia

spravnu hodnotu tak, aby vysledok zjemnenia zodpovedal definicii vyssie.
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Ak teda chceme siet zjemnit n-krat, DUNE v skutocnosti zjemni siet n
refineStepsForHalf ()-krdt. Takéto globalne zjemenie mé vyznam hlavne
pre pripady, ked pri numerickych experimentoch sledujeme vyvoj (chyby)
riesenia vzhladom na jemnost siete. Pre nds je podstatné hlavne to, Ze pri
vertex-centered metdde, tak pri jednom globalnom zjemneni ALUGrid, na-
ozaj dostaneme dvojnasobny pocet uzlov siete.

Uzivatel ma na vyber dva typy siete: ALUGRID_SIMPLEX a ALUG-
RID_CONFORM. V aplikacii sme zvolili druhu verziu, pretoze pri nej ne-
vznikaju lokalnym zjemnovanim tzv. hanging nodes, pre ktoré nie je mozné
zostrojit koneény objem tak, ako to bolo popisané v kapitole 3, vid. obrazky

3.1 a 5.2 pre ilustraciu.

Obr. 5.2: Porovnanie stratégie zjemmnovania pre ALUGrid_Conform (vlavo) a
ALUGrid_Simplex. Cervenou farbou si znazornené tzv. hanging nodes.

Elementy, ktoré chceme zjemnit sa v DUNE musia oznac¢it pomocou fun-
kcie mark (). V DUNE nie je dovolené siet nijako modifikovat. Teda nemdzeme
rucéne priddvat alebo odoberaf elementy, vrcholy a pod. Preto pred zjem-
nenim siete musime zavolat funkciu preAdapt(), ktord ,prepne“ siet do
médu, kedy je dovolené ju modifikovat. Ndsledne mozeme zavolat funkciu
adapt (), ktora prevedie zjemnenie a nakoniec funkciu postAdapt (), ktord

vymaze oznacenia elementov.
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Dalej vysvetlime niektoré dolezité pojmy, ktoré stvisia s lokdlnym zjem-
novanim siete v DUNE.

G-krét globalne a (I — g)-krat lokélne zjemnent siet Sé nazyvame kon-
covd siet (leaf grid) a ju mozeme interpretovat aj ako zjednotenie siete S,
s vnorenymi ,podsiefami® s;,i = 1,2,...,(l — g), ktoré vznikni lokdlnym
zjemnenim. Tieto vnorené siete sa v DUNE nazyvaju drovne (levely) siete
Sg, vid obrézok 5.3. Kazdy element siete s; nazyvame synom elementu siete
si_1, resp. siete S;aki = 1, ktorého zjemnenim vznikol. A naopak, kazdy
element siete s;, resp. S,, nazyvame otcom elementu siete s;;;, ktory vzni-
kol zjemnenim otca. Po jednotlivych tirovniach je mozné iterovat pomocou

iteratora LevelIterator.

&
+ + + =

S, s, s, s, S5

Obr. 5.3: Urovne lokdlne zjemnenej siete. Vyslednd siet S5 sa sklad4 z troch
vnorenych sieti. Z obrazku je vidiet, Ze zjemnovat ALUGrid v podstate zna-
mend ,,sekat* prepony elementov. Teda novy uzol sieti sa moze zjemiiovanim
vytvorit len na prepone elementu. Naopak - zhrubit sief znamend ,,odobrat*
preponu elementu.

Pri lokalnom zjemiiovani siete nie je vhodné pouzivat ¢islovanie entit siete
pomocou postupnosti indexov, pretoze modifikaciou siete sa tato postupnost
narusi a musi byt vygenerovand nanovo. Ako uvidime neskor, po modifikacii
siete potrebujeme nejako zistit, ktoré uzly siete st povodné a ktoré st nové.
Preto s v DUNE zavedené ID ¢isla entit. ID ¢islo nie je nutne ¢islo v pravom
slova zmysle, moze to byt aj skupina cifier jedine¢na pre entitu siete pred, aj
po modifikécii siete. ID potom vystupuji ako kltice pre pole typu std: :map.
Pre takéto pole ukladdme hodnoty a aj klti¢, podla ktorého potom k hodnote

pristupujeme, bud’ pomocou iteratora a funkcie find( ID ).
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5.3 Pouzitie adaptivity pri modelovani Siria-
ceho sa poziaru.

Nech hranica poziaru je opit dand krivkou I', ktord je implicitne popisana
nulovou izo¢iarou level set funkcie. Siet budeme zjemiovat v miestach, kde
sa nachadza hranica poziaru, v okoli o Sirke o. Pocas vyvoja nasej aplikacie
sa ukédzalo, Ze zjemnovat sief len v okoli nulovej izo¢iary nie je dostatotné
pre pripad s palivom rozlozenym nerovnomerne po oblasti. Preto sme sa
rozhodli, 7Ze siet budeme zjemiiovat aj v miestach, kde je ndhla zmena v
hodnote popisujicej kvalitu paliva.

Algoritmus pozostdva z dvoch zdkladnych krokov: i) vyber a oznacenie
elementov, ktoré maji byt zjemnené resp. odstrdnené a ii) prenos riesenia z

povodnej siete na novi siet:

1. Cyklus cez vsetky elementy siete

e Ak element pretina nulova izociara, alebo je rozdiel hodnot paliva

vo vrcholoch elementu vysoky, ozna¢ element na zjemnenie

e Koniec cyklu cez elementy siete

2. UloZenie dvojice ID uzla siete a aktudlnej hodnoty v uzle siete do pola

hodnoty pre vSetky uzly siete Typ pola hodnoty je std: :map

3. Ulozenie ID prepony kazdého elementu a hodnoty v jej strede do pola
noveHodnoty. Uvazujeme linedrnu interpoléciu, teda hodnota v strede

prepony bude priemer hodnot v jej vrcholoch
4. Volanie preAdapt () a adapt()

5. Cyklus pre trovne siete od 0 po maxLevel ()
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e Cyklus cez vsetky elementy trovne

— Ak pre vrchol elementu existuje ID v poli hodnoty, nastav

prislusnu hodnotu vrcholu

— Ak pre vrchol elementu neexistuje ID v poli hodnoty, najdi
hodnotu pre ID hrany otca, na ktorej lezi vrchol, v poli noveHodnoty

a prirad’ ju vrcholu

e Koniec cyklu cez vSetky trovne
6. Volanie postAdapt ()

7. Koniec

Vplyv adaptivity na presnost riesenia a vypoctovy cas pre jednoduchy

priklad uvadzame v kapitole 6.
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Kapitola 6
Numerické experimenty

V tejto kapitole prezentujeme vysledky dosiahnuté numerickym rieSenim ad-
vekéno-difiznych rovnic. 'V prvej podkapitole ukdZeme konvergenciu a rdd
presnosti numerickej metddy pre advekéni cast rovnice. Dalej wvddzame vyj-
sledky riesenia kompletnej rovnice modelu poZiaru a ich porovnania pre rozne

volby vstupnijch parametrov.

6.1 Vypocet znamienkovej funkcie vzdialenosti

V prvom priklade ukazeme konvergenciu a rad numerickej metédy na rieSenie

rovnice advekcie v tvare:

%—l—N-Vﬂx,ﬂ = 1. (6.1)
Ulohu sme riesili na jednotkovom stvorci, pre uzly kde ¢y > 0, s pociatocnou
podmienkou ¢(x,0) = ¢°(x) = |x — 0.5| — 0.1, ¢o je vlastne znamienkovd
funkcia vzdialenosti a aj presné rieSenie nasej ilohy. N = % je vektor jed-
notkovej vonkajsej normdly k prislusnej izoc¢iare level set funkcie ¢. Okrajové
podmienky sme zvolili tak, ze sme na pociatocnej hodnote fixovali hodnoty

na a v okoli krivky (teda hodnoty pre modré uzly na obrazku 6.1).
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Obr. 6.1: Pripad ked nepoznédme presnu poziciu krivky pretoze krivka ne-
prechédza ziadnym uzlom siete.

Nasou motivaciou je najst staciondrne rieSenie tlohy 6.1, ktoré je zna-
mienkovou funkciou vzdialenosti k pociatoénej polohe krivky, pozri aj 1.9.

Pocitali sme L1 chybu
1
B= 2 0 =), (6.2)

kde N je index posledného casového kroku, kedy sa riesenie ustélilo.

Rad konvergencie EOC' definujeme nasledovne:

log(es) — log(er)
EOC = e 05 (6.3)

kde e; je chyba riesenia na sieti s velkostou elementu h a e, je chyba riesenia

na sieti s velkostou elementu %
Vysledky st v tabulke 6.1.
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N t L1 chyba EOC CPU

64 0.85 4.7040e-05 - 6s
128 0.67 1.7750e-05 1.41 30s
256 0.65 4.5572¢-06 1.96 3min 52s

Tabulka 6.1: Chyby a rdd konvergencie (EOC) pre priklad so znamienko-
vou funkciou vzdialenosti na stvorcovej oblasti 1 x 1. Pociato¢na uzavretd
krivka so stredom v [0.5,0.5] m& polomer 0.1. N je pocet deleni siete pozdlz
okraja siete, h = 1/N at je cas dosiahnutia staciondrneho riesenia. CPU je
vypoctovy cas.

6.2 Ukazky vysledkov pre Sirenie sa poziarov
v roznych podmienkach.

V tejto casti uvadzame ukazky prikladov pre rozne zjednodusené pripady

Sfriacich sa poziarov. Len pre pripomenutie uvedieme tvar rychlostného pola
V:

V = 4N
B =V(1—-kr)
V= 6/\N.qf(X)7

kde N je jednotkova vonkajsia normaéla k hranici poziaru, q je konstantnd
rychlost vetra, x je krivost a f(x) je kvalita paliva (v tejto casti sa zatial

obmedzime na f(x) = 1). Parametre § a A si mézeme zvolit.

6.2.1 Priklad 1

Uvazujme teraz dva poziare, ktoré su od seba vzdialené, pozri obrazok 6.3.
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Obr. 6.2: Vypocitand znamienkova funkcia vzdialenosti so znézornenymi
izoC¢iarami, ktoré popisuju polohu expandujicej krivky v ¢asoch t =
0,5,10...

“““““““““““
1001 | ! N
I I
e | | — |

80 ] h
I I

P R P, oL S S
| I

I I
T e R e et |

[ I I ful
0 20 40 60 80 100

Obr. 6.3: Dva vzdialené poziare.

Predpokladajme nulovy cinok vetra q = [0, 0], teda poziare sa siria jednot-
kovou rychlostou v smere normdly a v ur¢itom case sa stretni a spoja do
jedného. Vyvoj hranice poziarov v ¢ase je zobrazeny na obrazku 6.4. Vyhodou
level set metody je, ze topologicki zmenu v hranici poziaru nemusime nijako
zv14st oSetrovat, jediné ¢o musime urobit je zobrazit nulovii izociaru level set
funkcie.

Dalej si mbzeme na obrazku vsimnut vplyv koeficientu § v definicii rychlosti

V na rieSenie. Vidime, Ze krivost posobi ,proti“ pohybu expandujiiceho
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poziaru. Tito vlastnost budeme v dalsich prikladoch kompenzovat prave

druhym parametrom \.

1001 H H : H Y 1001 H H : H -, 1001

Obr. 6.4: Vyvoj dvoch poziarov s réznou volbou vplyvu krivosti. Iny pohlad
na tito situdciu mozeme vidiet aj v kapitole 1, na obrazku 1.3, kde je
znazorneny tvar level set funkcie. Izociary vo vsetkych troch obrazkoch su
zobrazené v tych istych casoch.

6.2.2 Priklad 2

V tomto priklade zostaneme stéle pri pripade q = [0, 0] bez vetra a predve-
dieme vplyv ¢ krivosti a paliva f(x) na vyvoj poziaru. Po¢iatoény poziar je
v tvaru kruhu s polomerom 10m so stredom v bode [50, 50]. Palivo mo6ze na-
dobudat hodnoty od 0 do 1, pricom nulové palivo je v miestach, ktoré nehoria
vobec a naopak, palivo s hodnotou 1 hori najlahsie. Vysledky st zobrazené
na obrazku 6.5.

Okrem vplyvu paliva si tu moZeme vSimntt zhladzujuci efekt krivosti na
rieSenie. Kym na obrézku pre pripad 0 = 0 vznikne pomerne ostry prechod
v miestach, kde sa hodnoty paliva menia, na obrazku pre pripad 6 = 5.0 je

tento efekt odstraneny.

6.2.3 Priklad 3

V tomto priklade uvaddzame vysledky zahfiajice vplyv krivosti aj vetra pre

rozne volby hodnot parametrov § a A. Postupujeme podla [8], kde 6 a A boli
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Obr. 6.5: Vplyv krivosti a paliva na riesenie. Palivo bolo zvolené f = 0.125
v ¢asti nalavo od stredu pociatoéného poziaru a f = 1 napravo.

zvolené tak, aby sa poziar dostal za urcity cas do rovnakej vzdialenosti od
pociatoénej pozicie. Vietor bol vzdy zvoleny q = [0, 3], palivo bolo zvolené
f(x) = 1. Hodnoty parametrov § a A st uvedené v popise obrazku 6.6.

Na obréazku 6.8 zobrazujeme vysledky realizované Lagrangeovskou metodou

Vysledky dosiahnuté level set metdédou a Lagrangeovskou si porovnané
na obrazku 6.9. Vidime, Ze vysledny tvar poziaru je pre obe metddy totozny.
Vysledky boli vypocitané na sieti S¢ a pociatoénd siet Sy je zobrazend na o-
brazku 6.7.

6.2.4 Priklad 4

V poslednom priklade (obrazok 6.10) predvedieme vplyv lokélne zjemnenej
siete na presnost riesenia. Priklad je identicky s prikladom 3, pricom zvolené

parametre boli A = 1,0 = 1,q = [0, 3] a palivo f = 1 na celej oblasti.
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Obr. 6.6: Porovnanie vysledkov pre rozne volby parametrov A, § na rovnakej
sieti. Pociato¢ny poziar ma tvar kruhu so stredom v bode [10,15] a s polo-
merom 5 v obdfinikovej oblasti 30 x 70. Parametre boli zvolené tak, aby sa
poziar dostal priblizne do bodu [60, 15] v ¢ase t = 5. Nulové izociary level set
funkcie si zobrazené v ¢asoch t =0, 1,2, 3,4, 5.

Obr. 6.7: Siet Sy pre priklad 3.
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Obr. 6.10: Na obrazku vidime hranicu poziaru v ¢asoch ¢t = 0,1,...,5.
Vysledky boli dosiahnuté na sieti S; (¢ierna), S7 (zelend) a S (Cervena).
Vidime, Ze riesenie na sieti S} je totozné s rieSenim na sieti Ss, preto je nim
prekryté. Cas vypoctu bol 7 sekind pre siet Sy, pre sief S? 3 minuty a 51
sekiind, a pre siet S5 7 minit 38 sekiind. Vpravo je vypoctovd siet v case
t=1.
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Kapitola 7
Aplikacie

7.1 Popis vstupnych dat

Nas model sme testovali aj na realnych datach. Ako vstup nacitavame vyrez
z obrazku 7.1, na ktorom je zobrazend mapa Zahoria [7, 8]. Této mapa zo-
brazuje odtiene Sedi, kde svetlejsie odtiene predstavuji miesta, cez ktoré sa
poziar §iri rychlejsie a naopak tmavé miesta, kde sa Siri pomalsie alebo vobec
(napriklad prazdne pole s ornou podou).

Obréazok je vo formate .pgm a obsahuje vsetky odtiene Sedej zapisane v

hodnotach 0 az 255, ktoré preskdlujeme na hodnoty 0 az 1, ¢o su hodnoty
paliva f(x).

7.2 Porovnanie vysledkov

Na obrazku 7.2 mézeme vidiet vysledky pre rozne volby zjemnenia vypoctovej
siete na vyreze 240 x 280 z mapy na obrazku 7.1. Pre siet S§ bol zvoleny
casovy krok At = 1.0 a postupne pre kazdud jemnejsiu siet bol zmensovany
na polovicu. Pouzitim adaptivity sa vysledky zlepsia najmé v oblastiach s
vysokym ,gradientom® v palive. Najdolezitejsi prinos integracie adaptivity
do nasej aplikacie je vyrazné skratenie vypoctového casu, pricom vysledky
dosiahnuté na sieti S mozeme prehldsit na identické s vysledkami na sieti

Sg. Siet je zobrazena na obrazku 7.4.
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Obr. 7.1: Mapa Zahoria. Skutotnd velkost obrazku je 1000 x 1000 pixelov.
1 pixel predstavuje plochu 1m?2. Pre naSe vypoéty sme si vybrali vyrez o
velkosti 240 x 280 ohraniceny prerusovanou ¢iarou.

Na obrazku 7.3 mozeme lepsie vidiet topologickd zmenu v hranici poziaru.
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Obr. 7.2: Porovnanie vysledkov dosiahnutych na sietach (zlava zhora po riad-
koch) S8, ST, S8 a Sg pre vyrez z obrézku 7.1 o velkosti 240 x 280. Siet Sy po-
zostava z dvoch trojuholnikov, siet Sg ma 257 x 257 uzlov. Pociatocny poziar
mé polomer 10 so stredom v bode [60, 130]. Vietor bol zvoleny q = [0.23, 0.41]
a parametre 6 = 1 a A = 1. Oranzova izoc¢iara zodpoveda pociatoc¢nej polohe
poziaru v ¢ase t = 0 a dalie izo¢iary zodpovedaju ¢asom t = 50, 100, 150, 200
v porad{ zelend, modr4, ruzovéa, ¢ervend. V okoli dvoch nehorlavych prekazok
vpravo su zelend, modré a ruzova izociara prekryté cevenou. Vypocet na sieti
S$ trval 24 sekind, na sieti S] 1 mintta 13 sekind, na sieti S§ 3 mintty a
11 sekind a na globalne zjemnenej sieti Sg 16 mintt 44 sekind.

45



Obr. 7.3: Topologickd zmena v hranici poziaru v lavej hornej ¢asti vyrezu.
Na lavom obrdzku je zndzornend hranica poziaru v ¢ase t = 150, ktora sa
kratko nato koli nehorlavej prekézke rozdeli na dve ¢asti. Na pravom obrazku
je hranica poziaru v case t = 200.

46



Obr. 7.4: Vypoctova siet S§ v case t = 100. Siet je lokdlne zjemnena v okol{
hranice poziaru a v miestach, kde je skok v palive vyssi ako 0.2.
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Stuhrn

V préaci sme uspesne aplikovali numerickd level set metédu na rieSenie ma-
tematického modelu Sirenia sa pozemného poziaru. Matematicky model sme
podrobne opisali, implementovali a otestovali. Na numerickych experimen-
toch sme predviedli vyhody implicitného vyjadrenia hranice pozemného po-
ziaru a dosiahnuté vysledky sme porovnali s vysledkami dosiahnutymi Lag-
rangeovskou metddou. Ukdazalo sa, ze vysledky dosiahnute level set metédou
s porovnatelné s Lagrangeovskou metédou, pricom sme nemuseli riesit nie-
ktoré problémy vyskytujice sa pri Lagrangeovskej metéde. Naroc¢nost level
set metédy na vypoétovy Eas sa ndm podarilo znizit integraciou lokélneho
zjemnovania siete, ¢o sa vyznamne prejavilo pri testovani nasej aplikécie
na realnych datach. Celu aplikdciu sme implementovali pomocou softvérovej
kniznice DUNE. Level set metéda je teda vhodnou alternativou na aplikaciu

v modelovani Siriaceho sa pozemného poziaru.
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Summary

In this work we successfully applied the numerical level set method to solve
a mathematical model of the spread of surface fire. We described mathema-
tical model in detail, implemented and tested it succsessfully. We showed
the advantages of the implicid expressed fire front and the results were com-
pared with results from Lagrangian methods in numerical experiments. It
turned out that the results achieved with level set method are comparable
with the Lagrangian methods, and we did not solve some problems one can
encounter when working with Lagrangian methods. We succsessfully integra-
ted local refinement and decreased CPU time of the level set method, which
is significantly reflected when testing our application on real data. The entire
application was implemented using software library DUNE. Level set method
is therefore a suitable alternative for application in modeling the propagation

of surface fire.
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