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Abstrakt

Predkladana praca sa zaobera testami viacrozmernej analyzy rozptylu. Samotna
multivariana analyza rozptylu (MANOVA) je rozsirenim analyzy rozptylu (ANOVA),
ktora skiima vztah medzi zévislou intervalovou premennou Y a jednou alebo viacerymi
nezavislymi nominalnymi premennymi X (faktormi). MANOVA porovnava vektory
priemerov v skupinach podl'a trovne jednotlivych faktorov. Testy jednofaktorovej
a dvojfaktorovej analyzy su implementované v systéme Mathematica 8.0. Praca dopiia
tieto testy o testy pre viacrozmernu analyzu rozptylu. Vhodnost’ pouzitia testov je overena
v simulaénych stadidch. Takisto pomocou tychto testov praca spracovava redlne
hydrometeorologické data. Podobne ako sa ANOVA pridanim intervalového faktora rozsiri
na ANCOVA, mozno MANOVA rozsirit na MANCOVA (multivariatnd analyza
kovariancie). MANOVA a MANCOVA sa pouzivaji tam, kde ma skiimana vlastnost’

viacrozmerny charakter — napr. v psychologii a socioldgii.

KPlucové slova: testy hypotéz, viacrozmernd analyza rozptylu, viacrozmerna analyza
kovariancie






Abstract

The work deals with multivariate analysis of variance tests. Multivariate analysis of
variance (MANOVA) is an extension of univariate analysis of variance, which describes
the dependence Y of one or more nominal variables (factors). MANOVA compares vectors
of means in groups according to levels of each factor. One-factor and two-factor ANOVA
tests are implemented in software Mathematica 8.0. The work completes these tests with
tests for multivariate analysis of variance. Applicability of these tests is verified in
simulation studies. In the end of the work, MANOVA tests are used for testing real
hydrometeorological data. Similarly as ANOVA after adding interval factor is extended to
ANCOVA, MANOVA can be extended to MANCOVA (multivariate analysis of
covariance). MANOVA and MANCOVA are used where a studied feature has
multidimensional character — e.g. in psychology, sociology.

Key words: hypothesis testing, multivariate analysis of variance, multivariate analysis of
covariance
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1. Uvod

Pojem statistika pochddza z latinského vyrazu ,, statisticum collegium “ a talianskeho
,, Statista “. Nemecky vyraz ,,statistik*, ktory zaviedol roku 1749 Gottfried Achenwall, sa
tykal vyhradne analyzy dat o State a predstavoval vedu o State. Termin Statistika ziskal
vSeobecny vyznam ,, zber a analyza udajov “ az zaciatkom 19. storocia.

Moderna Statistika mé induktivny charakter. Je to vedna disciplina, ktorej ulohou je
urCit’ postupy zberu dat a na zdklade zozbieranych hodndt urobit’ zavery. Pri urceni

postupov zberu dat, ako aj pri ich vyhodnocovani, sa opiera o teoriu pravdepodobnosti [5].

Napriek dlhej historii Statistiky bola vécSina jej metdd a analytickych postupov
popisanych az koncom 19. storocia a za¢iatkom 20. storo¢ia. Statistické metody pomahaji
identifikovat’, Studovat’ ale aj rieSit mnohé zavazné problémy vo vSetkych oblastiach

zZivota [5].

Predkladana diplomové prica sa zaoberd viacrozmernymi Statistickymi metédami,
konkrétne multivariatnou analyzou rozptylu a kovariance (MANOVA, MANCOVA).
Svojim obsahom nadvdzuje na bakalarsku pracu, v ktorej sme sa zaoberali analyzou
rozptylu a kovariance a testami, ktoré nahradzaji analyzu rozptylu v pripade, ak nie je
splneny jej predpoklad o rovnosti disperzii. Diplomova praca je rozdelend na dve hlavné
Casti. V prvej Casti popisujeme testy multivarianej analyzy rozptylu. Tieto testy potom
otestujeme na simulaénych stadiach a nasledne pomocou nich testujeme
hydrometeorologické data. V druhej Casti popisujeme multivariaént analyzu kovariancie.

Viacrozmerné Statistické metddy maji na rozdiel od dvojrozmernych niekol'ko
vyhod. Prvym dovodom je mnohorozmernost’ reality. Takmer nikdy nemoZno jednu
premennit dokonale vysvetlit pomocou druhej premennej. Napriklad uspesnost’ liecby
(zavisla premennd) nikdy nezavisi iba od druhu podaného lieku, ale aj od mnohych inych
faktorov akymi su: genetika, Zivotosprava, vek.

Druhym dévodom preco sa ma uprednostnit’ vyuzitie viacrozmernej metody je
moznost’ vyskytu faloSnych korelécii. Falosnd koreldcia je neexistujiica korelacia medzi
premennymi X a Y, ktora sa dosledkom inych nezohl'adnenych premennych zda ako silna.

Tretim doévodom uprednostiiovania viacrozmernych metdd je moZnost' skimania

interakcii medzi faktormi (nezavislymi premennymi) [5].



Samotna multivaria¢na analyza rozptylu (MANOVA) je rozSirenim analyzy rozptylu
(ANOVA), ktora skuma vzt'ah medzi zavislou intervalovou premennou Y a jednou alebo
viacerymi nezavislymi nominalnymi premennymi X (faktormi). ANOVA porovnava
priemery zavislej] premennej v skupindch podla urovne jednotlivych faktorov (napr.
priemernu vysku u muzov a zien) a overuje, ¢i zistené rozdiely mézu byt iba ndhodné
(medzi premennou a faktorom nie je vztah), alebo su Statisticky vyznamné (medzi
premennou a faktorom je vztah). MANOVA porovnava vektory priemerov v skupinach
podla urovne jednotlivych faktorov. Ak sa porovnavaji iba dve skupiny su vysledky
MANOVA identické s Hotellingovym T? testom, ktory je rozsirenim Studentovho t-testu.
Okrem Wilksovej Lamby, ktora je multivarianym roz$irenim F-testu, existuja pri
MANOVA dalsie tri testovacie Statistiky: Lawley-Hotellingova stopa, Pillaiova stopa,
Royov najvicsi koreil.

MANOVA (tak ako ANOVA) umoziiuje popri samotnych faktoroch testovat
interakcie medzi faktormi, pldnované porovnavania a tiez rozliSuje medziskupinové a
vnutroskupinové faktory [7].

Podobne ako sa ANOVA pridanim intervalového faktora rozsiri na ANCOVA,
mozno MANOVA rozsirit na MANCOVA (multivariana analyza Kkovariancie).
MANOVA a MANCOVA sa pouzivaji tam, kde ma skiimand vlastnost’ viacrozmerny
charakter — napr. v psychologii a sociologii. Typickym prikladom moze byt
vyhodnocovanie liecby v psycholédgii, kde faktormi st napr.: typ liecku — placebo vs.
aktivne antidepresiva a typ psychoterapiec — klinicka vs. kognitivna. Na porovnanie
uspesnosti liecby je meranych a porovnavanych viacero druhov psychologickych indexov
pri kazdom pacientovi. Multivaria¢nou analyzou rozptylu potom overujeme, ¢i vektory
strednych hodnot tychto indexov st rovnaké a teda, ¢i zdlezi na type lieku a type

psychoterapie.



2. Jednofaktorova analyza rozptylu

Jednofaktorova (One-Way ANOVA) je najjednoduchSou formou analyzy rozptylu,

ktord skima vzt'ah medzi intervalovou a nominalnou premennou. Vo svojej parametrickej

podobe predpoklada normalitu rozdelenia a tzv. homoskedasticitu (rovnost’ rozptylov).

Nech Xi1, Xia,..., Xin je ndhodny vyber z rozdelenia N(ui ,o°), kde i = 1,

. k.

Oznac¢me Xjj j-te meranie v i-tom vybere a nj pocet pozorovani v i-tom ndhodnom vybere.

Je potrebné testovat’ hypotézu:

Ho: = po=....= = p.

Pred samotnou realizaciou testu treba spocitat’ nasledujuce Statistiky

n
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riadkovy sucet Stvorcov:
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Vysledky mozeme zapisat’ do tabulky (tab. 2. 1):
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(2. 8)

o Stupne )
Variabilita Sucéet §tvorcov Podiel F
vol’nosti
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idual S N-k > @)
rezidualna e - N_K - )
celkova St N-1

tab. 2. 1 Stihrnna tabulka jednofaktorovej analyzy rozptylu

F Statistika ma Fisher-Snedecorovo rozdelenie s (k-1) a (N-k) stuptiami vol'nosti. Hypotézu

Ho 0 rovnosti strednych hodndt zamietame, ak F Statistika je vacsia ako prislusny kvantil

Fisher-Snedecorovho rozdelenia s danymi stupfiami vol'nosti [1].

Priklad 2.1

Ulohou je porovnat’ uspe$nost’ absolventov gymnazii z troch roznych krajov

Slovenska pri prijimacej skiSke z matematiky na vysoku Skolu. Dosiahnuté vysledky 15

nahodne vybranych §tudentov st uvedené v tabul’ke (tab. 2. 2).

Kraj 1 Kraj 2 Kraj 3
60 59 52
59 55 58
63 56 54
66 56 55
57 54 51

tab. 2. 2 Data k prikladu 2.1




Priklad bol vypocitany pomocou softvéru Mathematica 8.0, ktora ma v sebe
zabudovanu proceduru na vypocet jednofaktorovej analyzy rozptylu. Vystupom tejto

procedury je nasledujtica tabul’ka (tab. 2. 3).

DF SumOCfSg MeanSq FRatio Value
Ponsis Model 2 130. 65. 8.29787 0.00546109
JANCVA — S .
L Error 12 94. 7.83333
Tctal 14 224.

A1l 57.
=~ Model [Krajl.] 8l.
L A e e 2] 56.°

Model [Kraj3] 54.

2 Bonferroni {{Krajl., Kraj2}, {Krajl., Kraj3}}.,
PostTests — {Model — > v

= Duncan {{Krajl., Kraj2}, {Krajl., Kraj3:}- -

tab. 2. 3. Vysledna tabul’ka programu Mathematica 8.0 pre priklad 2.1

Vysledok testovacej Statistiky pre dany priklad je 8.29787, ktory musime porovnat’
s kvantilom Fisher-Snedecorovho rozdelenia Fogs (2, 12). Na zaklade teorie analyzy
rozptylu hypotézu Hp zamietame, tj. UspeSnost Studentov na prijimacej skusky
Z matematiky zavisi na kraji, v ktorom Studovali. Zaver o zamietnuti, resp. nezamietnuti Hy
mozno urobit’ aj pomocou Phodnoty (PValue). Plati, ak je PValue mensia ako hladina
vyznamnosti a, hypotézu Hy zamietame. PValue je pre dané data rovna 0. 00546109, zatial’
¢o hladina vyznamnosti a bola nastavena na hodnotu 0.05. Hypotézu H, teda zamietame na
prisluSnej hladine vyznamnosti.

Po zamietnuti nulovej hypotézy moézme tzv. Post testami zistit,, ktoré skupiny sa od
seba vyrazne odliSuju. Softvér Mathematica 8.0 obsahuje napr. Bonferroniho test,
Duncanov test alebo Tukeyho test. Pre na§ priklad sme pouzili dva z nich a to
Bonferroniho a Duncanov test. Oba testy ukézali, Ze vyraznejSie sa od seba odliSuju kraj 1

a kraj 2, kraj 1 a kraj 3. Odlisnost kraja 2 a kraja 3 nebola preukazana.

Ako sme uz spomenuli, jednym z predpokladov ANOVA je rovnost’ disperzii dat.
Tento predpoklad vSak nie je v praxi vzdy splneny. Vtedy pouzivame namiesto analyzy
rozptylu iné testy, ktoré takisto ako ANOVA testuji rovnost strednych hodndt, no
nepredpokladaju rovnost’ rozptylov. Medzi takéto testy patria napr. Cochranov test,

Brown-Forsytheov test, Welchov test ¢i modifikovany Welchov test.



3. Viacrozmerné normalne rozdelenie

Pouzitel'nost’ mnohych klasickych Statistickych induktivnych metdd castokrat suvisi
s predpokladom o normalnom rozdeleni sledovanych veli¢in. Casta podmienka normality
vyplyva nielen z toho, Ze odvodené rieSenia maju dobré vlastnosti a dobre sa s nimi
pracuje, ale aj preto, ze nie je tazké tuto podmienku splnit. Metoédy popisané v praci
vychadzaji z predpokladu, Ze data spiiiaji podmienku normality, teda boli vybrané z
viacrozmerného normalneho rozdelenia.

Viacrozmerné normalne rozdelenie je rozSirenim jednorozmerného normalneho
rozdelenia pre pripad p > 2 ndhodnych veli¢in.

Hustota mnohorozmerného normalneho rozdelenia ma tvar:
- B a3 =L Y
fx) = (2m) P25 2 FH I, (3.1)

kde x = RP, vektor p je vektor p strednych hodnot velic¢in Xy, Xo,...,Xp. Zpxp) je symetricka
a pozitivne semidefinitna kovarianéna matica. Hodnosti matice X, t.j. h(X), sa hovori rdd
rozdelenia. Ak h(2) = p, resp. h(2) < p, tak hovorime, ze mnohorozmerné normalne
rozdelenie je reguldrne, resp. singularne.

Ak mé ndhodny vektor X viacrozmerné normalne rozdelenie, potom plati, Ze:

linedrne kombinacie prvkov z X majii normalne rozdelenie

vSetky podmnoziny X maju normalne rozdelenie

nekorelovanost’ ndhodnych veli¢in z X znamena aj ich nezéavislost’

vSetky podmienené rozdelenia st normélne

Z uvedenych tvrdeni vyplyvaju nasledujice vety:

1. Nech ndhodny vektor X ma p-rozmerné normalne rozdelenie N, (p, X), potom
linearna kombinacia y = AXx + b, kde A je nenulova matica konstant typu m + p a b je m-
rozmerny vektor konstant, ma m-rozmerné normalne rozdelenie s vektorom strednych

hodnoét Ap + b a s kovarian¢nou maticou AZA",



2. Ak mé ndhodny vektor X p-rozmerné normdlne rozdelenie N, (p, X), potom
nahodny vektor u = P(X - p) ma p-rozmerné normalne rozdelenie s nulovym vektorom
strednych hodnot a s jednotkovou kovarianénou maticou iba vtedy, ak je P regularna

matica, taka ze PP=x1

3. Rozdel'me ndhodny vektor X S p-rozmernym normalnym rozdelenim N (p, X) na
také dve podmnoziny x; a X, Ze
Xy P—'1] [211 Elq]
= , = al = =
* [x 2] K [1“2 I Iy
potom marginalne rozdelenie X; je normalne s parametrami p; a X1; a rovnako marginalne
rozdelenie X, je normalne s parametrami p, a Xp;. Rovnako podmienené rozdelenie X;

vzhl'adom k X; je normalne s parametrami

Hy + Zpn B0y — py) @ Ty — 2 ZHME,, (3.2)
ako aj rozdelenie x; vzhl'adom k X; je normalne s parametrami

py+ E (e —pp) a By — 2,555 3.3)
Vektory X; a X, su teda nezavislé v pripade, Ze matice X1, a X1 su nulové.

4. Ak ma nahodny vektor X p-rozmerné normalne rozdelenie N, (p, X), potom zlozky

1/2

vektora y = X"“X maji normalne rozdelenie a st nezavislé.

Z geometrického hladiska predstavuje vyraz ¢ = (x-p) X (x-p) kvadraticka formu
vzdialenosti x od p. St to kontiry elipsoidu so stredom v p a s poloosami tvaru C*vu'_i“i,
kde 2 st vlastné Cisla a vj su ortonormalne vektory matice X. Hustota N, (u#, 2) dosahuje
svoje maximum V strednej hodnote. Obrysy elipsoidu mozno pouzit na vizualizaciu
dvojrozmernych dat, t.j. pre dvojrozmerné normalne rozdelenie.

V pripade dvoch veli&in X3 a X, so strednymi hodnotami p @ piz, s rozptylmi 012, o7°

a kovarianciou o1, je determinant kovarian¢nej matice X mozné vyjadrit ako
0703 (1= p7), kde p je korelaény koeficient definovany 612/616,. Uhol medzi regresnymi
priamkami charakterizuje stupen linearnej zavislosti medzi X; a X». V pripade nezavislosti

su na seba obe priamky kolmé, zatial Co v pripade funkcénej zavislosti obe priamky



splyvaju. Tento rozdiel vidime aj na nasledujucich obrazkoch. Obrazok 3.1 zobrazuje
hustotu a izocCiary dvojrozmerného normalneho rozdelenia pre data, ktorych stredna
hodnota sa rovna 0 a disperzia je 10. Korela¢ny koeficient je rovny 0, t.j. data st nezavislé
a regresné priamky su na seba kolmé. Na rozdiel od obr. 3.2, ktory zobrazuje hustotu a

izoCiary dvojrozmerného normélneho rozdelenia pre data, ktorych korelacny koeficient je

0.7, t.j. data nie st nezavislé a regresné priamky nie st na seba kolmé [2].

— 1 _I,! II} ‘: IIU
obr. 3. 1 Hustota dvojrozmerného normalneho rozdelenia s parametrami

= =0, (512= 022= 10,p=0

-10 = o B 10 14

obr. 3. 2 Hustota dvojrozmerného norméalneho rozdelenia s parametrami

W= pe=0, 012:022: 10,p=0.7



4, Testovanie rovnosti kovarianénych matic

Vo viacrozmernych tlohach je Casto potrebné overit’ nielen hypotézu zaoberajucu sa
rozptylmi vSetkych premennych, ale aj vSetkych kovariancii. Rovnost’ kovarian¢nych
matic vo vSetkych skupinach je podmienkou na uplatnenie niektorych testov zameranych
na vektory strednych hodnot. Naviac, overenie hypotézy o rovnosti kovarianénych matic je
Casto prvym krokom viacrozmernej Statistickej analyzy.

Testujeme hypotézu Hp: X3 = Xy = ... = Xk oproti alternativnej hypotéze, ktord jej
platnost’ popiera.

Testovaci postup vyzaduje spocitat’ Statistiku M

n;:—l
[TE_, |5, ()] 2
M=k J (4.1)

|5z

v ktorej

i S (0)(m — 1) XEo Qe (®) (4.2)
n—K n—K |

5 =

aSk(x), k=1, 2, ..., Kje kovarian¢na matica pochadzajuca z k-tej skupiny, pre koru plati

1

n— 1

5, = 0. 4.3)

Matica Q sa nazyva aj Wishartova matica. MoZeme ju zapisat’ v maticovom tvare

Q= i(xi_il:](xi_x L (4. 4)

Uzitocné su dve asymptotické aproximacie rozdelenia M:
1. Veli¢ina

V= -2(1-¢))InM (4.5)



ma chi-kvadrat rozdelenie s p(p + 1)(K - 1)/ 2 stupiami vol'nosti, kde

o 2pf+3p—1 (ZK 11 ) (4.6)
Voelp+D(K—1) L=y, —1 n—K/ '

Aproximécia chi-kvadrat rozdelenim moéze byt pouzita v pripade, ze pocet premennych p

ani pocet skupin K nie je vacsi ako 5 a vSetky vyberové rozsahy ni st aspon 20.

2.Veli¢ina

F=(—2b)InM 4.7
ma F rozdelenie s d; a d, stupiiami vol'nosti, kde

_p(p+ DE-1)

dl 2 » (4 8)
d, +2
- —, 4.9
e, — €3 (4.9)
.t
b=i_i_ﬁ (4. 10)
d,

C1 sa pocita rovnako ako v (4. 6) a

e-De+ (v 1 1
2" ek - 1) (Z;mk—nf_m—xy) 4.1

Ak c, — C12 <0, tak

byd, In M
dy, + 2byd, InM

(4. 12)

ma priblizne F rozdelenie s d; a d; stupnami vol'nosti, kde

10



r

b, = (1 ey - (;)) d,. (4. 13)

Aproximacia F rozdelenim byva lep$ia ako aproximacia chi-kvadrat rozdelenim [2].

Priklad 4. 1

Na 45 vzorkach ropy pochadzajicich z 3 roéznych lozisk boli namerané hodnoty
tychto premennych:

X1 podiel vanadia

X, podiel zeleza

X3 podiel nasytenych uhl'ovodikov

X4 podiel aromatickych uhl'ovodikov
Ulohou je testovat’ hypotézu o rovnosti kovarianénych matic nahodného vektora X' = (X,
Xz, X3, X4). Z 3 skimanych lozisk mame k dipozicii nezavislé nahodné vybery s rozsahmi
ni=7, n,=8,n3=30[2].

Na overenie hypotézy o rovnosti kovarianénych matic bol pouZzity program vytvoreny

Vv softvéri Mathematica 8.0. Test bol pocitany na hladine vyznamnosti o = 0.05.
VISLEDNA TABULKA

| hodnota 3tatistiky F atupen volnosti v1  stupen volnosti v2
2.12508 107 1.50138 20, 1070.37

Teat Kovariancnych Matic

Brislu3dny kvantil test.3tatistiku: 1.58036

nezamisetam HO

tab. 4. 1. Vysledky k prikladu 4.1

Kedze statistika F je menSia ako prislusny kvantil, nulovii hypotézu o rovnosti

kovarianénych matic nezamietame.

11



5. Viacrozmerné porovnanie dvoch vyberov

Predpokladajme, ze mame kdispozicii dva nezavislé nahodné vybery
Z viacrozmerného normélneho rozdelenia s rozsahmi ny, n,. Sudet ng, N, oznaéme ako n.
Pridajme eSte predpoklad rovnosti kovarianénych matic X; = X, = X. Test rovnosti
kovarian¢nych matic bol popisany v kapitole 4 tejto prace.

K posudeniu rovnosti vektora strednych hodnét vypocitame veliCiny Xy, X5, S1, Sy
(index udava cislo vyberu - skupiny) podl'a vztahov (4. 3), (4. 4).

Vypocitame spolo¢nt vyberova kovarianénu maticu

—1)8 . —1)8,
§= (ﬂ’l ] 1+(ﬂ’¢ j ‘, (5 1)
My T, — 2

ktora je bodovym odhadom X.

Nech & = p; — p (najcastejsie volime 8 = 0). Potom Statistika

T? =nf (F —% — 675z — % — &) (5.2)

ma Hotellingovo rozdelenie s parametramip, (n—p—1)a

n—p—1 T2

F (5. 3)

e n—2

ma F rozdelenie s rovnakymi parametrami. Podobne ako v pripade jedného vyberu, oblast’
spol'ahlivosti pre rozdiel medzi strednymi hodnotami obsahuje vSetky o, pre ktoré je
hodnota veli¢iny F < F1, (p,n — p — 1). Zodpoveda jej vnatro p-rozmerného elipsoidu so
stredom v X - X;.

Pre overenie hypotézy Hp sa vypocita hodnota testovacieho kritéria uvedena
v rovnici (5. 3). Ak tato hodnota je vacsia ako kvantil Fi, (p, n — p — 1), zamietame

hypotézu Ho: p1 = p2 0 zhode dvoch vektorov strednych hodnét na hladine vyznamnosti o

[2].
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Priklad 5. 1

V ndhodnom agrokultirnom experimente bolo porovndvanych osem réznych poli.
Na Styroch bolo pouzité nizkodusicnanové hnojivo ana zvySnych Styroch
vysokodusi¢nanové hnojivo. Na vSetkych poliach bol merany vynos (pocet semien na
rastlinu) v gramoch avaha semien (vaha 100 ndhodne vybranych semien na rastlinu)
vV miligramoch. Zaujimame sa o vplyv obsahu dusi¢nanov v hnojive na vynos a hmotnosti

semien [8].

Na overenie hypotézy o rovnosti strednych hodndt bol pouzity program vytvoreny

Vv softvéri Mathematica 8.0. Jeho vystupom je tabul'ka (tab. 5. 1):

VYSLEDNA TABULKA
hodnota Statistiky F stupen volneosti vl stupen volnosti 2
Hotellingov T? test 26.544 23.56 2 )

Prislusny kvantil pre test.3tatistiku: 5.78614

zamietam HO

T-test pre zavislu premennu: 1

{ Statistic  P-Value

, The null hypothesis that the mean difference is 0
T!-146385 019357

1= not rejected at the 5. percent level based on the T test., 0.1935?}

nezamietam HO

T-test pre zavislu premennu: 2

{ Statistic  P-Value
T1-121268 0.270829

is not rejected at the 5. percent level based on the T test., 0.270829}

The null hypothesis that the mean difference is 0

nezamietam HO

tab. 5. 1 Vysledky k prikladu 5.1

Ked’ze hodnota statistiky je vacsia ako prislusny kvantil, nulovi hypotézu na hladine
vyznamnosti a = 0.05 zamietame, t.j. vynosy aj hmotnosti semien zavisia od obsahu
dusi¢nanov v hnojive. Pretoze nulovd hypotéza bola zamietnuta, mozeme pokraCovat’
Vv testovani jednotlivych premennych pomocou T-testu zabudovaného v softvéri
Mathematica 8.0. Pre nas priklad, prekvapujico, T-test ani pre jednu premennu, nulova

hypotézu nezamietol.
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6. Viacrozmerna analyza rozptylu

Namiesto jedného pozorovania budeme teraz uvazovat’ vektor p pozorovani. Pre
viacrozmernu analyzu rozptylu usporiadame pozorovania do datovej matice Y typu n x p
tak, ze riadky matice yhiT = (Yhit, Yhi2, ---, Ynip) zodpovedaji meraniam na i—tej jednotke v h—
tej skupine. Skupiny mézu mat’ vo v§eobecnosti rézny rozsah.

Rovnako ako pri jednorozmernej analyze rozptylu pouzijeme model
Yri = My T &y (6.1)

alebo
Vo =B+ @y, + 5y, (6.2)

i=1,2,..,n,h=1,2 .., H,

kde Yhi, , ph, 0n @ €ni sU p-rozmerné vektory. Yhi je vektor pozorovani na i-tej jednotke v h-
tej skupine, p vSeobecna konstanta, py vektor strednych hodnot v h-tej skupine, a, vektor

efektov h-tej urovne skimaného faktora a g, vektor nahodnych zloziek. Predpokladame

nezavislost' &~ Np (0, X), rovnost’ kovarianénych matic. Vektor yh ma potom rozdelnie

N (un,X).

Oznatme
np
Y= — 6.3)
Y= — ¥ui .
] ﬂh 4 ]
i=1
a
1 =
Sp= ——= ) On— T O~ 70" (6.4
. i=1

vektor priemerov a vyberovua kovarianénti maticu v h-tej skupine a
H

N 5 W
¥y = ; Yu My (6.5)
R=1
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1 H
S=H_H;Sh(nh—1j (6.6)

celkovy vektor priemerov a spolo¢ntl vyberova kovarianénu maticu.
Na overenie hypotézy Hp: py = p2 = ... = py 0 rovnosti vektorov strednych hodnot
v H skupindch alebo hypotézu Ho: a1 = a2 = ... = ay = 0 mo6zZme pouzit’ niekol’ko

testovacich Statistik. Oznacme
H ny
T= ) > = Nn—3 6.7)
R=1i=1
maticu popisujicu celkovu variabilitu a

E= ii(}'m V) ni— ¥5)" = (n— H)S (6.8)

maticu vnutroskupinovej variability. Medziskupinovli variabilitu vyjadrime pomocou

matice
H
B= ) 1 7G5 6.9)
h=1
pricom plati
T=B+E. (6. 10)
Oznacme Aj, j = 1, 2, ..., p, charakteristické Cisla matice BE! a (I + %) sa

charakteristické &isla matice TE™ = BE™ + I. Dalej zorad'me charakteristické &isla tak, Ze
A1) =A@ > ... > Ap) @ ozna¢me s = h(B). Na s nenulovych charakteristickych ¢islach matice
BE™ su zaloZené nasledujuce $tyri najpouzivanejsie $tatistiky vo viacrozmernej analyze

rozptylu:
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=
I

(6. 11)

(6. 12)

(6. 13)

(6. 14)

Statistiky je mozné transformovat’ na veli¢iny, ktoré maju priblizne F-rozdelenie. Vypodet

transformovanych testovacich Statistik a ich stupiiov volnosti je uvedeny v nasledujucej

tabul’ke (tab. 6. 1).

Statistika Fapprox V1 V2
Pillai V2P 2mp+s+1 2n, +5+1
ial —_— =(2m 5 =(2n s
e (2mp+ s+ 1) (2np +5+1)
. v, 1— Wit PV
Lawley-Hotelling w LH DVy s(lve —p—1)+2
1
Vg
Roy —R 2mp+s+1 2ng +s+1
Y

tab. 6. 1 Suhrnna tabul’ka MANOVA

Pri vypocte transformovanych hodn6t Fapprox @ stupfiov vol'nosti vi a v vyuZijeme vztahy
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s = min(p,vy), (6.

_ lp — vyl —1

) 6.
Mp 2 (
ve—p—1
f 6.
Ng 5 (
pt+t1l—vy
f:vE - 2 il (6
1-"H :H_]., (6.
ve =n—H, (6.
1, inak
———= ak b +‘VH —5=0
Ip?+vi—5

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

Testovanll hypotézu zamietneme na hladine vyznamnosti o, ak hodnota testovane;j

Statistiky F je vacsia ako kvantil F1.o (v, v2).

Ak viacrozmerny test zamietne testovanu hypotézu Hp, to znamena, ze existuju

rozdiely medzi skupinami, a teda mézme pokracovat’ v podrobnejsej analyze [2].

Priklad 6. 1

Testovali sme zloZenie lieku rovnakého néazvu vyrdbaného v troch r6znych

farmaceutickych zavodoch. Zist'oval sa obsah niacinu ( X1, mg), obsah kyseliny DHA ( Xa,

mg), obsah biotinu ( X3, ug), obsah kyseliny listovej ( X4, pug) a obsah pantoténu ( Xs, mg).

K dispozicii méme 60 vzoriek — 15 vzoriek zo zavodu 1, 20 vzoriek zo zédvodu 2 a 25

vzoriek zo zavodu 3. Treba overit’ na hladine vyznamnosti a = 0.05, ¢i je Statisticky

vyznamny rozdiel v lieku z uvedenych zavodov.
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Na overenie hypotézy o rovnosti vektora strednych hodnot viacrozmernych dat bol pouzity

program vytvoreny v softvéri Mathematica 8.0.

VYSLEDNA TABULKA

| hodnota Statistiky F stupen volnosti vl stupen volnosti v2
Pillai 1.2939% 19.7943 10 108
Hotelling €.202 32.2504 10 104
Roy 5.389 58.2012 5 54
Wilks 0.0862159 25.5004 10 10&

Prislu3ny kvantil pre Pillaiovu test.3tatistiku: 1.91947

zamietam Ho

Prislu3ny kvantil pre Hotellingovu test.3tatistiku: 1.92294

zamietam Ho

Prislu3ny kvantil pre Royovu test.3tatistiku: 2.38607

zamietam Ho

Prislu3ny kvantil pre Wilksowvu test.3tatistiku: 1.92117

zamietam Ho

tab. 6. 2 Vysledna tabul’ka k prikladu 6.1

Po porovnani Statistik s prisluSnymi kvantilmi F rozdelenia zamietame nulovi
hypotézu, t.j. medzi liekmi z uvedenych zavodov je Statisticky vyznamny rozdiel.
Ak zamietame hypotézu Hp o rovnosti vSetkych strednych hodnoét, je potrebné zistit’, ktoré

dvojice strednych hodndt sa lisia.

6.1. Testovanie rovnosti dvojic vektorov strednych hodnot

Po zamietnuti nulovej hypotézy v testoch viacrozmernej analyzy rozptylu, treba
testovat’, ktoré¢ dvojice skupin sa od seba vyrazne odlisuju.
Testujeme teda hypotézu:
Ho: pi = p,
ze stredné hodnoty p; a p; (stredné hodnoty st p-rozmerné vektory) sa neliSia (1, j = 1, 2,
.., H,i<j).

Testovacia Statistika ma tvar:
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n—H—p+1 |
Fi; = U
! p(H —1)

(6. 1.1)

Hypotézu Hyo zamietame, ak testovacia Statistika je vacsia ako kvantil F1.q (v1, v2).

Pre stupne vol'nosti plati, ze

_(H-1)(n—H—p)p

e n—2—pH+p 6.1.2)
vw=n—H-p+ 1 (6.1.3)

Pre Uj; v testovacej Statistike (6. 1. 1) plati
U5 = G- T ER G- T) 6.1.4)

j

[9].

Pokracovanie prikladu 6. 1
KedZe vSetky Styri zdkladné testovacie Statistiky multivariacnej analyzy rozptylu
zamietli nulovi hypotézu o rovnosti vektorov strednych hodnoét, pokraCujeme v testovani

jednotlivych dvojic vektorov. Vysledky tychto testov nasledujuce:

19



TESTOVANIE DVOJIC
Test pre dvojicu skupin: 1,2

hodnota 3tatistiky stupef volnesti vl stupefi volnosti v2
Test dvojic 4.35877 10.8333 10.8333

Prislu3dny kvantil pre test.3tatistiku: 1.98079

zamietam HO

Test pre dvojicu skupin: 1,3

hodnota 3tatistiky stupen volnosti vl stupeni volnosti v2
Test dvojic 20.7728 10.8333 10.8333

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 1.98079

zamietam HO

Test pre dvojicu skupin: 2,3

hodnota 3tatistiky stupen volnosti vl stupen volnosti v2
Test dvojic 20.6204 10.8333 10.8333

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 1.98079

zamietam HO

Po porovnani hodné6t vyslednych testovacich Statistik s prisluSnymi kvantilmi,
nulovll hypotézu zamietame, t.j. medzi jednotlivymi dvojicami liekov z ré6znych zavodov
je Statisticky vyznamny rozdiel.

owr

6.2. Testovanie veli¢in, ktoré zapricifiuju rozdielnost’ strednych hodnot

V d’alSej casti Glohy sa riesi problém urcenia veli€in, ktoré zapric¢iniujii rozdielnost’
strednych hodndt. Zaujimame sa teda o to, ktoré z p zlozZiek vektorov pi, po, ..., p sa lisia.

Testujeme hypotézu:

Ho: i- ta zlozka (i = 1,2, ...,p) nesposobuje rozdielnost’ vektorov strednych hodnot

Py 2y ey UH.

Testovacia Statistika m4 tvar:

, +H e,
7 =(1—n+ij =, 6.2.1)
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kde eji su diagonalne prvky matice E (6. 8) atjj su diagonalne prvky matice T (6. 10).

Nulovt hypotézu zamietame, ak testovacia Statistika je vacsia ako kvantil x%1..(pH — p) [9].

Pokracovanie prikladu 6. 1
Poslednou castou prikladu, je zistit, ktoré¢ latky obsiahnuté v lieku zapri¢inuju

rozdiel. Vysledky testov st nasledujtce:

TESTOVANIE VELICIN

Test velidiny: 1
| hodnota 3tatistiky stupen volnesti 1
Test veliéin | 22.064 10.

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 18.307

zamietam HO

Test veliciny: 2
| hodnota 3tatistiky stupen volnosti 1
Test velidin | 61.9865 10.

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 18.307

zamietam HO

Test velidiny: 3
| hodnota 3tatistiky stupeni volnosti 1
Test velidin | 1.64213 10.

Prislusny kvantil pre test.3tatistiku: 18.307

nezamietam HO

Test veliéiny: 4
| hodnota 3tatistiky stupefi volnosti 1
Test velidin | 82.1486 10.

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 18.307

zamietam HO

Test velidiny: 5
| hodnota 3tatistiky stupeni volnosti 1
Test veli¢in | 51.7498 10.

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 18.307

zamietam HO
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Po porovnani vyslednych Statistik s prisluSnymi kvantilmi rozdelenia, nulovu
hypotézu o rovnosti strednych hodnét jednotlivych veli¢in zamietame v Styroch pripadoch,

t.J. prave tieto Styri latky obsiahnuté v liekoch zapri¢inuju rozdiely.

7. Simula&né $tadie pre Hotellingov T test

V tejto simulagnej $tadii chceme testovat’ Gspesnost’ Hotellingovho T? testu, ktorym
testujeme rovnost’ vektorov strednych hodnét dvoch skupin.
Simulécie boli realizované 10 000 krat pre data z normalneho rozdelenia a parametre,

ako vektory strednych hodndt a kovarianéné matice sa vyberali tymito sposobmi:

vektory strednych hodnoét aj kovarianéné matice rovnaké

vektory strednych hodnét rovnaké, kovarianéné matice rézne

vektory strednych hodnét rozne, kovarianéné matice rovnaké

vektory strednych hodnoét aj kovarianéné matice rézne

Vsetky testy boli pocitané na hladine vyznamnosti a = 0.05. Vysledky simulacii st

spracované v nasledujucej tabulke (tab.7. 1).

1= M2 M= M2 1 FH2 R

X1=2p DYDY 21=2p DYDY
Pocet zamietnuti 1979 7458 10000 8714
Pocet nezamietnuti 8021 2542 0 1286
Percentudlna Gspesnost’ | 80.21 25.42 100 87.14

tab. 7. 1 Vysledky simulacii pre Hotellingov T? testu
Vysledky simulécii ukazuju, Ze test ma vysoku Uspesnost’ v troch simulovanych

rovnakymi vektormi strednych hodnot a réoznymi kovarianénymi maticami — 25.42 %.
Uspesnost’ 80.21 % je v pripade, ak data mali rovnaké aj vektory strednych hodnot aj

kovarian¢né matice.
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V dalSich dvoch pripadoch mali data rozne vektory strednych hodnét a raz bol splneny
predpoklad rovnosti kovarianénych matic a raz nebol. V tychto pripadoch bola tGspesnost’
Hotellingovho T? testu este vyssia. Ak data nemali rovnaké kovarianéné matice ani vektory
strednych hodnot, percentudlna Gispesnost’ testu je 87.14 %. NajvysSia Gispesnost’ testu je az
100 % ato v pripade, ked” data mali rézne vektory strednych hodnét ale predpoklad

rovnosti kovarianénych matic bol splneny.

4

8. Simulaéné $tudie pre viacrozmernu analyzu rozptylu

V nasledujucej simulacnej S$tadii budeme testovat silu multivariaénej analyzy
rozptylu (MANOVA), pomocou ktorej testujeme rovnost vektorov strednych hodnot
dvoch a viacerych skupin. Na testovanie boli pouzité Styri zdkladné testovacie Statistiky
MANOVA, ktorymi su: Pillaiova, Royova, Wilksova a Lawley-Hotellingova $tatistika.

Simulécie boli realizované 10 000 krat pre data z normalneho rozdelenia a parametre,

ako vektory strednych hodnét a kovarianéné matice sa vyberali tymito sposobmi:

vektory strednych hodnoét aj kovarianéné matice rovnakeé

vektory strednych hodnot rovnaké, kovarianéné matice rézne

vektory strednych hodnoét r6zne, kovarianéné matice rovnaké

vektory strednych hodnoét aj kovarianéné matice rdzne

Vsetky testy boli pocitané na hladine vyznamnosti a = 0.05. Vysledky simulécii su

spracované v nasledujucich tabul’kach (tab. 8. 1 —tab. 8. 4).

M1 = M2
=%
Pillai Hotelling Roy Wilks
Pocet zamietnuti 380 594 1850 520
Pocet nezamietnuti 9620 9406 8150 9480
Percentudlna Gispesnost’ 96.2 94.06 81.5 94.8

tab. 8. 1 Vysledky testov pre data s rovnakymi vektormi strednych hodnét a rovnakou kovarianénou maticou
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M1« M2
1=
Pillai Hotelling Roy Wilks
Pocet zamietnuti 10000 10000 10000 10000
Pocet nezamietnuti 0 0 0 0
Percentualna uspesnost’ 100 100 100 100
tab. 8. 2 Vysledky testov pre data s nerovnakymi vektormi strednych hodndt a rovnakou kovarianénou
maticou
L1 M2
L1 F 2
Pillai Hotelling Roy Wilks
Pocet zamietnuti 8922 9817 9983 9712
Pocet nezamietnuti 1078 183 17 288
Percentualna uspesnost’ 89.22 98.17 99.83 97.12

tab. 8. 3 Vysledky testov pre data s nerovnakymi vektormi strednych hodnoét aj kovarianénymi maticami

M1 =H2

21 # X
Pillai Hotelling Roy Wilks
Pocet zamietnuti 1005 1528 2832 1372
Pocet nezamietnuti 8995 8472 7168 8628
Percentudlna Gispesnost’ 89.95 84.72 71.68 86.28

tab. 8. 4 Vysledky testov pre data s rovnakymi vektormi strednych hodnét a nerovnakymi kovarianénymi

maticami

Vysledky simulacii ukazuji, Ze vSetky Styri Statistiky maji vysokd uspeSnost v
pripadoch, ak je splneny predpoklad rovnosti kovarianénych matic a data maja rovnaku
strednt hodnotu. V tomto pripade je Gspesnost’ Statistik 81.5 % - 96.2 %. Ak nie je splnena
rovnost’ kovarianénych matic, ale data maji rovnaku strednti hodnotu, GspeSnost’ testov je
v rozmedzi 71.68 % - 89.95 %. Pre takto nasimulované data mali Statistiky najnizsie

uspesnosti vobec.
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Naopak najvyssie uspesnosti vSetkych Styroch Statistik st v pripade, ked data nemaju
rovnaké vektory strednych hodnét, ale predpoklad rovnosti kovarianénych matic je
splneny. Uspesnost vietkych $tyroch tatistik je az 100 %. V poslednom pripade, ked’ data
nemajui rovnaké ani vektory strednych hodnot ani kovarian¢né matice, tspesnost’ testov je

89.22 % - 99.83 %.

9. Testovanie realnych hydrometeorologickych dat

V nasledujiicej kapitole budeme testovat readlne hydrometeorologické data
poskytnuté Slovenskym hydrometeorologickym tstavom (SHMU) testami popisovanymi
v kapitole 6 tejto prace. Testované realne data su z hydrometeorologickych stanic:
Bratislava - Mlynska Dolina, Maly Javornik, Bratislava - Koliba, Slovensky Grob,
Bratislava - letisko. Umiestnenie hydrometeorologickych stanic v ramci celého Slovenska

zobrazuje obr. 9. 1 a blizsie umiestnenie stanic obr. 9. 2.
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obr. 9. 1. Umiestnenie testovanych hydrometeorologickych stanic v rameci SR
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obr. 9. 2. BliZ§ie umiestnenie testovanych hydrometeorologickych stanic

Legenda:

A Slovensky Grob

‘ Maly Javornik
‘ Bratislava — letisko

Bratislava - Koliba

A Bratislava — Mlynska dolina

Poskytnuté data st zrokov 1982 az 2010 a popisuju maximalne denné teploty,
minimalne denné teploty, priemerné denné teploty, rychlost’ vetra, uhrn zrazok, vysku
snehovej pokryvky a tlak vzduchu. V nasledujtcej tabulke (tab. 9. 1) uvadzame Cast’ dat
spolu s vysvetlivkami.
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IndK| Datum  T_MAX_1 T_MIN_1 T_DEN_PRVIE_RYCH ZRA_UHRISMEH_POITLAK_PR

11810 1.21882 21 -1,7 -0,8 & Q Q 10044
11810 221882 11 -3,9 -2,3 47 0 0 1008,3
11810  3.2.1882 0.6 -6,8 -4,4 2 0 0 1010,1
11810  4.2.19R82 -0,4 -5,8 -2,8 4 0 0 1014,7
11810  5.2.1882 2 -5,4 -2 47 i i 10138
11810  6.2.1582 0,2 -5,2 -4,1 13 02 a 1005,4
11810  7.2.1882 5,6 -4.9 0.6 1 0 0 10018
11810 B.2.1882 0.6 -0,8 -0,1 27 03 0 556,6
11810 9.21982 & 0.3 3 4 0 0 1004.5
11810 10.2.1982 & -1,8 24 27 a a 1011,2
11810 11.2.1882 3,6 -0,7 0,3 4 Q Q 1009,6
11810 12.21982 11 -2,3 -1,6 27 0 0 1006,4
11810 13.2.19R82 -1,5 -3,1 -1,9 43 0 0 1003,1
11810 14.21982 -0,4 -2,4 -1,4 53 0 0 1000,4
11810 15.2.1582 0 -2,6 -1,4 47 a a S5E,4
11810 16.2.1882 4.6 -2,4 13 33 Q Q 1000,5
11810 17.2.1882 53 -0,7 19 4 0 0 1002.4
11810 18.2.1982 18 -1,1 0.6 4 0 0 1002,1
11810 19.2.1982 11 -4,9 -2,9 2 0 0 1003,5

tab. 9. 1. Ukazka poskytnutych realnych hydrometeorologickych dat

Vysvetlivky:

IndKI — kod hydrometeorologickej stanice
T_MAX_1 — maximalna dennd teplota vzduchu
T_MIN_1 — minimalna denna teplota vzduchu
T_DEN_PR — priemerna denna teplota vzduchu
VIE_RYCH_PR — priemerna denna rychlost’ vetra
ZRA_UHRN_1 — denny uhrn zrdzok
SNEH_POKR - vyska snehovej pokryvky
TLAK_PR — priemerny denny tlak vzduchu

Poskytnuté data predstavovali denné hodnoty spominanych faktorov, no pre nase
testovanie boli tieto data upravené na mesacné priemery. Z poskytnutych dat sme vyuZili
data, ktoré zaznamenavali max. denna teplotu, min. dennu teplotu, priemernti dennt
teplotu, denny uhrn zrdzok a vySku snehovej pokryvky.

KedZe programy na viacrozmernil analyzu rozptylu boli vytvorené v softvéri

Mathematica 8.0, vstupné data musia mat’ nasledujici tvar:

{{{26.57419355,15.63225806,20.49677419,3.05483871},
{23.01612903,14.06451613,18.12903226,3.476666667},

27



{25.82580645,15.98064516,20.5,3.003225806},
{26.75806452,15.80322581,21.1,7.607692308},
{27.2,15.15806452,20.83870968,7.173333333}},
{{24.33548387,13.25483871,18.41612903,1.706451613},
{21.18387097,12.04516129,15.69333333,2.719354839},
{23.54516129,13.50967742,18.18387097,2.3419354841},
{24.72580645,13.36774194,18.19032258,2.25483871},
{24.57741935,13.21290323,18.63225806,1.506451613}},
{{28.74193548,17.06774194,22.17741935,3.629032258},
{24.74193548,16.20645161,20.3,2.929032258},
{28.50322581,17.60645161,22.52580645,3.358064516},
{28.85806452,16.96129032,22.63548387,4.1},
{28.69032258,17.11290323,23.16774194,2.977419355}}}

Zobrazené data st priemerné hodnoty menovanych hydrometeorologickych faktorov za
mesiac jul v rokoch 1982 (1. skupina), 1996 (2. skupina) a 2010 (3. skupina). Prvy tdaj vo
vektore je priemerna maximalna denna teplota, druhy predstavuje priemernit minimalnu
dennu teplotu, treti priemernti dennu teplotu a Stvrty priemerny mesaény uhrn zraZzok. Ak
by sme testovali niektory zo zimnych mesiacov, piaty udaj by predstavoval priemernu

mesacnu vysSku snehovej pokryvky.

V tejto kapitole d’alej zobrazime vystupy programov testov viacrozmernej analyzy
rozptylu pre vyssie uvedené data.

Pred samotnymi testami viacrozmernej analyzy rozptylu musime najskor testovat’, ¢i
sa rovnaju kovariancné matice tychto dat. Rovnost’ kovarianénych matic je totiZ jeden

z predpokladov viacrozmernej analyzy rozptylu. Vysledok testu (tab. 9. 2) je:

VYSLEDNA TABULKA

(]

| hodnota Statistiky F stupenl volnosti v1  stuped volnosti v
Test Kovariancnych Matic | 4.33972x10°% 1.48774  20. 516,896

Prislu3ny kvantil test.3tatistiku: 1.59091

nezamietam HO

tab. 9. 2 Vysledok testu pre test rovnosti kovarianénych matic

Test na rovnost kovarianénych matic overuje hypotézu Hp, ktord tvrdi, Ze
kovariancné matice su zhodné. Podla vystupu programu tohto testu, hypotézu Hp

nezamietame, t.j. kovarian¢né matice su zhodné.
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KedZe zakladny predpoklad analyzy rozptylu je splneny, moézme prejst’ k testom
samotnej viacrozmernej analyzy rozptylu. Uvadzame vystupy programov (tab. 9. 3.) spolu

s rozhodnutim 0 zamietnuti alebo nezamietnuti nulovej hypotézy.

VYSLEDNA TABULKA

| hodnota 3tatistiky F stupeni volnosti vl stupen volnosti v2
Pillai 1.33192 4.9841 8 20
Hotelling 14.104 14.104 g 16
Rey 13.434 33.585 4 10
Wilks 0.0414855 8.796874 8 18

Prisludny kvantil pre Pillaiovu test.3tatistiku: 2.44708&

zamietam HO

Prislu3ny kvantil pre Hotellingovu test.3tatistiku: 2.5911

zamietam HO

Prislu3ny kvantil pre Royovu test.3tatistiku: 3.47805

zamietam HO

Prislu3ny kvantil pre Wilksovu test.3tatistiku: 2.51016

zamietam HO

tab. 9. 3. Kompletna tabul’ka vysledkov testov viacrozmernej analyzy rozptylu
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TESTOVANIE DVOJIicC
Test pre dvejicu skupin: 1,2

hodnota Statistiky stupefi volnosti vl stupeni volnosti v2
Test dvojic 6.97705 12.8 12.8

Prisludny kvantil pre test.3tatistiku: 3.05234

zamietam HO

Test pre dvejicu skupin: 1,3

hednota 3tatistiky stupenl volnosti vl stupefi volnosti v2
Test dvojic 2.24948 12.8 12.8

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 3.05234

nezamietam HO

Test pre dvejicu skupin: 2,3

hodnota 3tatistiky stupen volnosti vl stupen volnosti v2
Test dvojic 14.5758 12.8 12.8

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 3.05234

zamietam HO

TESTOVANIE VELICIN

Test veliciny: 1
| hodnota 3tatistiky stupen volnosti 1
Test velidin | 9.12837 A%

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 15.5073

nezamietam HO

Test veliciny: 2
| hodnota 3tatistiky stupef velnosti 1
Test velidin | 23.1653 2.

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 15.5073

zamietam HO

Test velidiny: 3
| hednota Statistiky stupefi volnosti 1
Test veliéin | 14.2671 8.

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 15.5073

nezamietam HO

Test veliciny: 4
| hodnota 3tatistiky stupefi volnosti 1
Test velidin | 6.24018 8-

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 15.5073

nezamietam HO




Styri testy viacrozmernej analyzy rozptylu zamietaju nulova hypotézu, t.j. vektory
strednych hodnot sa nerovnaju, preto pokracujeme d’alSim testovanim. V d’alSom testovani
zistujeme, ktoré skupiny sa od seba vyrazne odlisuju, a ktoré veli¢iny spdsobuji nerovnost’
vektorov strednych hodnoét. Najskor overujeme platnost’ nulovej hypotézy, ktora tvrdi, Ze
medzi skupinami nie je Statisticky vyznamny rozdiel. Na zaklade vystupov programu
Statisticky vyznamny rozdiel je medzi skupinami 1 a 2 a medzi 2 a 3.

Poslednou castou testovania je zistit, ktoré veli¢iny spOsobuju nerovnost’ vektorov
strednych hodnét. Hypotézu Ho zamietame iba v jednom pripade ato pre veli¢inu:
priemerna dennd minimalna teplota.

Kvéli nazornosti uvadzame Boxove grafy testovanych dat (obr. 9. 3). Z grafu je vidiet, Ze

Boxove grafy nelezia na jednej urovni pre jednotlivé zlozky, ¢o sved¢i v neprospech

hypotézy Hy.
:c‘ = T T T v T T T T v T T T .:
2L i\‘(/T :
F — = = 0E ]
20F L r — _ - ]
l = ] [ m Max. priemer. denna teplota
15 " K‘:/! 71 | m Min. priemer. denna teplota
- = Priemer. denna teplota
9T 7 | m Uhm zrazok
i !_____ I
f B ]
1082 1006 2010

obr. 9. 3 Graf testovanych dat — mesiac jul

Podobne sme testovali aj ostatné mesiace. Nie vSak pri vSetkych mézme pouzit’ testy
MANOVA, pretoze test rovnosti kovarianénych matic nulova hypotézu zamietol a teda
predpoklad MANOVA nie je splneny. Vysledky testov zobrazuje tabul’ka (tab. 9. 4).

Kvoli lepsej nazornosti nasledujuce grafy (obr. 9. 4 — 9. 5) zobrazuji vybrané data,
pre ktoré sa nulova hypotéza viacrozmernej analyzy rozptylu prevazne nezamieta (obr. 9.4)

a data, pre ktoré sa Hp prevazne zamieta (obr. 9. 5).
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obr. 9. 4. Hydrometeorologické data pre mesiac august
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obr. 9. 5. Hydrometeorologické data pre mesiac september
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tab. 9. 4. Vysledky testov pre redlne hydrometeorologické data

Manova testy Testy dvojic skupin Testy jednotlivych faktorov
Mesiac TestZ Pillai Wilks Hotelling Roy la2 la3 2a3 1 2 3 4
1. zamietam Ho - - - - - - - - - - -
2. zamietam Hg - - - - - - - - - - -
3. zamietam Ho - - - - - - - - - - -
4 neda sa ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )
’ overit Ho
5 nezamietam zamietam zamietam zamietam zamietam nezamietam zamietam zamietam nezamietam | nezamietam | nezamietam zamietam
' Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho
6 nezamietam | nezamietam zamietam zamietam zamietam nezamietam zamietam zamietam nezamietam | nezamietam | nezamietam | nezamietam
' Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho
7 nezamietam zamietam zamietam zamietam zamietam zamietam nezamietam zamietam nezamietam zamietam nezamietam nezamietam
' Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho
nezamietam | nezamietam | nezamietam | nezamietam zamietam nezamietam | nezamietam | nezamietam | nezamietam | nezamietam | nezamietam | nezamietam
8.
Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho
9 nezamietam zamietam zamietam zamietam zamietam zamietam zamietam nezamietam zamietam zamietam zamietam nezamietam
' Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho
10 nezamietam zamietam zamietam zamietam zamietam nezamietam zamietam zamietam nezamietam zamietam nezamietam | nezamietam
' Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho Ho
11. zamietam Ho - - - - - - - - - - -
12. zamietam Ho - - - - - - - - - - -
Vysvetlivky:

Test £ = Test rovnosti kovarian¢nych matic

faktor 1 = priemerna max. denna teplota

faktor 4 = Ghrn zrazok

faktor 2 = priemerna min. denna teplota

faktor 5 = vyska snehovej pokryvky

faktor 3 = priemerna denna teplota
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Nasledujuce grafy (obr. 9. 6

mesiacoch.

— obr. 9. 17) zobrazuji data
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obr. 9. 6. Hydrometeorologické data pre mesiac januar
60 -
40 =
lo -
Of e e —— ——
1982 1906 2010
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obr. 9. 8. Hydrometeorologické data pre mesiac marec

vo vsetkych testovanych
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obr. 9. 9. Hydrometeorologické data pre mesiac april
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obr. 9. 10. Hydrometeorologické data pre mesiac maj

15F

10f

—

m Max. priemer. denna teplota
m Min. priemer. denna teplota
Priemer. denna teplota

@ Uhm zrazok

1082

obr. 9.

1906

2010

11. Hydrometeorologické data pre mesiac jun
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obr. 9. 12. Hydrometeorologické data pre mesiac jul
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obr. 9. 13. Hydrometeorologické data pre mesiac august
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. Hydrometeorologické data pre mesiac september
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obr. 9. 15. Hydrometeorologické data pre mesiac oktober

[ =]

1 | m Max. priemer. denna teplota
7 | m Min. priemer. denna teplota
5 Priemer. denna teplota

1 | m Uhm zrazok

m Snehova pokryvka

1082 1906 2010

obr. 9. 16. Hydrometeorologické data pre mesiac november
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obr. 9. 17. Hydrometeorologické data pre mesiac december



10. Viacrozmerna analyza kovariancie

Podobne ako v analyze rozptylu aj v analyze kovariancie existuju viacrozmerné
ulohy. V tejto kapitole budeme uvazovat’ p > 1 vysvetlovanych premennych Yy, Yo, ..., Y.
Ciel'om je urcit' zavislost’ tejto mnoziny premennych na (pre jednoduchost’, uvazujme
jednom) faktore A. Rovnako ako pri obycCajnej analyze kovariancie, Studujeme tuto
zavislost ocisteni od vplyvu mnoziny doprovodnych premennych Xi, X, .., X

Testujeme teda hypotézu Ho: pp =pp = ... = py alebo Hp: ay = o= ... =ay=0.

Jednotlivé kroky viacrozmernej analyvzy kovariancie (MANCOVA):

1. Datovi maticu upravime na tvar [YX], tj. nalavo hodnoty vysvetlovanych
premennych a napravo hodnoty doprovodnych premennych.

2. Pre takto upravent maticu typu n x (p + q) vypocitame postupom obdobnym ako v
analyze rozptylu, teda podl'a vzorcov (6. 7) a (6. 8), maticu T celkovej variability a maticu
E rezidualnej variability.

3. Obe tieto matice typu (p + q) x (p + q) opit rozdelime na submatice

zodpovedajuce skupine p vysvetlovanych a skupine q doprovodnych premennych

T — 5;(:!#, ) T(J’rxj} _ [E (v.y) E(y.x) (10. 1)
(xy) T(x=x)] E(x,y) E(xx)

4. Vypocitame maticu vSeobecnych regresnych koeficientov typu p x q

B =T(y x)[T(xx)]™? (10. 2)
a maticu vnutroskupinovych regresnych koeficientov typu p x q

B = E(y,)[E(x,0)] ™ (10.3)

5. Vypocitame opravené priemery vysvetl'ovanych premennych podla
Viy =V~ L=l (Fre = %) p12 H, = 12,.p (10.4)
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6. Submaticu T(y,y) celkovej variability a submaticu E(y,y) rezidualnej variability

opravime na vplyv doprovodnych premennych

T =T(y,y) —BT(x,y), E*= E(y,y) — BE(x,¥) (10.5)

7. Ur¢ime hodnotu Wilksovej Statistiky pre opravené submatice

(10. 6)

Nizke hodnoty Statistiky A" gveddia v prospech zavislosti mnoziny premennych y na
faktore A.
8. Rozdelenie Statistiky A7 aproximujeme F rozdelenim. Podobne ako v kapitole 6

dostavame:

[ 4 -

2(H—1)2 — 4
(= |[PHZDT 4 (20. 7)
N|p‘+[H—1]‘—5

+H
m=n—pT—q—1, (10.8)
v, = p(H—1), (10.9)
H-1
vy = me —PE =D . )y (10. 10)

9.Vypocitame hodnotu testovacieho kritéria

, 1 — A
_ - NA (10. 11)
W i

Ak hodnota testovacieho kritéria prekro¢i kvantil Fi, (vi, Vv2), pokladdme zéavislost

mnoziny premennych y na faktore A za dokazanti na danej hladine vyznamnosti o [3].
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Priklad 10. 1

Priklad bol in$pirovany ¢lankom [7]. Pre hypotetické Zenské basketbalové druzstva
sme simulovali mnozinu dat vysledkov vykonnostnych testov, pocas ktorych boli merané:
Sprint na 20 m, $print 20 m — driblovanie, hod basketbalovou loptou, hod medicimbalom,
6 x 5 m $print, 6 x 5 m $print — driblovanie, obranny vyskok, uto¢ny vyskok. Hracky boli
rozdelené do troch skupin podl'a ich hraéskej pozicie. Prva skupinu tvorilo 35 obrankyn,
druht 14 ato¢nicok a tretiu skupinu 16 stredovych hracok. Za doprovodné premenné boli
povazované telesna vyska a telesna hmotnost. Chceli sme vediet, ¢i vysledky
vykonnostnych testov su pre vsetky typy hracok rovnaké, alebo existuje zavislost' medzi

tymito vysledkami a hra¢skou poziciou.

Priklad bol pocitany pomocou programoV na vypocet multivariacnej analyzy rozpylu a
multivaria¢nej analyzy kovariancie vytvorenych v softvéri Mathematica 8.0. Vysledky
zobrazuju nasledujuce tabul’ky (tab. 10. 1 — tab. 10. 2).

VYSLEDNA TABULKA

| hednota Statistiky F stupefl volnosti vl stupenl volnosti v2
Pillai 1.02303 5.65459 20 108
Hotelling 4.497 11.8922 20 104
Rey 4,224 22.8098 10 54
Wilks 0.150373 8.36758 20 106

Prislu3ny kvantil pre Pillaiovu test.3tatistiku: 1.66854

zamietam Ho

Prislu3ny kvantil pre Hotellingovu test.3tatistiku: 1.67233

zamietam Ho

Prislu3ny kvantil pre Royovu test.3tatistiku: 2.01118

zamietam Ho

Prislu3ny kvantil pre Wilksovu test.3tatistiku: 1.6704

zamietam Ho

tab. 10. 1 Vysledky MANOVA pre priklad 10.1

Po vypocitani Statistik multivariatnej analyzy rozptylu a ich porovnani s prisluSnymi
kvantilmi, nulovii hypotézu zamietame. Vysledky vykonnostnych testov zavisia od

hracéskej pozicie.
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V predchadzajiicom teste sSme neuvazovali vplyv telesnej vySky a vahy hracok na ich
vysedky vo vykonnostnych testoch. Predpoklada sa, ze kazda hrac¢ska pozicia v basketbale
si vyzaduje hraca s vhodnou vyskou aj vahou. Predpokladajme teda, Zze medzi telesnou
vahou a vyskou a vysledkami vykonnostnych testov existuje zavislost’. Preto, na testovanie
rovnosti vektorov skupinovych priemerov pouzijeme multivariani analyzu kovariancie,

ktora odstrani vplyv doprovodnych premennych, t.j. vplyv telesnej vahy a telesnej vysky.
VYSLEDNA TABULKA
hodnota 3tatistiky F stupefi volnosti vl stupefi volnesti v2

Mancova | 0.504676 9.32493 186. 366.

Prislu3ny kvantil pre test.3tatistiku: 1.6712

zamietam HO

tab. 10. 2 Vysledky MANCOVA pre priklad 10.1

Po porovnani §tatistiKy s prislusnym kvantilom F rozdelenia zamietame nulova hypotézu,
t.j. aj po odstraneni vplyvu doprovodnych premennych sa vektory skupinovych priemerov

nerovnaju a teda vysledky vykonnostnych testov zavisia od hrac¢skej pozicie.
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11. Zaver

Predkladand praca popisuje viacrozmernu analyzu rozptylu (MANOVA), ktora
umoznuje porovnat stredné hodnoty viacerych viacrozmernych vyberov. Podobne ako
jednorozmerna analyza rozptylu ma MANOVA predpoklady, ktoré musia testované data
spinat’. Jednym z tychto predpokladov je homoskedasticita, teda rovnost’ rozptylov. Na
overenie tohto predpokladu MANOVA pouziva test rovnosti kovarianénych matic, ktory je
bliz§ie v praci popisany a ukazany na priklade. Ak testované data pozostavaju z dvoch
skupin, na testovanie rovnosti vektora strednych hodndt pouzivame Hotellingov T? test,
ktory je tieZ v praci popisany. Jeho UspeSnost bola testovana simulacnymi Studiami.
Simula¢né Stadie ukézali, Ze GspeSnost’ testu je V troch pripadoch zo Styroch simulovanych
pripadov pomerne vysoka. V pripade, ze data pozostavaju z viac ako dvoch skupin na
testovanie rovnosti strednych hodnot pouzivame testy viacrozmernej analyzy rozptylu.
Uspesnosti tychto testov boli tiez testované simulaciami. Uspesnost’ testov je vysoka,
dokonca v pripade, ak data neboli simulované s rovnakymi vektormi strednych hodnot, no
rovnost’ kovarian¢nych matic bola splnend, percentualna ispesnost’ vsetkych Styroch testov
je 100 %. Testy MANOVA boli pouzité aj na redlnych hydrometeorologickych datach,
ktoré boli poskytnuté SHMU v Bratislave. Za poskytnutie tychto dat d’akujeme. Testovaniu
hydrometeorologickych dat je venovana 9. kapitola prace, v ktorej mézme najst’ tabul’ku
vSetkych vysledkov. V poslednej kapitole prdce sme sa zaoberali testom multivariacnej

analyzy kovariancie, ktory sme prakticky ukazali aj na priklade z oblasti Sportu.
Vsetky spominané testy si podrobnejSie popisané v teoretickej Casti a prakticky

vyskasané na prikladoch, ktoré st v zaveroch kazdej kapitoly. Samotné st

naprogramované v softvéri Mathematica 8.0.
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