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Abstrakt

Préca popisuje postup pri vytvarani adaptivnej siete pre vstupné data (reprezen-
tované ako obrézky) za pomoci stromovej Struktiry pracujicej na principe zluc¢ovania
susediacich casti obrazka, ktoré maju priblizne rovnaku hodnotu farby. Néasledne sa pre
konkrétnu diferencidlnu rovnicu vytvorf sistava linedrnych rovnic a té sa d'alej iteracne

rieSi pomocou SOR metdody. Program je vytvoreny v jazyku C a pracuje s obrazkami

VTK a PGM.

Abstract

This work describes a process of creating adaptive grid for input data (represented
by images) using tree structure, which works in the way of merging adjacent parts
of image, that have approximately the same value of color. Then, a linear system of
equations is created for a specific differential equation, that is beeing solved by SOR

iteration method. Program is created in C language and uses VITK and PGM images.
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Uvod

Numerické modelovanie matematickych problémov vo vécsine pripadov vedie k
rieSeniu sustavy rovnic. Adaptivne mriezky slizia okrem iného na diskretizaciu vypoc-
tovej oblasti a ich velkou vyhodou oproti pravidelnym mriezkam je najméi ten, Ze ndm
umoziuju zjednodusit vypocet, pretoZe dokdzu eliminovat castokrit velké mmnozstvo
neznamych z tohto systému linedrnych rovnic. Na druhej strane narabanie a samotné
pracovanie s takouto struktirou je o nieco komplikovanejsie nez pri pravidelnej mriezke,
a to najmé z hladiska pristupovania k informaciam o susednych elementoch, ktoré moze
v programe viest k neprijemnostiam v podobe rozsiahlej siete podmienok.

Prica ako takd sa d4 rozdelit do dvoch taziskovych tém. Prvéa cast bakaldrske;
prace popisuje principy kvadrantového stromu, neskor sa venuje vytvaraniu samotnej
adaptivnej mriezky, ktora stoji prave na myslienke tohto stromu. Vysvetlujui sa niektoré
stucasti programu a modifikacie mriezky, ktoré sme vytvorili. V druhej casti sa popisuje
diferencialna rovnica vedenia tepla a rovnica pre krivostny filter, na¢rtnu sa algoritmy
na vytvorenie linearneho systému rovnic a napokon sa prezentuju a opisuju vystupy

programu na niekolkych vstupnych obrazkoch.



1 Adaptivna mriezka

1.1 Kvadrantovy strom
1.1.1 Hlavna myslienka kvadrantového stromu

Predstavme si Tubovolny ¢iernobiely obrdzok. Zrejme najjednoduchsi, ale aj pa-
méitovo najndroénejsi sposob, akym tento obrdzok mozno v poéitaci uchovat je taky,
ze si za sebou odpamétame hodnotu kazdého jedného pixela obrazku. Ak ale mame
obrazok, ktory je z 95% tvoreny bielou farbou a zvysnych 5% je len nejaky maly ¢ierny
objekt v strede, odpamétavanie hodnoty kazdého jedného bodu obrazku je pomerne
neefektivne, ako coskoro uvidime. Pri takomto kédovani obrazkov nezalezi na tom, ¢o
sa na samotnom obrazku nachddza. Velkost miesta, ktoré obrdzok zaberd v pocitaci,
zavisi iba od rozmerov.

V dnesnej dobe sa ale snazime zefektivnit ¢o sa d4, a preto nastupuje na rad kompre-
sia. Jeden zo sposobov, ako zakédovat obrazok je pouzit takzvany kvadrantovy strom
(z anglického ”quadtree”). Tento druh kompresie tazi z toho, ze niektoré sivislé casti
obrdzka maji rovnaki, resp. priblizne rovnaki farbu. Princip fungovania je velmi jed-
noduchy - v prvom kroku sa skontroluje, ¢i si farby vsetkych pixelov obrazka rovnaké
(resp. priblizne rovnaké) a v pripade ze nie si, obrézok sa rozdeli na 4 rovnaké kvad-
ranty a v kazdom z nich sa skontroluje intenzita farieb vsetkych pixelov v ich vnitri.
Pokial sa zisti, Ze v niektorom z kvadrantov nie je zachovand homogenita farieb, pouzije
sa na tento kvadrant rovnaky postup ako v predoslom na cely obrazok, t.j. rozdeli sa
na 4 rovnaké cCasti a pre kazdd z nich sa skontroluje intenzita farieb vnutornych pi-
xelov. V opacnom pripade, ak si farby v nejakom kvadrante rovnaké (resp. priblizne
rovnaké), oblast sa d’alej nedeli a berie sa ako jeden stvisly element, pre ktory si staci
odpamitat jedini hodnotu farby - t4 bude reprezentovat farbu vsetkych pixelov, ktoré
sa v tomto elemente nachadzaji. Rekurzivnym algoritmom sa teda z obrazka vytvori
akasi stromova struktira, ktord nie je z hladiska paméite ndroéna na odpamétanie.

Ak pouzijeme takéto kédovanie na obrazok, ktory je kompletne cely pokryty bie-
lou farbou, vidime, ze rekurzivny algoritmus delenia zastane uz pri prvom kroku. Na
zakédovanie takéhoto obrazku ndm teda stac¢i odpamiitat si 2 veci, a to, Ze obrazok sa
d'alej nedelf a jednu hodnotu farby, ktor4 je reprezentativna pre cely obrazok. Tu vidiet,

7e zatial ¢o pri prvom sposobe kédovania takéhoto obrazku by sa velkost pamiitovych



narokov zvysovala, ak by sme rozmery obrazku zvacsovali, pri kédovani pomocou kvad-
rantovych stromov moze byt obrazok akokolvek velky, pokial je viak cely biely, bude

zaberaf stéle rovnaké mnozstvo pamiite.

1.1.2 Teoreticky popis kvadrantového stromu

Na kvadrantovy strom sa mozno z matematického hladiska pozerat ako na graf.
Pociatoény kvadrant velkosti 2V x 2V pokryvajici celé vstupné déta sa nazyva koren
(root). Styri podkvadranty, ktoré vznikni delenim nejakého kvadrantu P, sa nazyvajt
jeho deti (children) a P je ich rodi¢ (parent). Pre nds bude zdkladné kritérium pre
ukoncenie delenia nejakého kvadrantu také, ze rozdiel intenzit vSetkych pixelov z tohto
kvadrantu bude v rdmci nejakej vopred predpisanej hodnoty. Zastavenie delenia pre
kvadrant velkosti 2V~% x 2V~ znamena4, ze kritérium bolo splnené a Ze namiesto pra-
covania s 2V x 2V=% pixelmi podobnej intenzity vytvorime jednu velkd bunku ta-
kejto velkosti, pricom jej reprezentativna farba sa vypocita ako priemernd hodnota
intenzit farieb pixelov, ktoré sa v nej nachddzaji. Naopak, delenie kvadrantu o velkosti
2N=i % 2N=1 znamend, 7ze kritérium nebolo splnené, vd'aka ¢omu tento kvadrant roz-
delime na 4 podkvadranty, kde kazdy z nich m4 velkost 2V~"~1 x 2N~i~1 Dalej budeme
vychadzat z toho, Ze korefi je na trovni 0. Ak je potom nejaky rodi¢ na trovni i, jeho
4 deti budd na tdrovni ¢ + 1. Napokon mozeme v grafe eSte rozlisit 2 druhy uzlov.
Kvadrant, ktory dalej nemé Ziadnych potomkov, sa nazyva list stromu (leaf), naopak
kvadrant s detmi sa nazyva vnitorny uzol (inner node) grafu. Samotny obrazok je
potom reprezentovany listami stromu.

Takto popisany kvadrantovy strom je mozno jednoducho popisat dvoma jednoroz-
mernymi zoznamami L, a L, takym sposobom, aby ndm umoznovali prehladdvat graf
do hfbky. Pole L; uchovava informaciu o Struktire stromu, za pomoci postupnosti cisel
1 (delenie kvadrantu) a 0 (nedelenie kvadrantu). Druhé pole Lo v sebe nesie tdaje o
intenzitdch farieb pre jednotlivé vytvorené bunky, ¢o si z hladiska grafu listy stromu.
V tejto praci vsak z urcitych dovodov, ktoré neskor vyplyni, budeme namiesto jedno-

rozmernych zoznamov pouzivat dvojrozmerné polia L; a Ly [1].



1.2 Vyuzitie mriezky v praci

Ciernobiely obrézok mézme z matematického hladiska chapat ako nejakid dvojroz-
mernt oblast bodov, kde kazdy bod v sebe nesie akisi informdciu (intenzitu farby),
ktora z praktického hladiska moze predstavovat napriklad teplotu, hustotu, nadmorski
vysku a pod. Uvazujme teda ¢iernobiely obrazok rozmerov n x n, ktory ndm reprezen-
tuje akysi pociatoény stav vypoctovej oblasti. Nasou tlohou je sledovat, resp. pocitat
nejaké spravanie sa tejto oblasti v case, ak vieme, Ze toto spravanie je popisané neja-
kou matematickou diferencialnou rovnicou. Pre numerické pocitanie je zrejme najjed-
noduchsia diskretizacia obrazka taka, ze za uzlové body diskretizacnej siete budeme
povazovat vsetky pixely obrdzka. Ide o takzvani neadaptivnu metédu. Tu vSak rov-
nako mozno pouvazovat nad vyuzitim kvadrantového stromu a vytvorit pomocou neho
adaptivnu diskretiza¢ni siet. Ak totiz mame nejaki suvisli ¢ast obrdzka, v ktorej maji
vietky pixely rovnaki alebo priblizne rovnaki farbu, mozeme ju prehlésit za jeden ce-
lok, pretoze i z hladiska matematického vypoctu, medzi pixelmi s rovnakou farbou
nedojde k vzdjomnej "vymene intenzit”. Akékolvek zmena farby v tomto elemente
moze byt vyvolana len jeho okolim, nie vSak pixelami z vnitra tejto oblasti. Z tohto
pohladu teda viaceré vypocty pre niekolko pixelov mozem nahradit jednym vypoctom
pre jeden element. Pre neadaptivnu metodu plati, ze kazdému uzlovému bodu zod-
povedd nezndma v systéme linearnych rovnic. Pri adaptivnej metéode mozeme n x n
neznamych, ktoré ndm vzniknt na pravidelnej hustej sieti zredukovat dokonca aj nie-
kolkondsobne, v zévislosti od samotného obrazka. Okrem toho, ak pre jeden vypoctovy
element treba uchovéavat vela informécii, mézeme pomocou adaptivnej mriezky vyrazne

s~ ) . e ) z ’
znizit aj paméatové naroky.

1.3 Vytvorenie zakladnej adaptivnej mriezky
1.3.1 Slovny popis algoritmu

K dispozicii mdme teda oblast pixelov v podobe obrizka a nasou tlohou je ne-
jakym sposobom zlicit pixely, ktoré maji priblizne rovnaki intenzitu farby. K do-
siahnutiu tohto ciela vyuZijeme prave kvadrantovy strom. Na vytvorenie adaptivne;j
mriezky pouZivame nerekurzivny algoritmus zlucovania, kdezto akékolvek neskorsie

pocitanie na mriezke sa robi rekurzivne. Pre jednoduchost predpokladdme, Ze nas



vstupny ¢iernobiely obrazok je z hladiska rozmerov §tvorcového charakteru o velkosti
2V % 2N pixelov, pripadne ak zavedieme oznacenie n = 2V, moézeme zjednodusene pisat,
ze vstupny obrazok je rozmerov n riadkov xn stfpcov. Dalej zadefinujme polia L, a L.
Ako bolo vyssie uvedené, tieto polia volime dvojrozmerné, pretoze neskor budeme po-
trebovat pristupovat k susednym elementom skimaného stvoréeka, ¢o pouzitim tohto
pristupu nie je také narocné, ako pri pouziti jednorozmernych poli opisanych v 1.1.2.
Funkcia pola Ly spo¢iva v odpaméitdvani si farieb elementov mriezky. KedZe vopred ne-
vieme, ako mriezka bude vyzerat, uvazujic najhorsf mozny pripad, ktory moze nastat
pri tvorbe mriezky, a to Ze nam vznikne pravidelnd siet velkosti povodného obrazka,
velkost tohto pola zvolime taku istd, t.j. n x n. Pole L; ndm bude vytvéarat struktiru
mriezky. Potrebujeme pomocou neho do stredov stvoréekov zakédovat éisla 1 alebo 0.
Mozno ho chépat ako pole, ktorého prvky leZia na hrandch jednotlivych pixelov. Jeho
rozmery teda budi zodpovedat poc¢tu vodorovnych a zvislych ¢iar tvoriacich mriezku,
¢ize (n + 1) x (n + 1). Na zaciatku pred vytvaranim mriezky bude pole L; napl-
nené nulami a prvky pola L, budi predstavovat farby vsetkych pixelov. Vidy, ked
dojde k zliceniu 4 mensich stvoréekov do jedného vicsieho elementu, tak sa do Lo
na poziciu lavého dolného rohu tohto elementu zapise priemernd hodnota pixelov, v
opacnom pripade sa do stredu elementu v poli L; zapise 1, ¢o znaci nezlicenie, teda
stvorcek ostane rozdeleny. Po vysvetleni zakladnych potrebnych prvkov mozno algo-

ritmus popisat v hrubych értach nasledovne:
1. Zaé¢ni zlucovanie na najvyssej urovni ¢ = N.

2. Postupne prechadzaj oblastami velkosti 2V =11 x 2V=1 v obrdzku a zistuj, ¢i
mozes zlucit 4 mensie stvoréeky o velkosti 2V~% x 2V~ 7 tejto skiimanej oblasti

do jedného celku.

3. Ak je kritérium na zlucovanie splnené, zlu¢ Stvorceky, inak nezlucuj. V oboch
pripadoch, ak je to potrebné, aktualizuj polia L; a Ly a zapis do nich potrebné

informécie.
4. V cykle zniz 7 o jednotku.

5. Postupne opakuj kroky 2 - 5, pokial je ¢ > 0, v opa¢nom pripade skonéi.



Inymi slovami, program sa najprv snazi zIicit vsetky mozné stvorice pixelov ($tvor-
ekov o dlzke strany 1) do stvoréekov 2 x 2. Na dalsej tirovni sa pokusa zIucit stvorice
tychto 2 x 2 stvorcekov do Stvorceka 4 x 4. Takto sa postupuje, az kym sa nedostane
do stavu, Ze sa pokusa zlicit 4 oblasti do elementu velkosti celého obrdzka, ¢o by sa
samozrejme uskutocnilo len v pripade, Ze by vSetky pixely obrazka mali takmer tu isti

farbu.

1.3.2 Vysvetlenie niektorych siucasti programu na priklade
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Obr. 1.1: Priklad tvorby mriezky

Obrazok 1.1 ukazuje vytvorenie mriezky pre vstupny obrazok o velkosti 8 x8 pixelov.
Proces zlucenia pixelov do nejakej oblasti sa v tomto pripade uskutocni len vtedy, ak
rozdiel intenzit vsetkych pixelov ktoré chcem zlicit je mensi ako hodnota 3. Tito
prahovii hodnotu (z ang. threshold) budeme oznacovat e;. Je to vlastne akési ¢islo,
ktoré hovorf o tom, ako velmi pri zlu¢ovani tolerujeme réznorodost farieb. V pripade,
ze zvolim g1 = 0, kvadranty sa zlicia len za predpokladu, ze vSetky pixely v ich vnutri
maji presne rovnaki intenzitu farby. Pole L; v obrazku mozme vidiet vo vrcholoch
jednotlivych pixelov. Je naplnené nulami a jednotkami. Pre §tvorceky s velkostou hrany
2 a viac v skutoénosti prvky pola L; mozu predstavovat ich stredy, ¢o vyuZivame na

zachytenie informécie o zlucovani (0) alebo nezlucovani (1) skimaného Stvoréeka. Z



obrazka d’alej vidime, Ze velkost tohto pola je o jedno vicsia nez je velkost obrazka,
teda v tomto pripade 9 x 9. Pole Ly predstavuje v podstate pixely obrazka, preto ma
rovnaku velkost ako obrazok samotny, ¢ize 8 x 8 pixelov. Po vytvoreni mriezky st pre
nas dolezité uz len niektoré hodnoty z tohto pola, konkrétne si to reprezentativne farby
vietkych buniek. Hodnotu reprezentativnej farby pre nejaki viésiu oblast poéitame ako
priemer hodnot vsetkych pixelov, ktoré sa v tejto oblasti nachadzaju a zapisujeme ju
do lavého dolného rohu prislusného stvoréeka v poli Lo.

Sposob, akym sa testuje, ¢i sa Stvorcek zluci alebo nie, je robeny pomocou po-
rovnavania minimalnej a maximalnej hodnoty farebnej intenzity zo vSetkych pixelov v
tejto oblasti. Ak plati, Zze |max — min| < €1, potom kvadranty mézme zlicit, pretoze
hodnota |max —min| predstavuje najvacsi mozny rozdiel farieb pixelov v danej oblasti.
Pokial déjde k zliceniu do viésej oblasti, je vyhodné si pre tiito oblast odpamétat hod-
noty min a max, pretoze by sa v d'alsich krokoch mohla stat sticastou zlicenia do este
véacsej oblasti. Ak by sa neskor rozhodovalo napriklad nad zlicenim Styroch stvorcekov
o velkosti 16 x 16 pixelov do jedného o velkosti 32 x 32, nemusi sa hladat minimum a ma-
ximum zo vietkych 322 = 1024 pixelov. Ked'ze pre kazdy zo styroch stvoréekov 16 x 16
méame odpamiitanti minimélnu a maximalnu hodnotu, sta¢i néjst najmensie z tychto
Styroch minim a najviicsie zo styroch maxim. Skutoéne bude platit, Ze ndjdené min a
maz bude minimalna a maximalna hodnota celej oblasti 32 x 32 a ich rozdiel mozeme
spokojne pouzit pre testovanie s hodnotou ;. Na toto uchovdvanie minim a maxim
pre jednotlivé elementy vyuzivame pomocné pole AU X, ktoré ma rovnaké rozmery ako
pole Ly. Samotné hodnoty minim a maxim, ako aj informécie o deleni/nedeleni a hod-
noty farieb elementov sa ukladaju na Specidlne pozicie, ktoré si popisané na obrazku

1.2.
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Obr. 1.2: Specidlne pozicie stvoréeka



Program pri vytvarani mriezky vidi obrazok ako stibor kvadrantov, ktorych velkost
zavisi na urovni, na ktorej sa pocita. Aby sme ale pre konkrétny stvorcek na konkrétne;j
tirovni vedeli povedat, ktoré miesta v poliach L, Ly a AUX mu patria, vytvorili sa pre
tento ucel 4 pomocné funkcie. Na vstup dostani informéciu takéhoto typu: skima
sa kvadrant, ktory je v poradi k-ty zdola a Il-ty zlava na urovni i. Ich vystupom
st suradnice urcujice pozicie v prislusnych poliach pre skimany kvadrant. Funkciu
corner vyuziva najméi pole L2, pretoze vracia stradnice lavého dolného rohu daného
kvadrantu, co sa vyuziva pri odpamétavani si reprezentativnej hodnoty pre kvadrant v
pripade zltic¢enia. Funkcia encode vracia siradnice stredu stvoréeka, ¢o je velmi uzitocné
pri praci s Ly, pretoze presne na tuto poziciu si zapiSeme informdaciu o zliceni, resp.
nezluceni deti skimaného kvadrantu. Zvysné 2 pozicie slizia pre pomocné docasné
pole AUX, v ktorom v pripade zlic¢enia na poziciu posl uchovame minimum a na
poziciu pos2 maximum z hodnot pixelov pre dany kvadrant. Okrem tychto funkcii na
uréenie pozicii v poliach mame vytvorenych este niekolko d'alsich pomocnych funkeii.
Na hladanie priemernej hodnoty v oblasti sliZi funkcia mean, ktord je velmi jedno-
ducha. Vzdy sa totiz pocita priemernd hodnota iba zo 4 hodnot. Na najvyssej urovni
v pripade zlicenia pocitame priemerni hodnotu zo 4 pixelov a odpamétame si ju
do L, pre zlicenti oblast. V pripade, Zze ma nastat zlicenie 4 kvadrantov na nejakej
nizsej i-tej trovni, plati, Ze kazdy z tychto 4 kvadrantov musel byt vytvoreny zltic¢enim
eSte mensich stvoréekov na turovni ¢ 4+ 1. To znamenad, ze pre kazdy z nich mam od-
pamétand priemernut hodnotu, a teda miesto pocitania priemernej farby vsetkych pi-
xelov v skiimanej oblasti ndm sta¢i vypocitat priemer styroch odpamiitanych prie-
mernych hodnot kvadrantov, ktoré zlucujeme. Vstup do funkcie mean je teda pozicia
lavého dolného rohu oblasti, ktorej deti chceme zlii¢it a hodnota predstavujtica polo-
vicu dfzky jej strany. Funkcia potom jednoducho vypoéita priemer zo Styroch hodnot
ziskanych z pola Lo, pricom tieto hodnoty si v skutoc¢nosti lavé dolné rohy kazdého zo
zlucovanych 4 kvadrantov. Na tomto mieste teda ndjdeme ich reprezentativne farby a
ich spriemerovanim dostaneme novi reprezentativnu farbu pre novovzniknuty element,
ktord si odpamétame na prislusnom mieste v L. Velmi podobnym spésobom pracuji
aj pomocné funkcie minimum a maximum. Vstup majui velmi podobny ako funkcia mean,
no ich tlohou je najst minimélnu, resp. maximalnu spomedzi 4 hodnot. Tieto hodnoty

mozu byt bud priamo farby jednotlivych pixelov, ak sa jedné o najvyssiu tiroven, alebo



na nizsich irovniach odpamétané minima, resp. maxima 4 kvadrantov, ktoré sa testuju

na zlucenie.

1.3.3 ZjednodusSenie programu z hladiska delenia oblasti

Zlucovanie stvorcekov sa da do istej miery (pre vSetky tdrovne okrem najvyssej)
zjednodusit. Plati totiz, Ze ak sa snazime spojif 4 deti nejakého stvoréeka do jedného
celku, moze k tomu dojst len za predpokladu, Ze kazdé z tychto styroch deti je stvisld
nedelend oblast. Ak by ¢o i len jedno dieta bolo rozdelené na mensie stvoréeky, k spoje-
niu nedojde. V skutoénosti nie je potrebné pre tento stvoréek hladat maxim4 a minim4.
D4 sa vytvorit jednoduch4, ale uzitoéna tdprava. Pri nedeleni nejakého skiimaného ele-
mentu vlozime jednotku nielen do stredu oblasti, ale i do vSetkych jeho 4 vrcholov.
Tymto sa prenesie informécia o nedeleni na nizsiu droven, pretoze vzdy je jeden z
vrcholov nejakého stvorceka na drovni ¢ stredom stvorceka na drovni ¢ — 1. Inymi slo-
vami, deti nejakého rodicovského kvadrantu zdielaji jeden spoloény vrchol, ktory je v
skutocnosti stredom rodic¢ovskej oblasti. Ak ¢o i len jedno diefa ostane rozdelené na
mensie ¢asti, do stredu rodica sa dostane 1. Skor, ako zaéneme ¢okolvek sivisiace so
zlicenim na rodicovi pocitat, skontrolujeme jeho stred v poli L. Ak sa tam nachddza
1, vynechd sa niekolko vypoctov a prejde sa rovno na vetvu programu starajicu sa o
nezlicenie. Ak sa tam nachadza 0, kazdé z det{ je sivisld oblast a program pokracuje

testovanim minima a maxima.
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Obr. 1.3: Posielanie jednotiek do rohov

Obrazok 1.3 nazorne ukazuje sposob fungovania tejto myslienky. Oznacenia pq, po,



p3 a g predstavuji nazvy kvadrantov. Vidime, ze na elemente p; sa ndm nepodarilo pi-
xely zIucit, preto sme do stredu tohto elementu, rovnako ako do jeho vrcholov zapisali
v poli L; hodnotu 1. Ked sa prejde na element p,, program v prvom rade skontro-
luje ¢i ma v strede zapisane ¢islo 1. V tomto pripade mé, ¢o znamena k zlucovaniu
nedojde, takZe sa nehladaji minimd ani maximéd, rovno sa prejde do ¢asti kédu, ktord
m4 na starosti nezlucovanie. Ked'ze k zlu¢ovaniu nedochadza, do stredu a do vrcholov
elementu p, zapiseme 1. Podobne sa postupuje pre element ps. Ked'Ze m4 v strede hod-
notu 1, zIGéit ho nemozeme, a tak opét vykondme potrebné zapisy do stredu a vrcholov
tohto elementu. Takouto jednoduchou kontrolou sa vyhneme niektorym vypoctom, ¢o

zohrava 1lohu hlavne pri velkych obrazkoch a uSetrime vypoctovy cas.

1.3.4 Modifikacia mriezky - vyvazeny kvadrantovy strom

Doteraz popisanym sposobom vytvarame vseobecnii mriezku. My ale z praktickych
dovodov budeme pouzivat vyvazeny kvadrantovy strom, ¢o znamen4, Ze od Tubovolnych
2 susednych stvorcekov pozadujeme, aby ich strany boli v pomere 1:2, 1:1 alebo 2:1.
Treba teda nejakym vhodnym sposobom takyto pomer dosiahnut. V skutoénosti sa ne-
jednd o ni¢ komplikované, staci vyuzit fakt, Ze pri nezlucovani deti elementu posleme
hodnoty 1 do rohov rodica. Okrem toho, ze vrcholy elementov na trovni ¢ st stredmi
niektorych elementov na trovni ¢ — 1, pre niektoré elementy tejto istej irovne mozu
predstavovat stredy strdn. Ak sa pozrieme na obrazok 1.3, vidime, Ze pravy horny roh
elementu p; predstavuje stred lavej strany elementu ¢. Element ¢ by ale vzniknut ne-
mal, pretoze dizka jeho hrany by bola 4 pixely, a kedZe sa element p; nezlicil, tak je
tvoreny jednopixelovymi elementami. Dostavame teda susedov s pomerom stran 4:1,
¢o nie je v silade s tym ¢éo chceme. Okrem doterajsich podmienok treba pridat este
jedno kritérium, ktoré rozhodne o zluceni. Do ¢asti programu, kde kontrolujeme, ¢i sa
v strede skimaného elementu nachédza hodnota 1, vlozime dalsie podmienky, ktoré
skontroluji, ¢ sa i v stredoch jeho stran nenachddza ¢islo 1. Pokial je asponi v jednom
strede strany zapisana 1, v kéde sa prejde do vetvy, v ktorej sa nezlucuje. V opa¢nom
pripade sa pokracuje v kéde. Ak by sme mali zhrnit poradie kritérii, ktoré boli za-
tial pouzité, potom pre nejaky element p, ktorého deti sa snaZime zlicit, postupujeme

nasledovne:

1. Skontroluj hodnoty v strede a na stredoch stran elementu p na prislusnych
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poziciach v poli L; . Ak je aspon jedna z tychto piatich hodnét rovna 1, prejdi na
¢ast programu v ktorej sa nezlucuje. Ak st vSetky hodnoty rovné nule, pokracuj

d’alej na bod 2.

2. N4jdi min a maz elementu p a skontroluj, ¢i je splnené kritérium z hladiska
intenzit farieb |max — min| < &;. Ak nie je, presko¢ na cast programu v ktorej

sa nezlucuje, v opacnom pripade pokracuj na bod 3.

3. Vypocitaj novi reprezentativnu farbu pre element p ako priemer reprezentativnych
farieb jeho deti a zapi$ ju na prislusné miesto do L, na poziciu lavého dolného
rohu Stvorceka p. Taktiez si odpamétaj vypocitané min a max elementu p do

pola AUX.

Jedinou tlohou ¢asti programu, ktora ma na starosti nezlucovanie deti elementu p, je
ta, ze do stredu a do rohov Stvorceka p zapiSe na prislusné pozicie v poli Ly jednotky.
Takto je slovne popisany algoritmus pre zdkladnt mriezku, z ktorej budeme dalej
vychddzat. Neskor eSte pribudni d'alSie kritéria na zlicenie, no dovod ich zavedenia

bude pomerne jasny aj z intuitivneho hladiska.

(a) Vseobecny kvadrantovy strom (b) Vyvézeny kvadrantovy strom

Obr. 1.4: Porovnanie adaptivnych mriezok
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1.4 Zavedenie d'alsich sticasti programu
1.4.1 Zadefinovanie sigiem

Ako uz bolo spomenuté, pri numerickom poc¢itani diferencidlnej rovnice pri vicsine
met6d potrebujeme pristupovat k okolitym hodnotdm jednotlivych elementov oblasti.
Sledujeme pritom nejaky tok intenzit farieb medzi ¢astami obrazka popisany nejakou
diferencidlnou rovnicou. Vzhladom na to, Ze pouZivame namiesto pravidelnej diskre-
tizacnej siete adaptivnu, pristupovanie k susednym elementom uz nie je také trividlne.
V predchédzajicom algoritme tento pristup ulahéuje zvoleny rozmer poli L; a Lo a
poziadavka na vyvazenost kvadrantového stromu.

V poslednych rokoch boli vytvorené algoritmy, ktoré vyuzivaju stredy hran stvor-
¢ekovych elementov s tym, ze mnohé operacie ako napriklad vypocet gradientu sa daju
urobit na samotnom Stvoréeku bez nutnosti pristupovat k susedom. Za tymto ti¢elom
si pre kazdy element zaznamendvame na kazdej jeho hrane Specialne hodnoty, ktoré
budeme nazyvat sigmy. Nachddzaji sa na stredoch hréan elementov a ich tlohou je
zachytit akysi vztah medzi dvoma susednymi elementami, ktoré tito hranu zdielaju.
Mozeme ich chapat ako hodnoty, ktoré pre kazdy element mozu charakterizovat nejaky
prestup farebnej intezity medzi nim a jeho okolim cez jednotlivé jeho hrany. Hodnoty
sigiem je mozné vo vypocte vyeliminovat, v tom pripade vsak potrebujeme castejsie
pristupovat k susedom. V predkladanom algoritme kombinujeme obe metédy - pre
nerovnaké susedné stvorceky vyuzivame hodnoty sigiem a pre rovnaké ich z vypoctu
eliminujeme. Jednou z vyhod je, ze takto zostavend rovnica mé fixny pocet ¢lenov - 1
diagondlny a 4 mimodiagonalne ¢leny.

Na odpamétanie hodnot jednotlivych sigiem pouzivame §pecidlne polia. Ked'ze po-
trebujeme mat uchované sigmy na stredoch hran i pre jednopixelové elementy, zadefi-
novali sme pre tento ucel 2 nové polia. Prvé z nich, sigma_horiz, uchovava stredy jed-
nopixelovych elementov na horizontalnych hranach mriezky, kdezto pole sigma_vert na
vertikdlnych hranéch. Tretie pole s ndzvom sigma uchovéava Stvorice sigiem pre ostatné
elementy o velkosti strany 2 a viac.

Obrazok 1.5 ukazuje, ako by vyzerali spomenuté polia pre vstupny obrazok 4 x 4
pixelov. Vo vSeobecnosti pre obrazok n x n potrebujeme, aby pole sigma_horiz malo
velkost (n + 1) x n, pole sigma_vert velkost n x (n + 1) a pole sigma definujeme

o rozmeroch (n 4+ 1) x (n + 1) prvkov. Takéto zadefinovanie ndm bez problémov a
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A - Sigma_horiz
& - Sigma_vert

® - sigma

Obr. 1.5: RozlozZenie poli pre sigmy

jednoznacne dokéze pre konkrétny element urcit vsetky jeho 4 sigmy.

Samotné prvky tychto poli treba na zaciatku, pred vytvaranim mriezky, nejako napl-
nit. Pole sigma_vert sa inicializuje tak, Ze hodnoty na lavej a pravej strane tohto pola
(na boénych hrandch) naplnime samotnymi hodnotami pixelov obréazka, na ktorych
sigmy lezia (z dovodu reflexie). Vsetky ostatné sigmy z tohto pola s umiestnené na
hrane, ktort vzdy zdielaju 2 pixely obrazka. Naplnenie kazdej takejto sigmy potom
spociva v spriemerovani hodnoét dvoch pixelov, medzi ktorymi sa nachddzaju. Ana-
logicky sa inicializuje aj pole sigma_horiz. Pole sigma je na pociatku naplnené ne-
jakou zapornou hodnotou, napr. -10. KedZe polia sigma_vert a sigma_horiz mame
v tomto momente uz inicializované, vyuzijeme ich hodnoty k naplneniu hodnét pola
sigma. 7 obrazka 1.5 si mozno vSimnut, Ze na kazdej hrane nejakého vicsieho ele-
mentu sa nachadzaji 2 hodnoty sigiem jeho deti. Ich jednoduchym spriemerovanim
ziskame hladani hodnotu sigmy rodicovského elementu pre konkrétnu hranu. Ak si
teda z obrazka 1.5 vezmeme napriklad lavy dolny element velkosti 2 x 2 pixelov, potom
hodnotu sigmy pre jeho dolnti hranu vypocitame jednoducho ako priemer sigiem na
dolnych hranach jeho dvoch dolnych jednopixelovych deti, teda ako priemer prvych
dvoch prvkov z prvého riadku pola sigma_horiz.

Zavadzame dalsie kritérium pre zlucovanie elementov. Potrebujeme totiz, aby v
oblastiach obrazka, kde je vicsi rozdiel intenzit farieb ostala hustejsia sief z doévodu
presnejsieho vypoctu. Spominany priemer sigiem vypocitame a zapiSeme len v pripade,
ak je rozdiel 2 sigiem, ktoré chceme spriemerovat, mensi ako nejakéd predpisand hod-
nota, ktori oznaéime 5. Vzhladom na to, Ze hodnoty pixelov st vzdy nezdporné, sigmy,

ktoré vychadzaju z ich priemerov, st taktiez nezdporné. Tu sa vysvetluje dovod, preco
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sme pole sigma na zaciatku naplnili zdpornymi c¢islami. Samotné zlicenie prebehne
len v pripade, ze st vSetky sigmy skimaného elementu nezdporné. Ak je ¢o i len jedna
jeho sigma zapornd, znamena to ze nedoslo k zapisaniu priemeru, t.j. aspon pre jednu

jeho hranu nie je splnend podmienka s €5, a teda k zliceniu nemoze dojst. Na obrazku

Obr. 1.6: Ukazka deliaceho kritéria pre sigmy

1.6 skimame, ¢ mozno zliéit deti lavého stvoréeka velkosti 2 x 2 pixelov. Vidime, ze z
hladiska doterajsich kritérii by k zliceniu déjst mohlo. Farebné intenzity jeho deti si
tie isté, rovné hodnote 2, rovnako pomer stran 2:1 by bol akceptovatelny. Hodnotu o
z obrazku vypocitame ako priemer hodnot pixelov, medzi ktorymi lezi, ¢o je v tomto
pripade 2. Podobne vypocitame o, spriemerovanim hodnoty 2 a 9, ¢o je rovné 5.5. Ak
zvolime napriklad €5 = 3, potom hodnotu sigmy o na pravej strane skiimaného 2 x 2
Stvorceka by sme vypocitali spriemerovanim hodnot o, a o, t.j. ¢isel 2 a 5.5. Skor,
nez budeme nejaky priemer pocitat, je treba skontrolovat, ¢i je rozdiel priemerovanych
¢isel 0, a 0, mensi ako £5. Vidime, ze nerovnost 5.5 — 2 < 3 neplati, takze sigma na
pravej strane rodicovského stvorceka kritériom neprejde a namiesto nezaporného prie-
meru tam ostane zgporné ¢slo. Stvoréek teda nezlicime, pretoze sigma na jeho pravej
hrane bude zapornd. Ak by sme takéto kritérium nezaviedli, Stvoréek by sa zlucil. V
takom pripade by ho cez jeho pravi hranu ovplyvnovali 2 Stvorceky s vyrazne rozdiel-
nymi hodnotami farby. Takto by sme mali problém popisat mnozstvo situécii, medzi
ktorymi je napriklad spravne vystihnutie rozmazania hrén, ktoré by malo vzniknuit pri
pouziti rovnice vedenia tepla, najméa v pripade, ze by islo o susediace Stvorceky roznej
velkosti.

Dalej zavedieme pomocné pole POR o velkosti n.xn. Po vytvoreni mriezky pouzivame
na prechddzanie stromu rekurzivny algoritmus, ktory prehladdva kvadrantovy strom do
hibky. To znamenad, ze kazdy element mriezky sa pri jednom prechddzani navstivi/spracuje
prave raz. Vyznam pola POR spociva v tom, Ze si v iom pre jednotlivé elementy na

poziciu Tavého dolného rohu odpamétdvame poradie, v ktorom sa danym stvorcekom
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pri prechadzani stromu preslo. Ziskame tak pre kazdy element jedinecné poradové ¢islo.
V pripade, Ze si bude treba pamétat pre stvoréek viacero tidajov, budeme vyhradzo-
vat jednorozmerné polia, ktorych dizka bude zodpovedaf poctu elementov. Vd'aka po-
mocnému polu POR méme jednoznaény vztah medzi pouZitymi dvojrozmernymi a
jednorozmernymi poliami. Toto moézeme vyuzit napriklad pri odpamétivani gradien-
tov do pola GRAD pre kazdy element. Ak napriklad uvazujeme nejaky element, ktory
m4 na lavom dolnom rohu v poli POR uloZenti hodnotu k, potom mé gradient uloZeny
v poli GRAD na mieste s indexom k. Naopak, nejaky k-ty prvok pola GRAD zodpo-
ved4 velkosti gradientu toho elementu mriezky, ktory bol k-ty v poradi pri prechddzani
stromu. Takyto pristup nam okrem prace s gradientom neskor tiez umozni pomerne

jednoducho vytvorit ststavu linedrnych rovnic.

1.4.2 Posledné zlucovacie kritérium

Ako sme spomenuli, z hladiska matematického vypoctu je niekedy vhodné vytvorit
v okoli hran - ¢asti obrézka s roznou intezitou farby, ¢o najjemnejsiu siet, napriklad ked
riesime difiziu pomocou rovnice vedenia tepla. Vo velkej miere k tomu napoméha po-
sledné kritérium s kontrolou sigiem, no v praxi sme zistili, Ze pre rovnicu vedenia tepla
nezachyti iplne vSetky potrebné pripady, co sa moze pri numerickom pocitani negativne
prejavit na vystupnych obrazkoch. Zavddzame teda este jedno posledné kritérium,

ktoré tento problém pomoze vyriesit.
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Obr. 1.7: Posledné deliace kritérium a ukazka vypoctu sigiem
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K ukazke takéhoto problematického prikladu nam poslizi obrazok 1.7. Mozno na
fiom vidiet, akd mriezka sa vytvori pri pouziti doterajsich kritérii pre dany vstupny
obrazok rozmerov 8 x 8 pixelov. Vysledn4 siet bude pozostavat zo 4 kvadrantov velkosti
4 x 4 pixelov. Skuto¢ne, program nems dovod ponechat nejaké d'alsie delenie, pre
kazdy kvadrant totiz plati, ze intenzita farieb jeho vnutornych pixelov je rovnaka, ze
so vSetkymi susednymi elementami mé pomer stran 1:1 a ze sigma na kazdej jeho
hrane prejde podmienkou na zapis. V obrazku vidime, ako sa dopracujeme k vypoctu
sigmy pre element velkosti 4 X 4. V kone¢nom dosledku jej hodnotu (v obrdzku o)
vypoéitame ako aritmeticky priemer sigiem na tej istej hrane mensich stvorcekov (v
obrazku o, a o,). Tieto 2 hodnoty si vSak rovnaké, pretoze boli vypocitané sprie-
merovanim sigiem jednopixelovych elementov, ktorych hodnoty méame ulozené v poli
sigma_horiz (na obrazku je tento proces znizorneny pomocou o1 9). Kazda jednopi-
xelova sigma tejto vodorovnej hrany ma ale rovnakd hodnotu, pretoze vznikla sprie-
merovanim tych istych dvoch farieb (na obrazku o, a 0, , maji rovnakd hodnotu).
7 toho dovodu bude vzdy rozdiel dvoch priemerovanych sigiem nulovy, ¢o je mensie
ako hodnota e, o ktorej predpokladame ze je kladnd. Ak by sme pocitali napriklad
rovnicu vedenia tepla, intuitivne ocakavame akési rozmazanie hran jednotlivych fa-
rebnych oblasti. To, ¢o pri pouziti takejto mriezky ziskame, je len pomald zmena farieb
jednotlivych 4 kvadrantov, ¢o velmi nezodpovedd ocakdvaniam. Vec, ktord by urcite
pomohla, je zjemnenie siete v okoli hran tychto styroch elementov. Na to sme zaviedli
kritérium, ktoré kontroluje rozdiel hodnot sigiem elementu s hodnotou jeho reprezen-
tativnej farby. Ak je aspon jeden z tychto 4 rozdielov vécsi, ako nejaka predpisana
hodnota e3, potom zlticenie nepovolime. Vdaka nesplneniu podmienky vieme, Ze farba
elementu sa vyrazne liSi od nejakej casti jeho okolia, ¢o znamena, zZe niekde v jeho
blizkosti sa nachadza hrana, pri ktorej potrebujeme jemné delenie. Zlic¢enie deti ne-
jakého elementu sa teda povoli len v pripade, ak si hodnoty vSetkych sigiem zhruba
rovnaké ako reprezentativna farba Stvorceka, pricom ich rozdiel moze byt maximdlne
g3. Takto je vytvorena vyslednd adaptivna mriezka, s ktorou sa dalej poéita a na ktorej

budeme zostavovat systém linedarnych rovnic.
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1.5 Zhrnutie prvej kapitoly

K tvorbe mriezky sme pouzili niekolko zluc¢ovacich kritérii. Zhriime si teda, aké
parametre mozu okrem samotného pociatoéného obrazka ovplyvnit vzhlad vyslednej

mriezky:

e ¢, (v programe eps1) - Hodnota, ktora predpisuje maximalny mozny rozdiel fa-
rebnych intenzit pixelov na elemente. Zvac¢sovanim tejto hodnoty kladieme mensie

naroky na rovnakost farieb pri rozhodovani o zlu¢ovani.

e ¢, (v programe eps2) - VyuZziva sa pri zlucovani z hladiska sigiem. Ak iniciali-
zujeme sigmy pre nejaky rodicovsky element priemerovanim sigiem jeho deti, k
zliceniu dojde len v pripade Ze su tieto priemerované sigmy v rozmedzi predpi-

sanom hodnotou 5.

e c3 (v programe eps4) - Ohrani¢uje maximalny mozny rozdiel intenzity farby ele-
mentu s jednotlivymi hotnotami jeho sigiem. Znizovanim tejto hodnoty, rovnako
ako hodnoty e, dostdvame hustejsiu siet v okoli hrdn, ¢o je dolezité z hladiska
vypoctu najmé pri rieSeni rovnice vedenia tepla, ktory sa snazime na mriezke

realizovat.

Popis implementacie zakladného algoritmu s pouzitim dvojrozmerného kdédovania su

popisané v [1]. Oproti tomuto algoritmu st v tejto praci nasledovné zmeny:

1. s pouzité stredy stran Stvorcekov, tzv. sigmy, ako je popisané v texte, pricom v

pripade nerovnakych susednych stvorcekov je ich rozptyl riadeny parametrom e,
2. celkovo je tvorba mriezky riadend vacsSim poctom parametrov

3. je vyhradené pole POR, kde sa koduje poradie prechodu a Stvorceky sa ¢isluju,

¢o je dolezité pre ukladanie informéacii o elementoch

Pri standardnych neadaptivnych numerickych schémach sa v prvom kroku sigmy na-
stavuji na priemer hodnot elementov, ktoré ich zdielaji - tak, ako je popisané v tomto
algoritme. V d'alsom ¢asovom kroku sa vyuzivaji hodnoty sigiem vypocitanych pocas
rieSenia linedrneho systému. V predkladanom algoritme zatial nie je vytvoreny v jed-
notlivych c¢asovych krokoch prechod zo starej mriezky na novi s vyuzitim hodnot sigma

z aktualneho ¢asového kroku. Program teraz v kazdom ¢asovom kroku vytvara mriezku
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a pocCita sigmy nanovo z vystupného obrazka predoslého ¢asového kroku, c¢o je korektné
len pre rovnicu vedenia tepla. Napriek tomu sme urobili aj niekolko experimentov pre

krivostny filter.

2 DMatematické vypocty na mriezke

2.1 Rovnica vedenia tepla

Ako zdklad pre d'alsie vypocty vezmeme klasicki rovnicu vedenia tepla s nulovou

~ ) v - . s 2
pravou stranou. Budeme teda uvazovat pociato¢no-okrajovi ulohu tvaru:

Owu(t,x) — Au(t,z) = 0 naQr=1xQQ, (2.1.1a)
Opu(t,z) = 0, VxelxoQ, (2.1.1b)
u(0,7) = ul, VreQ, (2.1.1¢c)

kde 0 C R? je priestorovd oblast, v nasom pripade obrdzok ako taky, I = [0,7] je
casovy interval, na ktorom pocitame, rovnica 2.1.1b je okrajova podmienka a rovnica

2.1.1c predstavuje pociatocnu podmienku.

2.1.1 Diskretizacia vypoctovej oblasti

Pouzita schéma vychadza z metody koneénych objemov s pouzitim Stvorcovych ele-
mentov, na ktorych bude konstantna hodnota riesenia. Predpokladajme najprv pravi-
delnti mriezku stvorcov - konec¢nych objemov, zvycajne ozna¢ovanych malymi pismenami
p a ¢. Oznacenie ¢, bude predstavovat mnozinu vsetkych hrén koneéného objemu p.
Velkost hrany o budeme znacit ako |o|. Ak oznacime z,, ako stred konecného objemu p
a stred jeho hrany o ako z,, potom kolmu vzdialenost stredu elementu od jeho hrany
budeme znaéit d,, = |z, — x,| a vektor n,, predstavuje vonkajsi normélovy vektor
elementu p na hrane o. Oznac¢enim m(p) budeme rozumiet mieru elementu p, ¢o bude
v nasom pripade obsah stvoréeka. Hodnota k reprezentuje velkost zvoleného ¢asového
kroku. Na casovu derivaciu pouzijeme aproximaciu pomocou spéitnej diferencie a de-

rivdciu v smere vektora n, , aproximujeme ako

n+1 _ . n+l
(w5 —wp™)

dyo

Vu - ny, =~ (2.1.2)
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Zakladna rovnica, ktori odvodime pre rovnicu vedenia tepla pomocou metody konecnych

objemov a vyssie uvedeného oznacenia potom vyzera nasledovne:

Ia\ " o] wir _ mp)
mp) Z P =y (2.1.3a)
creap ogEep pa
mp) n ol n n
— (untt — ) = ;(u;1 —upth. (2.1.3b)
ocep

Obe rovnice 2.1.3b aj 2.1.3a st tie isté, len prepisané v inom tvare. Prvy tvar sa pouziva
pri rieSeni a v druhom st vyjadrené toky cez jednotlivé hranice. Z rovnosti tokov medzi

2 elementami p a ¢ d'alej vyplyva, ze

(U —up) = (ug—u,) (2.1.4a)

Uy = w (2.1.4b)

Po dosadeni vyrazu 2.1.4b napriklad do rovnice 2.1.3a eliminujeme ¢leny obsahujtice o

a dostaneme upraveny tvar

mip) S|t o 3wt = _)un, (2.1.5)

gEN(p) gEN(p)

pricom oznacenim N (p) sa mysli mnozina vsetkych susednych elementov skiimaného

Stvorceka p.

Obr. 2.1: Susedné elementy s nerovnakou velkostou

Ak d'alej rozsirime schému o to, Ze pripustime elementy nerovnakej velkosti, potom

podla obrazka 2.1 pre hodnotu v, mame vztah:
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Uy = w (2.1.6)

Pouzijic opét myslienku o zachovani tokov mus{ platit, ze to, ¢o pritecie/vytecie cez
pravii hranu elementu p musi pritiect /vytiect cez lavé hrany elementov ¢; a go. A teda
dostdvame vztah:

(Uo — up) = (Ugy, — Ugy) + (Ugy — Uo, ) (2.1.7)

Po spojeni 2.1.6 a 2.1.7 dostaneme:

%um + %u@ = Ug + Ug + Up (2.1.8a)
Uoq ‘;‘uaz — %(uql —+ UQQ —+ up) (218b)
Uy = 3(ug + g, + up) (2.1.8¢)

V rovnici 2.1.3b sa na pravej strane sumuje cez vSetky 4 hrany elementu p. Ak mé
skimany Stvorcek nerovnakého suseda, tvar sc¢itanca sumy pre tuto hranu mozeme
upravit dosadenim vzfahu 2.1.8c:

ol

o, (g — ) = 2wy —up) = 2(5(ug, +ug, + ) — wp) = F(ug, + ug, +up) — 2up =

2,n 2, n 4, n _ 2(,n n 2(,n n
sl T 5ug, — 34 = 3(ug —up) + 5(ug, —w)
Schému zo vztahu 2.1.3b mozeme pomocou predoslého vyjadrenia pouzitého v [2]
zapisat nasledovne:
(u"™ —uM)m(p) = k Z T (up™ — up™) (2.1.9a)

P p p
gEN(p)

1, ak ma susedny element rovnaki velkost
T = (2.1.9b)

2 .
3, Inak

Napokon zvolme

Uy = FUp—+ SUq, (2.1.10a)

Upy = 3Up+ SUg (2.1.10b)

Po dosaden{ 2.1.10a a 2.1.10b do 2.1.6 dostaneme vztah u, = %ugl + %u@ = %(uq1 +
Ug, +Up), €O je zhodné zo vztahom 2.1.8c¢, a teda pre takto zvolené sigmy bude rovnost
tokov zachovans aj medzi susednymi elementami s nerovnakou velkostou.

Ak zostavujeme rovnicu 2.1.3a, resp. 2.1.3b pre element p, potom v pripade rov-

nakych susedov pouzijeme v sume s¢itanca v tvare rovnice 2.1.5. V pripade odlisnej
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velkosti susednych stvoréekov staci, ak pomocou pola L; zistime, Ze sused nie je rov-
nakej velkosti, ako skimany element p. Namiesto toho, aby sme dalej zistovali nieco
o tomto susedovi (& uz presnu velkost alebo hodnotu), siahame prave na vypocitant
sigmu danej hrany elementu p a susedom sa d’alej nezaoberdme. Séitanec ponechdme

v tvare rovnice 2.1.3a, resp. 2.1.3b.

2.2 Krivostny filter

Uvazujme schému pre krivostny filter. Rovnica pre konetny objem p je podla [3]

nasledovna:
m(p) o] 1 o] m(p)
+ —_— v = g —u, = —u" (2.2.1)
kfy = dpof3 | 7 = dyo [y kfp "
m(p) UZH - ug o] 1 +1 +1
— —— (uy" —uy = 0, (2.2.2)
fl? k ogEep dpo f;’l ( P )

kde f}' je velkost gradientu elementu p z ¢asového kroku n a plati

o = \/|Vu,|> + &3 (2.2.3)

1
Vu,|> = —— lo| (ug — up)?, (2.2.4)

m(p) oEEp dpa

¢o pri stvorceku s dizkou strany h mozeme zjednodusit na vztah
2_ 2 2
|Vu,|* = s Z (ue — up)”. (2.2.5)
ogEep

Pri vypocte pouzijeme podobni tivahu ako pri rovnici vedenia tepla, pricom dostaneme

nasledovné vzorce pre toky cez hranice konetného objemu p:

2
Sused q tej istej velkosti: [T (uptt — uZH) (2.2.6)
p q
2
Sused ¢ nerovnakej velkosti: F (uptt —uptt) | (2.2.7)
p

kde hodnota u,, podla obrdzka 2.1 bude aktualizovand vzorcom

n, n+l n,,n
n+l __ Q1up+ + 2 10uC11+1
urtt = (2.2.8)
o T 2]‘}

Ak zvolime velkost gradientu pre kazdy element rovny 1, potom dostaneme presne

vztah 2.1.3a, teda rovnicu vedenia tepla. Pri numerickom poé¢itani s touto rovnicou
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navyse nepotrebujeme posledné kritérium s hodnotu e3, pretoze tato rovnica pracuje
na rozdiel od rovnice vedenia tepla na béaze krivosti. M& vyrovnavaci vplyv na hranach
v castiach obrazka, kde je hodnota krivosti vysokd. Z tohto dovodu tu nedostavame
problém, ktory je popisany v sekcii 1.4.2. Ak pouzijeme vstupny obrazok 1.7, nestane
sa s obrazkom pre tiuto rovnicu nic¢, pretoze su tu len vodorovné a zvislé rovné hrany,

ale ziadne zakrivenie. Na riadenie presnosti vypoctu nam teda stacia hodnoty €; a es.

2.3 Sistavy rovnic

Pre kazdy element nam vznikne rovnica, v konecnom dosledku teda dostavame
sustavu m rovnic, pricom m je pocet elementov. Nezndame st hodnoty pixelov, no v
pripade nerovnakych susednych stvorcekov su to aj sigmy. Neznamych teda mozeme
mat viac ako rovnic, preto priddvame este jednu sistavu, ktord sa riesi spolu s pr-
vou. V programe vieme presne uréit, kolko pripadov nerovnakych susedov sa nam v
mriezke vyskytlo, a teda vieme vopred presne povedat, aké mnozstvo paméte treba alo-
kovat. Ako je vyssie spomenuté, pre kazdy takyto pripad pouzivame tvar toku podla
rovnice 2.1.3b, teda pristipime k hodnote sigmy. Akonahle sa nejaka sigma dostane
medzi nezndme hlavnej ststavy, vytvarame v druhej ststave trojicu d'alsich rovnic pre
neznamu sigmu. Ak nastane situdcia, ze skimany stvorcek p ma mensich susedov, ako
je zaznacené na obrazku 2.1, potom do druhej stustavy pri pocitani pre krivostny filter

pridame trojicu rovnic:

n, n+1l n, n+1
o JatT 2 (23.1)
UUl n 2f” ..
q1 p
n , n+1 n, n+1
R [ A (23.2)
o2 n +2fn T
q2 p
1 1
Uy = §u01+§u02 (2.3.3)

Pri rovnici vedenia tepla polozime vsetky hodnoty gradientov rovné 1, ¢im sa nam
vztahy 2.3.1, 2.3.2 a 2.3.3 zjednodusia. Obe stistavy mame ulozené v poliach struktir,
pri¢om prvky oboch sistav maji fixny pocet elementov a preto sa lahko spracovavaji.
Na rozdiel od predkladaného algoritmu, v [2] sa pri nerovnakych susedoch zistovali
informacie o susednom elemente aj z vacsieho stvoréeka na mensi, aj naopak. Pocet
susedov sa tam mohol pohybovat od 2 do 8 a bolo treba si ich odpamétat alebo ich

Specialne spracovat.
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Kazdy riadok nasej matice sustavy ma nenulové vzdy maximalne 4 prvky, vznikne
nam teda riedka matica, ktora je naviac aj diagonalne dominantné. Na rieSenie mozeme
pouzit iteracni Gauss-Seidelovu metddu. Na zrychlenie konvergencie riesenia sme sa

rozhodli pouzit SOR metédu.

2.4 Popis hlavného programu
1. Deklaracia potrebnych premennych + alokovanie dvojrozmernych poli
2. Nacitanie/vytvorenie vstupného obrazka
3. Zaciatok casového cyklu

e Vytvorenie mriezky pomocou procedury grid()

e Po zisteni poctu elementov sa alokuju jednorozmerné polia

e Jednotlivé elementy sa o¢isluji do pola POR

e Zisti sa pocet nerovnakych hran a alokuje sa pole pre druht ststavu rovnic
e V pripade rieSenia level-set rovnice sa vypocitaju gradienty

e Zostavi sa sustava rovnic a nasledne sa iteracne riesi

e Vytvori sa ndzov suboru a konecny vystup casového kroku sa ulozi ako VTK
stbor [4] (program mé vytvorené aj funkcie na nacitanie vstupnych obrézkov

a zapis vystupnych obrazkov formétu PGM [5])

e Prejde sa na novy krok ¢asového cyklu

3 Prezentacia vysledkov

3.1 Rovnica vedenia tepla

Ako prvé sme modelovali rovnicu vedenia tepla na vstupnom obrazku rozmerov
2NV x 2N Je dolezité hodnoty €1, €, €3 a ¢asovy krok nadstavit tak, aby sme nasli
vhodny pomer rychlosti vypoctu a kvality vystupného obrazka. Ak zvolime napriklad
hodnoty e prilis malé, dostaneme sice presnejsi vysledok, no vypoctovy cas sa moze
zvacsit az natolko, Ze program pracujtici na pravidelnej mriezke nam zbehne rychlejsie
a teda vytvaranie adaptivnej mriezky v takom pripade strati vyznam. Nasledovné
ukazky prezentuju vystupy programu pre rozne vstupné obrazky s parametrami N = 6,

tau =10, e;1 = 0.1, g5 = 0.025 a €3 = 0.02.
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(a) Mriezka na vstupe (b) Po prvom ¢asovom kroku  (c) Po 10 ¢asovych krokoch

Obr. 3.1: Ukédzka na obrazku diagonalnej ¢iary

(a) Mriezka na vstupe (b) Po prvom ¢asovom kroku  (c) Po 10 ¢asovych krokoch

Obr. 3.2: Ukazka na obrazku kruhu

(a) Mriezka na vstupe (b) Po prvom ¢asovom kroku  (c¢) Po 10 ¢asovych krokoch

Obr. 3.3: Ukazka na obrizku Stvoréeka
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(a) Vstupny obrazok (b) Po prvom ¢asovom kroku  (c) Po 30 ¢asovych krokoch

Obr. 3.4: Ukazka problematického pripadu z casti 1.4.2 bez pouzitia €3

/ \‘\ ] wu\} L1 ‘l“ \\J\‘\J\

(a) Vstupny obrdzok (b) Po prvom ¢asovom kroku  (c¢) Po 30 ¢asovych krokoch

Obr. 3.5: Rovnaky obrazok s pouzitim posledného kritéria s e3 = 0.02

=
-----

['H
T
(a) Vstupny obrazok (b) Po 2 casovych krokoch (c) Po 10 ¢asovych krokoch

Obr. 3.6: Obrazok tzv. zubaca s pouzitim €3 = 0.05
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(a) Vstupny obrazok (b) Po 2 casovych krokoch (c) Po 10 ¢asovych krokoch

Obr. 3.7: Rovnaky vstupny obrazok s prilis§ malym e3 = 0.005

Rovnicu vedenia tepla mozeme pouzit aj na odstranenie aditivneho sumu v obrazku.
Nasledujica séria obrazkov skima tibytok elementov pocas behu programu. Pouzili sme

obrazok zubéca o velkosti 27 x 27, tau = 5, &1 = 0.1, g5 = 0.02, 5 = 0.05.

(a) Vstupny obrazok (b) 1 ¢asovy krok (c) 2 casové kroky (d) 3 casové kroky

Obr. 3.8: Odstraniovanie aditivneho Sumu v prvych 3 ¢asovych krokoch

rE
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%}*ﬁﬁiﬂ hni8 ERmmEE
im i i
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, o i
e W e b
GRS R B R AR fi R mEEEEER
(a) 16378 elementov (b) 16378 elementov (c) 8104 elementov (d) 6577 elementov

Obr. 3.9: Ubytok elementov pocas prvych 3 ¢asovych krokov

7, obrazkov vidime, ze Sum bol odstraneny uz po prvom casovom kroku.
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3.2 Krivostny filter

Na modelovanie nasledujicich obrazkov nebolo pouzité posledné kritérium s hodno-
tou e3. Pociatoény obrazok sme zvolili velkosti 2° x 2° a program spustili s hodnotami

tau = 10, &1 = 0.1 a g5 = 0.02.

y 3 X

(a) Vstupny obrézok (b) Po 5 casovych krokoch (c) Po 10 ¢asovych krokoch

IR
\41‘

]

‘H*’

(d) Vstupny obrézok (e) Po 5 casovych krokoch  (f) Po 10 casovych krokoch

Obr. 3.10: Krivostny filter a prislusné mriezky

(a) Vstupny obrézok (b) Po 5 casovych krokoch (c) Po 10 ¢asovych krokoch

Obr. 3.11: Krivostny filter pre obrazok 3 kruhov
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(a) Vstupny obrizok (b) Po 20 ¢asovych krokoch  (c¢) Po 50 ¢asovych krokoch

Obr. 3.12: Krivostny filter pre obrazok vinky

(a) Vstupny obrazok (b) 1 casovy krok (c) 2 casové kroky (d) 3 casové kroky

Obr. 3.13: Odstranovanie Sumu salt and pepper v prvych 3 ¢asovych krokoch pre pre N =7,
tau =5, €1 = 0.1, e9 = 0.02

I
(a) 15148 elementov (b) 15148 elementov (c) 9820 elementov (d) 4606 elementov

Obr. 3.14: Prislusné mriezky a ubytok elementov zasumeného obrazka pocas prvych 3

casovych krokov
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Ciele d’alsieho vyskumu

Cielom dalsiecho vyskumu bude urobit vybudovanie mriezky v novom ¢asovom
kroku na zdklade mriezky z predchddzajiceho casového kroku a implementovat al-
goritmy so zlozitejsim vypoctom gradientov a diftiznych koeficientov, pripadne skisit
vypocty pre iné diferencidlne rovnice. V budiicnosti v programe moze pribudnit pri-

jemnejsie uzivatelské prostredie a rozsirenie o moznost pracovat s 3D datami.

Zaver

V préci je predstavena a podrobne popisand metéda na skonstruovanie adaptivnej
mriezky, ktorej hustota sa d4 zo strany uzivatela ovladdat niekolkymi parametrami. Na
konkrétnych prikladoch je tu vysvetlenych niekolko réznych problematickych pripadov
a k nim navrhnuté riesenia, ktoré sme v programe pouzili. V druhej kapitole je matema-
ticky popisand rovnica vedenia tepla, level set rovnica pre krivostny filter a ich diskrétny
tvar, s akym sa d'alej pracuje a pomocou ktorého vytvarame sistavu linedrnych rovnic.
Program sme implementovali v programovacom jazyku C, pricom vystupy z jednot-
livych ¢asovych krokov st ukladané do formatu VTK, ktory sa d4 lahko vizualizovat
napriklad v softvéri ParaView [6]. Kapitola 3 prezentuje dosiahnuté vysledky pre rov-

nicu vedenia tepla a taktiez pontka niekolko ukazok pre Level set rovnicu.

29



Literatura

1] KRIVA Z., Adaptive Finite Volume Methods in Image Processing, Edicia vedeckych
prac, Zosit ¢. 15, Bratislava, 2004

2] KRIVA Z., Numerical Schemes In Image Processing, Edicia vedeckych prac, Zosit
¢. 97, Bratislava, 2011

[3] EYMARD R., HANDLOVICOVA A., MIKULA K., Study of a finite volume scheme
for the reqularized mean curvature flow level set equation, IMA Journal of Numerical

Analysis Vol. 31, No. 3, pp. 813-846
[4] VTK File Formats, http://www.vtk.org/VTK /img/file-formats.pdf

[5] Reading/Writing PGM Files In C, http://ugurkoltuk.wordpress.com/2010/03/04/an-

extreme-simple-pgm-io-api, 2010

6] KRIVA 7., PROKOPEC P., Vykreslovanie adaptivnych mriezok v programe Para-
View, v MAGIA 2010: Mathematics, Geometry and their applications, Conference

Proceedings, Kocovce, November 2010

30



