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Abstrakt

Práca popisuje postup pri vytvárańı adapt́ıvnej siete pre vstupné dáta (reprezen-

tované ako obrázky) za pomoci stromovej štruktúry pracujúcej na prinćıpe zlučovania

susediacich čast́ı obrázka, ktoré majú približne rovnakú hodnotu farby. Následne sa pre

konkrétnu diferenciálnu rovnicu vytvoŕı sústava lineárnych rovńıc a tá sa d’alej iteračne

rieši pomocou SOR metódy. Program je vytvorený v jazyku C a pracuje s obrázkami

VTK a PGM.

Abstract

This work describes a process of creating adaptive grid for input data (represented

by images) using tree structure, which works in the way of merging adjacent parts

of image, that have approximately the same value of color. Then, a linear system of

equations is created for a specific differential equation, that is beeing solved by SOR

iteration method. Program is created in C language and uses VTK and PGM images.
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2 Matematické výpočty na mriežke 18

2.1 Rovnica vedenia tepla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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3.2 Krivostný filter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27



Úvod

Numerické modelovanie matematických problémov vo väčšine pŕıpadov vedie k

riešeniu sústavy rovńıc. Adapt́ıvne mriežky slúžia okrem iného na diskretizáciu výpoč-

tovej oblasti a ich vel’kou výhodou oproti pravidelným mriežkam je najmä ten, že nám

umožňujú zjednodušit’ výpočet, pretože dokážu eliminovat’ častokrát vel’ké množstvo

neznámych z tohto systému lineárnych rovńıc. Na druhej strane narábanie a samotné

pracovanie s takouto štruktúrou je o niečo komplikovaneǰsie než pri pravidelnej mriežke,

a to najmä z hl’adiska pristupovania k informáciam o susedných elementoch, ktoré môže

v programe viest’ k nepŕıjemnostiam v podobe rozsiahlej siete podmienok.

Práca ako taká sa dá rozdelit’ do dvoch t’ažiskových tém. Prvá čast’ bakalárskej

práce popisuje prinćıpy kvadrantového stromu, neskôr sa venuje vytváraniu samotnej

adapt́ıvnej mriežky, ktorá stoj́ı práve na myšlienke tohto stromu. Vysvetlujú sa niektoré

súčasti programu a modifikácie mriežky, ktoré sme vytvorili. V druhej časti sa popisuje

diferenciálna rovnica vedenia tepla a rovnica pre krivostný filter, načrtnú sa algoritmy

na vytvorenie lineárneho systému rovńıc a napokon sa prezentujú a opisujú výstupy

programu na niekol’kých vstupných obrázkoch.
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1 Adapt́ıvna mriežka

1.1 Kvadrantový strom

1.1.1 Hlavná myšlienka kvadrantového stromu

Predstavme si l’ubovol’ný čiernobiely obrázok. Zrejme najjednoduchš́ı, ale aj pa-

mät’ovo najnáročneǰśı spôsob, akým tento obrázok možno v poč́ıtači uchovat’ je taký,

že si za sebou odpamätáme hodnotu každého jedného pixela obrázku. Ak ale máme

obrázok, ktorý je z 95% tvorený bielou farbou a zvyšných 5% je len nejaký malý čierny

objekt v strede, odpamätávanie hodnoty každého jedného bodu obrázku je pomerne

neefekt́ıvne, ako čoskoro uvid́ıme. Pri takomto kódovańı obrázkov nezálež́ı na tom, čo

sa na samotnom obrázku nachádza. Vel’kost’ miesta, ktoré obrázok zaberá v poč́ıtači,

záviśı iba od rozmerov.

V dnešnej dobe sa ale snaž́ıme zefekt́ıvnit’ čo sa dá, a preto nastupuje na rad kompre-

sia. Jeden zo spôsobov, ako zakódovat’ obrázok je použit’ takzvaný kvadrantový strom

(z anglického ”quadtree”). Tento druh kompresie t’až́ı z toho, že niektoré súvislé časti

obrázka majú rovnakú, resp. približne rovnakú farbu. Prinćıp fungovania je vel’mi jed-

noduchý - v prvom kroku sa skontroluje, či sú farby všetkých pixelov obrázka rovnaké

(resp. približne rovnaké) a v pŕıpade že nie sú, obrázok sa rozdeĺı na 4 rovnaké kvad-

ranty a v každom z nich sa skontroluje intenzita farieb všetkých pixelov v ich vnútri.

Pokial’ sa zist́ı, že v niektorom z kvadrantov nie je zachovaná homogenita farieb, použije

sa na tento kvadrant rovnaký postup ako v predošlom na celý obrázok, t.j. rozdeĺı sa

na 4 rovnaké časti a pre každú z nich sa skontroluje intenzita farieb vnútorných pi-

xelov. V opačnom pŕıpade, ak sú farby v nejakom kvadrante rovnaké (resp. približne

rovnaké), oblast’ sa d’alej nedeĺı a berie sa ako jeden súvislý element, pre ktorý si stač́ı

odpamätat’ jedinú hodnotu farby - tá bude reprezentovat’ farbu všetkych pixelov, ktoré

sa v tomto elemente nachádzajú. Rekurźıvnym algoritmom sa teda z obrázka vytvoŕı

akási stromová štruktúra, ktorá nie je z hl’adiska pamäte náročná na odpamätanie.

Ak použijeme takéto kódovanie na obrázok, ktorý je kompletne celý pokrytý bie-

lou farbou, vid́ıme, že rekurźıvny algoritmus delenia zastane už pri prvom kroku. Na

zakódovanie takéhoto obrázku nám teda stač́ı odpamätat’ si 2 veci, a to, že obrázok sa

d’alej nedeĺı a jednu hodnotu farby, ktorá je reprezentat́ıvna pre celý obrázok. Tu vidiet’,

že zatial’ čo pri prvom spôsobe kódovania takéhoto obrázku by sa vel’kost’ pamät’ových

2



nárokov zvyšovala, ak by sme rozmery obrázku zväčšovali, pri kódovańı pomocou kvad-

rantových stromov môže byt’ obrázok akokol’vek vel’ký, pokial’ je však celý biely, bude

zaberat’ stále rovnaké množstvo pamäte.

1.1.2 Teoretický popis kvadrantového stromu

Na kvadrantový strom sa možno z matematického hl’adiska pozerat’ ako na graf.

Počiatočný kvadrant vel’kosti 2N × 2N pokrývajúci celé vstupné dáta sa nazýva koreň

(root). Štyri podkvadranty, ktoré vzniknú deleńım nejakého kvadrantu P , sa nazývajú

jeho deti (children) a P je ich rodič (parent). Pre nás bude základné kritérium pre

ukončenie delenia nejakého kvadrantu také, že rozdiel intenźıt všetkých pixelov z tohto

kvadrantu bude v rámci nejakej vopred predṕısanej hodnoty. Zastavenie delenia pre

kvadrant vel’kosti 2N−i × 2N−i znamená, že kritérium bolo splnené a že namiesto pra-

covania s 2N−i × 2N−i pixelmi podobnej intenzity vytvoŕıme jednu vel’kú bunku ta-

kejto vel’kosti, pričom jej reprezentat́ıvna farba sa vypoč́ıta ako priemerná hodnota

intenźıt farieb pixelov, ktoré sa v nej nachádzajú. Naopak, delenie kvadrantu o vel’kosti

2N−i × 2N−i znamená, že kritérium nebolo splnené, vd’aka čomu tento kvadrant roz-

deĺıme na 4 podkvadranty, kde každý z nich má vel’kost’ 2N−i−1×2N−i−1. Ďalej budeme

vychádzat’ z toho, že koreň je na úrovni 0. Ak je potom nejaký rodič na úrovni i, jeho

4 deti budú na úrovni i + 1. Napokon môžeme v grafe ešte rozĺı̌sit’ 2 druhy uzlov.

Kvadrant, ktorý d’alej nemá žiadnych potomkov, sa nazýva list stromu (leaf), naopak

kvadrant s det’mi sa nazýva vnútorný uzol (inner node) grafu. Samotný obrázok je

potom reprezentovaný listami stromu.

Takto poṕısaný kvadrantový strom je možno jednoducho poṕısat’ dvoma jednoroz-

mernými zoznamami L1 a L2 takým spôsobom, aby nám umožňovali prehl’adávat’ graf

do h́lbky. Pole L1 uchováva informáciu o štruktúre stromu, za pomoci postupnosti č́ısel

1 (delenie kvadrantu) a 0 (nedelenie kvadrantu). Druhé pole L2 v sebe nesie údaje o

intenzitách farieb pre jednotlivé vytvorené bunky, čo sú z hl’adiska grafu listy stromu.

V tejto práci však z určitých dôvodov, ktoré neskôr vyplynú, budeme namiesto jedno-

rozmerných zoznamov použ́ıvat’ dvojrozmerné polia L1 a L2 [1].
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1.2 Využitie mriežky v práci

Čiernobiely obrázok môžme z matematického hl’adiska chápat’ ako nejakú dvojroz-

mernú oblast’ bodov, kde každý bod v sebe nesie akúsi informáciu (intenzitu farby),

ktorá z praktického hl’adiska môže predstavovat’ napŕıklad teplotu, hustotu, nadmorskú

výšku a pod. Uvažujme teda čiernobiely obrázok rozmerov n×n, ktorý nám reprezen-

tuje akýsi počiatočný stav výpočtovej oblasti. Našou úlohou je sledovat’, resp. poč́ıtat’

nejaké správanie sa tejto oblasti v čase, ak vieme, že toto správanie je poṕısané neja-

kou matematickou diferenciálnou rovnicou. Pre numerické poč́ıtanie je zrejme najjed-

noduchšia diskretizácia obrázka taká, že za uzlové body diskretizačnej siete budeme

považovat’ všetky pixely obrázka. Ide o takzvanú neadapt́ıvnu metódu. Tu však rov-

nako možno pouvažovat’ nad využit́ım kvadrantového stromu a vytvorit’ pomocou neho

adapt́ıvnu diskretizačnú siet’. Ak totiž máme nejakú súvislú čast’ obrázka, v ktorej majú

všetky pixely rovnakú alebo približne rovnakú farbu, môžeme ju prehlásit’ za jeden ce-

lok, pretože i z hl’adiska matematického výpočtu, medzi pixelmi s rovnakou farbou

nedôjde k vzájomnej ”výmene intenźıt”. Akákol’vek zmena farby v tomto elemente

môže byt’ vyvolaná len jeho okoĺım, nie však pixelami z vnútra tejto oblasti. Z tohto

pohl’adu teda viaceré výpočty pre niekol’ko pixelov môžem nahradit’ jedným výpočtom

pre jeden element. Pre neadapt́ıvnu metódu plat́ı, že každému uzlovému bodu zod-

povedá neznáma v systéme lineárnych rovńıc. Pri adapt́ıvnej metóde môžeme n × n

neznámych, ktoré nám vzniknú na pravidelnej hustej sieti zredukovat’ dokonca aj nie-

kol’konásobne, v závislosti od samotného obrázka. Okrem toho, ak pre jeden výpočtový

element treba uchovávat’ vel’a informácíı, môžeme pomocou adapt́ıvnej mriežky výrazne

zńıžit’ aj pamät’ové nároky.

1.3 Vytvorenie základnej adapt́ıvnej mriežky

1.3.1 Slovný popis algoritmu

K dispoźıcii máme teda oblast’ pixelov v podobe obrázka a našou úlohou je ne-

jakým spôsobom zlúčit’ pixely, ktoré majú približne rovnakú intenzitu farby. K do-

siahnutiu tohto ciel’a využijeme práve kvadrantový strom. Na vytvorenie adapt́ıvnej

mriežky použ́ıvame nerekurźıvny algoritmus zlučovania, kdežto akékol’vek neskoršie

poč́ıtanie na mriežke sa rob́ı rekurźıvne. Pre jednoduchost’ predpokladáme, že náš
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vstupný čiernobiely obrázok je z hl’adiska rozmerov štvorcového charakteru o vel’kosti

2N×2N pixelov, pŕıpadne ak zavedieme označenie n = 2N , môžeme zjednodušene ṕısat’,

že vstupný obrázok je rozmerov n riadkov ×n st́lpcov. Ďalej zadefinujme polia L1 a L2.

Ako bolo vyššie uvedené, tieto polia voĺıme dvojrozmerné, pretože neskôr budeme po-

trebovat’ pristupovat’ k susedným elementom skúmaného štvorčeka, čo použit́ım tohto

pŕıstupu nie je také náročné, ako pri použit́ı jednorozmerných poĺı oṕısaných v 1.1.2.

Funkcia pol’a L2 spoč́ıva v odpamätávańı si farieb elementov mriežky. Ked’že vopred ne-

vieme, ako mriežka bude vyzerat’, uvažujúc najhorš́ı možný pŕıpad, ktorý môže nastat’

pri tvorbe mriežky, a to že nám vznikne pravidelná siet’ vel’kosti pôvodného obrázka,

vel’kost’ tohto pol’a zvoĺıme takú istú, t.j. n× n. Pole L1 nám bude vytvárat’ štruktúru

mriežky. Potrebujeme pomocou neho do stredov štvorčekov zakódovat’ č́ısla 1 alebo 0.

Možno ho chápat’ ako pole, ktorého prvky ležia na hranách jednotlivých pixelov. Jeho

rozmery teda budú zodpovedat’ počtu vodorovných a zvislých čiar tvoriacich mriežku,

čiže (n + 1) × (n + 1). Na začiatku pred vytvárańım mriežky bude pole L1 napl-

nené nulami a prvky pol’a L2 budú predstavovat’ farby všetkých pixelov. Vždy, ked’

dôjde k zlúčeniu 4 menš́ıch štvorčekov do jedného väčšieho elementu, tak sa do L2

na poźıciu l’avého dolného rohu tohto elementu zaṕı̌se priemerná hodnota pixelov, v

opačnom pŕıpade sa do stredu elementu v poli L1 zaṕı̌se 1, čo znač́ı nezlúčenie, teda

štvorček ostane rozdelený. Po vysvetleńı základných potrebných prvkov možno algo-

ritmus poṕısat’ v hrubých črtách nasledovne:

1. Začni zlučovanie na najvyššej úrovni i = N .

2. Postupne prechádzaj oblast’ami vel’kosti 2N−i+1 × 2N−i+1 v obrázku a zist’uj, či

môžeš zlúčit’ 4 menšie štvorčeky o vel’kosti 2N−i × 2N−i z tejto skúmanej oblasti

do jedného celku.

3. Ak je kritérium na zlučovanie splnené, zlúč štvorčeky, inak nezlučuj. V oboch

pŕıpadoch, ak je to potrebné, aktualizuj polia L1 a L2 a zaṕı̌s do nich potrebné

informácie.

4. V cykle zńıž i o jednotku.

5. Postupne opakuj kroky 2 - 5, pokial’ je i > 0, v opačnom pŕıpade skonči.
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Inými slovami, program sa najprv snaž́ı zlúčit’ všetky možné štvorice pixelov (štvor-

čekov o d́lžke strany 1) do štvorčekov 2× 2. Na d’aľsej úrovni sa pokúša zlúčit’ štvorice

týchto 2 × 2 štvorčekov do štvorčeka 4 × 4. Takto sa postupuje, až kým sa nedostane

do stavu, že sa pokúša zlúčit’ 4 oblasti do elementu vel’kosti celého obrázka, čo by sa

samozrejme uskutočnilo len v pŕıpade, že by všetky pixely obrázka mali takmer tú istú

farbu.

1.3.2 Vysvetlenie niektorých súčast́ı programu na pŕıklade

0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 4 2 2 2

0 0 0 0 2 4 2 2

0 0 0 0 1 1 1 1

0 3 0 3 1 1 1 1

7 8 6 2 1 1 1 1

1 4 5 9 1 1 1 1

(a) Pôvodný obrázok

0 10.5

23

0 0 0 0 1

0 3 0 3

7 8 6 2

1 4 5 9

1

1

1

1

1

1

1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

(b) Po vytvoreńı mriežky

Obr. 1.1: Pŕıklad tvorby mriežky

Obrázok 1.1 ukazuje vytvorenie mriežky pre vstupný obrázok o vel’kosti 8×8 pixelov.

Proces zlúčenia pixelov do nejakej oblasti sa v tomto pŕıpade uskutočńı len vtedy, ak

rozdiel intenźıt všetkých pixelov ktoré chcem zlúčit’ je menš́ı ako hodnota 3. Túto

prahovú hodnotu (z ang. threshold) budeme označovat’ ε1. Je to vlastne akési č́ıslo,

ktoré hovoŕı o tom, ako vel’mi pri zlučovańı tolerujeme rôznorodost’ farieb. V pŕıpade,

že zvoĺım ε1 = 0, kvadranty sa zlúčia len za predpokladu, že všetky pixely v ich vnútri

majú presne rovnakú intenzitu farby. Pole L1 v obrázku môžme vidiet’ vo vrcholoch

jednotlivých pixelov. Je naplnené nulami a jednotkami. Pre štvorčeky s vel’kost’ou hrany

2 a viac v skutočnosti prvky pol’a L1 môžu predstavovat’ ich stredy, čo využ́ıvame na

zachytenie informácie o zlučovańı (0) alebo nezlučovańı (1) skúmaného štvorčeka. Z
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obrázka d’alej vid́ıme, že vel’kost’ tohto pol’a je o jedno väčšia než je vel’kost’ obrázka,

teda v tomto pŕıpade 9 × 9. Pole L2 predstavuje v podstate pixely obrázka, preto má

rovnakú vel’kost’ ako obrázok samotný, čiže 8× 8 pixelov. Po vytvoreńı mriežky sú pre

nás dôležité už len niektoré hodnoty z tohto pol’a, konkrétne sú to reprezentat́ıvne farby

všetkých buniek. Hodnotu reprezentat́ıvnej farby pre nejakú väčšiu oblast’ poč́ıtame ako

priemer hodnôt všetkých pixelov, ktoré sa v tejto oblasti nachádzajú a zapisujeme ju

do l’avého dolného rohu pŕıslušného štvorčeka v poli L2.

Spôsob, akým sa testuje, či sa štvorček zlúči alebo nie, je robený pomocou po-

rovnávania minimálnej a maximálnej hodnoty farebnej intenzity zo všetkých pixelov v

tejto oblasti. Ak plat́ı, že |max −min| < ε1, potom kvadranty môžme zlúčit’, pretože

hodnota |max−min| predstavuje najväčš́ı možný rozdiel farieb pixelov v danej oblasti.

Pokial’ dôjde k zlúčeniu do väčšej oblasti, je výhodné si pre túto oblast’ odpamätat’ hod-

noty min a max, pretože by sa v d’aľśıch krokoch mohla stat’ súčast’ou zlúčenia do ešte

väčšej oblasti. Ak by sa neskôr rozhodovalo napŕıklad nad zlúčeńım štyroch štvorčekov

o vel’kosti 16×16 pixelov do jedného o vel’kosti 32×32, nemuśı sa hl’adat’ minimum a ma-

ximum zo všetkých 322 = 1024 pixelov. Ked’že pre každý zo štyroch štvorčekov 16×16

máme odpamätanú minimálnu a maximálnu hodnotu, stač́ı nájst’ najmenšie z týchto

štyroch mińım a najväčšie zo štyroch max́ım. Skutočne bude platit’, že nájdené min a

max bude minimálna a maximálna hodnota celej oblasti 32× 32 a ich rozdiel môžeme

spokojne použit’ pre testovanie s hodnotou ε1. Na toto uchovávanie mińım a max́ım

pre jednotlivé elementy využ́ıvame pomocné pole AUX, ktoré má rovnaké rozmery ako

pole L2. Samotné hodnoty mińım a max́ım, ako aj informácie o deleńı/nedeleńı a hod-

noty farieb elementov sa ukladajú na špeciálne poźıcie, ktoré sú poṕısané na obrázku

1.2.

Encode

Pos2

Pos1

Corner

Obr. 1.2: Špeciálne poźıcie štvorčeka
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Program pri vytvárańı mriežky vid́ı obrázok ako súbor kvadrantov, ktorých vel’kost’

záviśı na úrovni, na ktorej sa poč́ıta. Aby sme ale pre konkrétny štvorček na konkrétnej

úrovni vedeli povedat’, ktoré miesta v poliach L1, L2 a AUX mu patria, vytvorili sa pre

tento účel 4 pomocné funkcie. Na vstup dostanú informáciu takéhoto typu: skúma

sa kvadrant, ktorý je v porad́ı k-tý zdola a l-tý zl’ava na úrovni i. Ich výstupom

sú súradnice určujúce poźıcie v pŕıslušných poliach pre skúmaný kvadrant. Funkciu

corner využ́ıva najmä pole L2, pretože vracia súradnice l’avého dolného rohu daného

kvadrantu, čo sa využ́ıva pri odpamätávańı si reprezentat́ıvnej hodnoty pre kvadrant v

pŕıpade zlúčenia. Funkcia encode vracia súradnice stredu štvorčeka, čo je vel’mi užitočné

pri práci s L1, pretože presne na túto poźıciu si zaṕı̌seme informáciu o zlúčeńı, resp.

nezlúčeńı det́ı skúmaného kvadrantu. Zvyšné 2 poźıcie slúžia pre pomocné dočasné

pole AUX, v ktorom v pŕıpade zlúčenia na poźıciu pos1 uchováme minimum a na

poźıciu pos2 maximum z hodnôt pixelov pre daný kvadrant. Okrem týchto funkcii na

určenie poźıcii v poliach máme vytvorených ešte niekol’ko d’aľśıch pomocných funkcíı.

Na hl’adanie priemernej hodnoty v oblasti slúži funkcia mean, ktorá je vel’mi jedno-

duchá. Vždy sa totiž poč́ıta priemerná hodnota iba zo 4 hodnôt. Na najvyššej úrovni

v pŕıpade zlúčenia poč́ıtame priemernú hodnotu zo 4 pixelov a odpamätáme si ju

do L2 pre zlúčenú oblast’. V pŕıpade, že má nastat’ zlúčenie 4 kvadrantov na nejakej

nižšej i-tej úrovni, plat́ı, že každý z týchto 4 kvadrantov musel byt’ vytvorený zlúčeńım

ešte menš́ıch štvorčekov na úrovni i + 1. To znamená, že pre každý z nich mám od-

pamätanú priemernú hodnotu, a teda miesto poč́ıtania priemernej farby všetkých pi-

xelov v skúmanej oblasti nám stač́ı vypoč́ıtat’ priemer štyroch odpamätaných prie-

merných hodnôt kvadrantov, ktoré zlučujeme. Vstup do funkcie mean je teda poźıcia

l’avého dolného rohu oblasti, ktorej deti chceme zlúčit’ a hodnota predstavujúca polo-

vicu d́lžky jej strany. Funkcia potom jednoducho vypoč́ıta priemer zo štyroch hodnôt

źıskaných z pol’a L2, pričom tieto hodnoty sú v skutočnosti l’avé dolné rohy každého zo

zlučovaných 4 kvadrantov. Na tomto mieste teda nájdeme ich reprezentat́ıvne farby a

ich spriemerovańım dostaneme novú reprezentat́ıvnu farbu pre novovzniknutý element,

ktorú si odpamätáme na pŕıslušnom mieste v L2. Vel’mi podobným spôsobom pracujú

aj pomocné funkcie minimum a maximum. Vstup majú vel’mi podobný ako funkcia mean,

no ich úlohou je nájst’ minimálnu, resp. maximálnu spomedzi 4 hodnôt. Tieto hodnoty

môžu byt’ bud’ priamo farby jednotlivých pixelov, ak sa jedná o najvyššiu úroveň, alebo
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na nižš́ıch úrovniach odpamätané minimá, resp. maximá 4 kvadrantov, ktoré sa testujú

na zlúčenie.

1.3.3 Zjednodušenie programu z hl’adiska delenia oblast́ı

Zlučovanie štvorčekov sa dá do istej miery (pre všetky úrovne okrem najvyššej)

zjednodušit’. Plat́ı totiž, že ak sa snaž́ıme spojit’ 4 deti nejakého štvorčeka do jedného

celku, môže k tomu dôjst’ len za predpokladu, že každé z týchto štyroch det́ı je súvislá

nedelená oblast’. Ak by čo i len jedno diet’a bolo rozdelené na menšie štvorčeky, k spoje-

niu nedôjde. V skutočnosti nie je potrebné pre tento štvorček hl’adat’ maximá a minimá.

Dá sa vytvorit’ jednoduchá, ale užitočná úprava. Pri nedeleńı nejakého skúmaného ele-

mentu vlož́ıme jednotku nielen do stredu oblasti, ale i do všetkých jeho 4 vrcholov.

Týmto sa prenesie informácia o nedeleńı na nižšiu úroveň, pretože vždy je jeden z

vrcholov nejakého štvorčeka na úrovni i stredom štvorčeka na úrovni i− 1. Inými slo-

vami, deti nejakého rodičovského kvadrantu zdiel’ajú jeden spoločný vrchol, ktorý je v

skutočnosti stredom rodičovskej oblasti. Ak čo i len jedno diet’a ostane rozdelené na

menšie časti, do stredu rodiča sa dostane 1. Skôr, ako začneme čokol’vek súvisiace so

zlúčeńım na rodičovi poč́ıtat’, skontrolujeme jeho stred v poli L1. Ak sa tam nachádza

1, vynechá sa niekol’ko výpočtov a prejde sa rovno na vetvu programu starajúcu sa o

nezlúčenie. Ak sa tam nachádza 0, každé z det́ı je súvislá oblast’ a program pokračuje

testovańım minima a maxima.

p1

p2

p3

q

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

1

1

1

11

1

1

1

1

1

1

Obr. 1.3: Posielanie jednotiek do rohov

Obrázok 1.3 názorne ukazuje spôsob fungovania tejto myšlienky. Označenia p1, p2,
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p3 a q predstavujú názvy kvadrantov. Vid́ıme, že na elemente p1 sa nám nepodarilo pi-

xely zlúčit’, preto sme do stredu tohto elementu, rovnako ako do jeho vrcholov zaṕısali

v poli L1 hodnotu 1. Ked’ sa prejde na element p2, program v prvom rade skontro-

luje či má v strede zaṕısane č́ıslo 1. V tomto pŕıpade má, čo znamená k zlučovaniu

nedôjde, takže sa nehl’adajú minimá ani maximá, rovno sa prejde do časti kódu, ktorá

má na starosti nezlučovanie. Ked’že k zlučovaniu nedochádza, do stredu a do vrcholov

elementu p2 zaṕı̌seme 1. Podobne sa postupuje pre element p3. Ked’že má v strede hod-

notu 1, zlúčit’ ho nemôžeme, a tak opät’ vykonáme potrebné zápisy do stredu a vrcholov

tohto elementu. Takouto jednoduchou kontrolou sa vyhneme niektorým výpočtom, čo

zohráva úlohu hlavne pri vel’kých obrázkoch a ušetŕıme výpočtový čas.

1.3.4 Modifikácia mriežky - vyvážený kvadrantový strom

Doteraz poṕısaným spôsobom vytvárame všeobecnú mriežku. My ale z praktických

dôvodov budeme použ́ıvat’ vyvážený kvadrantový strom, čo znamená, že od l’ubovol’ných

2 susedných štvorčekov požadujeme, aby ich strany boli v pomere 1:2, 1:1 alebo 2:1.

Treba teda nejakým vhodným spôsobom takýto pomer dosiahnut’. V skutočnosti sa ne-

jedná o nič komplikované, stač́ı využit’ fakt, že pri nezlučovańı det́ı elementu pošleme

hodnoty 1 do rohov rodiča. Okrem toho, že vrcholy elementov na úrovni i sú stredmi

niektorých elementov na úrovni i − 1, pre niektoré elementy tejto istej úrovne môžu

predstavovat’ stredy strán. Ak sa pozrieme na obrázok 1.3, vid́ıme, že pravý horný roh

elementu p1 predstavuje stred l’avej strany elementu q. Element q by ale vzniknut’ ne-

mal, pretože d́lžka jeho hrany by bola 4 pixely, a ked’že sa element p1 nezlúčil, tak je

tvorený jednopixelovými elementami. Dostávame teda susedov s pomerom strán 4:1,

čo nie je v súlade s tým čo chceme. Okrem doteraǰśıch podmienok treba pridat’ ešte

jedno kritérium, ktoré rozhodne o zlúčeńı. Do časti programu, kde kontrolujeme, či sa

v strede skúmaného elementu nachádza hodnota 1, vlož́ıme d’aľsie podmienky, ktoré

skontrolujú, či sa i v stredoch jeho strán nenachádza č́ıslo 1. Pokial’ je aspoň v jednom

strede strany zaṕısaná 1, v kóde sa prejde do vetvy, v ktorej sa nezlučuje. V opačnom

pŕıpade sa pokračuje v kóde. Ak by sme mali zhrnút’ poradie kritéríı, ktoré boli za-

tial’ použité, potom pre nejaký element p, ktorého deti sa snaž́ıme zlúčit’, postupujeme

nasledovne:

1. Skontroluj hodnoty v strede a na stredoch strán elementu p na pŕıslušných
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poźıciach v poli L1 . Ak je aspoň jedna z týchto piatich hodnôt rovná 1, prejdi na

čast’ programu v ktorej sa nezlučuje. Ak sú všetky hodnoty rovné nule, pokračuj

d’al’ej na bod 2.

2. Nájdi min a max elementu p a skontroluj, či je splnené kritérium z hl’adiska

intenźıt farieb |max −min| < ε1. Ak nie je, preskoč na čast’ programu v ktorej

sa nezlučuje, v opačnom pŕıpade pokračuj na bod 3.

3. Vypoč́ıtaj novú reprezentat́ıvnu farbu pre element p ako priemer reprezentat́ıvnych

farieb jeho det́ı a zaṕı̌s ju na pŕıslušné miesto do L2 na poźıciu l’avého dolného

rohu štvorčeka p. Taktiež si odpamätaj vypoč́ıtané min a max elementu p do

pol’a AUX.

Jedinou úlohou časti programu, ktorá ma na starosti nezlučovanie det́ı elementu p, je

tá, že do stredu a do rohov štvorčeka p zaṕı̌se na pŕıslušné poźıcie v poli L1 jednotky.

Takto je slovne poṕısaný algoritmus pre základnú mriežku, z ktorej budeme d’alej

vychádzat’. Neskôr ešte pribudnú d’aľsie kritéria na zlúčenie, no dôvod ich zavedenia

bude pomerne jasný aj z intuit́ıvneho hl’adiska.

(a) Všeobecný kvadrantový strom (b) Vyvážený kvadrantový strom

Obr. 1.4: Porovnanie adapt́ıvnych mriežok
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1.4 Zavedenie d’aľśıch súčast́ı programu

1.4.1 Zadefinovanie sigiem

Ako už bolo spomenuté, pri numerickom poč́ıtańı diferenciálnej rovnice pri väčšine

metód potrebujeme pristupovat’ k okolitým hodnotám jednotlivých elementov oblasti.

Sledujeme pritom nejaký tok intenźıt farieb medzi čast’ami obrázka poṕısaný nejakou

diferenciálnou rovnicou. Vzhl’adom na to, že použ́ıvame namiesto pravidelnej diskre-

tizačnej siete adapt́ıvnu, pristupovanie k susedným elementom už nie je také triviálne.

V predchádzajúcom algoritme tento pŕıstup ul’ahčuje zvolený rozmer poĺı L1 a L2 a

požiadavka na vyváženost’ kvadrantového stromu.

V posledných rokoch boli vytvorené algoritmy, ktoré využ́ıvajú stredy hrán štvor-

čekových elementov s tým, že mnohé operácie ako napŕıklad výpočet gradientu sa dajú

urobit’ na samotnom štvorčeku bez nutnosti pristupovat’ k susedom. Za týmto účelom

si pre každý element zaznamenávame na každej jeho hrane špeciálne hodnoty, ktoré

budeme nazývat’ sigmy. Nachádzajú sa na stredoch hrán elementov a ich úlohou je

zachytit’ akýsi vzt’ah medzi dvoma susednými elementami, ktoré túto hranu zdiel’ajú.

Môžeme ich chápat’ ako hodnoty, ktoré pre každý element môžu charakterizovat’ nejaký

prestup farebnej intezity medzi ńım a jeho okoĺım cez jednotlivé jeho hrany. Hodnoty

sigiem je možné vo výpočte vyeliminovat’, v tom pŕıpade však potrebujeme časteǰsie

pristupovat’ k susedom. V predkladanom algoritme kombinujeme obe metódy - pre

nerovnaké susedné štvorčeky využ́ıvame hodnoty sigiem a pre rovnaké ich z výpočtu

eliminujeme. Jednou z výhod je, že takto zostavená rovnica má fixný počet členov - 1

diagonálny a 4 mimodiagonálne členy.

Na odpamätanie hodnôt jednotlivých sigiem použ́ıvame špeciálne polia. Ked’že po-

trebujeme mat’ uchované sigmy na stredoch hrán i pre jednopixelové elementy, zadefi-

novali sme pre tento účel 2 nové polia. Prvé z nich, sigma horiz, uchováva stredy jed-

nopixelových elementov na horizontálnych hranách mriežky, kdežto pole sigma vert na

vertikálnych hranách. Tretie pole s názvom sigma uchováva štvorice sigiem pre ostatné

elementy o vel’kosti strany 2 a viac.

Obrázok 1.5 ukazuje, ako by vyzerali spomenuté polia pre vstupný obrázok 4 × 4

pixelov. Vo všeobecnosti pre obrázok n × n potrebujeme, aby pole sigma horiz malo

vel’kost’ (n + 1) × n, pole sigma vert vel’kost’ n × (n + 1) a pole sigma definujeme

o rozmeroch (n + 1) × (n + 1) prvkov. Takéto zadefinovanie nám bez problémov a
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Obr. 1.5: Rozloženie poĺı pre sigmy

jednoznačne dokáže pre konkrétny element určit’ všetky jeho 4 sigmy.

Samotné prvky týchto poĺı treba na začiatku, pred vytvárańım mriežky, nejako napl-

nit’. Pole sigma vert sa inicializuje tak, že hodnoty na l’avej a pravej strane tohto pol’a

(na bočných hranách) naplńıme samotnými hodnotami pixelov obrázka, na ktorých

sigmy ležia (z dôvodu reflexie). Všetky ostatné sigmy z tohto pol’a sú umiestnené na

hrane, ktorú vždy zdiel’ajú 2 pixely obrázka. Naplnenie každej takejto sigmy potom

spoč́ıva v spriemerovańı hodnôt dvoch pixelov, medzi ktorými sa nachádzajú. Ana-

logicky sa inicializuje aj pole sigma horiz. Pole sigma je na počiatku naplnené ne-

jakou zápornou hodnotou, napr. -10. Ked’že polia sigma vert a sigma horiz máme

v tomto momente už inicializované, využijeme ich hodnoty k naplneniu hodnôt pol’a

sigma. Z obrázka 1.5 si možno všimnút’, že na každej hrane nejakého väčšieho ele-

mentu sa nachádzajú 2 hodnoty sigiem jeho det́ı. Ich jednoduchým spriemerovańım

źıskame hl’adanú hodnotu sigmy rodičovského elementu pre konkrétnu hranu. Ak si

teda z obrázka 1.5 vezmeme napŕıklad l’avý dolný element vel’kosti 2×2 pixelov, potom

hodnotu sigmy pre jeho dolnú hranu vypoč́ıtame jednoducho ako priemer sigiem na

dolných hranách jeho dvoch dolných jednopixelových det́ı, teda ako priemer prvých

dvoch prvkov z prvého riadku pol’a sigma horiz.

Zavádzame d’aľsie kritérium pre zlučovanie elementov. Potrebujeme totiž, aby v

oblastiach obrázka, kde je väčš́ı rozdiel intenźıt farieb ostala husteǰsia siet’ z dôvodu

presneǰsieho výpočtu. Spomı́naný priemer sigiem vypoč́ıtame a zaṕı̌seme len v pŕıpade,

ak je rozdiel 2 sigiem, ktoré chceme spriemerovat’, menš́ı ako nejaká predṕısaná hod-

nota, ktorú označ́ıme ε2. Vzhl’adom na to, že hodnoty pixelov sú vždy nezáporné, sigmy,

ktoré vychádzajú z ich priemerov, sú taktiež nezáporné. Tu sa vysvetl’uje dôvod, prečo
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sme pole sigma na začiatku naplnili zápornými č́ıslami. Samotné zlúčenie prebehne

len v pŕıpade, že sú všetky sigmy skúmaného elementu nezáporné. Ak je čo i len jedna

jeho sigma záporná, znamená to že nedošlo k zaṕısaniu priemeru, t.j. aspoň pre jednu

jeho hranu nie je splnená podmienka s ε2, a teda k zlúčeniu nemôže dôjst’. Na obrázku

2
9 9

2 9

σy

σx

σ

Obr. 1.6: Ukážka deliaceho kritéria pre sigmy

1.6 skúmame, či možno zlúčit’ deti l’avého štvorčeka vel’kosti 2× 2 pixelov. Vid́ıme, že z

hl’adiska doteraǰśıch kritéríı by k zlúčeniu dôjst’ mohlo. Farebné intenzity jeho det́ı sú

tie isté, rovné hodnote 2, rovnako pomer strán 2:1 by bol akceptovatel’ný. Hodnotu σx

z obrázku vypoč́ıtame ako priemer hodnôt pixelov, medzi ktorými lež́ı, čo je v tomto

pŕıpade 2. Podobne vypoč́ıtame σy spriemerovańım hodnoty 2 a 9, čo je rovné 5.5. Ak

zvoĺıme napŕıklad ε2 = 3, potom hodnotu sigmy σ na pravej strane skúmaného 2 × 2

štvorčeka by sme vypoč́ıtali spriemerovańım hodnôt σx a σy, t.j. č́ısel 2 a 5.5. Skôr,

než budeme nejaký priemer poč́ıtat’, je treba skontrolovat’, či je rozdiel priemerovaných

č́ısel σx a σy menš́ı ako ε2. Vid́ıme, že nerovnost’ 5.5 − 2 < 3 neplat́ı, takže sigma na

pravej strane rodičovského štvorčeka kritériom neprejde a namiesto nezáporného prie-

meru tam ostane záporné č́ıslo. Štvorček teda nezlúčime, pretože sigma na jeho pravej

hrane bude záporná. Ak by sme takéto kritérium nezaviedli, štvorček by sa zlúčil. V

takom pŕıpade by ho cez jeho pravú hranu ovplyvňovali 2 štvorčeky s výrazne rozdiel-

nymi hodnotami farby. Takto by sme mali problém poṕısat’ množstvo situácíı, medzi

ktorými je napŕıklad správne vystihnutie rozmazania hrán, ktoré by malo vzniknút’ pri

použit́ı rovnice vedenia tepla, najmä v pŕıpade, že by ǐslo o susediace štvorčeky rôznej

vel’kosti.

Ďalej zavedieme pomocné pole POR o vel’kosti n×n. Po vytvoreńı mriežky použ́ıvame

na prechádzanie stromu rekurźıvny algoritmus, ktorý prehl’adáva kvadrantový strom do

h́lbky. To znamená, že každý element mriežky sa pri jednom prechádzańı navšt́ıvi/spracuje

práve raz. Význam pol’a POR spoč́ıva v tom, že si v ňom pre jednotlivé elementy na

poźıciu l’avého dolného rohu odpamätávame poradie, v ktorom sa daným štvorčekom
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pri prechádzańı stromu prešlo. Źıskame tak pre každý element jedinečné poradové č́ıslo.

V pŕıpade, že si bude treba pamätat’ pre štvorček viacero údajov, budeme vyhradzo-

vat’ jednorozmerné polia, ktorých d́lžka bude zodpovedat’ počtu elementov. Vd’aka po-

mocnému pol’u POR máme jednoznačný vzt’ah medzi použitými dvojrozmernými a

jednorozmernými poliami. Toto môžeme využit’ napŕıklad pri odpamätávańı gradien-

tov do pol’a GRAD pre každý element. Ak napŕıklad uvažujeme nejaký element, ktorý

má na l’avom dolnom rohu v poli POR uloženú hodnotu k, potom má gradient uložený

v poli GRAD na mieste s indexom k. Naopak, nejaký k-tý prvok pol’a GRAD zodpo-

vedá vel’kosti gradientu toho elementu mriežky, ktorý bol k-tý v porad́ı pri prechádzańı

stromu. Takýto pŕıstup nám okrem práce s gradientom neskôr tiež umožńı pomerne

jednoducho vytvorit’ sústavu lineárnych rovńıc.

1.4.2 Posledné zlučovacie kritérium

Ako sme spomenuli, z hl’adiska matematického výpočtu je niekedy vhodné vytvorit’

v okoĺı hrán - čast́ı obrázka s rôznou intezitou farby, čo najjemneǰsiu siet’, napŕıklad ked’

riešime difúziu pomocou rovnice vedenia tepla. Vo vel’kej miere k tomu napomáha po-

sledné kritérium s kontrolou sigiem, no v praxi sme zistili, že pre rovnicu vedenia tepla

nezachyt́ı úplne všetky potrebné pŕıpady, čo sa môže pri numerickom poč́ıtańı negat́ıvne

prejavit’ na výstupných obrázkoch. Zavádzame teda ešte jedno posledné kritérium,

ktoré tento problém pomôže vyriešit’.

up

uq

σp,q

ua

ub

σa,b

σ1

σ2

σ1,2

σx σy

σx,y

Obr. 1.7: Posledné deliace kritérium a ukážka výpočtu sigiem
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K ukážke takéhoto problematického pŕıkladu nám poslúži obrázok 1.7. Možno na

ňom vidiet’, aká mriežka sa vytvoŕı pri použit́ı doteraǰśıch kritéríı pre daný vstupný

obrázok rozmerov 8×8 pixelov. Výsledná siet’ bude pozostávat’ zo 4 kvadrantov vel’kosti

4 × 4 pixelov. Skutočne, program nemá dôvod ponechat’ nejaké d’al’̌sie delenie, pre

každý kvadrant totiž plat́ı, že intenzita farieb jeho vnútorných pixelov je rovnaká, že

so všetkými susednými elementami má pomer strán 1:1 a že sigma na každej jeho

hrane prejde podmienkou na zápis. V obrázku vid́ıme, ako sa dopracujeme k výpočtu

sigmy pre element vel’kosti 4 × 4. V konečnom dôsledku jej hodnotu (v obrázku σx,y)

vypoč́ıtame ako aritmetický priemer sigiem na tej istej hrane menš́ıch štvorčekov (v

obrázku σx a σy). Tieto 2 hodnoty sú však rovnaké, pretože boli vypoč́ıtané sprie-

merovańım sigiem jednopixelových elementov, ktorých hodnoty máme uložené v poli

sigma horiz (na obrázku je tento proces znázornený pomocou σ1,2). Každá jednopi-

xelová sigma tejto vodorovnej hrany má ale rovnakú hodnotu, pretože vznikla sprie-

merovańım tých istých dvoch farieb (na obrázku σa,b a σp,q majú rovnakú hodnotu).

Z toho dôvodu bude vždy rozdiel dvoch priemerovaných sigiem nulový, čo je menšie

ako hodnota ε2, o ktorej predpokladáme že je kladná. Ak by sme poč́ıtali napŕıklad

rovnicu vedenia tepla, intuit́ıvne očakávame akési rozmazanie hrán jednotlivých fa-

rebných oblast́ı. To, čo pri použit́ı takejto mriežky źıskame, je len pomalá zmena farieb

jednotlivých 4 kvadrantov, čo vel’mi nezodpovedá očakávaniam. Vec, ktorá by určite

pomohla, je zjemnenie siete v okoĺı hrán týchto štyroch elementov. Na to sme zaviedli

kritérium, ktoré kontroluje rozdiel hodnôt sigiem elementu s hodnotou jeho reprezen-

tat́ıvnej farby. Ak je aspoň jeden z týchto 4 rozdielov väčš́ı, ako nejaká predṕısaná

hodnota ε3, potom zlúčenie nepovoĺıme. Vd’aka nesplneniu podmienky vieme, že farba

elementu sa výrazne ĺı̌si od nejakej časti jeho okolia, čo znamená, že niekde v jeho

bĺızkosti sa nachádza hrana, pri ktorej potrebujeme jemné delenie. Zlúčenie det́ı ne-

jakého elementu sa teda povoĺı len v pŕıpade, ak sú hodnoty všetkých sigiem zhruba

rovnaké ako reprezentat́ıvna farba štvorčeka, pričom ich rozdiel môže byt’ maximálne

ε3. Takto je vytvorená výsledná adapt́ıvna mriežka, s ktorou sa d’alej poč́ıta a na ktorej

budeme zostavovat’ systém lineárnych rovńıc.
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1.5 Zhrnutie prvej kapitoly

K tvorbe mriežky sme použili niekol’ko zlučovaćıch kritéríı. Zhrňme si teda, aké

parametre môžu okrem samotného počiatočného obrázka ovplyvnit’ vzhl’ad výslednej

mriežky:

• ε1 (v programe eps1) - Hodnota, ktorá predpisuje maximálny možný rozdiel fa-

rebných intenźıt pixelov na elemente. Zväčšovańım tejto hodnoty kladieme menšie

nároky na rovnakost’ farieb pri rozhodovańı o zlučovańı.

• ε2 (v programe eps2) - Využ́ıva sa pri zlučovańı z hl’adiska sigiem. Ak iniciali-

zujeme sigmy pre nejaký rodičovský element priemerovańım sigiem jeho det́ı, k

zlúčeniu dôjde len v pŕıpade že sú tieto priemerované sigmy v rozmedźı predṕı-

sanom hodnotou ε2.

• ε3 (v programe eps4) - Ohraničuje maximálny možný rozdiel intenzity farby ele-

mentu s jednotlivými hotnotami jeho sigiem. Znižovańım tejto hodnoty, rovnako

ako hodnoty ε2 dostávame husteǰsiu siet’ v okoĺı hrán, čo je dôležité z hl’adiska

výpočtu najmä pri riešeńı rovnice vedenia tepla, ktorý sa snaž́ıme na mriežke

realizovat’.

Popis implementácie základného algoritmu s použit́ım dvojrozmerného kódovania sú

poṕısané v [1]. Oproti tomuto algoritmu sú v tejto práci nasledovné zmeny:

1. sú použité stredy strán štvorčekov, tzv. sigmy, ako je poṕısané v texte, pričom v

pŕıpade nerovnakých susedných štvorčekov je ich rozptyl riadený parametrom ε2

2. celkovo je tvorba mriežky riadená väčš́ım počtom parametrov

3. je vyhradené pole POR, kde sa kóduje poradie prechodu a štvorčeky sa č́ıslujú,

čo je dôležité pre ukladanie informácii o elementoch

Pri štandardných neadapt́ıvnych numerických schémach sa v prvom kroku sigmy na-

stavujú na priemer hodnôt elementov, ktoré ich zdiel’ajú - tak, ako je poṕısané v tomto

algoritme. V d’aľsom časovom kroku sa využ́ıvajú hodnoty sigiem vypoč́ıtaných počas

riešenia lineárneho systému. V predkladanom algoritme zatial’ nie je vytvorený v jed-

notlivých časových krokoch prechod zo starej mriežky na novú s využit́ım hodnôt sigma

z aktuálneho časového kroku. Program teraz v každom časovom kroku vytvára mriežku
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a poč́ıta sigmy nanovo z výstupného obrázka predošlého časového kroku, čo je korektné

len pre rovnicu vedenia tepla. Napriek tomu sme urobili aj niekol’ko experimentov pre

krivostný filter.

2 Matematické výpočty na mriežke

2.1 Rovnica vedenia tepla

Ako základ pre d’aľsie výpočty vezmeme klasickú rovnicu vedenia tepla s nulovou

pravou stranou. Budeme teda uvažovat’ počiatočno-okrajovú úlohu tvaru:

∂tu(t, x)−∆u(t, x) = 0 na QT ≡ I × Ω, (2.1.1a)

∂~νu(t, x) = 0, ∀x ∈ I × ∂Ω, (2.1.1b)

u(0, x) = u0x, ∀x ∈ Ω, (2.1.1c)

kde Ω ⊂ R2 je priestorová oblast’, v našom pŕıpade obrázok ako taký, I = [0, T ] je

časový interval, na ktorom poč́ıtame, rovnica 2.1.1b je okrajová podmienka a rovnica

2.1.1c predstavuje počiatočnú podmienku.

2.1.1 Diskretizácia výpočtovej oblasti

Použitá schéma vychádza z metódy konečných objemov s použit́ım štvorcových ele-

mentov, na ktorých bude konštantná hodnota riešenia. Predpokladajme najprv pravi-

delnú mriežku štvorcov - konečných objemov, zvyčajne označovaných malými ṕısmenami

p a q. Označenie εp bude predstavovat’ množinu všetkých hrán konečného objemu p.

Vel’kost’ hrany σ budeme značit’ ako |σ|. Ak označ́ıme xp ako stred konečného objemu p

a stred jeho hrany σ ako xσ, potom kolmú vzdialenost’ stredu elementu od jeho hrany

budeme značit’ dpσ = |xσ − xp| a vektor np,σ predstavuje vonkaǰsi normálový vektor

elementu p na hrane σ. Označeńım m(p) budeme rozumiet’ mieru elementu p, čo bude

v našom pŕıpade obsah štvorčeka. Hodnota k reprezentuje vel’kost’ zvoleného časového

kroku. Na časovú deriváciu použijeme aproximáciu pomocou spätnej diferencie a de-

riváciu v smere vektora np,σ aproximujeme ako

∇u · npσ ≈
(
un+1
σ − un+1

p

)
dpσ

. (2.1.2)
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Základná rovnica, ktorú odvod́ıme pre rovnicu vedenia tepla pomocou metódy konečných

objemov a vyššie uvedeného označenia potom vyzerá nasledovne:m(p)

k
+
∑
σ∈εp

|σ|
dpσ

un+1
p −

∑
σ∈εp

|σ|
dpσ

un+1
σ =

m(p)

k
unp (2.1.3a)

m(p)

k

(
un+1
p − unp

)
=
∑
σ∈εp

|σ|
dpσ

(un+1
σ − un+1

p ). (2.1.3b)

Obe rovnice 2.1.3b aj 2.1.3a sú tie isté, len preṕısané v inom tvare. Prvý tvar sa použ́ıva

pri riešeńı a v druhom sú vyjadrené toky cez jednotlivé hranice. Z rovnosti tokov medzi

2 elementami p a q d’alej vyplýva, že

(uσ − up) = (uq − uσ) (2.1.4a)

uσ =
up + uq

2
. (2.1.4b)

Po dosadeńı výrazu 2.1.4b napŕıklad do rovnice 2.1.3a eliminujeme členy obsahujúce σ

a dostaneme upravený tvar

m(p)

k
+
∑
q∈N(p)

1

un+1
p −

∑
q∈N(p)

un+1
q =

m(p)

k
unp , (2.1.5)

pričom označeńım N(p) sa mysĺı množina všetkých susedných elementov skúmaného

štvorčeka p.

dpσ

up uσ

uσ1

uσ2

uq1

uq2

Obr. 2.1: Susedné elementy s nerovnakou vel’kost’ou

Ak d’alej rozš́ırime schému o to, že pripust́ıme elementy nerovnakej vel’kosti, potom

podl’a obrázka 2.1 pre hodnotu uσ máme vzt’ah:
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uσ =
uσ1 + uσ2

2
. (2.1.6)

Použijúc opät’ myšlienku o zachovańı tokov muśı platit’, že to, čo pritečie/vytečie cez

pravú hranu elementu p muśı pritiect’/vytiect’ cez l’avé hrany elementov q1 a q2. A teda

dostávame vzt’ah:

(uσ − up) = (uq1 − uσ1) + (uq2 − uσ2). (2.1.7)

Po spojeńı 2.1.6 a 2.1.7 dostaneme:

3
2
uσ1 + 3

2
uσ2 = uq1 + uq2 + up (2.1.8a)

uσ1+uσ2
2

= 1
3
(uq1 + uq2 + up) (2.1.8b)

uσ = 1
3
(uq1 + uq2 + up) (2.1.8c)

V rovnici 2.1.3b sa na pravej strane sumuje cez všetky 4 hrany elementu p. Ak má

skúmaný štvorček nerovnakého suseda, tvar sč́ıtanca sumy pre túto hranu môžeme

upravit’ dosadeńım vzt’ahu 2.1.8c:

|σ|
dpσ

(unσ − unp ) = 2(unσ − unp ) = 2(1
3
(unq1 + unq2 + unp ) − unp ) = 2

3
(unq1 + unq2 + unp ) − 2unp =

2
3
unq1 + 2

3
unq2 −

4
3
unp = 2

3
(unq1 − u

n
p ) + 2

3
(unq2 − u

n
p )

Schému zo vzt’ahu 2.1.3b môžeme pomocou predošlého vyjadrenia použitého v [2]

zaṕısat’ nasledovne:

(un+1
p − unp )m(p) = k

∑
q∈N(p)

Tpq(u
n+1
q − un+1

p ) (2.1.9a)

Tpq =

1, ak má susedný element rovnakú vel’kost’

2
3
, inak

(2.1.9b)

Napokon zvol’me

uσ1 = 1
3
up + 2

3
uq1 (2.1.10a)

uσ2 = 1
3
up + 2

3
uq2 (2.1.10b)

Po dosadeńı 2.1.10a a 2.1.10b do 2.1.6 dostaneme vzt’ah uσ = 1
2
uσ1 + 1

2
uσ2 = 1

3
(uq1 +

uq2 +up), čo je zhodné zo vzt’ahom 2.1.8c, a teda pre takto zvolené sigmy bude rovnost’

tokov zachovaná aj medzi susednými elementami s nerovnakou vel’kost’ou.

Ak zostavujeme rovnicu 2.1.3a, resp. 2.1.3b pre element p, potom v pŕıpade rov-

nakých susedov použijeme v sume sč́ıtanca v tvare rovnice 2.1.5. V pŕıpade odlǐsnej
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vel’kosti susedných štvorčekov stač́ı, ak pomocou pol’a L1 zist́ıme, že sused nie je rov-

nakej vel’kosti, ako skúmaný element p. Namiesto toho, aby sme d’alej zist’ovali niečo

o tomto susedovi (či už presnú vel’kost’ alebo hodnotu), siahame práve na vypoč́ıtanú

sigmu danej hrany elementu p a susedom sa d’alej nezaoberáme. Sč́ıtanec ponecháme

v tvare rovnice 2.1.3a, resp. 2.1.3b.

2.2 Krivostný filter

Uvažujme schému pre krivostný filter. Rovnica pre konečný objem p je podl’a [3]

nasledovná: m(p)

kfnp
+
∑
σ∈εp

|σ|
dpσfnp

un+1
p −

∑
σ∈εp

|σ|
dpσfnp

un+1
σ =

m(p)

kfnp
unp (2.2.1)

m(p)

fnp

un+1
p − unp
k

−
∑
σ∈εp

|σ|
dpσ

1

fnp

(
un+1
σ − un+1

p

)
= 0, (2.2.2)

kde fnp je vel’kost’ gradientu elementu p z časového kroku n a plat́ı

fp =
√
|∇up|2 + ε24 (2.2.3)

|∇up|2 =
1

m(p)

∑
σ∈εp

|σ|
dpσ

(uσ − up)2 , (2.2.4)

čo pri štvorčeku s d́lžkou strany h môžeme zjednodušit’ na vzt’ah

|∇up|2 =
2

h2

∑
σ∈εp

(uσ − up)2 . (2.2.5)

Pri výpočte použijeme podobnú úvahu ako pri rovnici vedenia tepla, pričom dostaneme

nasledovné vzorce pre toky cez hranice konečného objemu p:

Sused q tej istej vel’kosti:
2

fnp + fnq

(
un+1
q − un+1

p

)
(2.2.6)

Sused q nerovnakej vel’kosti:
2

fnp

(
un+1
σ − un+1

p

)
, (2.2.7)

kde hodnota uσ1 podl’a obrázka 2.1 bude aktualizovaná vzorcom

un+1
σ1

=
fnq1u

n+1
p + 2fnp u

n+1
q1

fnq1 + 2fnp
(2.2.8)

Ak zvoĺıme vel’kost’ gradientu pre každý element rovný 1, potom dostaneme presne

vzt’ah 2.1.3a, teda rovnicu vedenia tepla. Pri numerickom poč́ıtańı s touto rovnicou
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navyše nepotrebujeme posledné kritérium s hodnotu ε3, pretože táto rovnica pracuje

na rozdiel od rovnice vedenia tepla na báze krivosti. Má vyrovnávaćı vplyv na hranách

v častiach obrázka, kde je hodnota krivosti vysoká. Z tohto dôvodu tu nedostávame

problém, ktorý je poṕısaný v sekcii 1.4.2. Ak použijeme vstupný obrázok 1.7, nestane

sa s obrázkom pre túto rovnicu nič, pretože sú tu len vodorovné a zvislé rovné hrany,

ale žiadne zakrivenie. Na riadenie presnosti výpočtu nám teda stačia hodnoty ε1 a ε2.

2.3 Sústavy rovńıc

Pre každý element nám vznikne rovnica, v konečnom dôsledku teda dostávame

sústavu m rovńıc, pričom m je počet elementov. Neznáme sú hodnoty pixelov, no v

pŕıpade nerovnakých susedných štvorčekov sú to aj sigmy. Neznámych teda môžeme

mat’ viac ako rovńıc, preto pridávame ešte jednu sústavu, ktorá sa rieši spolu s pr-

vou. V programe vieme presne určit’, kol’ko pŕıpadov nerovnakých susedov sa nám v

mriežke vyskytlo, a teda vieme vopred presne povedat’, aké množstvo pamäte treba alo-

kovat’. Ako je vyššie spomenuté, pre každý takýto pŕıpad použ́ıvame tvar toku podl’a

rovnice 2.1.3b, teda pristúpime k hodnote sigmy. Akonáhle sa nejaká sigma dostane

medzi neznáme hlavnej sústavy, vytvárame v druhej sústave trojicu d’aľśıch rovńıc pre

neznámu sigmu. Ak nastane situácia, že skúmaný štvorček p má menš́ıch susedov, ako

je zaznačené na obrázku 2.1, potom do druhej sústavy pri poč́ıtańı pre krivostný filter

pridáme trojicu rovńıc:

un+1
σ1

=
fnq1u

n+1
p + 2fnp u

n+1
q1

fnq1 + 2fnp
(2.3.1)

un+1
σ2

=
fnq2u

n+1
p + 2fnp u

n+1
q2

fnq2 + 2fnp
(2.3.2)

uσ =
1

2
uσ1 +

1

2
uσ2 (2.3.3)

Pri rovnici vedenia tepla polož́ıme všetky hodnoty gradientov rovné 1, č́ım sa nám

vzt’ahy 2.3.1, 2.3.2 a 2.3.3 zjednodušia. Obe sústavy máme uložené v poliach štruktúr,

pričom prvky oboch sústav majú fixný počet elementov a preto sa l’ahko spracovávajú.

Na rozdiel od predkladaného algoritmu, v [2] sa pri nerovnakých susedoch zist’ovali

informácie o susednom elemente aj z väčšieho štvorčeka na menš́ı, aj naopak. Počet

susedov sa tam mohol pohybovat’ od 2 do 8 a bolo treba si ich odpamätat’ alebo ich

špeciálne spracovat’.
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Každý riadok našej matice sústavy má nenulové vždy maximálne 4 prvky, vznikne

nám teda riedka matica, ktorá je naviac aj diagonálne dominantná. Na riešenie môžeme

použit’ iteračnú Gauss-Seidelovu metódu. Na zrýchlenie konvergencie riešenia sme sa

rozhodli použit’ SOR metódu.

2.4 Popis hlavného programu

1. Deklarácia potrebných premenných + alokovanie dvojrozmerných poĺı

2. Nač́ıtanie/vytvorenie vstupného obrázka

3. Začiatok časového cyklu

• Vytvorenie mriežky pomocou procedúry grid()

• Po zisteńı počtu elementov sa alokujú jednorozmerné polia

• Jednotlivé elementy sa oč́ıslujú do pol’a POR

• Zist́ı sa počet nerovnakých hrán a alokuje sa pole pre druhú sústavu rovńıc

• V pŕıpade riešenia level-set rovnice sa vypoč́ıtajú gradienty

• Zostav́ı sa sústava rovńıc a následne sa iteračne rieši

• Vytvoŕı sa názov súboru a konečný výstup časového kroku sa ulož́ı ako VTK

súbor [4] (program má vytvorené aj funkcie na nač́ıtanie vstupných obrázkov

a zápis výstupných obrázkov formátu PGM [5])

• Prejde sa na nový krok časového cyklu

3 Prezentácia výsledkov

3.1 Rovnica vedenia tepla

Ako prvé sme modelovali rovnicu vedenia tepla na vstupnom obrázku rozmerov

2N × 2N . Je dôležité hodnoty ε1, ε2, ε3 a časový krok nadstavit’ tak, aby sme našli

vhodný pomer rýchlosti výpočtu a kvality výstupného obrázka. Ak zvoĺıme napŕıklad

hodnoty ε pŕılǐs malé, dostaneme śıce presneǰśı výsledok, no výpočtový čas sa môže

zväčšit’ až natol’ko, že program pracujúci na pravidelnej mriežke nám zbehne rýchleǰsie

a teda vytváranie adapt́ıvnej mriežky v takom pŕıpade strat́ı význam. Nasledovné

ukážky prezentujú výstupy programu pre rôzne vstupné obrázky s parametrami N = 6,

tau = 10, ε1 = 0.1, ε2 = 0.025 a ε3 = 0.02.
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(a) Mriežka na vstupe (b) Po prvom časovom kroku (c) Po 10 časových krokoch

Obr. 3.1: Ukážka na obrázku diagonálnej čiary

(a) Mriežka na vstupe (b) Po prvom časovom kroku (c) Po 10 časových krokoch

Obr. 3.2: Ukážka na obrázku kruhu

(a) Mriežka na vstupe (b) Po prvom časovom kroku (c) Po 10 časových krokoch

Obr. 3.3: Ukážka na obrázku štvorčeka
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(a) Vstupný obrázok (b) Po prvom časovom kroku (c) Po 30 časových krokoch

Obr. 3.4: Ukážka problematického pŕıpadu z časti 1.4.2 bez použitia ε3

(a) Vstupný obrázok (b) Po prvom časovom kroku (c) Po 30 časových krokoch

Obr. 3.5: Rovnaký obrázok s použit́ım posledného kritéria s ε3 = 0.02

(a) Vstupný obrázok (b) Po 2 časových krokoch (c) Po 10 časových krokoch

Obr. 3.6: Obrázok tzv. zubáča s použit́ım ε3 = 0.05
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(a) Vstupný obrázok (b) Po 2 časových krokoch (c) Po 10 časových krokoch

Obr. 3.7: Rovnaký vstupný obrázok s pŕılǐs malým ε3 = 0.005

Rovnicu vedenia tepla môžeme použit’ aj na odstránenie adit́ıvneho šumu v obrázku.

Nasledujúca séria obrázkov skúma úbytok elementov počas behu programu. Použili sme

obrázok zubáča o vel’kosti 27 × 27, tau = 5, ε1 = 0.1, ε2 = 0.02, ε3 = 0.05.

(a) Vstupný obrázok (b) 1 časový krok (c) 2 časové kroky (d) 3 časové kroky

Obr. 3.8: Odstraňovanie adit́ıvneho šumu v prvých 3 časových krokoch

(a) 16378 elementov (b) 16378 elementov (c) 8104 elementov (d) 6577 elementov

Obr. 3.9: Úbytok elementov počas prvých 3 časových krokov

Z obrázkov vid́ıme, že šum bol odstránený už po prvom časovom kroku.
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3.2 Krivostný filter

Na modelovanie nasledujúcich obrázkov nebolo použité posledné kritérium s hodno-

tou ε3. Počiatočný obrázok sme zvolili vel’kosti 26× 26 a program spustili s hodnotami

tau = 10, ε1 = 0.1 a ε2 = 0.02.

(a) Vstupný obrázok (b) Po 5 časových krokoch (c) Po 10 časových krokoch

(d) Vstupný obrázok (e) Po 5 časových krokoch (f) Po 10 časových krokoch

Obr. 3.10: Krivostný filter a pŕıslušné mriežky

(a) Vstupný obrázok (b) Po 5 časových krokoch (c) Po 10 časových krokoch

Obr. 3.11: Krivostný filter pre obrázok 3 kruhov
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(a) Vstupný obrázok (b) Po 20 časových krokoch (c) Po 50 časových krokoch

Obr. 3.12: Krivostný filter pre obrázok vlnky

(a) Vstupný obrázok (b) 1 časový krok (c) 2 časové kroky (d) 3 časové kroky

Obr. 3.13: Odstraňovanie šumu salt and pepper v prvých 3 časových krokoch pre pre N = 7,

tau = 5, ε1 = 0.1, ε2 = 0.02

(a) 15148 elementov (b) 15148 elementov (c) 9820 elementov (d) 4606 elementov

Obr. 3.14: Pŕıslušné mriežky a úbytok elementov zašumeného obrázka počas prvých 3

časových krokov
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Ciele d’aľsieho výskumu

Ciel’om d’aľsieho výskumu bude urobit’ vybudovanie mriežky v novom časovom

kroku na základe mriežky z predchádzajúceho časového kroku a implementovat’ al-

goritmy so zložiteǰśım výpočtom gradientov a difúznych koeficientov, pŕıpadne skúsit’

výpočty pre iné diferenciálne rovnice. V budúcnosti v programe môže pribudnút’ pŕı-

jemneǰsie už́ıvatel’ské prostredie a rozš́ırenie o možnost’ pracovat’ s 3D dátami.

Záver

V práci je predstavená a podrobne poṕısaná metóda na skonštruovanie adapt́ıvnej

mriežky, ktorej hustota sa dá zo strany už́ıvatel’a ovládat’ niekol’kými parametrami. Na

konkrétnych pŕıkladoch je tu vysvetlených niekol’ko rôznych problematických pŕıpadov

a k nim navrhnuté riešenia, ktoré sme v programe použili. V druhej kapitole je matema-

ticky poṕısaná rovnica vedenia tepla, level set rovnica pre krivostný filter a ich diskrétny

tvar, s akým sa d’alej pracuje a pomocou ktorého vytvárame sústavu lineárnych rovńıc.

Program sme implementovali v programovacom jazyku C, pričom výstupy z jednot-

livých časových krokov sú ukladané do formátu VTK, ktorý sa dá l’ahko vizualizovat’

napŕıklad v softvéri ParaV iew [6]. Kapitola 3 prezentuje dosiahnuté výsledky pre rov-

nicu vedenia tepla a taktiež ponúka niekol’ko ukážok pre Level set rovnicu.
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