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SUHRN

V tejto bakalarskej praci hl'addm pomocou pocitaového programu grafy, ktoré
modzu byt’ svojou vol'nejSou definiciou dobrou alternativou k vzacnym Moorovym grafom a
to Polomerovo Moorove grafy. Uvadzam najdené spolahlivé vysledky pre polomer 3 a
stupne 3,4,5,6 a 7 priCom program sa da pouzit’ aj pre vyssie stupne a verim, ze aj pre vyssie
polomery. V sucasnosti pri beznej rychlosti osobného pocita¢a nie je mozné najst’ vsetky
Polomerovo Moorove grafy so stupnom vyrazne vacsim ako uvadzam a preto som sa
zameral len na jednu mdlo pocetni podskupinu Polomerovo Moorovych grafov. Pouzity
algoritmus pre velké grafy pracuje pomaly ale moze sluzit’ ako zaklad pre d’alSie skimanie.

Prikladam aj program, ktory prehl'adne vykresl'uje grafy stupnov 3,4 a 5.

ABSTRAKT

In this bachelor thesis I search for graphs by computer program. They can be used as an
alternative to precious Moore graphs because of their lighter definition. Those graphs are
called Small Radially Moore graphs. | put forward reliable findings for radius 3 and degrees
3,4,5,6, and 7 (three, four, five, six, and seven). Program can be used for higher degrees too
and, as | believe, for higher radiuses. Nowadays, there is no way to find all of the Small
Radially Moore graphs with markedly higher degree, than | present, on common personal
computers. That is why I focus only on small-scale subgroup of Small Radially Moore
graphs. Used algorithm is working slowly for large graphs, but it can be used as a basis for
further investigation. In addition I enclose program which delineate graphs of three, four and

five degrees clearly.
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1. UvoD

Grafy su matematické Struktary ktoré pouzivame pre modely parovych vzt'ahov medzi
skimanymi objektmi. Grafy pouzivané v tedrii grafov by sme nemali zamienat’ s grafmi
funkcii a inymi druhmi grafov. Struktary, ktoré mozu byt reprezentované ako grafy su
vSadepritomné a mnoho problémov z praxe, mo6zme reprezentovat grafmi. Ako graf
mozeme chapat’ napriklad model odkazov na webové stranky. Vel'a grafov sa vyuZziva napr.
v cestovani, biologii, architektire pocitaCovych ¢ipov a v mnohych d’alSich oblastiach. O

vyvoj algoritmov pre pracu s grafmi, je preto vel’ky zdujem.

Ako sa teoria grafov vyvijala, definovali sa rozne ,,Specialne grafy, ktoré vynikali
nejakou vlastnost'ou. Medzi takéto grafy patria aj Moorove grafy, ktoré s v praxi kvoli
svojim charakteristikdm ziadané. Problém je v tom, ze Moorovych grafov je vel'mi malo.
Preto sa skumaju také grafy, ktoré sa svojimi vlastnostami priblizuju k vlastnostiam
Moorovych grafov a také st aj Polomerovo Moorove grafy. Je zname, ze Polomerovo
Moorove grafy existuju pre polomery 1 a 2 a 'ubovolny stupeil. Pocitaom sa nasli aj

Polomerovo Moorove grafy polomeru 3 a stupna 2, 3,4, 5, 6, 7.

Ciel'om mojej prace je napisat’ pocitaCovy program v jazyku C, ktory mi pre polomer 3
a rozne stupne najde Polomerovo Moorove grafy. Vystupy z tohto programu som sa snazil

nasledne graficky interpretovat’.



2. ZAKLADNE POJMY

Vsetky definicie z tejto kapitoly je mozné v iplnom zneni néjst’ v ucebnici tedrie grafov od

M. Knora [7].

DEFINICIA: Graf je usporiadana dvojica G = (V(G),E(G)), kde V(G) je kone¢na mnozina
a E(G) je mnozina dvojprvkovych podmnozin mnoziny V(G). Prvky V(G) volame vrcholy a
prvky E(G) volame hrany.

Graf zobrazujeme tak, Ze vrcholy kreslime ako malé kruZnice alebo kruhy a hrany ako ¢iary,
ktoré spdjaju prislusné dva vrcholy. Graf je teda definovany ako stubor vrcholov a hrén,
pri¢om hrany spajaju vrcholy. Nie je teda dolezité rozloZenie vrcholov a hran v priestore ani
ich tvar. Dolezité je len to, ktoré¢ hrany st priradené ku ktorym vrcholom. Takze jeden graf je
mozné nakreslit’ roznymi sposobmi. Tato vlastnost’ sa nazyva Izomorfizmus. Grafy G a G’

st izomorfné prave vtedy, ked’ existuje také zobrazenie f : V(G) —»V(G’), Ze plati :

{i.j}€ E(G) « {f(i), f(j) } € E(G)
Teda, G a G' sa lisia iba r6znou indexaciou svojich vrcholov.

Vsimnime si, ze kazdému prvku z mnoziny vrcholov V(G) moéze prisluchat” F'ubovolné
mnozstvo hran z E(G), ale kazdej hrane z mnoziny E(G) odpovedaju prave dva vrcholy. Vo
vSeobecnosti mozeme uvazovat hrany, ktorych mnozina vrcholov sa sklada zdvoch
totoznych vrcholov, ale pre potreby mojej prace budem uvazovat’ vzdy hranu ako mnozinu

dvoch réznych vrcholov.

DEFINICIA: Nech G = (V(G),E(G)) je graf a v € V(G). Polet tych hran grafu G, ktoré
obsahuju v nazyvame stupeii vrchola v a oznacujeme ho degs (V).

Ak maju vSetky vrcholy v grafe rovnaky stupen, graf voldme pravidelny.
Neskor v praci budem mat obvykle obmedzeny maximalny stupen v grafe a budem

dopliiat’ do grafu hrany tak aby som neprekro¢il tento maximalny stuperi.

.....

V(G) a v; viz1 € E(G) pre 0 < i < k. Dizka tohto sledu je k.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Izomorfismus

V pripade, ked’ vi# vjpre kazdé i a j spihajiice 0 <i < j <k tak tento sled je cesta dizky k.

Ak k>3 apre0<i<j<kplativ;=vjprave vtedy, ked’ i = 0 a j = k, tak tento sled nazyvame
kruZnica dizky k.

Sled v grafe je teda taka postupnost’ vrcholov, ze kazdé dva vedlajsie vrcholy vV tejto
postupnosti su spojené hranou. Cesta je taky sled, v ktorom sa Ziadny vrchol neopakuje

a kruznica je taky sled, v ktorom je posledny vrchol totozny s prvym.

DEFINICIA: Nech je G = (V(G),E(G)) graf a u ,v € V(G) st vrcholy grafu. Vzdialenost

vrcholov ua v- dists(u,v), je dizka najkratsej cesty zac¢inajticej v ua konéiacej vo v

Pre potreby mojej prace budem uvazovat vzdy len také grafy, v ktorych pre kazdé

uave V(GQ) existuje v G cesta z udo v (suvislé grafy).
DEFINICIA: Nech je G = (V(G),E(G)) graf a v € V(G). Potom excentricita vrchola vije :

ec(v) = urg/a()é) distG(u,v)

DEFINICIA: Nech je G = (V(G),E(G)) graf. Priemer grafu G je diam(G) a polomer grafu G
je rad(G), kde

diam(G) = urer{/e})é) eq(v)

rad(G) = urer%/i(%) eq(v)

Vzdialenost’ vrcholov si mézme predstavit’ ako pocet hran, ktoré musime prejst’ aby sme sa
dostali z jedného vrchola do druhého. Ak si zmeriame vzdialenosti z jedného vrchola do
excentricita v grafe sa nazyva priemer a najmensia polomer grafu. Priemer mi teda udava,
aka je najvicsia vzdialenost’ v grafe a polomer je vzdy pridruzeny k nejakému vrcholu a to

takému m, z ktorého je najvicsia vzdialenost’ k 'ubovolnému inému vrcholu najmensia.
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obr.c.1
Parametre grafu na obr.¢.1:

Vrcholy st oznacené Vi — V.

Hranou je napriklad V; Va.

Sledom a cestou v grafe G moéze byt napr. Vi ,V, ,V7,Ve, Va.

Kruznicou v grafe G moze byt napr. V, ,V3,V4,Vs V7.

Vzdialenost vrcholov Vi Vs = distz(V1,Vs) = 4.

Stupeit vrcholov: dega (V1) = dega(Vs) =1, dega(V2) = dega (V) = dega(Ve) = dega(V7)
=3, dega(V3) = degs(Vs) = 2

Excentricita:
e; (Vl) =€; (VS) =4, eg (VZ) =€; (V?)) =€; (V4) =€; (V6) =€; (V7) =€; (V8) =3.
Priemer = diam(G) = 4, polomer = rad(G) = 3.

3. TYPY GRAFOV

3.1 MOOROVE GRAFY

DEFINICIA: Pravidelny graf stupiia t a s priemerom r obsahuje najviac My vrcholov. Ak

ma prave M, vrcholov vold sa Moorov graf.

Mi=1+t+t(t-1) +tt-1)% +. .. +t(t-1)™



Vysvetlenie je jednoduché. Nech v je vrchol pravidelného grafu stupnia t a s priemerom r .
Potom pocet vSetkych vrcholov zo vzdialenost'ou od v 1, je t. Z kazdého z tychto t vrcholov
vychddza t hran, pricom jedna znich koné¢i vo v. Takze pocet vSetkych vrcholov so
vzdialenostou od V2, je t(t -1) azo vzdialenostou ije t(t-1)". Takto vznikne akési
ohrani¢enie poctu vrcholov pre dany priemer a stupen. Toto ohrani¢enie ako uvadza [5]

prvykrat pouziva E. F. Moore po ktorom ho Hoffman a Singleton pomenovali.

Hoffman a Singleton dokazali [5], ze Moorove grafy existuju pre stupen 2,3. EXistenciu
a neexistenciu Moorovych grafov vSeobecnych stupnov riesia autori E. Bannai aT. Ito [1]
a autor R.M. Damerell [3]. Stale je otvorenym problémom, ¢i pre stupefi 57 Moorove grafy
existuju alebo nie. Moorove grafy pre priemer 1 a stupen > 1 si kompletné grafy (také, ktoré
obsahujt vSetky mozné hrany). Pre stupen 2 st kruznice. Moorov graf priemeru 2 a stupna 3
sa nazyva Petersenov (na obr.¢.2) a Moorov graf priemeru 2 a stupna 7 sa nazyva

Hoffman-Singletonov. Moorove grafy st teda okrem stupiia 57 uz vSetky zname.

obr.¢.2

3.2 GRAFY BLiZKE MOOROVYM GRAFOM

Kedze Moorovych grafov je veI'mi malo, §tidium sa zameralo na hl'adanie takych, ktoré¢
majl pri pevne stanovenom priemere a stupni ¢o najviac vrcholov. Takato tloha sa nazyva
degree — diameter problem. Rozdiel medzi poctom vrcholov tohto grafu a maximalnym
moznym poctom vrcholov (My) volame defekt.Vieme, Ze okrem cyklu na $tyroch vrcholoch
neexistuju grafy s defektom 1 [2][4]. Existuje viacero publikacii, kde autori ukazuju pre aké

priemery a stupne neexistuju grafy s defektmi vac¢simi akol. V nasledujucej tabulke st
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vypisané pre ureny priemer a stupen najvicSie najdené grafy, pricom c¢isla v bunkach
reprezentuju pocet vrcholov v tychto grafoch. RiSenim degree — diameter problému sa
zaobera mnoOzstvo matematikov astdle sa nachddzaju nové vysledky takze je
pravdepodobné, ze tabulka sa stane v relativne kratkej dobe neaktualna. Na internete je

viacero zoznamov pravidelne aktualizovanych vysledkov spolu s autormi rieseni.
Pre lepsiu predstavu uvediem jednoduchu aplikaciu degree-diameter problému.

V paralelnych pocitacoch je napojenych na seba viacero procesorov, ktoré pracuju stibezne
ateda je idealne mat’ ich zapojenych v sieti ¢o najviac, pretoze pri zlozitych vypoctoch
pracuju rychlejsie. (pri jednoduchych vypocCtoch sa naopak efektivita straca kvoli
zdlhavému prenosu informacii medzi jednotlivymi procesormi). Pri navrhovani §truktary
siete je ziaduce minimalizovat’ vzdialenosti potrebné na prenos dat medzi jednotlivymi
procesormi (priemer grafu). Pochopitelne na kazdy procesor moze byt napojenych len
obmedzeny pocet tokov dat, zbernic. Degree-diameter problém riesi problém idealneho

zapojenia takychto procesorov.

degdiamlz 3 T4 s s 7 I8 o |10

10 \|650 2286 |13 140 134690 [583083 4293452 27997191  |[201 038 922

11 \|715 [3200 [[19.500 |[156 864 [1001268 7442328 [[72933102  ||600 380 000

12 ||786 |4 680 ||[29.470 359772 [[1999 500 [[15924 326 |[158 158875 |1 506 252 500 |
13 \|851 |6 560 |40 260 [[531440 [3322080 |[29 927790 |[249 155760  ||3 077 200 700 |
14 ||916 8200 ||57 837 |[816294 |6 200460 [[55913932 |[600 123780 |7 041746 081 |
15 \@h 215)[11 712|[76 518 ||1417 248[[3 599 986 [[90 001 236 |[1 171 998 164 |10 012 349 898
16 ||1 600|[14 640|132 496/|1 771 560||14 882 658140 559 41612 025 125476 |12 951451 931
17 \|1 610/[19 040[[133 144/|3 217 87218 495 162|220 990 700][3 372 648 954 |15 317 070 720
18 ||1 620/[23 800[[171 828]|4 022 34026 515 120([323 037 476/|5 768 971 167 |16 659 077 632
9 ]|1 63823 970221 676/|4 024 707|[39 123 116|501 001 0008 855 580 344 |18 155 097 232
20 ||1 958|[34 952||281 820][8 947 84855 625 185762 374 779]|12 951 451 93178 186 295 824

|
3 ]|20 38 |0 |3 196 |336 |600 1250 |
4 \|41 los |36 [740 1320  [3243 |7 575 [17 703 |
E \|72 [210 |l62a 2772 [5516  [17030  ||57840 [187 056 |
6 ||110 [390 [l1404 |[7917 [19383 |[76461  ||307845 1253615 |
7 \|168 672 |l2756 [11988 |[s2768 |[249660 |[1223050  |l6007230 |
8 ||253 1100 [|5060 |[39672 [131137 |[734820 [l4243100  [24897161 |
9 ]|585 1550 ||g200 |[75893 [279616 [1686600 |[12123288 65866350 |

|

|




3.3 POLOMEROVO MOOROVE GRAFY

Ukazali sme si, ze hl'adanie najvd¢siecho mozného pocétu vrcholov pri danom priemere
a stupni ma svoje opodstatnenie. Takéto doteraz najdené grafy az na niekol’ko vynimiek
nemodzeme nazvat’ Moorovymi, lebo nespiiiaji podmienku podtu vrcholov. My vsak
mozeme §tudovat také grafy, ktoré nespiiiaju niektorti ind podmienku z definicie
Moorovych grafov. Ako takito alternativu k Moorovym grafom moézeme definovat

Polomerovo Moorove grafy.

DEFINICIA: Pravidelny graf stupiia t a s polomerom r a priemerom nanajvys r+1 obsahuje

najviac My vrcholov. Ak ma prave M vrcholov vola sa Polomero Moorov graf.
Mi= 1+ t+t(t-1) + t(t-1)* + . .. + t(t-1)""

Je zname, ze Polomerovo Moorove grafy existuji pre polomery 1 a 2 a l'ubovol'ny stupen.

M.Knor ukazal [6], ze existuji Polomerovo Moorove grafy polomeru tri a stupna 3,4,5,6,7.
Na ilustraciu takychto grafov modifikujem priklad z predchadzajucej kapitoly.

V paralelnych pocitacoch je napojenych na seba viacero procesorov, ktorych sa snazime
zapojit’ podla urcitych podmienok Co najviac. Pri navrhovani siete zapojenia je ziaduce
minimalizovat’ vzdialenosti potrebné na prenos dat medzi jednotlivymi procesormi (priemer
grafu). NavySe chceme mat’ v sieti zapojeny taky uzol, z ktorého je vzdialenost' do
I'ubovolného iného procesora ¢o najmensia (polomer grafu). Pochopitelne na kazdy
procesor mdze byt napojenych len obmedzeny pocet tokov dat, zbernic. Idealnym modelom

takejto siete je Polomerovo Moorov graf.

Polomerovo Moorov graf je definovany aj polomerom aten sa vzdy viaze k nejakému
vrcholu. Tento vrchol budem volat’ centralny vrchol — CV. Vieme, Ze vzdialenost’ z tohto
vrchola do T'ubovol'ného iného je zhora ohranicena a teda vieme, Ze kazdy Polomerovo
Moorov graf obsahuje podgraf, ktory je stromom (stvisly graf bez kruznic) koreniacim
v CV (pozri obr.&.3). V tomto strome mdzme dopiiat’ hrany len do koncovych vrcholov, na
obrazku oznacenych ¢islom, lebo ostatné uz maji maximalny stupeni. Za koncové vrcholy
Vv strome budem povazovat tie vrcholy, ktoré maju stupen 1 (prave koncové vrcholy su na

obrazku ocislovang).
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obr.¢.3

4. HCADANIE POLOMEROVO MOOROVYCH GRAFOV

Niekol'ko matematikov sa venovalo hl'adaniu Polomerovo Moorovych grafov. Pre polomer
1 s rieSenia trivialne, polomer 2 riesi N.Lopez [8]. Polomeru 3 ako som uz uviedol sa
venuje M.Knor [6]. V nasledujucich kapitolach popisujem sposob, s ktorym je mozné
Polomerovo Moorove grafy najst. Venujem sa polomeru 3 a za¢nem stupiiom tri. Stupeni
jedna a dva vynechavam, pretoze hl'adat’ pre tieto stupne Polomerovo Moorove grafy je

trivialne a zbyto¢né popisovat’.

4.1 PROGRAM PRE VYPOCET GRAFOV STUPNA 3

4.1.1 GRAFY STUPNA 3

Ked’ chceme zostrojit’ Polomerovo Moorove grafy stupiia 3, musime teda najprv zostrojit’
strom na My vrcholoch. Z obr.¢.4 vidime, Ze tento strom ma t(t-1) ™ koncovych vrcholov
do ktorych mézeme dopiiat’ hrany. Aby sme ziskali Polomerovo Moorov Graf z definicie
vieme, ze musime hrany doplnit’ tak, aby vysledny graf mal priemer najviac 4. Ak ziskame

taky graf, ktory by mal priemer 3 ziskame dokonca Moorov graf. Z CV stromu vychadza t

8



vetiev a prave vzdialenosti koncovych vrcholov z jednej takejto vetvy do inej su zatial
najvacsie. Z tymto poznatkom by bolo nelogické spajat’ dva vrcholy z tej istej vetvy
vychadzajicej z CV. Pri stupni 3 ma kazdy vrchol pridruzené tri hrany. V koncovych
vrcholoch je prave jedna hrana uZ pouZita a teda dopiiam iba dve. Najrozumnejsie z
hl'adiska minimalizovania priemeru je teda vrchol spojit’ s takymi dvoma vrcholmi, z
ktorych kazdy je z inej vetvy. Ak si koncové vrcholy kazdej vetvy oznaéime Cislicami 0 — 3
(pozri obrazok) tak mo6zeme mnozinu hran koncovych vrcholov jednej vetvy konciacich v
druhej vetve zakoddovat do Stvorice Cisiel 0 — 3. Z tejto Stvorice potom prva Cislica koduje, v
ktorom vrchole z jednej vetvy konéi prvy vrchol z inej vetvy. Podobne druhd ¢islica mi
hovori, v ktorom vrchole kon¢i druhy vrchol . . . Takze vieme graf zakodovat’ do trojice
permutacii ¢isiel 0 — 3 (na obr.C.4 to su P1, P2, P3). Pokial’ by boli tieto tri permutacie
rovnaké a graf si nakreslime v takom tvare ako je na obrazku, v grafe vzniknu rota¢né
symetrie so stredom rotacie v CV. Jednoducho, ked’ si graf na obr.¢.4 (s uz doplnenymi
hranami podla P1 = P2 = P3) oto¢ime o 120 alebo 240 stupiiov, nato¢eny obrazok bude
vyzerat’ rovnako. Tento fakt mi pomo6ze tym, Ze vrcholy vSetkych troch vetiev v tomto grafe
maji rovnaké vlastnosti napr. excentricitu a teda bude jednoduchsie zistit', ¢i je dany graf

Polomerovo Moorov.

obr.¢.



4.1.2 POPIS PROGRAMU

Program v prilohe ¢.1 hl'ada vSetky Polomerovo Moorove grafy, ktoré sa daju zapisat’ v

tvare jednej permutacie Cisiel 0 — 3. Graf som sa v pocitaci rozhodol reprezentovat’ ako

dvojrozmerné pole, v ktorom prvy index je ¢islo vrchola v, druhy je ¢islo hrany e a samotna

hodnota pol'a je ¢islo vrchola s ktorym je v s hranou e spojené.

Program sa da roz¢lenit’ podl'a tychto bodov:

1.

Vytvorenie stromu (ktory je pre vSetky grafy rovnaky)

Vygenerujem si vSetky mozné permutécie a teda vSetky potencionélne grafy.
Postupne pre vSetky potencionalne grafy:

-Pomocou algoritmu prehl'adavania do Sirky zistim excentricitu vSetkych vrcholov.

-Vypisem vysledky, ak graf spiiia podmienky Polomerovo Moorovho Grafu zapisem

do suboru permutéciu, ktord ho urcuje.

Algoritmus prehPadavania do Sirky:

Do prézdnej fronty vlozim vrchol w, ktorého excentricitu hl'adam a priradim mu
nulovt vzdialenost’ vzd(w) = 0.
Vzdialenosti v§etkych ostatnych vrcholov v polozim vzd(v) = oo.
Vytiahnem prvy vrchol z fronty (vy).
Prezriem vsetky jeho susedné vrcholy (v;) a pre kazdy z nich:
- Ak je vzd(v,) > ako vzd(vy) + 1,
- vzd(vp) =vzd(vy) + 1
- Vlozim (v) do fronty
Ked’ je vo fronte nejaky vrchol alebo ak existuje vrchol ktorého vzd = oo, vrat’ sa na
treti krok, t.j. Vytiahnem prvy vrchol z fronty (v1).

Excentricita W = max,ey ) vzd(v)

Uz po vytvoreni stromu pozname definitivnu vzdialenost z CV do T'ubovolného iného

vrchola. Oznagme si vietky vrcholy grafu G zo vzdialenostou iod CV V'. Vzdialenost

z takéhoto vrchola do CV je iazpolomeru grafu vieme, ze vzdialenost zCV do

Pubovolného iného je najviac rad(G). Potom vidime, ze vzdialenost kazdého vrchola V' do
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T'ubovolného iného je najviac rad (G) + i. Takze vieme, Ze excentricita vrcholov v' je najviac
rad (G) + 1 a teda v programe, ktory hl'ada Polomerovo Moorove grafy nemusim zist'ovat
pomocou prehladavania do Sirky excentricitu tychto vrcholov. Aby sa program este viac
urychlil méZem vynechat’ este d’alsie vrcholy. Z obr.&.5 vidime, Ze z kazdého vrchola V2 je
vzdialenost’ do T'ubovol'ného koncového vrchola tej istej vetvy koreniacej v CV najviac
rovna 3. Pretoze kazdy z koncovych vrcholov jednej vetvy spajam hranou s inym vrcholom
dalsich vetiev, vzdialenost’ v do l'ubovolného vrchola je vzdy najviac 4 a teda v programe
mi sta¢i kontrolovat’ iba excentricitu koncovych vrcholov. V kapitole 4.1.1 som popisal, ze
pri pouziti rovnakych permutacii na spajanie vrcholov vSetkych vetiev maju vrcholy tychto
vetiev rovnaké excentricity a teda v programe kontrolujem iba excentricitu koncovych
vrcholov patriacich jednej vetve koreniacej v CV. Pri stupni tri teda zistujem excentricitu
namiesto 22 vrcholov iba 4. V d’alsom texte budem vetvu stromu koreniacu v centralnom

vrchole nazyvat iba vetva.

dist=3

obr.¢.5

Vystup programu:

Program zapisuje pod seba permutacie uréujice Polomerovo Moorove grafy do stiboru

vysledky.txt

V konzolovom okne mi program pise podrobnejsi vystup pre kazdy graf:
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vV V.V V V V V V V VYV V

vzdialenosti prvého vrchola k ostatnym vrcholom postupne v riadku
poradové ¢islo prvého vrchola a jeho excentricitu
vzdialenosti druhého vrchola k ostatnym vrcholom postupne v riadku

poradové ¢islo druhého vrchola a jeho excentricitu

vzdialenosti posledného vrchola k ostatnym vrcholom postupne v riadku
poradové ¢islo posledného vrchola a jeho excentricitu

priemer grafu

polomer grafu

permutécia, ktora graf urcuje

vypis grafu tak, ze v riadkoch pod sebou pre vSetky vrcholy vypiSe: “ Cislo

vrchola: ¢isla susednych vrcholov ,,

B C:iUsers\Sys\Desktopibakalarka\bakalarka\10_Shst3final2.exe o (=]

F 3 I I FIFIF I EIFTIFIFL:1.2°2851
20 ma excentricitu:3

1 s 306 TRk ks Bk B0 DRk TRk Bk B TRES T e Iet e N et o [ [ T
21 ma excentricitu:3

2
3
1
3
5
?
9

N BANDAIN

[
[
[
[\

e
w
=Y
N

15 14
17 16
19 18
Pokracujte stisknutim libovolné klivesy...

obr.c.6
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Vysledky:

Program mi zo vSetkych 24 testovanych grafov (pocet permutacii Styroch prvkov je 4!)

nasiel 17 Polomerovo Moorovych grafov.

Zavediem si operator O, ktorého aplikaciou na mnozinu ¢isiel (permutaciu P urcujucu graf),
sa mi kazdy prvok z tejto mnoziny zvysi o jedna a najvacsi prvok z tejto mnoziny sa bude

rovnat’ nule.

OfP}: pi=pitl,ie<in>
pi =0, p; = max(p;) , i € <1,n>

Kde O je operator, {P} je mnozina na ktora O aplikujememe, p st prvky tejto mnoziny a p°

su prvky ktoré pomocou O ziskame.

Po aplikacii operatora O na permutaciu P ktora reprezentuje graf dostavame permutaciu P,
ktora reprezentuje nejaky iny graf. Ak mnozina P obsahuje iba celé ¢isla z intervalu < 0, n-1
> an je pocCet prvkov P, tak po n - nasobnom aplikovani tohto operatora na mnoZinu P

dostavame identitu. Pre grafy stupna 3 teda pre kazdi permutaciu:

O(O(O(O({P})))) =P

Teraz usporiadam mnozinu vSetkych permutacii grafov stupfia 3 za pomoci operatora O.

Permutacie Polomerovo Moorovych Grafov a zaroven vysledky programu zapiSem tucne.

P 0123 1023 0213 0132 0321 3120

o{P}) 1230 2130 1320 1203 1032 0231
O(0({P}) 2301 3201 2031 2310 2103 1302
O(OO{P})) | 3012 0312 3102 3021 3210 2013

Takto usporiadané vysledky s pekné, z kazdej Stvorice bud’ jeden graf nie je Polomerovo
Moorov alebo prave jeden je. Preto sa zdd, Ze moZeme n4jst’ nejakl zdkonitost' pomocou
ktorej mozeme prehlasit’, kedy graf nie je Polomerovo Moorov a kedy je. Na prvy pohl'ad by
sa mohlo zdat, ze graf nie je Polomerovo Moorov ak jeho permutaciou je involtcia, ¢ize

také zobrazenie ktorého dvojaké prevedenie dava identitu. Na vyvratenie tohto predpokladu
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uvadzam d’alsiu tabul’ku, do ktorej ku prislusnej permutacii dopiiam informéciu, najmenej

kol'kokrat treba toto zobrazenie aplikovat’, aby sa zobrazilo samo na seba.

P 0123[1]1023[2]0213[2[0132[2[ 0321 [2] 3120 |2
o{P} 1230421303 |1320|3|1203|3| 1032 |2] 0231 |3
O(O({P}) |2301|2[3201|4|2031|4]|2310|4| 2103 |2]| 1302 |4

O(O{PY)) | 3012403123 3102 |3 [3021|3| 3210 |2| 2013 |3

4.2 GRAFY STUPNOV VACSICH AKO 3

Dalej musime rozlisit’ grafy parnych stupiov a neparnych stupiiov. Program v prilohe &.2
pracuje vSeobecne pre oba typy. Pri stupni 3 som hl'adal vSetky mozné grafy (pri zachovani
symetrie). Pre vysSie stupne mi vSak velmi rychlo narastd pocet potencionalnych
Polomerovo Moorovych grafov ktoré treba testovat’. Pri stupni 3 je to 24 grafov, pri stupni 4
aspon 362 880 grafov, pre stupen 5 je to 2 * 16! a pre vysSsie stupne je to vel'a grafov. Takze
aj na vel'mi rychlom pocitaci by najdenie vsetkych P.M. grafov vicsich stupiiov bolo priliz
zdihavé. Rozhodol som sa preto skamat’ vzdy iba mengiu skupinu grafov. Tuto skupinu som
zvolil tak, Ze si zvolim Pubovolnd permutaciu t(t-1) "™ &isiel 0 az t(t-1) "' -1. Na tato
permutaciu potom t(t-1) "* krat aplikujem operator O, &m ziskam t(t-1) "' roznych
permutdcii, ktoré potom pouzivam na zobrazovanie vrcholov z jednej vetvy do inej. Tym sa

mi pocet moznych Polomerovo Moorovych grafov vyrazne znizi.

4.2.1 GRAFY NEPARNYCH STUPNOV VACSICH AKO 3

Ked’ chceme zostrojit' Polomerovo Moorove grafy stupia vécsieho ako 3, musime najprv
zostrojit’ strom na My, vrcholoch. Tento strom ma t(t-1) " koncovych vrcholov v t vetvach.
V koncovych vrcholoch je prave jedna hrana uZ pouZita a teda do kazdého vrchola dopiiam
t-1 hran pri¢om kazda z tychto hran konéi v inej vetve. Aby sme ziskali rota¢né symetrie ako
pri stupni 3 musime pre kazdu vetvu pouzit’ rovnaké zobrazenia ako pre ostatné vetvy. Na
obr.¢.7 je zobrazené, ako treba aplikovat’ permutécie P; a P, na jednotlivé vetvy pri stupni 5
a pre jednoduchost’ nie st vyznacené vrcholy ani hrany ale iba samotné vetvy Vi, . .. ,Vs. SO

zachovanim symetrie kazdy graf neparneho stupiia t mézem reprezentovat’ (t-1) / 2 roznymi

14




permutaciami. Z toho (t-1) pretoze jedna hrana uz je pouzita pri vytvoreni stromu a /2 preto,
lebo prave polovicu hran zobrazujem na iné vetvy a druha polovica pochadza zo zobrazeni

inych vetiev (pozri obr.¢.7).

4.2.2 GRAFY PARNYCH STUPNOV VACSICH AKO 3

AK t je parne a zostrojime strom na My vrcholoch, tento strom ma t(t-1) " koncovych
vrcholov vt vetvach. V koncovych vrcholoch je prave jedna hrana uz pouzita a teda do
kazdého dopifiam t-1 hran pri¢om kazda z tychto hran konéi v inej vetve. Aby sme ziskali
rota¢né symetrie ako pri stupni 3 musime pre kazdi vetvu pouzit’ rovnaké zobrazenia ako
pre ostatné vetvy. Pri pArnom t to je problém. Vetvy mame oznacené V4, . ..,V;a permutacie
P1, .. .,Pt/2. Z kazdej vetvy V,, idd hrany do Vi1 podla Py, Vo podla P, ... Teda z V,do
Vi+@2) by som mal priradit’ hrany podla P/, a rovnako z V.2 do V, by som mal priradit
hrany podl'a P;;,. Vznikol spor s podmienkou, ktort sa snazim dodrzat’, aby kazdy vrchol
Z jednej vetvy bol spojeny prave z jednym vrcholom inej vetvy. Tato podmienka bude
dodrzana v pripade, ak permutacia P, bude involiciou. Mnozina hran, ktora vznikne

priradenim hran z V,do V@2 podla involucie P/, bude totoznd s mnozinou hran, ktora
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vznikne priradenim hran z Vo+y2) Vi podla involucie Py/». Involiciu mézeme teda chapat’
ako také zobrazenie ktorého k+1 nasobna aplikacia je inverzna ku k-tej aplikacii. Takze pri
zostrojovani Polomerovo Moorovych grafov parnych stupniov treba dbat’ na to, aby
permutacia Py, bola involucia. Na obr.¢.8 ilustrujem pri stupni 6 rozlozenie zobrazeni Py, . .

.,Pznavetvy Vi, ... ,Vs.

obr.¢.8

4.2.3 POPIS PROGRAMU

Program v prilohe ¢.2 hl'ada vsetky Polomerovo Moorove grafy, ktoré sa daju zapisat v
tvare n permutacii &isiel 0 az t(t-1) ™. Program podla prvej permuticie spoji hranami
vrcholy z vrcholmi vedl'ajSej vetvy podla druhej permutacie spaja s vrcholmi s druhej
nasledujucej vetvy, . . . Pri parnych stupfioch mi protil'ahlé¢ vrcholy program spaja podla
involucii. VSetky permutécie a invollcie pritom patria mnozine permutécii, ktord vznikne

opakovanym aplikovanim operatora O na vopred zvolenu permutaciu.
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Program sa dé roz¢lenit’ podl'a tychto bodov:

1. Vytvorenie stromu (ktory je pre vSetky grafy rovnaky)

2. Vygenerujem si permutéciu pre dany stupen a ta sa bude posuvat’ pomocou
zadefinovaného operatora O.

3. AK je stupen parny, najdem vSetky involucie z mnoziny pouzitel'nych
permutacii.

4. Generujem vSetky mozné grafy a pre kazdy:

- Pomocou algoritmu prehl'adavania do Sirky zistim excentricitu koncovych

vrcholov jednej vetvy.

- Ak graf spiiia podmienky Polomerovo Moorovho Grafu zapisem do suboru

permutaciu, ktora ho urcuje.
Vystup programu:
Do suboru vysledky.txt program na koniec suboru pripoji vysledky v tvare:
STUPEN =t

Prva permutacia urcujuca prvy Polomerovo Moorov graf

N - ta permutacia uréujica prvy Polomerovo Moorov graf

Prva permutacia urcujuca druhy Polomerovo Moorov graf

Vystup na terminaly mé vzhl'adom na mnozstvo prehl'addvanych grafov len informativny

charakter z hl'adiska progresu v celkovej dizke trvania programu.
Vysledky:

Vysledky st vzhladom na mnozstvo uvedené V prilohe ¢.3 ako aj na prilozenom cd.
Program som spustil pre stupne 1 az 7 azakladni permuticiu som generoval podla

nasledujuceho pravidla.

Ozna¢im si vetvy koreniace v CV stromu V' a najmensie vetvy v tomto strome V2 Pod

pojmom najmensie vetvy myslim také vetvy, ktorym patri vzdy len stupen -1 koncovych
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vrcholov grafu leziacich vedl'a seba a d’alsi vrchol s ktorym su spojené hranami. V grafe
mame teda stupefi vetiev V' z ktorych kazda obsahuje stupeti - 1 vetiev V2. Hrany dopiiiam
do koncovych vrcholov tak, Ze Ziadne dva vrcholy patriace nejakej V2 nemézu byt’ spojené
s takymi dvoma vrcholmi, ktoré patria inej V2. TakZe ak chcem spojit hranami via Vv, tak
prvy vrchol z prvej Vie Vi spojim s prvym vrcholom prvej Vie Vi Druhy vrchol
z prvej V2 € V'; spojim s prvym vrcholom druhejV? € V' an — ty vrchol zm — tej V2 €

v spojim s m - tym vrcholom n — tej Ve Vi,

Pre takto zvolené zobrazenia som ziskal nasledujiuce pocty Polomerovo Moorovych grafov:

Stupeni = 3 Stupen = 4 Stupeii = 5 Stupen = 6 Stupeit =7

3 rieSenia 0 rieSeni 22 rieSeni 4 rieSenia 16 rieSeni

Za predpokladu, Ze program mdzeme nechat’ spusteny l'ubovolne dlho, je mozné len malou
zmenou Vv programe a to zmenou hodnoty stupiia v programe najst’ vysledky pre l'ubovolny

stupen grafu.

5.VIZUALIZACIA VYSLEDKOV

Pretoze pod n — ticou permutdacii sa len vel'mi tazko da predstavit’ graf a pretoze je ¢asto krat
dobré vidiet’ konkrétny graf pri skimani r6znych zakonitosti napisal som program pomocou
Microsoft Visual Studio, ktory mi pre zadané zobrazenie v tvare permutacie alebo
permutécii vykresli prisluiny graf. Zial' vd’aka vyvojovému prostrediu v ktorom som
program napisal sa da spustit’ iba pod operacnymi systémami Windows. Program ma na
lavej strane plochu na ktort sa graf vykesl'uje a na pravej strane su tri karty — pre stupne 3, 4
a 5. Na karte pre stupeni 3 (obr.¢.8 ) su 4 textové polia. Po vpisani pozadovanej permutacie
do tychto poli a stlaceni tlacidla ,,kresli sa vlI'avo zobrazi pozadovany graf. Po stlaceni
druhého tlacidla ,,+1° sa na permutaciu aplikuje operator O definovany v 4.1.2. Hrany v

grafe st nakreslené kvoli prehl’adnosti v troch Grovniach pod sebou a maju rozne farby.
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Q Forml

Stupeh 3 | Stuperi 4| Stuperi 5|

=EE]E=]

obr.¢.8

Pre definovanie grafov stupiia 4 uzZ st potrebné dve zobrazenia. Na d’alSej karte pre stupeini 4
su preto dva rady textovych poli, kazdé uréené pre jednu permutaciu. Hrany st vykreslené
Vv troch urovniach pod vrcholmi aV jednej urovni nad vrcholmi. Uz tieto grafy maju
mnozstvo vrcholov a zadinaju byt neprehladné. Preto grafy stupnia 5 vykresl'ujem takym
sposobom (obr.c.9), ze zobrazim iba jednu vetvu a t4 sa potom zobrazi sama na seba,
pricom ak sa niektory vrchol ma zobrazit’ sim na seba tak hranu kreslim ako slucku pri

danom vrchole. Program a zdrojovy stibor je na prilozenom cd ako priloha ¢. 4.
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Stupeii 3| Stupefi 4 Stupefi5 |
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obr.¢.9
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6. ZAVER

Praca oboznamuje ¢itatel'a s problematikou Moorovych grafov a nasledne definuje
pojem Polomerovo Moorovych grafov a uvadza mozny postup ktorym je mozné tieto grafy

najst.

Cielom prace bolo zostrojit funkény pocitaCovy program ktory by tieto grafy
generoval. Takyto program som napisal a pre stupen tri som nasiel vSetky Polomerovo
Moorove grafy, o ktoré sa zaujimam. Pre vyS$ie stupne zial’ pre vysoku naro¢nost’ vypoctov
som skumal len menSie skupiny grafov a ziskal som uspokojivé vysledky. Nakoniec som
zostrojil program, ktory mi dokaze podat’ vystup v tvare grafickej reprezentacie najdenych
grafov. To vSak bolo mozné len pre stupne 3, 4 a 5 pretoze grafy vyssich stupniov maji prilis
vela vrcholov a hran na to, aby bol vykresleny graf prehladny. Programy su pisané

vSeobecne, aby po zmene jedinej premennej pracovali pre rozlicné stupne.

Praca je Strukturované v siedmych castiach. Prvou cast'ou prace je uvod, v ktorej
oboznamujem s cielom prace. V d’alesej Casti definujem pojmy, ktoré v neskorSom texte
pouzivam a S ktorymi sa je potrebné obznamit’ pre porozumenie tejto prace. V tretej kapitole
definujem a popisujem Moorove a Polomerovo Moorove grafy. Uvadzam, ¢im sa tieto
skupiny grafov vzajomne liSia. Nasledujuca kapitola riesi a analyzuje mozné spOsoby
sposobu hl'adania tychto grafov. Tu popisujem a stru¢ne charakterizujem programy, ktoré
som pre tieto ucely zostrojil. Uvadzam dva programy a Specifikujem pozitiva kazdého pri
hl'adani Moorovych grafov. Vyhoda prvého programu spociva v tom, ze dokaze ndjst’ vel'k
mnozinu grafov. Naproti tomu je mozné druhym programom nast’ podstatne menej grafov
ale v d’aleko prijatel'nejSom Case. V piatej kapitole vizualizujem vysledky najdenych grafov.
Vizualizacia je len pre grafy malych stupniov, nakol’ko zobrazenie grafov velkych stupniov

by bolo neprehladné.

Predmetom d’alSieho skiimania by mohla byt’ optimalizacia vypoctového Casu alebo
hl'adanie takych zakonitosti v Polomerovo Moorovych grafoch, s pomocou ktorych by bolo

mozné ndjst’ grafy vysSich stupniov alebo priemerov.
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