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1 Uvod

Teoria potencidlu vznikla v 19. storoci, ked’ si vedci mysleli, ze fundamentalne sily
Vv prirode m6zu byt odvodené z potencialov, ktoré vyhovuju Laplaceovej rovnici. A teda
teoria potencidlu sa zaoberala Stadiom funkcii, ktoré by mohli sluzit' ako potencidly.
V stcasnosti vieme, ze priroda je komplikovanejSia. Rovnice, ktoré popisuju sily st zvacsa
systémy nelinedrnych parcidlnych diferencidlnych rovnic a Laplaceova rovnica je platna
len v limitnych pripadoch.

V geodézii sa pod tedriou potencidlu rozumie hlavne $tidium a rieSenie uloh gravitac-
ného potencialu. Tieto ulohy najcastejSie vystupuji vo forme okrajovych tloh, a pretoze sa
zviacsa jednd o vonkajSie okrajové tlohy, kde oblast’ je Zem a tiloha sa rie§i mimo oblasti,
tak sa jednad o rieSenie Laplaceovej ulohy, ked’Ze potencial je v nekonecne regularnou
funkciou.

Gravitany potencial ma viacero aplikacii. D4 sa pomocou neho vypocitat’ hmotnost’
Zeme, implicitne vyjadrit’ tvar Zeme integralnou rovnicou, alebo urcit’ ekvipotencidlne
plochy, na ktorych je tento potencial konStantny, z ktorych najdolezitejsia je geoid. Geoid
predstavuje fyzikalny model povrchu Zeme ur¢eny strednou hladinou oceanov.

Okrajova uloha je dana diferencidlnou rovnicou spolu s okrajovymi podmienkami.
Ulohou jej rieSenia je najst’ tak( funkciu, ktora spifia dana diferencialnu rovnicu, a zaroven
vyhovuje zadanym okrajovym podmienkam.

V tejto praci sa budeme zaoberat” prave vonkajSou geodetickou okrajovou tlohou
s Neumannovou okrajovou podmienkou so Sikmou derivaciou, v ktorej zohl'adnime aj pri-
spevok tangencidlnych zloziek Sikmej derivacie, ked’ze tieto sa doteraz zanedbavali. Bu-
deme ju riesit’ metddou okrajovych prvkov na zemskom povrchu a nakoniec spravime nu-
merické experimenty na redlnych vstupnych geodetickych datach a porovnanie

S doteraj$im spdsobom rieSenia.



2 Geodetické okrajové ulohy

V sucasnosti sa najroznejSie fyzikalne problémy riesia hlavne parcidlnymi diferen-
cialnymi rovnicami. Aby boli tieto rovnice riesitelné, musia mat’ definované urcité pod-
mienky, ktoré sa nazyvaju okrajové. Parcidlna diferencidlna rovnica spolu so zadanymi

okrajovymi podmienkami tvori okrajovl ulohu.

2.1 Okrajova uloha

Podrla typu okrajovej podmienky rozliSujeme Newtonovu, Neumannovu, Dirichleto-
VU a zmieSani okrajova ulohu. V pripade, ze hladdme ako rieSenie funkciu
w:RY —Q >R, kde Q c RN je ohranicend oblast’ s Lipschitzovskou hranicou, hovorime
0 vonkajsej okrajovej ulohe. Uvazujme ako diferencialnu rovnicu Poissonovu diferencialnu

rovnicu Au = f.

2.1.1 Newtonova vonkajsia okrajova uloha
Newtonova vonkajSia okrajova uloha pre Poissonovu rovnicu ma tvar

Au(x) = f(x) XxX€ERV-Q, (2.1)

a .
a(Ou@) + @ - @) = g(x)  x€on, (22)

kde Q  R" je ohrani¢ena oblast’ s Lipschitzovskou hranicou 0Q, f, g, a, B st dané funk-
cie, f definovana v oblasti RY — Q a funkcie g, o, § na hranici 9Q pricom VP € 9Q plati
podmienka |a(P)| + |B(P)| # 0 a 71 je vektor jednotkovej vonkajSej normaly ku hranici
oblasti d(R" — Q). Takuto podmienku nazyvame aj podmienkou tretiecho druhu. Newtono-
va vonkajSia tlloha ma najviac jedno klasické rieSenie, jednoznacnost’ rieSenia vyzaduje,

aby znamienka konstant a, £ boli opacné [7].

2.1.2 Neumannova vonkajSia okrajova uloha
Neumannova vonkajsia okrajova uloha pre Poissonovu rovnicu ma tvar

Au(x) = f(x) xe€RV-Q, (2.3)



ou (2.4)
%(x)—g(x) X € 0Q,

pricom takato okrajovd podmienka sa nazyva aj podmienka druhého druhu. Neumannova
vonkajsia okrajova uloha ma najviac jedno klasické rieSenie. Je to spdsobené podmienkou

regularity v nekoneéne, ktort musi spifiat’ neznama funkcia.

2.1.3 Dirichletova vonkajsia okrajova uloha
Dirichletova vonkajSia okrajova uloha pre Poissonovu rovnicu ma tvar

Au(x) = f(x) x€RN-Q, (2.5)
ulx) =g (x) x €0Q, (2.6)

a takato okrajova podmienka sa nazyva okrajova podmienka prvého druhu. Dirichletova

vonkajsia okrajova tloha ma najviac jedno klasické rieSenie.

2.14 ZmieSana vonkajsia okrajova uloha

Mozu sa vyskytnat pripady, kedy je na roznych Castiach hranice definovana ina ok-

rajova podmienka, napriklad

Au(x) = f(x) xeRV-Q, (2.7)

du (2.8)
u(x) =g1(x) pre x€8; a %(x) = g,(x) pre x€S,,

kde S; U S; = 0Q. VSeobecne moze byt na kazdej Casti hranice definovana ina okrajova

podmienka. V takomto pripade hovorime o zmie$anej vonkajsej okrajovej tlohe.

2.2 Neumannova vonkajsia okrajova tiloha v geodézii

Ak je rovnica homogénna tak ide o prislusnt okrajova tlohu pre Laplaceovu rovni-
cu. V geodézii sa najCastejSie rieSia prave Laplaceove vonkajSie okrajové ulohy a Casto sa
v nich vyskytuje aj problém $ikmej derivacie. Donedavna sa na rieSenie tloh suvisiacich

s geometrickym, alebo fyzikdlnym tvarom Zeme takmer vylune vyuZzivala Newtonova



okrajova tuloha [13]. KedZze v suCasnosti s okrem anomalii tiazového zrychlenia
k dispozicii aj tiazové poruchy, je mozné takéto ulohy riesit’ aj pomocou Neumannovej

vonkajSej okrajovej tlohy.

3 Uloha tedrie potenciialu s okrajovou podmienkou pre Sikmi derivaciu

Gravitacny potencial méa v geodézii viacero aplikacii. Tiazovy potencial W ma vSetky

vlastnosti objemového potencialu [7]

1) Tiazovy potencial W je spojitou funkciou v celom priestore R3

2) Tiazovy potencial W ma vsade spojité parcialne derivacie 1. radu

3) Tiazovy potencial W je harmonickou funkciou v R® — Q okrem pripadu, kedy uva-
Zujeme aj rotaciu mimo telesa

4) Tiazovy potencial W v oblasti Q spifia Poissonovu diferencialnu rovnicu
AW = —4nGp + 2w?, (3.1)

kde G je Newtonova gravita¢na konstanta a p je hustota v danom bode oblasti Q0 a
w je uhlova rychlost’ rotacie Zeme.

5) Tiazovy potencial W je regularnou funkciou v nekonecne.
3.1 Neumannova geodeticka okrajova uloha pre poruchovy potencidal

Neumannovu geodeticku okrajovi ulohu mo6Zzeme definovat’ ako rieSenie geodeticke;j
okrajovej ulohy, ktoré je formulovana v tvare Laplaceovej diferencidlnej rovnice pre poru-
chovy potencial vo vonkajsej oblasti. Sucasné koncepcie rieSenia pouzivaju okrajovu pod-
mienku Newtonovho typu. Pomocou gravimetrickych a druzicovych merani v bodoch
na zemskom povrchu mézeme priamo urcit’ hodnoty Neumannovej okrajovej podmienky
Vv tvare povrchovych tiazovych poruch, ktoré predstavuji derivaciu neznameho poruchové-
ho potencialu.

Z definicie poruchového potencialu

T(x) =W(x)—U(x), x€R3, (3.2)



kde W je tiazovy potencial a U je normalny tiazovy potencial v l'ubovolnom bode x
a za predpokladu, ze T je v nekone¢ne regularnou funkciou, mézeme formulovat’ Neuman-

novu geodetickul vonkajsiu okrajovia tilohu so Sikmou derivaciou

AT(x) =0, x€R3—-Q, (3.3)
(VT (x),71,(x)) = —=6g(x), x€0Q, (3.4)
T =0(x|™!) prex —» oo, (3.5)

kde 71, je vektor vonkajSej normaly k ekvipotencidlnemu elipsoidu, (, ) je skalarny sucin,
Q predstavuje teleso Zeme a dQ je fyzicky povrch Zeme ako hranica oblasti. Polohovy
vektor x oznaCuje polohu v pravouhlych kartezianskych stradniciach, ¢ize trojicu

(x1, %5, %3). Clen 8g predstavuje hodnoty povrchovych tiazovych porach ziskané zo vzta-

hu

5g(x) = g(x) —y(x), x€R?, (3.6)

kde g = |VW]| je velkost gravitatného zrychlenia ay = |VU| je velkost’ normalového
gravitatného zrychlenia. Rovnica (3.4) predstavuje Neumannovu geodetickt okrajova
podmienku so Sikmou derivaciou, pricom VT je projektovany do smeru normaly
k elipsoidu 71, , ¢im sa zanedbavaji povrchové zvislicové odchylky.

Problém $ikmej derivacie spociva v skuto¢nosti, Ze normala k zemskému povrchu 7,

nie je totozna s normalou k ekvipotencialnemu elipsoidu 7, (Obr. 3.1).

7 povrch Zeme

elipsoid

Obr. 3.1: Normala k zemskému povrchu a ekvipotencidlnemu elipsoidu



Doteraz sa na rieSenie problému Sikmej derivacie pouzivala projekcia tiazovych po-
rach do smeru normaly k zemskému povrchu 71, [6], t.j. ako vstupné hodnoty vystupovali
89 (x) cos a(x), kde a(x) predstavuje uhol «(7,,7,) v bode x (Obr. 3.1). V takomto rie-
Seni sa zanedbavali tangencialne zlozky Sikmej derivacie. V tejto praci zohladnime aj pri-
spevok tangencidlnych zloziek Sikmej derivacie. Takto definovani vonkaj$iu okrajova

ulohu budeme riesit numericky metédou okrajovych prvkov.

4 RieSenie Neumannovej okrajovej ulohy metodou okrajovych prvkov
4.1 Metoda okrajovych prvkov

S rozvojom pocitacovej techniky nastal aj rozvoj numerickych metod na rieSenie di-
ferencialnych rovnic. V stcasnosti sa vacsina inzinierskych problémov, ktoré predtym ne-
boli riesite'né, ¢i uz pre to, ze neexistovalo analytické rieSenie, alebo kvoli zlozitej geo-
metrii daju riesit’ numerickymi metdédami. Pri rieSeni parcialnych diferencialnych rovnic je
najrozsirenejSia metdoda konecnych prvkov, d’alSie zndme metddy su metdda konecnych
objemov a metdda okrajovych prvkov.

Vzhl'adom na charakter geodetickej okrajovej ulohy a neohrani¢ent oblast’, na ktorej
hladame riesenie, nie je metoda konecnych prvkov optimalna. Vhodnejsie je pouzit’ prave
metddu okrajovych prvkov. Medzi jej najvicsie vyhody patri redukcia dimenzie ulohy,
¢im sa znizi pocet rovnic potrebnych na vypocet neznamych a uloha sa riesi iba na hranici
oblasti. Nevyhoda metddy okrajovych prvkov je, ze pri rieSeni vznikne plna nesymetricka
matica na rozdiel od pasovej, ktora je pri metode kone¢nych prvkov [11].

Cely proces metddy okrajovych prvkov sa da rozdelit’ na nasledovné kroky [8].

1) Diskretizacia hranic skiimanej oblasti na siet’ okrajovych prvkov. Pri 2D probléme
sa pouzivaju 1D prvky (¢iarové prvky) (Obr. 5.1), pri 3D probléme sa pouzija 2D
prvky (plosné prvky).

2) Fundamentalne rieSenie danej parcialnej diferencialnej rovnice bez uvazovania ok-
rajovych podmienok skutoéného problému musi byt zname. Toto fundamentalne
rieSenie sa pouzije ako véhova funkcia pri formulécii metédy okrajovych prvkov
pre dant ulohu.

3) Zostavenie zakladnych rovnic metddy okrajovych prvkov pre uzly na hranici 0€)

pre oblast’ Q.



4) Vypocet neznamych hodndt na hranici, neznama hodnota vo vnutri oblasti Q sa vy-

jadruje pomocou znamych hodnoét na hranici 94).

uzol okrajového prvku

hranica 0
typicky okrajovy prvok

Obr. 4.1: Typicky okrajovy prvok a uzol okrajového prvku

4.2 Priama formuldcia metody okrajovych prvkov pre Neumannovu vonkajsiu

okrajovu ulohu so Sikmou derivdaciou

Uloha pri formulovani rieSenia metddou okrajovych prvkov je nahradit’ parcialnu di-
ferencialnu rovnicu definovanti na oblasti za rovnicu, ktora je rieSenim iba na hranici ob-
lasti [5].

Priama formuléacia metody okrajovych prvkov pre Laplaceovu rovnicu je [5]

c(x)T(x) + fT(y)Q(x,y)dy= fa%: Gx,y)dy, x,y€dQ,
a0 a0 . (4.1)
kde
1
G(x,y)zﬁ, x,y€R3 (42)

je fundamentalne rieSenie Laplaceovej rovnice a



G (x, rn
_0G(x,y)  (r,Tyg) %y € R?

QY =55 ) T A ® (4.3)

je jeho derivacia, kde r je vzdialenost bodov x aYy.

Problém spociva v skutoCnosti, Ze v okrajovej integralnej rovnici (boundary
integral equation, BIE) (4.1) vystupuje normalova derivacia 0T /07q. Ked’Ze nasa okrajo-
va podmienka (3.4) predstavuje Sikmu derivéciu, potrebujeme si vyjadrit’ BIE s uvdzenim
tejto Sikmej derivacie pomocou normalovej zlozky 71 a tangencialnych zloziek 7 a g (Obr.
4.2)

Vyjadrime si vektor Sikmej derivacie

VT.7
VT = |vT. ﬁ] = (VT.R)7 + (VT.5)3 + (VT. D).
VT.T
(4.9)
Uvéazenim vzt'ahu
o sr
P (4.5)
kde ¥ predstavuje smer $ikmej derivacie dostaneme
B.VT = (VT.R)3.7% + (VT.)3.§ + (VI.DB.1T. (4.6)
Z rovnice (4.6) dostaneme
O = (V1) = == [5.T = (V1. $).. — (VT.9).5.]
P 1) === .p).V.p 7). V.T]. 4.7)

Dosadenim (4.7) do (4.1) dostaneme priamu formulaciu metédy okrajovych prvkov

s uvazenim tangencialnych zloziek Sikmej derivacie



v(y¥).p(y)
c(x)T(x)+6£ T3 y)dy + f (V75O 5 =22 G ) dy
v(y).T(y)
l (VT2 55525 6 y)dy

-

—f v.VT G(x,y)d X,y € 01).
I N R @8

trojuholnik aproximujuci Zemsky povrch

-
v
v

Obr. 4.2: Jednotlivé zlozky Sikmej derivacie

4.3 Odvodenie systému algebraickych rovnic

Na odvodenie systému algebraickych rovnic pouZijeme metodu kolokécie
S linedrnymi bazovymi funkciami. Metoda kolokéacie vyZaduje aproximaciu hranice oblasti
0(Q) na mnozinu trojuholnikovych elementov AIj, priom pri pouziti linearnych bazovych

funkcii st koloka¢né body zhodné s vrcholmi trojuholnikovych elementov (Obr. 4.3).
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Obr. 4.3: Aproximacia hranice trojuholnikovymi elementmi s kolokaénymi bodmi

Aproximujme okrajové funkcie T a §g po Ciastkach linearnymi funkciami na pri-

sluSnom elemente A[j, t..

3
T(x) ~ Z T (), x € AT, )
k=1 .

3
69() ~ ) Sqipi(x), x €A, oo
k=1 .

kde T, a 6g; predstavuju hodnoty okrajovych funkcii v kolokaénych bodoch prislusného
elementu a funkcie {4, 1,, ..., Yy} predstavuju linearne bazové funkcie na elemente defi-
novan¢ ako

1, ak X; = X;

z,l)l-(x]-)={0' ak x; # %’ (4.11)

pricom i,j =1, ..., N kde N je celkovy pocet koloka¢nych bodov. Vo vsetkych ostatnych
bodoch prislusného elementu nadobtidaju bazové funkcie hodnoty z intervalu (0,1). Jedna
bazova funkcia bude tvorena vSetkymi trojuholnikovymi elementmi, ktoré sa spdjaju

v prislusnom koloka¢nom bode a vytvaraju nosi¢ bazovej funkcie (Obr. 4.4).

11



Obr. 4.4: Nosi¢ (support) bazovej funkcie pre kolokac¢ny bod x

Na zaklade takejto diskretizacie mozeme prepisat’ rovnicu (4.8) do diskrétneho tva-

ru pre dany koloka¢ny bod i

N > >
>\ Yi-Pj
CiTi+sz f Qi dl + f(VlPi-Pj)ﬁ,_ﬁ,Gijdﬂ
j=1 supp ¥ supp ¥; 7
N
+ (V. 5) 5—= Gy dl;
77
supp P
N
4
22591' @_@Gudr], i=1..N,

(4.11)

kde supp ; je nosi¢ j-tej bazovej funkcie. Funkcia c; predstavuje priestorovy segment
vymedzeny trojuholnikovymi elementmi, ktoré sa spdjaji v prislusSnom koloka¢nom bode

[5]. Systém rovnic (4.11) méZeme prepisat’ do maticového tvaru

M? = L8&g (4.12)

kde &= (T, Ty, ...,Ty)" je vektor neznamych hladaného poruchového potencilu
a Eg) = (891,892, ., 6gn)T st hodnoty povrchovych tiazovych porich ziskané druzico-
vymi a gravimetrickymi meraniami. Koeficienty matic M aL su jednotlivé integraly
z rovnic (4.11), ktoré vycislime aproximaciou pomocou Gaussovych kvadratar definova-

nych na trojuholniku v tvare

12
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ik (4.13)

S
1 Z A; 1
Lij = —4 ( Js _llljkku>, l '_lt],
T COS @i £ T (4.14)

s=1

kde 4;_ je plocha s-té¢ho trojuholnika bazovej funkcie j-teho nosica, k;;_ je kolma vzdiale-
nost’ od i-teho koloka¢ného bodu po rovinu s-tého trojuholnika, 7y, je vzdialenost’ i-teho
koloka¢ného bodu od k-teho bodu Gaussovej kvadratiry s-tého trojuholnika, ¥, - je hod-
nota linearnej bazovej funkcie pre k-ty bod Gaussovej kvadratury s-tého trojuholnika a w,
je prislusna vaha k-teho bodu Gaussovej kvadratary. Hodnotu cos @;_predstavuje priemet

jednotkovej norméaly ekvipotencialneho elipsoidu do smeru normaly S-tého trojuholnika,
cos @j, = V.1, (4.15)
Vi, je gradient bazovej funkcie s-tého trojuholnika (Obr. 4.5) a vy;_je vektor reprezentu-

juci tangencialnu zlozku $ikmej derivacie s-tého trojuholnika. S je pocet trojuholnikov j-

teho nosica a K je po€et bodov Gaussovej kvadratury.
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Obr. 4.5: Gradient bazovej funkcie

KedZe uvazujeme linearne bazové funkcie, bude Vi);  na celom trojuholniku konstantny.

Preto plati

1
VlleS = T JVI/)dA
° Ajs (416)

Aplikujme Greenovu vetu na rovnicu (4.16)

1 1 .
45, 94;, (4.17)

kde 0A je hranica trojuholnika a V je normala trojuholnika. Jednotlivé zlozky gradientu pre

s-ty trojuholnik potom vypocitame

1 Y )+ (m) + Yi.(m)+y; (k)

A 2 ljm vjm 2 lmk Vimk

Js
(k) +yY,
+ll115( )2 ¢]S(])lkj17kj]'

Vi =

(4.18)

kde ; (x) st hodnoty bazovej funkcie v prislusnych bodoch. S uvazenim priebehu line-

arnych bazovych funkcii na 4; dostaneme
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s = (4.19)

kde indexy j, k, m predstavuju vrcholy trojuholnika, Vj,, @ V; s normaly stran trojuholni-
Ka, L, al; st dizky stran trojuholnika (Obr. 4.5).

Pre diagonalne prvky v pripade matice L plati [6]

1 Aislntg[(ﬁs+as)/2]
s tg(Bs/2) (4.20)

Na zéaklade skuto¢nosti, ze konstantny potencial aplikovany na uzavrett oblast’ neproduku-
je ziadny tok, sa sucet vietkych prvkov v matici M, t.j. matici bez uvazenia tangencialnych
zloziek Sikmej derivacie rovna 1 [5]. Teda diagonalny prvok v pripade matice M sa da vy-

jadrit’ tymto vztahom

N S K 5
1 Ais tg[(ﬁs + as)/z]
M; = Z ( z kij Z Wi Wk) n; ?ln tg(Bs/2)

i#j s=1

j=1 (4.21)

Takymto sposobom dostaneme sustavu rovnic (4.12). Po dosadeni okrajovej podmienky

@ a vynasobeni maticou L dostaneme na pravej strane rovnice (4.12) znamy vektor,
amatica M na Tavej strane predstavuje maticu tuhosti. Matica M je plnd, nesymetricka

matica.
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5 Numericky experiment

Pre numericky experiment bol vytvoreny program v jazyku C, ktory bol aplikovany
na zemsky povrch diskretizovany modifikovanou hierarchickou triangulaciou postupnym
delenim 12-stena (Obr. 4.3) az po pozadovanu presnost’ 0.2° [6]. Tymto vzniklo 1215002
koloka¢nych bodov. Pre zniZenie pamétovych narokov programu bola pouZita metoda eli-
minacie vzdialenych zon [6], kde sa koeficienty matice pre body vo vzdialenosti vac¢sej ako
912 km od prave pocitaného bodu prenasobili hodnotou poruchového potencialu zo satelit-
ného geopotencialneho modelu ITG-GRACEOQ3S [9] apresli do pravej strany rovnice
(4.12). Tym vznikla redSia matica tuhosti na rozdiel od plnej matice M vo vztahu (4.12).
Ako vstupné hodnoty boli vygenerované horizontalne suradnice koloka¢nych bodov, vyska
zemského povrchu v tychto bodoch z digitalneho modelu terénu SRTM30 PLUS V5.0 [4],
hodnoty tiazovych poruch z modelu DNSCO08 [1] a hodnoty poruchového potencialu zo
satelitného geopotencialneho modelu ITG-GRACEOQ3S. Vypocitané hodnoty boli nasledne
porovnané SrieSenim bez uvazovania tangencialnych zloziek Sikmej derivacie ako
aj s modelom EGM2008, ktory vydala National Geospatial-Intelligence Agency v USA
[10].

Vypocty boli realizované na paralelnom pocitaci na katedre matematiky Slovenskej
Technickej Univerzity v Bratislave. Paralelizacia programu bola spravena pomocou roz-
hrania Message Passing Interface (MPI) [2]. Vypocty boli vykonané na vypoctovom klas-
teri so 16 procesormi a 128GB distribuovanej opera¢nej pamite.

Vypodet naplhania matic ststavy trval 5 hodin a 43 minut a rieSenie sustavy pouZitim
nestacionarnej iteracnej metody stabilizovanych bikonjugovanych gradientov Bi-CGSTAB
[3] trvalo 158 sektind pri 12 iteraénych krokoch pre toleranciu 1.1071! m2.s72. Celkovy
vypocet trval 5 hodin a 46 minut.

Pre vystupy grafického porovnania vysledkov bol zvoleny softvér GMT [14]. Najprv sme
zobrazili globalny priebeh rieSenia s prispevkom Sikmej derivécie, t.j. poruchovy potencial
T(BEM OBLIQUE) (Obr. 5.1), potom sme toto rieSeniec porovnali S modelom
T(EGM2008) (Obr. 5.2) a nakoniec sme toto rieSenie porovnali s rieSenim, v Ktorom sa
Sikma derivacia zanedbala T(BEM) (Obr. 5.3). V tabulkéach 5.1, 5.2 a 5.3 st uvedené $ta-

tistické charakteristiky rozdielov medzi tymito modelmi.
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Obr. 5.1: Globalny priebeh riesenia (1 GPU = 10 m?2.572)
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Obr. 5.2: Porovnanie rieSenia so $ikmou derivaciou s modelom EGM2008
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Obr. 5.3: Porovnanie modelov s a bez sikmej derivacie

Tab.5.1: Statistika porovnania modelov T(BEM) a T(EGM2008)

[GPU] (1 GPU = 10 m2.572) Spolu Oceéany Kontinenty
Pocet uzlov 1215002 870264 344738
Priemerny rozdiel -0,077 -0,069 -0,098
Maximalny rozdiel 4,008 0,697 4,008
Minimalny rozdiel -3,496 -1,018 -3,496
Smerodajna odchylka 0,142 0,107 0,203
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Tab.5.2: Statistika porovnania modelov T(BEM OBLIQUE) a T(EGM2008)

[GPU] Spolu Oceany Kontinenty
Pocet uzlov 1215002 870264 344738
Priemerny rozdiel -0,023 -0,019 -0,034
Maximalny rozdiel 4,163 0,747 4,163
Minimalny rozdiel -3,364 -0,960 -3,364
Smerodajna odchylka 0,140 0,106 0,201

Tab.5.3: Statistika porovnania modelov T(BEM OBLIQUE) a T(BEM)

[GPU] Spolu Oceany Kontinenty
Pocet uzlov 1215002 870264 344738
Priemerny rozdiel 0,054 0,050 0,064
Maximalny rozdiel 0,380 0,162 0,380
Minimalny rozdiel 0,028 0,028 0,028
Smerodajna odchylka 0,017 0,011 0,022

Na zobrazenie prispevku Sikmej derivacie v oblastiach, kde je tento prispevok najvac-
§i, teda Andy a Himalaje (Obr. 5.3), sme pouzili program Surfer [12] (Obr. 5.4 a Obr. 5.5).
Priebeh hodnot potencialov jednotlivych modelov zobrazené v rezoch st na Obr. 5.6 a 5.7.
Samotné rezy sii zobrazené na Obr. 5.4a a 5.5a. Na Obr. 5.8 je znazorneny merididnovy rez

cez 86.925° vychodnej dizky, cez vrchol Mount Everest.

LX)
v

Obr. 5.4a: Priebeh potencialu v Himalajach
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Obr. 5.4b: Prispevok Sikmej derivacie v Himalajach

Obr. 5.5a: Priebeh potencialu v Andach
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Obr. 5.5b: Prispevok $ikmej derivacie v Andach

Hodnota poruchového potencialu [m?2.s?]
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——EGM2008
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——BEM

Obr. 5.6: Priebeh hodndt potencidlov jednotlivych modelov v Himalajach v reze
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Obr. 5.7: Priebeh hodndt potencialov jednotlivych modelov v Andach v reze
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Obr. 5.8: Priebeh hodnot potencidlov cez merididnovy rez cez Mount Everest
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6 Zhodnotenie vysledkov

Z vysledkov zistenych numerickym experimentom sme dospeli k nasledujucim zéave-
rom. Prispevok Sikmej derivacie je najvacsi v oblastiach najvyssich pohori, teda v Himala-
jach, Andach, Havajskych ostrovoch a v oblasti Indonézie (Obr. 5.3). V tychto oblastiach
su dosahované maximalne prispevky viac ako 0,3 GPU co pri urCovani priebehu geoidu
S centimetrovou presnostou predstavuje narast o priblizne 30 centimetrov. Z Obr. 5.4b
a5.5b, ako aj z grafov (Obr. 5.6 a5.7) d’alej vyplyva, ze prispevky dosahuji najvyssie
hodnoty prave vo vrcholoch tychto pohori a v tidoliach, zatial' ¢o na svahoch st zmeny
minimalne.

Navyse vplyv tangencialnych zloziek Sikmej derivacie, ktory je maximdlny vo vyssie
uvedenych pohoriach, ma pomerne vyrazny vplyv na geoid az do vzdialenosti priblizne
1000 km (Obr. 5.2). Nasledkom tohto vplyvu sa zlepsili stredné hodnoty rezidui
v porovnani s modelom EGM2008 na oceanoch zo 7 cm na 2 cm a na kontinentoch z 10
cm na 3 cm (Tabul’ky 5.1 a 5.2). DalSie zaujimavé zistenie je, Ze prispevok Sikmej deriva-

cie je na celom povrchu Zeme kladny.

7 Zaver

Ciel'om tejto bakalarskej prace bolo rieSenie geodetickej okrajovej illohy metodou ok-
rajovych prvkov s uvazenim prispevku tangencialnych zloziek Sikmej derivacie. Najprv
sme si definovali Neumannovu okrajovu geodeticki tlohu pre poruchovy potencial
s okrajovou podmienkou pre §ikmu derivaciu. Na rieSenie takejto ulohy sme si odvodili
priamu formulaciu metddy okrajovych prvkov, ktora je vhodnejSia na rieSenie vonkajSich
okrajovych uloh, ked’ze rieSenie sa hl'ada len na hranici oblasti. Nasledne sme si odvodili
systém algebraickych rovnic pre numerické rieSenie. RieSenie sme zrealizovali vytvorenim
programu Vv jazyku C, pomocou ktorého sme vykonali vypocty so vstupnymi geodetickymi
veli¢inami v numerickom experimente. Vypocitané vysledky sme nakoniec porovnali s
vysledkami vypocitanymi bez prispevkov Sikmej derivacie ako aj s modelom EGM2008.

Z vysledkov a ich porovnania sme zistili, Ze prispevky tangencialnych zloziek Sikme;j
derivéacie st najvyraznejsie v extrémne &lenitych terénoch oblasti And a Himalaji. Prispev-
ky tangencidlnych zloziek Sikmej derivacie v tychto oblastiach vyraznejSie ovplyviiuju

globalny priebeh hodndt potencidlu az do vzdialenosti 1000 kilometrov. Pre urcovanie
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priebehu geoidu s centimetrovou presnostou tento prispevok predstavuje hodnoty az 30
centimetrov €o je pomerne vyznamné.

Z numerického experimentu vyplyva, ze prispevok tangencialnych zloziek Sikmej de-
rivacie by sa mal uvazovat’ najmé pri presnom urcovani lokalneho priebehu geoidu v hor-

natych oblastiach.

8 Suhrn

Bakalarska praca je zamerana na rieSenie ulohy teérie potencialu s okrajovou pod-
mienkou pre Sikmu derivaciu a vplyv prispevkov tangencialnych zloziek Sikmej derivacie
na vysledok ulohy. Numerické rieSenie tejto ulohy sme odvodili metdédou okrajovych prv-
kov. Nakoniec sme realizovali numericky vypocet tejto geodetickej okrajovej tlohy poci-
taCovym programom a vysledky sme porovnali s vypo¢tom so zanedbanim tangencialnych
zloziek Sikmej derivacie ako aj s modelom EGM2008. Porovnanim sa zistilo, ze ma zmy-
sel uvazovat’ aj tieto prispevky tangencialnych zloziek Sikmej derivécie. Prispevok nado-
budal v extrémne Elenitom teréne (Andy, Himalaje) hodnoty az 0,3 GPU, ¢o pri urovani
priebehu geoidu s centimetrovou presnost'ou predstavuje pomerne vyrazny prispevok 30

centimetrov.

9 Summary

This bachelor work is focused on the solution of the oblique derivative boundary value
problem in the potential theory and on a contribution of tangential components of the obli-
que derivative on this solution. In order to obtain a numerical solution of this problem we
used boundary element method. We have realized numerical experiments where we devel-
oped computer program for solving this geodetic boundary value problem. We have com-
pared our numerical results with the solution that omitted tangential components of oblique
derivative as well as with the EGM2008 geopotential model. We have found that there is a
reason to consider the tangential components especially in extremely mountainous regions
(Andes, Himalayas). Their contribution is up to 0.3 GPU (approximately 30 cm) that is

significant for “cm-level” accurate global geoid modeling.
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