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Abstrakt

V préci si odvodené originalne metdédy 2., 3. a 4. rddu presnosti pre rovnicu advekcie
s variabilnou rychlost’ou. Pre netrivialny priklad s ndjdenym presnym rieSenim su prezen-
tované porovnania s metdédami nizsieho rddu dokumentujice vyhody metody vysokého

radu presnosti.

Abstract

In this work, some original second, third and fourth order accurate methods are derived
for the solution of advection equation with variable velocity. For a nontrivial example with
found an exact solution comparisons with the methods of lower order are provided showing

advantages of the high order method.
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1 Uvod

Rovnica advekcie ma vel'ky vyznam v prudeni kvapalin a plynov. Jednym z prikladov
vyuzitia rovnice advekcie moze byt’ akustika, kde sa riesia problémy ako charakterizovat’
pohyb zvukovych vin v ¢ase.

Pri rieseni tohto typu tloh metody nizkeho radu presnosti vytvaraji nepripustni chybu
v pomerne kratkom casovom intervale. Pri rieSeni 1loh vécsieho rozsahu a zlozitosti tieto
numerické metddy zaberaji vel'ké mnozstvo pocitacovej paméte a vypoctového casu, ak
chet dosiahnut’ dostacujicu presnost’. Metody vysokého rddu presnosti dosiahnu rovnaki
presnost’ pri omnoho hrubsej sieti a pri kratsich vypoctovych ¢asoch.

7 literatury su zname numerické metédy vysokého radu presnosti, ktoré si odvodené
pre rovnicu advekcie s konstantnou rychlost’ou [1]. Vel'a tiloh vedie na rovnicu s variabilnou

rychlost’ou, kde uvedené numerické metody mozu vyznamne stracat’ na presnosti.



2 Ciele prace

Ciel'om naSej préace je vyuzit’ poznatky z rieSenia rovnice advekcie s konstantnou rychlos-

t’ou a odvodit’ originalne metddy pre riesenie rovnice advekcie s nekonstantnou rychlost’ou.
Takto odvodené metddy prvého az stvrtého radu nasledne testovat’ v softvéri Mathe-

matica na konkrétnych netrividlnych prikladoch a detailne porovnavat’ ich vlastnosti.
Budeme znazornovat’ graficky numerické riesenia jednotlivych metod spolocne s pres-

nym rieSenim, porovnavat’ vypoctovi chybu metdéd a ich ¢asovi narocénost’.



3 Matematicky model

Budeme riesit’ pociatoéni tdlohu pre linearnu skaldrnu hyperbolicki parcialnu diferen-
cidlnu rovnicu v 1D (initial problem for one dimensional linear scalar hyperbolic partial

diferenciatial equation) nazyvanu aj rovnica advekcie [1]
oru(z,t) + v(x)Opu(z,t) =0 (1)

—o<r<oo, t>0
u(z,0) = ug(x)

kde u(z,t) je neznama funkcia zavisla od priestorovej premennej x a ¢asovej premennej t.
Funkcia v(z) predstavuje nekonstantni rychlost’ sirenia sa vlny a zavisi od z. Pre jedno-
duchost’ uvazujeme iba kladné hodnoty v(x) resp. pohyb v jednom smere. Funkcia ug(x)
predstavuje pociatoéni podmienku. RieSenie rovnice (1) sa dé najst’ pomocou metdédy
sledovania drahy castic (particle tracking).

Dant parcidlnu diferencialnu rovnicu chceme riesit’ numericky. Numerické riesenie rov-
nice oznacme U7, ktoré aproximuje presné riesenie u(z;, t,) rovnice (1) v bode r; = j*Auw,
pricom Az je zvoleny priestorovy krok, a v ¢ase t,, = n x At.

Numerické riesenie budeme hl'adat’ pomocou schémy

P
U]”H:ZBO(U" n=0,1,2,... j=0,...,xsteps (2)
a=1

Jta

kde o urcuje posun j + « polohy bodu z;., vzhl'adom k bodu z;, p je pocet bodov
pomocou ktorych hl'adame rieSenie, pricom plati p = m + 1, kde m je rad presnosti
pouzitej metody. Premennd xsteps predstavuje nami zvoleny pocet priestorovych krokov.
Tymto dostdvame tilohu na hl'adanie koeficientov B,. Postupujeme podl'a prace [1], kde

riesili ulohu (1) len pre konstantnu rychlost’ v.

4 Odvodenie koeficientov B,

My si podrobne uvedieme iba odvodenie metédy tretieho rddu. Pre ostatné metody uve-

dieme na zaver len ich vysledny tvar.



4.1 Metoda tretieho radu

Odvod'me si koeficienty B, pre tito konkrétnu metodu 3. radu.
UJT“rl = BoU}' + B U}y, + B U + BLUY, (3)

Hodnoty funkcii U ;““1, 1, Ujty, Ujt, dostaneme z Taylorovho polynému tretieho stupna.

At? A3

U;LH ~ U;L + At@tU;I + Tattan + YatttU;l

n n n AwZ n AZL‘S n

UjJrl =~ Uj —+ Ax(?mU] + TammUJ + TazxxUJ
Az? Az? (4)

Ups = Uf = 8ad,Uf + =00, Uf = == 0ras U]

n n n A‘rQ n A"L‘S n

U’ji2 =~ Uj — 2A$81UJ + 47(9133(]] - STaxx:pUj

Teraz vyjadrime ¢asové derivacie pomocou kombinacie z-ovych derivacii. Kvoli prehl’ad-
nosti budeme pouzivat’ uz len skratené zapisy parcidlnych derivécii dyu(z,t) = u; a rych-

losti v = v(x;). Upravme rovnicu (1) na tvar
U = —Vlly (5)
Naésledne ju parcialne zderivujme podl'a x aj t.
Ut = —VUgt
Uty = —VUgpy — V' Uy (6)
Budeme predpokladat’, ze mozeme zamenit’ poradie derivacii. Z toho vyplyva u,; = uy,.
Ut = —VUgt = —VUgy (7)
Teraz dosadime (6) za uy, v (7) a ziskame uy vyjadrené ako kombindciu z-ovych derivécii.
U = V2 Uy + VU Uy

Poslednt rovnicu opét’ parcidlne zderivujeme podl'a x aj t a zamenime poradie derivacii.
Dostavame
.2 /
Uttt = V" Uggt + VU Ugy

/ " /
Utge = —VUggy — VlUgg — UV Uy — U Ugy
Nahradime wu,; za Uy & Uy 28 Uy, @ vznikne nam tvar

2

Vi /
Ut = =V Ugze — 3V 02U — V20" Uy — 00"V Uy (8)

4



Vratime sa spat’ k Taylorovym rozvojom (4) a vo vzt'ahu pre aproximdciu riesenia Uf“
zamenime vSetky c¢asové derivacie ug;, uy, Uy za im rovné kombindcie z-ovych derivécii,
ktoré pozname z rovnic (5), (7), (8).

At?
Urtt = U} — Atwd, U} + T(UQQMUJ’-1 + ' 0,U7)
At )

—T(v?’@me;l + 31}'1}28MU;L + UQU//axU;-l + v0'v'0,U}")

Teraz v rovnici metddy treticho rddu (3) dosadime do pravej strany rovnice aproximécie
hodnot Uy, Uty a Ujl,, ktoré sme dostali z Taylorovych polynémov pre casovy krok

(4) a do l'avej strany rovnice U;‘H, ktoré mame z (9).

2

At
Ui — Atwd, US + T(UQQHU}"L + vv’@xU]’?)

At3
—T(vy’@me;‘ + 3v’v28me + "U2UHGIU]@ + v0'v'0,U}")
10)
A 2 A 3 (

By + Bia (U} + Aad,U7 + —-00.Uf + == 002U}
. . Ax? VA .

+B_1(Uj — Ax@xU] + T&c Uj — T&CMUJ )

Az? Az

Rovnica (10) bude platit’ prave vtedy, ked’ bude platit’ rovnost’ medzi koeficientami pred
nezndmou UT" a jej derivaciami na 'avej a pravej strane, preto vytvorime 4 rovnice samos-

tatne pre U" a vSetky jej derivacie.

U By+Bi+B.+B,=1
2.U;":  ArBy, — AxB_y —2AxB_y = —Atv + ATtQm/ — %3(@21}” + vv'v’)
0y UL AR 4 AT R | 4R ) = 2AL 3%y A0
O UL - AR — AR | —8ATR , = —AL3

Nakoniec si rovnice upravime do jednoduchsieho tvaru s Courantovymi ¢islami.

v(z;)At

c= C(%’) = Ax



Opz UM -

J

6x:m: ur:

J

By+Bi+B_1+By=1

B,—B_{—2B y=—c+ CU’% — cm}”At + cv’v’At

By 4+ B_1+4B_5 =% — v At

B1 - B_1 - 8B_2 = —03

Ziskali sme 4 rovnice o 4 neznamych. Tuto stistavu rovnic sme riesili v systéme Mathe-

matica, pricom sme dostali nasledovné vysledky. Kvoli prehl'adnosti riesenia zavadzame

At = dt.

Boi

+ (12 — 6¢ — 12¢* + 6¢°

L (—=6¢+9c* — 3¢?

— cov"dt? — cv'V'dt? + 12¢*0dt + 3ev'dt)

— 9ct'dt — cov”dt? — cv'v'dt? + 3ev'dt)

- %czv’dt + %cvv”dt2 + %cv’v’dt2

_c + Loy di? — C’U W'dt? + —CU 'dt

36

Néjdené koeficienty B, vratime spit’ do povodného tvaru metédy tretieho rdadu (3) a

dostavame findlny tvar

n+l _ _—

12(
_I_

12 — 6¢ — 12¢% + 6¢°

1
50

— cvv"dt? — cv'v'di? + 1220 dt + 3cv’dt) Uy

6c +9¢* — 3¢ — 9P/ dt — cvv"dt? — cv'v'dt® + 3c'dt) UT4
2 31 1 1
+(c+ % - % — 501}’ — —cXdt + Ecvv"dt2 + gcv'v'dt2)Uf_1
c & 1 1 1 .
+(_6 + o %cvv"dt2 — %cv'v'dt2 + Ecv'dt)Uj_2

Tym istym sposobom sme si odvodili aj metédu prvého radu, dve metédy druhého

radu, centralnu a upwind, a centralnu metodu stvrtého radu. Ich presné rieSenia uz nebu-

deme opakovat’ iba vypiseme hodnoty koeficientov B, a vysledné tvary metdd.

Pre praktické ticely mozeme v, v” a v aproximovat’ metédou konecénych diferencii.



4.2 Metéda prvého radu

n+1 __ n n
UMt = (1 — U +cUP,

4.3 Centralna metoda druhého radu

By : 1—¢?

Bi:  1(=2c+2¢ + cv'dt)

B_;: + % — 2cv'dt

N
W=

2

. w1 o 1 n
U H—(1- CQ)UJ. + 1 (—20 + 22 + cv’dt) Uiy + (5 + 5~ chldt)Uj—l

4.4 Upwind metéda druhého radu
By : 21; (4 — 6c + 2¢ + 3cv'dt)
B_;: 2c — c? — cv'dt
B_,: —%—i—%%—%cv’dt

2
n+1
{ /j =

N

2 2 4

1
(4—6c+2¢% +3cv'dt) Ul + (2¢ — & — c'dt)U} | + (—E + S 4 et



4.5 Centralna metoda stvrtého radu

By : = (=20dt*vc*v” — 35dt*c (v')? + 60dic*v’ + 12¢* — 60c? + 48)
B : 55 (20dt?*vc*v"” 4 35dt*c* (V') — 60dtc*v’ — 12¢* + 60c? — 48)
+ 155 (5dt*v*v® e — 20dt*vev” 4 5dtPc(v')? — 20dt*c(v')? — 45dtc*’

+60dtcv’ + 20dt3cov'v” — 6¢* + 30¢® — 120c + 96)

By : — 5= dtPvv® e — Ldt*vcy” + Ldt*ver” — FLdtte(v)? — FLdt*A(V)?
+5dt*c(v')? 4 $dtcP + spdtcPy’ — gpdtev’ — SdtPved

B_y: —gedt3v*v® e+ 2dtPvct” + SdtPvcr” — dtPc(v')? + LdtAA (V) + sdttc(v))?
Hldted' — 2dte(x)* — Ldter' — LdtPevv'v” — Lot — € 4 28 4 2

B ,: = dt?v?v®c — LdtPvcy” — Ldt*ver” + shdtPe(v')? — SLdt* P (v)?

—Sdt?c(v')? — §dtcA + spdtcP + gdtcv’ + SdtPcov'v” + %

1
Urtt = E(—%dt%c%” — 35dt*c*(v')* + 60dtc*y’ + 12¢* — 60¢” + 48)UT

1 1
+(%(20dt2vc2v" + 35dt*c*(v')? — 60dtc*v’ — 12¢* + 60c® — 48) + @(Sdt?’v%(?’)c

—20dt*vev” + 5dt*c(v')? — 20dt*c(v')? — 45dtc*v’ + 60dtev’ + 20dt cvv'v”

i 1 | 1
—6¢* + 30c® — 120c + 96)) U7, + (—@dt?’v%(?’)c — 5dt20021}” + 5dt2vcv”

—%dt%(v')g - §78dt262(vl)2 + 7—12dt26(v’)2 + %dtc%' + idtc%/ — idtcv'
—%dt%cv’)U]’-ﬁrQ + (—%dt%%@)c + gdt%c%” + édt%cv” — %dt%(v’)g
—|—1—78dt202(v')2 - %dt%(v’f + idtc?’vl — %dtc(w)%' — %dtcv' — %dt?’cvv'v”

—éc4 - % + %62 + %)Uf_l + (ﬁlgdt%%@c - 7—12dt212021)" - 7—12dt21)cv”
+%dt3c(v’)3 — 2—;8dt262(vl)2 — 7—12dt20(v’)2 — %dtcg‘v' + 2—14(125021/
+2—14dtcv’ + %dt?’cvv’v” + ;—z + f—:; - ;_jl — 1—02)U;-1_2



5 Numerické experimenty

Vsetky odvodené numerické metédy 1., 2., 3. a 4. rddu sme spracovali a ich funkénost’

overovali v softvéri Mathematica.

Riesené metddy sme testovali na priklade s pociatoénou podmienkou ug(x) = sin(x)

na intervale 47 a rychlost’'ou v(z) = sin(x) + 2.

/N /N

o/ o/

Obr. 1: Pociatotnd podmienka

Numerické rieSenie sme porovnavali s presnym rieSenim, ktoré sme zistili pomocou

softvéru Mathematica.

&

3t — 2\/§tan*1 <M)
1

tan — =
2

2V/3

1

u(z,t) =sin | 2tan”

Okrem toho sme zistili, ze presné riesenie je periodické s periédou pre x rovnou 27, ¢o

sme vyuzili pre periodické okrajové podmienky a s periédou rovnou \2/—% pre t. Numerické

47 _ 47

a R

xsteps T stepsvV/3©

rieSenie sme hl'adali pre kroky Az =

5.1 Grafické porovnavanie

V tejto kapitole budeme graficky znazornovat’ numerické riesenia spolo¢ne s presnym riese-
nim a sledovat’ presnost’ a problémy riesenych metod po 2 a 10 periddach. Pre xsteps=100

sme zvolili steps=247, pre xsteps=200 dvojnasobok steps.



Nekonstantny priebeh funkcie ukazeme na nasledujtcich obrazkoch.

10f 10f

051 05

2 4 6 8 10 12
-05 } -05 :
1ol _10f
1.0 j 1.0 r

-10r
10

-10+- -10+

Obr. 2: Priebeh 1 periddy presného rieSenia pohybujiceho sa nekonstantnou rychlost’ou

v kladnom smere po x-ovej osi.
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5.1.1 Metdda prvého radu
7, obrazkov vidime, ze metdda pre xsteps=100 uz po 2 peridédach drasticky klesd oproti

presnému rieSeniu a po 10 periédach uz vobec nepripomina presné riesenie. Aplikdcia

metody 1. radu je pre tento typ ulohy neakceptovatelna.
10 T T 10 T T T
/ \ / / \ /
05 “\““‘ / \ 05 \“““ / \
. \ i !
N e
-05 / -05 \ /
\ \\\’ // / ““ \ / \ /
\ / \
\\ // \\\ ’// \\\ // \\\ ’//
o ‘ N/ ‘ ‘ . o N/ N/
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Obr. 3: Tvar riesenia 1. radu po 2 a 10 periédach pre xsteps=100
Pre xsteps=200 vidime zlepsSenie ale stale je to vel'mi zla aproximaécia.
. N // S . N // S
\ / [ / \
/ \ J/ \\ J' \ ’/ \\
/ / \ / \ / \
05 , R \ 05 "“ 5 \
\ /
4;‘5
oo‘k‘ 1 00 \‘\
-05 /’, -05 o e /
/ ‘\ / \ /
i \ / \ /
/o / \ /
y / \ / \ /
- \ / \
\/ \
200 0 50 100 150
Obr. 4: Tvar riesenia 1. radu po 2 a 10 periédach pre xsteps=200
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5.1.2 Centralna metéda druhého radu

Pri tejto metode pozorujeme omeskanie za presnym rieSenim, znizovanie maxima a nepri-
rodzeny pokles v minimalnych hodnotéch.
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Obr. 5: Tvar riesenia 2. radu po 2 a 10 periédach pre xsteps=100

Pre xsteps=200 vidime, ze pokles v zapornych hodnotach zmizol a metéda pomerne
dobre aproximuje presné riesenie.
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Obr. 6: Tvar riesenia 2. radu po 2 a 10 periédach pre xsteps=200

Vidime, ze oproti metdode 1. radu presnosti je chyba rddovo mensia, ale pre dlhé casy
eSte stale vyrazna.
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5.1.3 Upwind metéda druhého radu

Tato metoda okrem klesania, znizovania maxima a neprirodzeného poklesu v minimalnych

hodnotach, aj predbieha presné riesenie.
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Obr. 7: Tvar riesenia 2. radu po 2 a 10 periédach pre xsteps=100

Pri zvacseni xsteps na 200 opét’ pozorujeme slusni aproximaciu presného riesenia,

pricom neziadici pokles sa zacne prejavovat’ az po priblizne 3500 ¢asovych krokoch, ¢o

predstavuje viac ako 14 periéd.

TN T L VN
N\ AN / 0\
\ f \
o\ A [y
/! \ / \Y / ’ \
/i \ /i \ /)
/! \ /i \ [
I \ [ \\ [/ \
/i A \ [ \ Y
A I \ [/ \ 4
I / \ ; \
fl / \ [ \
Ji Jr h [ \ &
s“r’ \\ | \ Y
ost /! \ ost |/ \ Y
sr | ! / \ / |
I \ ! | ! \
I \ / \ /
r I \ / (I / |
I I \ / \ Y / / |
I I \ ! \ / \
| ,, / \i / |
1 i h | \ / \
i I \ [ \ L / ‘
11 W i W |1 | ! i
/ \ | 4 [ \ I !
/ i ) i i | i |
/ \ / | I |
/ \ I | / ! i j
T T 0 T 0
' [ \ : ' :
| \ | \ i |
| | b i \ i
/ / |1 I ! /
| f / \i . '
\ / \ i / \ /
\ \ / \ /
‘ \ . / \ /
\ \ 1 1
\ \
\ \ \ / \ /
\ / \
-05 \ -05 ' '
\ / \ I : { { /
\ { \ {
/ \ / / \ /
/ \ / ! i \ Vl
/ W\ iy W\
/ \ / | { W\ {
/ \ / |\ / I\ /
\ / \ / \ / W\ /
/ / \ / W\ /
/ / \ / \ /
\ / \ /
o o A\ A\
o 50 100 150 200 o 50 100 150

Obr. 8: Tvar riesenia 2. radu po 2 a 10 periédach pre xsteps=200
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5.1.4 Metdda tretieho radu

Pri tejto metdéde zaznamendvame iba mierny pokles. Metéda dobre aproximuje presné
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Obr. 9: Tvar riesenia 3. radu po 2 a 10 periédach pre xsteps=100

Pre 200 z-ovych krokov metdda po 2 periddach takmer splyva s presnym rieSenim a aj

po 10 periédach je pokles minimdlny. Pre takyto pocet z-ovych krokov metdda tretieho

radu vel'mi dobre aproximuje presné rieSenie.

A \ /2 7
/ \\ / \ / \ /
/ \\ r/ \\ 4/ \\ ’/
y \ / \ o /
/ \ / \ { {
[ . / /
/ \ / \ { \ !
, | / | ] \ ;
/ \ / \ { \ /
/ \ | \ { \ /
\ / \ { \ {
i \ / \\ / \ !4
| [ 1 \ b
\ / \ / \ / /
\ [ \ | \ / /
\ / \ / \ / /
/ \ [ \ f f
"» , "» \ / /
\ / \ / \ / /
_o0s \ It \ It _05 \ / /
\ / \ / \ / /
\\ / \ / \\ /r /
/’ \ /
\ / \ / \ / /
\ / \ / \ / /
\\ // \\ // \ / /
\ / / \ /
* [ 50 100 150 200 . [ 50 100 150 200

Obr. 10: Tvar rieSenia 3. radu po 2 a 10 periddach pre xsteps=200
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5.1.5 Centralna metoda stvrtého radu

Metoda stvrtého rddu opit’ mierne zaostava za presnym riesenim aj ked’ to zaznamena-
vame az po dlhSsom case.
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Obr. 11: Tvar rieSenia 3. radu po 2 a 10 peridédach pre xsteps=100
Pre 200 z-ovych krokov metdoda aj po 10 periédach splyva s presnym riesenim.
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Obr. 12: Tvar rieSenia 4. radu po 2 a 10 periddach pre xsteps=200
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5.2 Chyby metéd

V tejto casti budeme porovnavat’ chyby metod ziskané vypoctom. Numericku chybu metdd

sme ziskali takymto sposobom

Okrem chyby sme vypoctom zist'oval aj rad metod. Konkrétnu chybu metédy sme vy-
delili chybou prislichajicou metéde s dvojndsobnym poctom zsteps a steps (priestorovy

a casovy krok). S vysledkom tohto pomeru sme riesili rovnicu 2" = pomer. Hl'adané r je

rad presnosti metddy.

steps xsteps

chyba:AmAtZ Z U — u(zj, tn)|

n=1 3=0

Tabul'ka 1: Tabul'ka chyb metédy 1. radu a Upwind metddy 2. radu

1.rad 2.rad
steps | xsteps Chyba Rad Chyba Rad
50 50 44,7 % 1071 17,1% 107!
100 100 |26,5%1071 0,85 | 4,88 %1071 1,81
200 200 | 14,4%107Y 0,88 | 1,25 1071 1,96
400 400 | 7,54%1071 0,93 ]3,11%x1072 2
800 800 | 3,87x107Y 0,96 | 7,77 1072 2

Tabul'ka 2: Tabul'ka chyb centralnej metddy 2. radu a metdd 3. a 4. radu

2.rad 3.rad 4.rad
steps | xsteps Chyba Rad Chyba Rad Chyba Rad
50 50 | 14,5 % 107! 4,65 % 107! 2,77+ 107!
100 100 [ 3,88%1071 1,9 [7,35%1072 2,66 | 2,20 %1072 3,65
200 200 |9,75%1072 1,99 9,75+ 1072 2,91 |1,42%10"% 3,95
400 400 | 2,44%107%2 2 | 1,23%107% 299]9,02%107° 3,98
800 800 |[6,10x1073 2 |1,53%x107%* 3 |[5,65%x107°% 4
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5.3 Casova naroc¢nost’

V tejto sekcii si ukazeme vypoctové casy algoritmov jednotlivych metod. Pre pripad fun-
kcie rychlosti v(x) nezavislej od casu je mozné koeficienty B, predpocitat’ a metéda tre-
ticho radu méa porovnatel'ni casovi narocnost’ ako metédy druhého a stvrtého radu pres-
nosti, preto pre tento pripad neuvadzame casovi narocnost’.

Pre pripad ¢asovo zavislej rychlosti by bolo nutné pocitat’ koeficienty B, v kazdom
casovom kroku. Ked’ sme pocitali tymto sposobom, potvrdilo sa ndam, ze metoda tretieho

radu presnosti je najrychlejsia, ¢o sme zdokumentovali v tabul’ke.

Tabul’ka 3: Tabul'ka ¢asovej naro¢nosti algortimov pre rozne vel'’ké chyby

lrdad | 2rdd | 3. rad
chyba cas (sec)
1.5 3 4 4
0.5 30 13 11
0.2 160 34 22
0.08 500 83 42

Pri metéde metdde stvrtého rddu uz zaznamendvame narast vypoctového casu pre
konkrétnu chybu v porovnani s metédou tretieho radu. Tento néarast bol sposobeny tym,
ze nase metddy nie st optimalizované a v metdde 4. radu musime oproti metédam nizsieho

radu volat’ ovel’a viac funkceii softvéru Mathematica.
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6 Test metdd na inom priklade

Nase metédy sme testovali aj na tlohe s pociatoénou podmienkou ug(z) = e~2=3* pre

rovnaki nekonstantnu rychlost’. Metédy sme porovnavali po 2 periédach pre 100 a 200

xsteps.

Metdda 1. radu
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Obr. 13: Tvar riesenia 1. radu po 2 periddach pre xsteps 100 a 200
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Obr. 14: Tvar rieSenia 2.

radu po 2 periédach pre xsteps 100 a 200
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Upwind metoda 2. radu
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Obr. 16: Tvar rieSenia 3. radu po 2 peridédach pre xsteps 100 a 200
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Metéda 4. rdadu
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Obr. 17: Tvar riesenia 4. radu po 2 periédach pre xsteps 100 a 200
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7 Implementacia metédy 3. radu

V tejto kapitole uvedieme kod metddy tretieho radu zo softvéru Mathematica aj s prislus-

nym komentarmi.

Presné riesenie nasej ulohy.

ries = DSolve[{D[u[x, t], t] + (1*Sin[x] 4+ 2)«D[u[x, t], x] = 0,
ulx, 0] = Sin[x]}, u, {x, t}];
vixe, t-] =u[x, t] /. ries[[1]];

Manipulate [Plot [v[x, t], {x, 0, 4.«Pi}], {t, 0, 50., 0.1}];

Vipocet koeficientov metddy. V mojich programoch oznacujeme riyjchlost’ ako afz/.

Clear[j, n, U, ¢0, cl, cil, ¢i2, bOc, blc, bilc, bi2c¢c, U0, ¢, a,
steps, xsteps, h, dt, xgrid];
solver = Solve[{bl — bil — 2%bi2 = —c¢[x]| + c[x]*D[a[x], x]*xdt/2 —
c[x]xa[x]*Dla[x], {x, 2}]*dt"2/6 — c[x]xD[a[x], x] " 2xdt"2/6,
bl + bil + 4xbi2 = c¢[x]|"2 — c[x]"2«D[a[x], x]|xdt,
bl — bil — 8xbi2 — —c[x]|"3,
b0 + bl + bil + bi2 = 1}, {b0, bl, bil, bi2}];

b0 /.solver [[1]]

blc/.solver [[1]]
bilc /.solver [[1]]
bi2c /.solver [[1]]

Nastavenie koeficientov ako funkcie s gridovymi bodmi na vstupe.

bOc[j-] := b0 /. solver[[1]] /. x — xgrid[j]

blc[j-] = bl /. solver[[1]] /. x — xgrid|[j]

bile[j_] := bil /. solver [[1] [j]
[ [1 [

] | /. x = xgrid
bi2c[j-] := bi2 /. solver [[1]] /. x —> xgrid|[j]
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Nastavenie vstupov ulohy a zadefinovanie potrebnych funkcii.

U0[x_] := 1.xSin[x];
steps = 400;

xsteps = 100;

h = 4%Pi/xsteps;

c[x-] = (a[x]xdt)/h;
a[x_] := (1.xSin[x] + 2.)
dt = 4%xPi/Sqrt [3]/steps;

Vytvorenie gridovych bodov, pociatocnej podmienky a uloZenie koeficientov do poli.
For[j = 0, j <= xsteps, j++,
xgrid [j] = j*h;
Ulj, 0] = UO[j*h];
c0[j] = bOc[j];
cl[j] = ble[j];
cil[j] = bilc[j]
ci2[j] = bi2c[j]
]

9
)

Metdda tretieho rdadu.

For[n = 0, n < steps, n++,
= U[xsteps — 1, n];
U[-2, n] = U[xsteps — 2, n];
U[xsteps + 1, n] =U[l, n];
For[j = 0, j <= xsteps, j++,
Ulj, n+ 1] =
Ulj, n]xc0[j] + U[j + 1, n]xcl[j] + U[j — 1, n]xcil[j] +
Ul[j — 2, n]*xci2[j];

I;
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Vykreslenie vysledkov.

Manipulate |
ListLinePlot [Table[U[j, n], {j, 0, xsteps, 1}], AspectRatio —> 1,
PlotRange — {{0, xsteps + 1}, {—1.01, 1.01}}], {n, 0, steps, 1}]

Vypocet chyby metody.

hdt*Sum [Sum |
Abs[U[j, n] —
If [NumberQ[v[xgrid [j], n*xdt]] == False, U[j, n],
v[xgrid[j], nxdt]]], {j, 0, xsteps, 1}], {n, 1, steps, 1}]
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8 Zaver

V tejto praci sme odvodili nové metédy 2., 3. a 4. rddu presnosti pre rieSenie rovnice
advekcie s variabilnou rychlost’ou. Nasli sme presné riesenie pre jeden konkrétny priklad
a detailne sme ukézali spravanie numerickych metéd na tomto pripade.

Podarilo sa ndm ukazat’, ze pre zvoleny netrividlny priklad st nami odvodené me-
tody urceného radu presnosti. Metdda stvrtého radu presnosti dava numerické riesenie s
najmensou chybou.

Pre pripad casovo zdavislej rychlosti by bolo nutné pocitat’ koeficienty B, v kazdom
¢asovom kroku. Z toho dévodu sme pocitali uvedeny priklad aj tymto spésobom. Ukazalo
sa, ze metdda tretieho radu presnosti je najrychlejsia pre vopred zvolenu vel'kost’ chyby,
¢o sme zdokumentovali v tabul’ke.

Dokazali sme, ze aj pre rovnicu advekcie s nekonstantnou rychlostou je mozné néjst’
metody vysokého radu presnosti, co moze mat’ vyznam napriklad pre aplikacie v ilohach
akustiky:.

V nasej praci sme sa zaoberali linedrnou rovnicou advekcie v jednorozmernom pripade,
dosiahnuté vysledky je vSak mozné pouzit’ ¢iastocne aj v SirSom kontexte. Navrhnuté nu-
merické schémy je napriklad mozné pomocou takzvanych metod stiepenia aplikovat’ aj na
viacrozmerné tilohy na regularnych siet’ach. Zaroven sa tieto metédy v mnohych pripadoch
daju ¢iastoéne aplikovat’ aj na systémy parcialnych diferencidlnych rovnic zahrinujicich

nelinedrnu rovnicu advekcie [2].
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