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Študijný program: matematicko-počı́tačové modelovanie
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Prehlasujem, že som bakalársku prácu vypracoval sám, len za pomoci citovanej litera-
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Bratislava 16. mája 2013 ................................................

Vlastnoručný podpis
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Abstrakt

V práci sú odvodené originálne metódy 2., 3. a 4. rádu presnosti pre rovnicu advekcie

s variabilnou rýchlost’ou. Pre netriviálny pŕıklad s nájdeným presným riešeńım sú prezen-

tované porovnania s metódami nižšieho rádu dokumentujúce výhody metódy vysokého

rádu presnosti.

Abstract

In this work, some original second, third and fourth order accurate methods are derived

for the solution of advection equation with variable velocity. For a nontrivial example with

found an exact solution comparisons with the methods of lower order are provided showing

advantages of the high order method.
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4.1 Metóda tretieho rádu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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1 Úvod

Rovnica advekcie má vel’ký význam v prúdeńı kvapaĺın a plynov. Jedným z pŕıkladov

využitia rovnice advekcie môže byt’ akustika, kde sa riešia problémy ako charakterizovat’

pohyb zvukových v́ln v čase.

Pri riešeńı tohto typu úloh metódy ńızkeho rádu presnosti vytvárajú nepŕıpustnú chybu

v pomerne krátkom časovom intervale. Pri riešeńı úloh väčšieho rozsahu a zložitosti tieto

numerické metódy zaberajú vel’ké množstvo poč́ıtačovej pamäte a výpočtového času, ak

chcú dosiahnut’ dostačujúcu presnost’. Metódy vysokého rádu presnosti dosiahnu rovnakú

presnost’ pri omnoho hrubšej sieti a pri kratš́ıch výpočtových časoch.

Z literatúry sú známe numerické metódy vysokého rádu presnosti, ktoré sú odvodené

pre rovnicu advekcie s konštantnou rýchlost’ou [1]. Vel’a úloh vedie na rovnicu s variabilnou

rýchlost’ou, kde uvedené numerické metódy môžu významne strácat’ na presnosti.
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2 Ciele práce

Ciel’om našej práce je využit’ poznatky z riešenia rovnice advekcie s konštantnou rýchlos-

t’ou a odvodit’ originálne metódy pre riešenie rovnice advekcie s nekonštantnou rýchlost’ou.

Takto odvodené metódy prvého až štvrtého rádu následne testovat’ v softvéri Mathe-

matica na konkrétnych netriviálnych pŕıkladoch a detailne porovnávat’ ich vlastnosti.

Budeme znázorňovat’ graficky numerické riešenia jednotlivých metód spoločne s pres-

ným riešeńım, porovnávat’ výpočtovú chybu metód a ich časovú náročnost’.
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3 Matematický model

Budeme riešit’ počiatočnú úlohu pre lineárnu skalárnu hyperbolickú parciálnu diferen-

ciálnu rovnicu v 1D (initial problem for one dimensional linear scalar hyperbolic partial

diferenciatial equation) nazývanú aj rovnica advekcie [1]

∂tu(x, t) + v(x)∂xu(x, t) = 0 (1)

−∞ < x <∞, t ≥ 0

u(x, 0) = u0(x)

kde u(x, t) je neznáma funkcia závislá od priestorovej premennej x a časovej premennej t.

Funkcia v(x) predstavuje nekonštantnú rýchlost’ š́ırenia sa vlny a záviśı od x. Pre jedno-

duchost’ uvažujeme iba kladné hodnoty v(x) resp. pohyb v jednom smere. Funkcia u0(x)

predstavuje počiatočnú podmienku. Riešenie rovnice (1) sa dá nájst’ pomocou metódy

sledovania dráhy čast́ıc (particle tracking).

Danú parciálnu diferenciálnu rovnicu chceme riešit’ numericky. Numerické riešenie rov-

nice označme Un
j , ktoré aproximuje presné riešenie u(xj, tn) rovnice (1) v bode xj = j∗∆x,

pričom ∆x je zvolený priestorový krok, a v čase tn = n ∗∆t.

Numerické riešenie budeme hl’adat’ pomocou schémy

Un+1
j =

p∑
α=1

BαU
n
j+α n = 0, 1, 2, . . . j = 0, . . . , xsteps (2)

kde α určuje posun j + α polohy bodu xj+α vzhl’adom k bodu xj, p je počet bodov

pomocou ktorých hl’adáme riešenie, pričom plat́ı p = m + 1, kde m je rád presnosti

použitej metódy. Premenná xsteps predstavuje nami zvolený počet priestorových krokov.

Týmto dostávame úlohu na hl’adanie koeficientov Bα. Postupujeme podl’a práce [1], kde

riešili úlohu (1) len pre konštantnú rýchlost’ v.

4 Odvodenie koeficientov Bα

My si podrobne uvedieme iba odvodenie metódy tretieho rádu. Pre ostatné metódy uve-

dieme na záver len ich výsledný tvar.
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4.1 Metóda tretieho rádu

Odvod’me si koeficienty Bα pre túto konkrétnu metódu 3. rádu.

Un+1
j = B0U

n
j +B+1U

n
j+1 +B−1U

n
j−1 +B−2U

n
j−2 (3)

Hodnoty funkcíı Un+1
j , Un

j+1, Un
j−1, Un

j−2 dostaneme z Taylorovho polynómu tretieho stupňa.

Un+1
j ≈ Un

j + ∆t∂tU
n
j +

∆t2

2
∂ttU

n
j +

∆t3

6
∂tttU

n
j

Un
j+1 ≈ Un

j + ∆x∂xU
n
j +

∆x2

2
∂xxU

n
j +

∆x3

6
∂xxxU

n
j

Un
j−1 ≈ Un

j −∆x∂xU
n
j +

∆x2

2
∂xxU

n
j −

∆x3

6
∂xxxU

n
j

Un
j−2 ≈ Un

j − 2∆x∂xU
n
j + 4

∆x2

2
∂xxU

n
j − 8

∆x3

6
∂xxxU

n
j

(4)

Teraz vyjadŕıme časové derivácie pomocou kombinácie x-ových derivácíı. Kvôli prehl’ad-

nosti budeme použ́ıvat’ už len skrátené zápisy parciálnych derivácíı ∂tu(x, t) = ut a rých-

losti v = v(xj). Upravme rovnicu (1) na tvar

ut = −vux (5)

Následne ju parciálne zderivujme podl’a x aj t.

utt = −vuxt

utx = −vuxx − v′ux (6)

Budeme predpokladat’, že môžeme zamenit’ poradie derivácíı. Z toho vyplýva uxt = utx.

utt = −vuxt = −vutx (7)

Teraz dosad́ıme (6) za utx v (7) a źıskame utt vyjadrené ako kombináciu x-ových derivácíı.

utt = v2uxx + vv′ux

Poslednú rovnicu opät’ parciálne zderivujeme podl’a x aj t a zameńıme poradie derivácíı.

Dostávame

uttt = v2uxxt + vv′uxt

utxx = −vuxxx − v′uxx − v′′ux − v′uxx

Nahrad́ıme uxt za utx a uxxt za utxx a vznikne nám tvar

uttt = −v3uxxx − 3v′v2uxx − v2v′′ux − vv′v′ux (8)
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Vrátime sa spät’ k Taylorovým rozvojom (4) a vo vzt’ahu pre aproximáciu riešenia Un+1
j

zameńıme všetky časové derivácie ut, utt, uttt za im rovné kombinácie x-ových derivácíı,

ktoré poznáme z rovńıc (5), (7), (8).

Un+1
j ≈ Un

j −∆tv∂xU
n
j +

∆t2

2
(v2∂xxU

n
j + vv′∂xU

n
j )

−∆t3

6
(v3∂xxxU

n
j + 3v′v2∂xxU

n
j + v2v′′∂xU

n
j + vv′v′∂xU

n
j )

(9)

Teraz v rovnici metódy tretieho rádu (3) dosad́ıme do pravej strany rovnice aproximácie

hodnôt Un
j+1, Un

j−1 a Un
j−2, ktoré sme dostali z Taylorových polynómov pre časový krok

(4) a do l’avej strany rovnice Un+1
j , ktoré máme z (9).

Un
j −∆tv∂xU

n
j +

∆t2

2
(v2∂xxU

n
j + vv′∂xU

n
j )

−∆t3

6
(v3∂xxxU

n
j + 3v′v2∂xxU

n
j + v2v′′∂xU

n
j + vv′v′∂xU

n
j )

=

B0U
n
j +B+1(Un

j + ∆x∂xU
n
j +

∆x2

2
∂xxU

n
j +

∆x3

6
∂xxxU

n
j )

+B−1(Un
j −∆x∂xU

n
j +

∆x2

2
∂xxU

n
j −

∆x3

6
∂xxxU

n
j )

+B−2(Un
j − 2∆x∂xU

n
j + 4

∆x2

2
∂xxU

n
j − 8

∆x3

6
∂xxxU

n
j )

(10)

Rovnica (10) bude platit’ práve vtedy, ked’ bude platit’ rovnost’ medzi koeficientami pred

neznámou Un
j a jej deriváciami na l’avej a pravej strane, preto vytvoŕıme 4 rovnice samos-

tatne pre Un
j a všetky jej derivácie.

Un
j : B0 +B1 +B−1 +B−2 = 1

∂xU
n
j : ∆xB1 −∆xB−1 − 2∆xB−2 = −∆tv + ∆t2

2
vv′ − ∆t3

6
(v2v′′ + vv′v′)

∂xxU
n
j : ∆x2

2
B1 + ∆x2

2
B−1 + 4∆x2

2
B−2 = v2 ∆t2

2
− 3v2v′∆t

3

6

∂xxxU
n
j : ∆x3

6
B1 − ∆x3

6
B−1 − 8∆x3

6
B−2 = −∆t3

6
v3

Nakoniec si rovnice uprav́ıme do jednoduchšieho tvaru s Courantovými č́ıslami.

c = c(xj) =
v(xj)∆t

∆x
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Un
j : B0 +B1 +B−1 +B−2 = 1

∂xU
n
j : B1 −B−1 − 2B−2 = −c+ cv′∆t

2
− cvv′′∆t2

6
+ cv′v′∆t

2

6

∂xxU
n
j : B1 +B−1 + 4B−2 = c2 − c2v′∆t

∂xxxU
n
j : B1 −B−1 − 8B−2 = −c3

Źıskali sme 4 rovnice o 4 neznámych. Túto sústavu rovńıc sme riešili v systéme Mathe-

matica, pričom sme dostali nasledovné výsledky. Kvôli prehl’adnosti riešenia zavádzame

∆t = dt.

B0 : 1
12

(12− 6c− 12c2 + 6c3 − cvv′′dt2 − cv′v′dt2 + 12c2v′dt+ 3cv′dt)

B1 : 1
18

(−6c+ 9c2 − 3c3 − 9c2v′dt− cvv′′dt2 − cv′v′dt2 + 3cv′dt)

B−1 : c+ c2

2
− c3

2
− 1

2
cv′ − 1

2
c2v′dt+ 1

6
cvv′′dt2 + 1

6
cv′v′dt2

B−2 : − c
6

+ c3

6
− 1

36
cvv′′dt2 − 1

36
cv′v′dt2 + 1

12
cv′dt

Nájdené koeficienty Bα vrátime spät’ do pôvodného tvaru metódy tretieho rádu (3) a

dostávame finálny tvar

Un+1
j =

1

12

(
12− 6c− 12c2 + 6c3 − cvv′′dt2 − cv′v′dt2 + 12c2v′dt+ 3cv′dt

)
Un
j

+
1

18

(
−6c+ 9c2 − 3c3 − 9c2v′dt− cvv′′dt2 − cv′v′dt2 + 3cv′dt

)
Un
j+1

+(c+
c2

2
− c3

2
− 1

2
cv′ − 1

2
c2v′dt+

1

6
cvv′′dt2 +

1

6
cv′v′dt2)Un

j−1

+(− c
6

+
c3

6
− 1

36
cvv′′dt2 − 1

36
cv′v′dt2 +

1

12
cv′dt)Un

j−2

Tým istým spôsobom sme si odvodili aj metódu prvého rádu, dve metódy druhého

rádu, centrálnu a upwind, a centrálnu metódu štvrtého rádu. Ich presné riešenia už nebu-

deme opakovat’ iba vyṕı̌seme hodnoty koeficientov Bα a výsledné tvary metód.

Pre praktické účely môžeme v′, v′′ a v′′′ aproximovat’ metódou konečných diferencíı.
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4.2 Metóda prvého rádu

B0 : 1− c

B−1 : c

Un+1
j = (1− c)Un

j + cUn
j−1

4.3 Centrálna metóda druhého rádu

B0 : 1− c2

B1 : 1
4

(−2c+ 2c2 + cv′dt)

B−1 : c
2

+ c2

2
− 1

4
cv′dt

Un+1
j = (1− c2)Un

j +
1

4

(
−2c+ 2c2 + cv′dt

)
Un
j+1 + (

c

2
+
c2

2
− 1

4
cv′dt)Un

j−1

4.4 Upwind metóda druhého rádu

B0 : 1
4

(4− 6c+ 2c2 + 3cv′dt)

B−1 : 2c− c2 − cv′dt

B−2 : − c
2

+ c2

2
+ 1

4
cv′dt

Un+1
j =

1

4

(
4− 6c+ 2c2 + 3cv′dt

)
Un
j + (2c− c2 − cv′dt)Un

j−1 + (− c
2

+
c2

2
+

1

4
cv′dt)Un

j−2
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4.5 Centrálna metóda štvrtého rádu

B0 : 1
48

(−20dt2vc2v′′ − 35dt2c2(v′)2 + 60dtc2v′ + 12c4 − 60c2 + 48)

B+1 : 1
90

(20dt2vc2v′′ + 35dt2c2(v′)2 − 60dtc2v′ − 12c4 + 60c2 − 48)

+ 1
180

(5dt3v2v(3)c− 20dt2vcv′′ + 5dt3c(v′)3 − 20dt2c(v′)2 − 45dtc3v′

+60dtcv′ + 20dt3cvv′v′′ − 6c4 + 30c3 − 120c+ 96)

B+2 : − 1
288
dt3v2v(3)c− 1

72
dt2vc2v′′ + 1

72
dt2vcv′′ − 1

288
dt3c(v′)3 − 7

288
dt2c2(v′)2

+ 1
72
dt2c(v′)2 + 1

8
dtc3v′ + 1

24
dtc2v′ − 1

24
dtcv′ − 1

72
dt3vcv′

B−1 : − 1
36
dt3v2v(3)c+ 2

9
dt2vc2v′′ + 1

9
dt2vcv′′ − 1

36
dt3c(v′)3 + 7

18
dt2c2(v′)2 + 1

9
dt2c(v′)2

+1
4
dtc3v′ − 2

3
dtc(x)2v′ − 1

3
dtcv′ − 1

9
dt3cvv′v′′ − 1

6
c4 − c3

6
+ 2c2

3
+ 2c

3

B−2 : 1
288
dt3v2v(3)c− 1

72
dt2vc2v′′ − 1

72
dt2vcv′′ + 1

288
dt3c(v′)3 − 7

288
dt2c2(v′)2

− 1
72
dt2c(v′)2 − 1

8
dtc3v′ + 1

24
dtc2v′ + 1

24
dtcv′ + 1

72
dt3cvv′v′′ + c4

24

+ c3

12
− c2

24
− c

12

Un+1
j =

1

48
(−20dt2vc2v′′ − 35dt2c2(v′)2 + 60dtc2v′ + 12c4 − 60c2 + 48)Un

j

+(
1

90
(20dt2vc2v′′ + 35dt2c2(v′)2 − 60dtc2v′ − 12c4 + 60c2 − 48) +

1

180
(5dt3v2v(3)c

−20dt2vcv′′ + 5dt3c(v′)3 − 20dt2c(v′)2 − 45dtc3v′ + 60dtcv′ + 20dt3cvv′v′′

−6c4 + 30c3 − 120c+ 96))Un
j+1 + (− 1

288
dt3v2v(3)c− 1

72
dt2vc2v′′ +

1

72
dt2vcv′′

− 1

288
dt3c(v′)3 − 7

288
dt2c2(v′)2 +

1

72
dt2c(v′)2 +

1

8
dtc3v′ +

1

24
dtc2v′ − 1

24
dtcv′

− 1

72
dt3vcv′)Un

j+2 + (− 1

36
dt3v2v(3)c+

2

9
dt2vc2v′′ +

1

9
dt2vcv′′ − 1

36
dt3c(v′)3

+
7

18
dt2c2(v′)2 +

1

9
dt2c(v′)2 +

1

4
dtc3v′ − 2

3
dtc(x)2v′ − 1

3
dtcv′ − 1

9
dt3cvv′v′′

−1

6
c4 − c3

6
+

2c2

3
+

2c

3
)Un

j−1 + (
1

288
dt3v2v(3)c− 1

72
dt2vc2v′′ − 1

72
dt2vcv′′

+
1

288
dt3c(v′)3 − 7

288
dt2c2(v′)2 − 1

72
dt2c(v′)2 − 1

8
dtc3v′ +

1

24
dtc2v′

+
1

24
dtcv′ +

1

72
dt3cvv′v′′ +

c4

24
+
c3

12
− c2

24
− c

12
)Un

j−2
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5 Numerické experimenty

Všetky odvodené numerické metódy 1., 2., 3. a 4. rádu sme spracovali a ich funkčnost’

overovali v softvéri Mathematica.

Riešené metódy sme testovali na pŕıklade s počiatočnou podmienkou u0(x) = sin(x)

na intervale 4π a rýchlost’ou v(x) = sin(x) + 2.

Π 2 Π 3 Π 4 Π

-1

-0.5

0.5

1

Obr. 1: Počiatočná podmienka

Numerické riešenie sme porovnávali s presným riešeńım, ktoré sme zistili pomocou

softvéru Mathematica.

u(x, t) = sin

2 tan−1

−
√

3

2
tan

3t− 2
√

3 tan−1

(
2 tan(x

2 )+1
√

3

)
2
√

3

− 1

2




Okrem toho sme zistili, že presné riešenie je periodické s periódou pre x rovnou 2π, čo

sme využili pre periodické okrajové podmienky a s periódou rovnou 2π√
3

pre t. Numerické

riešenie sme hl’adali pre kroky ∆x = 4π
xsteps

a ∆t = 4π
steps

√
3
.

5.1 Grafické porovnávanie

V tejto kapitole budeme graficky znázorňovat’ numerické riešenia spoločne s presným rieše-

ńım a sledovat’ presnost’ a problémy riešených metód po 2 a 10 periódach. Pre xsteps=100

sme zvolili steps=247, pre xsteps=200 dvojnásobok steps.
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Nekonštantný priebeh funkcie ukážeme na nasledujúcich obrázkoch.
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Obr. 2: Priebeh 1 periódy presného riešenia pohybujúceho sa nekonštantnou rýchlost’ou

v kladnom smere po x-ovej osi.
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5.1.1 Metóda prvého rádu

Z obrázkov vid́ıme, že metóda pre xsteps=100 už po 2 periódach drasticky klesá oproti

presnému riešeniu a po 10 periódach už vôbec nepripomı́na presné riešenie. Aplikácia

metódy 1. rádu je pre tento typ úlohy neakceptovatel’ná.
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Obr. 3: Tvar riešenia 1. rádu po 2 a 10 periódach pre xsteps=100

Pre xsteps=200 vid́ıme zlepšenie ale stále je to vel’mi zlá aproximácia.
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Obr. 4: Tvar riešenia 1. rádu po 2 a 10 periódach pre xsteps=200
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5.1.2 Centrálna metóda druhého rádu

Pri tejto metóde pozorujeme omeškanie za presným riešeńım, znižovanie maxima a nepri-

rodzený pokles v minimálnych hodnotách.
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Obr. 5: Tvar riešenia 2. rádu po 2 a 10 periódach pre xsteps=100

Pre xsteps=200 vid́ıme, že pokles v záporných hodnotách zmizol a metóda pomerne

dobre aproximuje presné riešenie.

0 50 100 150 200
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

0 50 100 150 200
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Obr. 6: Tvar riešenia 2. rádu po 2 a 10 periódach pre xsteps=200

Vid́ıme, že oproti metóde 1. rádu presnosti je chyba rádovo menšia, ale pre dlhé časy

ešte stále výrazná.
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5.1.3 Upwind metóda druhého rádu

Táto metóda okrem klesania, znižovania maxima a neprirodzeného poklesu v minimálnych

hodnotách, aj predbieha presné riešenie.
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Obr. 7: Tvar riešenia 2. rádu po 2 a 10 periódach pre xsteps=100

Pri zväčšeńı xsteps na 200 opät’ pozorujeme slušnú aproximáciu presného riešenia,

pričom nežiadúci pokles sa začne prejavovat’ až po približne 3500 časových krokoch, čo

predstavuje viac ako 14 periód.
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Obr. 8: Tvar riešenia 2. rádu po 2 a 10 periódach pre xsteps=200
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5.1.4 Metóda tretieho rádu

Pri tejto metóde zaznamenávame iba mierny pokles. Metóda dobre aproximuje presné

riešenie.
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Obr. 9: Tvar riešenia 3. rádu po 2 a 10 periódach pre xsteps=100

Pre 200 x-ových krokov metóda po 2 periódach takmer splýva s presným riešeńım a aj

po 10 periódach je pokles minimálny. Pre takýto počet x-ových krokov metóda tretieho

rádu vel’mi dobre aproximuje presné riešenie.
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Obr. 10: Tvar riešenia 3. rádu po 2 a 10 periódach pre xsteps=200
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5.1.5 Centrálna metóda štvrtého rádu

Metóda štvrtého rádu opät’ mierne zaostáva za presným riešeńım aj ked’ to zaznamená-

vame až po dlhšom čase.
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Obr. 11: Tvar riešenia 3. rádu po 2 a 10 periódach pre xsteps=100

Pre 200 x-ových krokov metóda aj po 10 periódach splýva s presným riešeńım.
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Obr. 12: Tvar riešenia 4. rádu po 2 a 10 periódach pre xsteps=200
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5.2 Chyby metód

V tejto časti budeme porovnávat’ chyby metód źıskané výpočtom. Numerickú chybu metód

sme źıskali takýmto spôsobom

chyba = ∆x∆t

steps∑
n=1

xsteps∑
j=0

∣∣Un
j − u(xj, tn)

∣∣
Okrem chyby sme výpočtom zist’oval aj rád metód. Konkrétnu chybu metódy sme vy-

delili chybou prislúchajúcou metóde s dvojnásobným počtom xsteps a steps (priestorový

a časový krok). S výsledkom tohto pomeru sme riešili rovnicu 2r = pomer. Hl’adané r je

rád presnosti metódy.

Tabul’ka 1: Tabul’ka chýb metódy 1. rádu a Upwind metódy 2. rádu

1.rád 2.rád

steps xsteps Chyba Rád Chyba Rád

50 50 44, 7 ∗ 10−1 17, 1 ∗ 10−1

100 100 26, 5 ∗ 10−1 0,85 4, 88 ∗ 10−1 1,81

200 200 14, 4 ∗ 10−1 0,88 1, 25 ∗ 10−1 1,96

400 400 7, 54 ∗ 10−1 0,93 3, 11 ∗ 10−2 2

800 800 3, 87 ∗ 10−1 0,96 7, 77 ∗ 10−3 2

Tabul’ka 2: Tabul’ka chýb centrálnej metódy 2. rádu a metód 3. a 4. rádu

2.rád 3.rád 4.rád

steps xsteps Chyba Rád Chyba Rád Chyba Rád

50 50 14, 5 ∗ 10−1 4, 65 ∗ 10−1 2, 77 ∗ 10−1

100 100 3, 88 ∗ 10−1 1,9 7, 35 ∗ 10−2 2,66 2, 20 ∗ 10−2 3,65

200 200 9, 75 ∗ 10−2 1,99 9, 75 ∗ 10−3 2,91 1, 42 ∗ 10−3 3,95

400 400 2, 44 ∗ 10−2 2 1, 23 ∗ 10−3 2,99 9, 02 ∗ 10−5 3,98

800 800 6, 10 ∗ 10−3 2 1, 53 ∗ 10−4 3 5, 65 ∗ 10−6 4
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5.3 Časová náročnost’

V tejto sekcii si ukážeme výpočtové časy algoritmov jednotlivých metód. Pre pŕıpad fun-

kcie rýchlosti v(x) nezávislej od času je možné koeficienty Bα predpoč́ıtat’ a metóda tre-

tieho rádu má porovnatel’nú časovú náročnost’ ako metódy druhého a štvrtého rádu pres-

nosti, preto pre tento pŕıpad neuvádzame časovú náročnost’.

Pre pŕıpad časovo závislej rýchlosti by bolo nutné poč́ıtat’ koeficienty Bα v každom

časovom kroku. Ked’ sme poč́ıtali týmto spôsobom, potvrdilo sa nám, že metóda tretieho

rádu presnosti je najrýchleǰsia, čo sme zdokumentovali v tabul’ke.

Tabul’ka 3: Tabul’ka časovej náročnosti algortimov pre rôzne vel’ké chyby

1.rád 2.rád 3. rád

chyba čas (sec)

1.5 3 4 4

0.5 30 13 11

0.2 160 34 22

0.08 500 83 42

Pri metóde metóde štvrtého rádu už zaznamenávame nárast výpočtového času pre

konkrétnu chybu v porovnańı s metódou tretieho rádu. Tento nárast bol spôsobený tým,

že naše metódy nie sú optimalizované a v metóde 4. rádu muśıme oproti metódam nižšieho

rádu volat’ ovel’a viac funkcíı softvéru Mathematica.
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6 Test metód na inom pŕıklade

Naše metódy sme testovali aj na úlohe s počiatočnou podmienkou u0(x) = e−2(x−3)2 pre

rovnakú nekonštantnú rýchlost’. Metódy sme porovnávali po 2 periódach pre 100 a 200

xsteps.

Metóda 1. rádu
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Obr. 13: Tvar riešenia 1. rádu po 2 periódach pre xsteps 100 a 200

Centrálna metóda 2. rádu
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Obr. 14: Tvar riešenia 2. rádu po 2 periódach pre xsteps 100 a 200
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Upwind metóda 2. rádu
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Obr. 15: Tvar riešenia 2. rádu po 2 periódach pre xsteps 100 a 200

Metóda 3. rádu
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Obr. 16: Tvar riešenia 3. rádu po 2 periódach pre xsteps 100 a 200
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Metóda 4. rádu
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Obr. 17: Tvar riešenia 4. rádu po 2 periódach pre xsteps 100 a 200

20



7 Implementácia metódy 3. rádu

V tejto kapitole uvedieme kód metódy tretieho rádu zo softvéru Mathematica aj s pŕısluš-

ným komentármi.

Presné riešenie našej úlohy.

r i e s = DSolve [{D[ u [ x , t ] , t ] + (1∗ Sin [ x ] + 2)∗D[ u [ x , t ] , x ] == 0 ,

u [ x , 0 ] == Sin [ x ]} , u , {x , t } ] ;

v [ x , t ] = u [ x , t ] / . r i e s [ [ 1 ] ] ;

Manipulate [ Plot [ v [ x , t ] , {x , 0 , 4 .∗ Pi } ] , {t , 0 , 5 0 . , 0 . 1 } ] ;

Výpočet koeficientov metódy. V mojich programoch označujeme rýchlost’ ako a[x].

Clear [ j , n , U, c0 , c1 , c i1 , c i2 , b0c , b1c , bi1c , bi2c , U0 , c , a ,

s teps , xsteps , h , dt , xgr id ] ;

s o l v e r = Solve [{ b1 − bi1 − 2∗ bi2 == −c [ x ] + c [ x ]∗D[ a [ x ] , x ]∗ dt /2 −

c [ x ]∗ a [ x ]∗D[ a [ x ] , {x , 2} ]∗ dt ˆ2/6 − c [ x ]∗D[ a [ x ] , x ]ˆ2∗ dt ˆ2/6 ,

b1 + bi1 + 4∗ bi2 == c [ x ]ˆ2 − c [ x ]ˆ2∗D[ a [ x ] , x ]∗ dt ,

b1 − bi1 − 8∗ bi2 == −c [ x ] ˆ 3 ,

b0 + b1 + bi1 + bi2 == 1} , {b0 , b1 , bi1 , b i2 } ] ;

b0 / . s o l v e r [ [ 1 ] ]

b1c / . s o l v e r [ [ 1 ] ]

b i1c / . s o l v e r [ [ 1 ] ]

b i2c / . s o l v e r [ [ 1 ] ]

Nastavenie koeficientov ako funkcie s gridovými bodmi na vstupe.

b0c [ j ] := b0 / . s o l v e r [ [ 1 ] ] / . x −> xgr id [ j ]

b1c [ j ] := b1 / . s o l v e r [ [ 1 ] ] / . x −> xgr id [ j ]

b i1c [ j ] := bi1 / . s o l v e r [ [ 1 ] ] / . x −> xgr id [ j ]

b i2c [ j ] := bi2 / . s o l v e r [ [ 1 ] ] / . x −> xgr id [ j ]
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Nastavenie vstupov úlohy a zadefinovanie potrebných funkcíı.

U0 [ x ] := 1 .∗ Sin [ x ] ;

s t ep s = 400 ;

xs teps = 100 ;

h = 4∗Pi/ xs teps ;

c [ x ] := ( a [ x ]∗ dt )/h ;

a [ x ] := ( 1 .∗ Sin [ x ] + 2 . )

dt = 4∗Pi/ Sqrt [ 3 ] / s t ep s ;

Vytvorenie gridových bodov, počiatočnej podmienky a uloženie koeficientov do poĺı.

For [ j = 0 , j <= xsteps , j ++,

xgr id [ j ] = j ∗h ;

U[ j , 0 ] = U0 [ j ∗h ] ;

c0 [ j ] = b0c [ j ] ;

c1 [ j ] = b1c [ j ] ;

c i 1 [ j ] = bi1c [ j ] ;

c i 2 [ j ] = bi2c [ j ] ;

]

Metóda tretieho rádu.

For [ n = 0 , n < steps , n++,

U[−1 , n ] = U[ xs teps − 1 , n ] ;

U[−2 , n ] = U[ xs teps − 2 , n ] ;

U[ xs teps + 1 , n ] = U[ 1 , n ] ;

For [ j = 0 , j <= xsteps , j ++,

U[ j , n + 1 ] =

U[ j , n ]∗ c0 [ j ] + U[ j + 1 , n ]∗ c1 [ j ] + U[ j − 1 , n ]∗ c i 1 [ j ] +

U[ j − 2 , n ]∗ c i 2 [ j ] ;

] ;

]

22



Vykreslenie výsledkov.

Manipulate [

L i s tL ineP lo t [ Table [U[ j , n ] , { j , 0 , xsteps , 1} ] , AspectRatio −> 1 ,

PlotRange −> {{0 , xs teps + 1} , {−1.01 , 1 . 0 1}} ] , {n , 0 , s teps , 1} ]

Výpočet chyby metódy.

h∗dt∗Sum[Sum[

Abs [U[ j , n ] −

I f [ NumberQ [ v [ xgr id [ j ] , n∗dt ] ] == False , U[ j , n ] ,

v [ xgr id [ j ] , n∗dt ] ] ] , { j , 0 , xsteps , 1} ] , {n , 1 , s teps , 1} ]
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8 Záver

V tejto práci sme odvodili nové metódy 2., 3. a 4. rádu presnosti pre riešenie rovnice

advekcie s variabilnou rýchlost’ou. Našli sme presné riešenie pre jeden konkrétny pŕıklad

a detailne sme ukázali správanie numerických metód na tomto pŕıpade.

Podarilo sa nám ukázat’, že pre zvolený netriviálny pŕıklad sú nami odvodené me-

tódy určeného rádu presnosti. Metóda štvrtého rádu presnosti dáva numerické riešenie s

najmenšou chybou.

Pre pŕıpad časovo závislej rýchlosti by bolo nutné poč́ıtat’ koeficienty Bα v každom

časovom kroku. Z toho dôvodu sme poč́ıtali uvedený pŕıklad aj týmto spôsobom. Ukázalo

sa, že metóda tretieho rádu presnosti je najrýchleǰsia pre vopred zvolenú vel’kost’ chyby,

čo sme zdokumentovali v tabul’ke.

Dokázali sme, že aj pre rovnicu advekcie s nekonštantnou rýchlostou je možné nájst’

metódy vysokého rádu presnosti, čo môže mat’ význam napŕıklad pre aplikácie v úlohách

akustiky.

V našej práci sme sa zaoberali lineárnou rovnicou advekcie v jednorozmernom pŕıpade,

dosiahnuté výsledky je však možné použit’ čiastočne aj v širšom kontexte. Navrhnuté nu-

merické schémy je napŕıklad možné pomocou takzvaných metód štiepenia aplikovat’ aj na

viacrozmerné úlohy na regulárnych siet’ach. Zároveň sa tieto metódy v mnohých pŕıpadoch

dajú čiastočne aplikovat’ aj na systémy parciálnych diferenciálnych rovńıc zahrňujúcich

nelineárnu rovnicu advekcie [2].
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