SLOVENSKA TECHNICKA UNIVERZITA V BRATISLAVE

STAVEBNA FAKULTA

Evidenéné ¢islo: SVF-5342-67660

STOCHASTICKE

DIFERENCIALNE ROVNICE

BAKALARSKA PRACA

Studijny program: Matematicko-pocitacové modelovanie
Cislo studijného odboru: 1114
Nazov studijného odboru: Aplikovand matematika
Skoliace pracovisko: Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie (SvF)
Veduci bakalarskej prace: Peter Sarkoci Ph.D.

Bratislava 2012 Viera Kleinova



Pod’akovanie

Touto cestou by som chcela pod’akovat’ Petrovi Sarkocimu, Ph.D. za cenné pripomienky a odborné
konzultécie pocas vypracovania tejto prace. V neposlednom rade chcem vyjadrit’ svoju tprimni vd’aku

rodicom, ktori ma viedli k ticte ku vzdelanosti.



Cestné prehlisenie

Vyhlasujem, ze bakalarsku pracu Stochastické diferencidlne rovnice som vypracovala samostatne na

zéklade pouzitej literatiry a s odbornou pomocou vediceho préce.

Vlastnoruény podpis



Abstrakt

V préci sa zaoberame numerickymi metédami riesenia SDE v silnom zmysle slova. Prehl'adova ¢ast’
préace spomina viacero numerickych schém silného riesenia SDE. V programovacom jazyku C implemen-
tujeme jednak zakladnit Eulerovu metédu a d’alej Milsteinovu metédu. Na modelovych prikladoch SDE
odhadujeme rad konvergenice metéd vzhl'adom k diskretizac¢nej jemnosti v ¢asovej siradnici. Okrem
metod silného rieSenia, zaoberame sa aj rieSeniami zodpovedajucich Fokker-Planckovych PDE. Z nich
vypocitané Casové zavislosti hustot porovnavame s histogramami hodnoét silnych rieSeni. Numericku

met6du riesenia Fokker-Planckovej rovnice implementujeme v CAS Mathematica™.

KTl'aéové slova: Stochastickd difrencidlna rovnica, Trajektoria stochastického procesu, Fokker-Planckova

parcialna diferencidlna rovnica, Hustota rozdelenia stochastického procesu

Abstract

The work is devoted in the numerical methods of strong solutions to SDE’s. The review part of the
work mentions several numerical schemes. Out of these, the Euler method and the Milstein method
are implemented in the programming language C. Using several sample SDE’s we estimate the order
of convergence of these methods w.r.t. the discretization step size in the time coordinate. Along
with the strong solutions to SDE’s we examine also the solutions to the corresponding Fokker-Planck
PDE’s. The time evolutions of probability density functions obtained from this PDE are compared
with histograms of values of the corresponding strong solutions. The numerical solution of the Fokker-

Planck PDE is implemented in CAS Mathematica™.

Keywords: Stochastic differential equation, Realization of a stochastic process, Fokker-Planckova

partial differential equation, Probability density function of a stochastic process
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1 Uvod

Stochastické diferencidlne rovnice, od obdobia kedy ich matematickd komunita vzala na vedomie,
nasli uplatnenie v najrozmanitejsich odvetviach aplikovanej matematiky ako aj teoretickej fyziky. V
poslednych dekddach st mimoriadne populdrne najmé aplikdcie vo financnej matematike. Stocha-
stické diferencidlne rovnice vSak suvisia s triedou advekéno-difiznych problémov ktoré sa prirodzenym
sposobom objavujui vo fyzike kontinua a sprostredkovane v najrozmanitejsich odvetiach fyziky. Stocha-
stické parcidlne diferencidlne rovnice maju prekvapivé sivislosti v niektorych pristupoch ku kvantove;j
tedrii pol'a a v Statistickej mechanike.

Stochastickd diferencidlna rovnica vznika tam, kde je dynamicky systém (Standardne modelovany
obyc¢ajnou diferencidlnou rovnicou) ovplyviovany dopredu nezndmym Sumom. Ukazuje sa vsak, ze
tento Sum je z matematického hladiska komplikovany objekt a to az natol'ko, ze po jeho zahrnuti
do matematického modelu uz nie je mozné tento analyzovat’ klasickymi metédami. Matematickou
analyzou takto pozmenenych modelov sa zaobera odvetvie stochastického kalkulu.

V tejto praci sa zaoberame vyhradne jednorozmernymi obyc¢ajnymi diferencidlnymi rovnicami,

konkrétne metédami numerického vypoctu ich trajektorii a hustot pravdepodobnosti.



2 Zakladné pojmy

V tejto kapitole iba stru¢ne spomenieme zakladné pojmy, ktoré budeme neskor vyuzivat’.
Pravdepodobnostnym priestorom nazveme usporiadani trojicu (2, A, P), kde  je mnozina vsetkych
moznych elementarnych javov, A je o-algebra na mnozine €2 a P pravdepodobnostnd miera. Zobrazenie
X: Q — R je ndhodnd premennd na pravdepodobnostnom priestore (2, A, P), ak pre kazdé t € R>¢
plati
{we| X(w) <t} eA.

Stochasticky proces na pravdepodobnostnom priestore (€2,.4,P) s mnozinou ¢asov T je zobrazenie

D:QxT — R také, ze pre kazdé t € T je zobrazenie
Di: Q= R:w— D(w,t)

nahodnd premennad. Zobrazeniu Dy sa hovori ndhodnd premennd procesu D v ¢ase t. Trajektoria stocha-

stického procesu D je kazdé zobrazenie
Trj[D,w|: T — R: t = D(w,1).

Prirastok stochastického procesu D na intervale [¢, u] je ndhodnd premennd D,, — D; (¢ize rozdiel medzi

hodnotou, ktord proces nadobiida v ¢ase t a hodnotou, ktort nadobuida v ¢ase u).

2.1 Brownov pohyb

V roku 1828 pozoroval skétsky botanik Rébert Brown pohyb pelovych zrniecok vo vode, ktory bol
nepravidelny a ndhodny. Rébert Brown nevedel tento pohyb zddvodnit’. Albert Einstein v roku 1905
objasnil pravi podstatu tohto javu [1]. Matematickd formuldcia Brownovho pohybu, ako $pecidlneho
stochastického procesu, bola vytvorena roku 1931 americkym matematikom Norbertom Wienerom.
Norbert Wiener v roku 1923 dokézal existenciu Brownovho pohybu, ako matematického objektu,

preto je Brownov pohyb tiez zndmy pod nazvom Wienerov proces.

Definicia 1. Brownov pohyb je stochasticky proces B: €2 x R>g — R s vlastnost’ami:



2. pre kazdé t,u € R>q, kde t < u a plati (B, — By) ~ N(0,u — t)
3. pre kazdé s,t,u € R>g, kde s <t < w a plati Bs L (B, — By)
O

Tieto tri vlastnosti sa pokusime ilustrovat’ na uz spominanom priklade pohybu pel'ovej ¢astice vo
vode. Bod 1 definicie hovori o tom, Zze pohyb castice v ¢ase 0 za¢ina v pozicii so stradnicou x = 0.
Podl'a bodu 2 definicie su prirastky polohy ¢astice rozdelené normélne so stredom 0 a disperziou u —t.
V tret’om bode definicie hovorime o nezavislosti medzi polohou Castice v Case s a prirastkom polohy
Castice medzi ¢asmi u a t. To znamend, Zze poloha Castice v Case s nijako neovplyviiuje rozdiel poloh

Castice medzi ¢asmi u a t, za predpokladu, ze s & [u, t].
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Obr. 2: Graf jednej trajektorie Brownovho pohybu zna-

Obr. 1: Grafy hustoty normélneho rozdelenia zeleny so
zorneny na Casovom intervale [0,1] s ¢asovou diskretizé-
strednou hodnotou 0 a disperziou % a oranzovy so strednou
. ciou 5.

hodnotou 0 a disperziou 3.

Obréazok 2 znazornuje jednu trajektériu Brownovho pohybu na equidistanéne diskretizovanom Case.

Jedna spomedzi metéd simuldcie Brownovho pohybu spoéiva v realizovani nadhodnej premenne;j

kde I; ~ N(0,At) pre i = 1,2,...,n a I; L I; ak i # j. Disperzia I; zavisi od jemnosti ¢asovej

diskretizacie.



2.2 Stochastické diferencialne rovnice

Stochastické diferencidlne rovnice (d’alej len SDE) vznikajui vnesenim takzvaného sumu, stochastického
vplyvu, do oby¢ajnych diferencidlnych rovnic. Sum je stochasticky proces S: Q x R>0 — R, ktory mé

nasledovné tri vlastnosti:
1. E[S;] = 0 pre kazdé t € R>g
2. 5t L S, pret+#s

3. proces S je staciondrny. To znamend, ze pre kazdé n € N, pre kazdé ¢t € R>o a pre kazdé
t1,t2,...,tn EREO je
(St17 Stz’ sy Stn) ~ (St1+t7 St2+t7 ey Stn—i-t)

Sum S: Q x R>p — R ma bud’ nulovd disperziu D[S;] = 0, pre kazdé t € R>, alebo s pravdepodob-
nost’ou 1 m4 nikde spojité trajektorie [6]. Pripad D[S;] = 0 samozrejme nie je dobrym modelom Ssumu

a preto tuto situdciu vobec nebudeme uvazovat’.

Definicia 2. Nech S: 2 xR>¢ — R je stochasticky proces. Stochastickd diferencidlna rovnica riadena

procesom S je rovnica o nezndmom stochastickom procese X : 2 x R>g — R tvaru

dX;

O (X, t) + o (Xe, t)S (1)

kde p: R x R>9 — R sa nazyva deterministickym clenom a o: R x R>¢g — R stochastickym clenom

SDE. O

V definicii predstavuje stochasticky proces S “Sum”. Ak by stochasticky proces S mal spojité
trajektorie, nevznikol by ziadny problém s interpretaciou derivécie na l'avej strane SDE. Ako sme uz
spomenuli, v zaujimavych situaciach proces S nie je s pravdepodobnost’ou 1 spojity v ziadnom bode.
To ale predstavuje problém, pretoze derivacia diferencovatelnej funkcie (lava strana (1)) je funkcia
prvej Baireovej kategérie a teda nemdze byt’ nikde spojitd (pravéa strana (1)). Preto treba venovat’
zvySenu pozornost’ interpretécii derivacie na lavej strane (1). Jej skutoény vyznam je v koneénom

dosledku uréeny pojmom rieSenia SDE.



Definicia 3. Stochasticky proces X : 2 x R>¢g — R sa nazyva riesenim SDE v tvare (1), ak pre kazdé

t € R>q existuje Riemannov integral fot p(Xs, s)ds a Itoov integral fg o(Xs,s)dB(s) a spliiaji vzt'ah

X(t) = X(0) +/H(Xs,s)d8+/0(Xs7S)dB(S). (2)
0 0

O]

Pretoze It6ov integrél v (2) je integral podl'a Brownovho pohybu, pouziva sa ako alternativny zapis
(1) skrateny tvar:

V rovnici (3) je deterministicky a stochasticky ¢len vopred zndmy a st zavislé od polohy a casu,

X je nezndmy proces a B je Brownov pohyb.

Priklad 1. Stochastickd diferencidlna rovnica v tvare

dX; = Xudt—+ 0.5XdB; (4)
Xy = 1

— (1-0.5%)t+0.5B;

ma rieSenie Xy Ide o Specidlny pripad geometrického Brownovho pohybu. Neskor

budeme potrebovat’ strednti hodnotu tohoto riesenia. Je dand vzt’ahom E(X;) = €.

Priklad 2. Stochastickd diferencidlna rovnica

dX;, = —2X,dt+ e ?dB, (5)

Xo = 0

popisuje stochasticky pohyb ¢astice, ktora je prit’ahovand ku svojej pociato¢nej polohe z = 0. Navyse v
case klesd jej ochota nechat’ sa ovplyvnit’ stochastickymi vplyvmi okolia a teda jej poloha konverguje k
0. Riesenim tejto SDE je stochasticky proces X; = e 2! B;. Jeho stredna hodnota je v ¢ase konstantna,

a rovna 0.

Priklad 3. Stochastickd diferencidlna rovnica

—2X 1
dX; = dt
! P CEEI R e

Xo = 0

dB, (6)




popisuje stochasticky pohyb astice v ktorom sa st¢asne prejavuji dve protichodné tendencie. Cim
je Castica blizSie ku svojej pociatocnej polohe, tym viac je ovplyviiovand Sumom a naopak, ¢im d’alej
je castica od svojej pociatocnej pozicie, tym viac je k nej prit‘ahovana a menej ovplyviiovana stocha-
stickymi vplyvmi okolia. Castica je teda t’ahand k bodu 0 odkial’ je ale ndhodne odhéians vplyvom

Sumu. Presné riesenie tejto SDE je stochasticky proces X; = f(B;) — 1/f(By) kde

, 2
J(@) = \/\/4—1—9332 — 3z

Strednd hodnota tohoto riesenia je v Case konStantnd a rovna 0.

Obrazky 3, 4, 5, 6 simuluji 160 trajektérii Brownovho pohybu a presnych rieseni SDE (4), (5) a
(6).

Pri hl'adanfi rieSeni sa ako dolezity nastroj ukazuje Itoova lemma. O stochastickom procese I: {2 x
R>p — R hovorime, Ze je [toovsky ak sa da vyjadrit’ ako sucet Riemannovho integrélu a Itéovho

integralu v tvare
t t
I, =1, +/ d(Bs,s)der/ v(Bs, s)dBs
0 0

kde B je Brownov pohyb a d,v: R x R>o — R. Funkciu d nazyvame driftom a funkciu v volatilitou
Itoovského procesu I. Uvazujme dvakrat spojito diferencovatelni funkciu g: R x R>o — R. Potom
proces J: 2 x R>¢ — R definovany vzt’ahom J(w,t) = g(I(w,t),t) je tiez Itéovsky. Naviac, jeho drift

je dany vzt’ahom
[829] (I(w’ t)v t) + d(wa t)[alg] (I(W7 t)v t) + v2(w7 t)%[allg] (I(W7 t)v t)

a volatilita vzt’ahom

v(w, 1)[02g](I(w, 1), £).
Pomocou tohoto vysledku mozno preverit’, ¢i dany proces je alebo nie je rieSenim danej SDE.
Priklad 4. Overfme, ze stochasticky proces e#*t?Bt kde B je Brownov pohyb, je naozaj riesenim

problému (4). Zvolme si g(x,t) = e#*T9t. Chceme ukdzat’, Ze proces X; = g(By,t) je rieSenfm nasej

SDE.
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Obr. 4: Trajektérie presného riesenia SDE (4) riadenej

procesom z obrazku 3.
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Obr. 5: Trajektdrie presného riesenia SDE (5) riadenej Obr. 6: Trajektérie presného riesenia SDE (6) riadenej

procesom z obréazku 3. procesom z obréazku 3.

Pre jednotlivé parcidlne derivacie g dostavame vzt’ahy:

[O19] (z,t) = oet™oT
[8119]($,t) — 0_2€ut+crm
[02g] (2, t) = pet™oT

a podl'a Itoovej lemmy je driftom X proces
1
Me,u,tJraBt 4 50'26‘M+03t — MXt + %U2Xt _ (,U, + %Uz)Xt

a volatilitou proces

U€Mt+aBt = O'Xt .



7 toho vyplyva, ze proces X; mozno zapisat’ v tvare:
t t
X, = X +/ (b + 30 X.ds +/ o XdB,
0 0
¢o na druhej strane znamend, ze X; je rieSenim SDE:
dX; = (u+ 20%)X,ds + X,dB;.
Tym je dokaz ukonceny.

Priklad 5. Overime, Ze stochasticky proces e ?!B;, kde B je Brownov pohyb, je naozaj riesenim
problému (5). Zvolme si funkciu g(x,t) = e~?'z. Ukazeme, Ze proces X; = g(B;,t) je rieSenim nasej
SDE.

Pre jednotlivé parcidlne derivicie g dostavame vzt’ahy:

[alg] (l" t) = e—Zt
[8119] (:E, t) = 0
[Oog] (z,t) = —2e %z

a podla Itéovej lemmy je driftom X proces
—2¢ %' B, = —2X;,

a volatilitou proces
—2t

Proces X; mozno potom zapisat’ v tvare:
¢ ¢
X =Xo - / 2Xds + / e~ %d B
0 0
to znamena, ze X; je rieSenim SDE:
dX, = —2X,dt + e 2d B,

Tym je dokaz ukonceny.



2.3 Vyvoj hustoty pravdepodobnosti

Riesenie SDE, teda stochasticky proces, je za istych situacii objekt zbytoéne komplikovany pre dany
typ aplikacie. Niekedy je rozumné hladat’ namiesto presného rieSenia SDE funkciu popisujicu ¢asovy
vyvoj hustét pravdepodobnosti riesenia. Takyto vyvoj v ¢ase popisuje Specialna parcidlna diferencidlna
rovnica zndma ako Fokker-Planckova! rovnica. Pre SDE v tvare (3) mé tvar
2
[0ah) () = 04 (e, t)h(x, 1)) + O (%h(x,t)) (7)
s nezndamou h: R x R>g — R. Fokker-Planckovu rovnicu mozno ekvivalentne prepisat’ do tvaru

[Oah](x,t) = A(x,t)h(z,t) + B(z,t)[01h](z,t) + C(z,t)[011h](z, t) (8)

z ktorého je zrejmé, ze prava strana je suctom zdrojového, advekéného a difizneho ¢lena — je to teda

advekéno-dfitizny problém. Koeficenty A, B a C zo zdrojového, advekéného a diftzneho ¢lena maji

tvar:
Az, t) = [8110']($,t)0'($,t) + [810’]2($,t) - [81N](x7t)
B(z,t) = 2[0i0](x,t)o(z,t) — p(z,t)
C(z,t) = %02(16,25)

3 Numerické riesenie SDE a Fokker-Planckovej rovnice

V tejto kapitole sa zaoberame numerickymi schémami riesenia SDE a to ako aproximaciou trajektérii

presného rieSenia tak aj metédami numerického rieSenia Fokker-Planckovej rovnice.

3.1 Numericka aproximacia rieSenia

Numerické metédy riesenia SDE spoc¢ivaji v nahradeni skuto¢ného rieSenia X : 2 x R>¢ — R stocha-
stickym procesom Y: Q x T' — R, kde T' = {to,t1,...} je mnozina diskrétnych ¢asovych krokov. My
pri rieSeni SDE pouzivame tri metédy: Eulerovu schému, Milsteinovu schému a Taylorovu schému. V
tejto kapitole sa budeme venovat’ kazdej schéme zvlast’. Taktiez sa venujeme porovnaniu Eulerovej a

Milstienovej schémy.

'Rovnice st pomenované po holandskom fyzikovi Adriaan Daniélovi Fokkerovi a nemeckom fyzikovi Max Karl Ernst

Ludwigovi Planckovi.



3.1.1 Eulerova schéma

Svajéiarsky matematik a fyzik Leonhard Paul Euler publikoval v roku 1768 aproximaéni schému
na rieSenie obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic. Tito schému modifikoval v roku 1950 Maruyama tak,
ze umoznovala riesit’ SDE. Preto sa Eulerovej schéme hovori aj Euler-Maruyamova aproximadcia [4].
Schéma je najjednoduchsou explicitnou metédou riesenia SDE. V praxi sa vyuziva malo, ale slizi ako
zéklad pre konstrukciu zlozitejsich schém.

Presny tvar Eulerovej schémy pre SDE v tvare (3) je:
Y1 =Y, + pu(Ya, ) A7, + 0(Y,, ) AB, (9)

kde A7, = Tha1 — T je dlzka n-tého éasového kroku a AB,, = B;,., — By, je prirastok Brownovho
procesu B je n-tom casovom kroku. Ndhodnd premennad AB, mé rozdelenie N(0,Ar,). Schéma sa
iteruje pre n =1,2,..., N — 1 s pociatotnou podmienkou Yy = Xj.

R&ad konvergencie Eulerovej schémy je % V pripade, Ze deterministicky aj stochasticky ¢len SDE

su dostatocne hladké funkcie rad konvergencie moze byt’ aj vyssi.

3.1.2 Milsteinova schéma

Milsteinova schéma [3], pomenovand po Grigori N. Milsteinovi, je metéda na vypocet priblizného

rieSenia SDE. Milsteinova schéma pre SDE v tvare (3) m4 tvar:

Y1 =Y + w(Yy, ) A7, + 0(Yy,, ) AB,— 10)
— %J(Yn, Tn)[ala](Yn,Tn)((ABn)Q — ATn)
pren=1,2,..., N — 1 s po¢iatotnou podmienkou Yy = Xj.
Pri simulécii jedného riesenia SDE pomocou Milsteinovej schémy je potrebné zvolit’ si, tak ako aj
pri Eulerovej schéme, vhodnt vel'kost’ kroku A7, = 7,41 — 7, simulovat’ jednu trajektériu Brownovho
pohybu s normdalnym rozdelenim prirastku N (0, A7,) a urcit’ pociatoéni podmienku.

Schéma mé rad konvergencie rovny 1. Aj tu plati, ze pre dostato¢ne hladké problémy moéze byt’

rad konvergencie vyssi.
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3.1.3 Taylorova schéma radu 1.5

Pre zaujimavost’ predvedieme schému radu 1.5 [4]. Pre SDE v tvare (3) m4 tato schéma tvar:

Y1 =Y + (Yo, 7)) (Tt — ) + 0(Yo, 7)) (AW) —
— 20V, 7)[010] (Yo, 1) (ABR)? — AT, )+
+ 100 (Yo, 7)o (Y, Tn) AZy + 5 (1Yo, 7) [O1) (Vi 7n) +
+ 262 (Yo, 70) [0111) (Y, 7)) (A7) 2+ (11)
+ (1 (Yo, 70) [010] (Yo, 70) + 302 (Yo, 70) [0110) (Yo, 7)) (AB, — AZy)
+ 20 (Y, ) (0(Yn, 7)[0110] (Y, )+
+ ([010)(Ya, 7))?) (5(ABn)* — A7y )ABy,

kde Z,, je ndhodnd premennd s rozdelenim N(0,1) takd, ze vektor (B, Z,) ma korelacny koeficient

%AT. Z vypoctového hl'adiska sa takyto nahodny vektor skonstruuje nasledovne:

AB, = (Ar,)2Upn,

AZ, = %(ATn)%(Ul,n—i-%Ug,n)

kde Uy, a Us , st postupnosti nezavislych, standardne normélne rozdelenych ndhodnych premennych.
Schéma ma4 rad konvergencie rovny 1.5. Aj tu plati, Zze pre dostato¢ne hladké problémy méoze byt’

rad konvergencie vyssi.

3.1.4 Porovnanie schém

Milsteinova schéma vznikd rozsirenim Eulerovej schémy (9) o ¢len
%O'(Yn, Tn)[010] (Y, Tn)((ABn)2 — ATn)

ktorého tlohou je zvysit’ rad konvergencie. Je to prave tento ¢len ¢comu Milsteinova schéma vd’aci za
svoju vyssiu presnost’. Lenze, ak je derivacia stochastického ¢lena nulova, potom Milsteinova schéma
degraduje na Eulerovu schému a rad konvergencie oboch schém je rovny 1. Tento jav ilusruje Obéazok

7.
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Taylorova schéma vznika dal’sim rozsirenim Milsteinovaej schémy (10) o ¢len
(O] (Yoo, 7)o (Yo, T ) A Zp+
+ 5 (1Y, ) [011] (Yo, ) + 507 (Y, 70) [011 1] (Y, 7)) (AT)
+ (1(Yn, ) [010)(Yn, ) + %02(Yn, ) [0110) (Y, 7)) (AB,, — AZy,)+
+ 30V, 70) (0 (Yo, 70) [0110] (Y, T) + [010](Yn, 70)?) (3 (ABR)? — A1y)ABy,
Aj tdlohou tohoto ¢lena je zvysit’ rad konvergencie. V pripade ak derivédcie [01u], [0114], [O10],
[O110] st rovné nule, potom Taylorova schéma tiez degraduje na Eulerovu a rad konvergecnie oboch

schém je rovny 1.5. Toto pozorovanie mé vSak rydzo akademicki hodnotu, pretoze podmienka, ktori

tu uvazujeme znamend, ze ako o tak aj p si konStanty a teda SDE je $pecidlneho typu (je to SDE
Brownovho pohybu s driftom).

0.04+ 0.05

:1\4 ~ o.‘z ‘.4

L ‘ ‘ ‘ ~o0s]
EN ba 06 08 10

-0.10+
-0.02 %
-0.151
-0.04

Obr. 7: Grafy zndzoriiuji jednu trajektériu presného riesenia (Gierna farba), Eulerovej schémy (oranzovd farba) a

=

0.02-

0.6 0.8 10

Milsteinovej schémy (zelend farba). V T'avo: graf SDE (5). V pravo: graf SDE (6). Povsimnutia je hodny fakt, ze v

pripade SDE (5) sa trajektérie Eulerovského a Milsteinovského rieSenia zhoduju zatial'¢o v pripade (6) to tak nie je.

3.2 Numericka aproximdacia vyvoja hustoty

Pri numerickej aproximacii hustoty rieSenia vyuzivame explicitni metédu rieSenia PDE, ktori ap-
likujeme na Fokker-Planckovu rovnicu (7). RieSenie aproximujeme jeho diskretizdciou na pravidelnej
mriezke bodov typu m X n, pricom priestorové sturadnica je diskretizovand na m a ¢asova na n bodov.

Jednotlivé diferencidlne operatory z rovnice (7) diskretizujeme nasledovne:

hii — hi 1
h o — 1,7 7 5J
[02h]; ; A
 hicij —hic11
onl; = 9N
hi1j41 —2hi—1; + hi—1j-1
h o — 7 5J 7 5J G 5J
[On1 L:J (Az)2
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Explicitna schéma umoznuje priamy vypocet rieSenia v ¢ase i+ 1 z jeho hodnot v predchadzajicom

case 7. V naSom pripade je tento vypocet dany vzt’ahom:
hijj = hi-1j+1 K5+ hio1jLij + hi1j-1Mi (12)

kde K;j, L;; a M;; su funkcie u, o a ich parcialnych derivacii podl'a x. Tieto koeficienty si dané

vzt'ahmi:

1 0',2_1 .
K,;, = At| —1(-2(010)i-1.i0i-1.; — Mi—1.; )
)] <2A{II( ( 10) 1,j0i—1,j 12 17])+ 2(A$)2>

o2
Lij; = 1+At <(8110)i—1,j0i—1,j + (510)12,1,]- — (O1p)i-1,j — (Axl)jz>

Mij = At| 51 (2(010)i-10i-15 = pi-1,4) + (A
kde 0;_1,; a pti—1,; st hodnoty koeficientov o a pr SDE (3) v uzlovom bode (i — 1, j). Za istych okolnoy
sti mozno vhodnou vol'’bou ¢asového kroku At zabezpecit’, Ze vSetky tri koeficienty K;; ,L; j, M; ; st

nezaporne.

Okrajovii podmienku volime Dirichletovu rovni 0. A poc¢iatoénii podmienku volime v tvare

1 .
~; akj=mng

hij =
0 inak.

kde ng je index uzlu, ktorého z-ova sturadnica najlepSie aproximuje xg.

4 Numerické experimenty

V tejto kapitole sa venujeme numerickému rieseniu konkrétnych SDE a vySetrujeme na nich rad kon-
vergencie metéd rieenia. Dalej poéitame intervaly spolahlivosti odhadu presného riesenia a venujeme

sa vypoctu rieSenia Fokker-Planckovej rovnice.

4.1 Numericky rad konvergencie

Tu sa venujeme numerickému odhadu radu konvergencie numerickych metéd riesenia SDE v zavislosti
od jemnosti diskretizacie ¢asového intervalu. Rady konvergencie poc¢itame zo strednych hodnét chyb

rieSenia.

13



Tieto stredné hodnoty ziskame nasledujicim sposobom. Najprv vygenerujeme N = 2000 trajek-
térii Brownovho pohybu. Ozna¢me Y, hodnotu numerického rieSenia SDE (¢i uz Eulerovou alebo
Milsteinovou metédou) v ¢ase 1 zodpovedajiiceho n-tej trajektérii Brownovho pohybu. Podobne, X,
nech je hodnota presného rieSenia SDE v ¢ase 1 zodpovedajuceho tej istej trajektorii. Chyba numerick-
ého riesenia je |Y;, — X,,|. Stredni chybu ¢ ziskame ako aritmeticky priemer chyb cez vietky simulované

realizécie Brownovho pobhyu:
N
= [V, - Xal.
n=1

Samotné rady konvergencie sme ziskali linedrnou regresiou zavislosti € od diskretiza¢nej jemnosti
At v dvojito logaritmickych stradniciach. V nasledujicich tabul’kach si hodnoty odhadov strednych
hodnoét pre rozne diskretiza¢né jemnosti a zodpovedajice rady konvergencie pre Eulerovu a Milsteinovu
schému aplikovand na tri modelové SDE. Za povSimnutie stoji fakt, ze rdd konvergencie Eulerovej
met6dy pre SDE (5) je rovnaky ako pri Milsteinovej metdde. Je to spdsobené tym, ze pre tito SDE

Milsteinova schéma degraduje na Eulerovu.

Stochasticka diferencidlna rovnica (4)

At ©
Euler Milstein

21 6.36366 - 107! 6.42359 - 107!
272 1.76789 - 1071 2.25329 - 107!
273 4.72617 - 1072 4.80351 - 1072
24 2.98692 - 1072 1.23283 - 102
275 9.45597 - 1073 3.78191-1073
26 2.74889 - 1073 8.72923 - 10~4
27 1.24895 - 1073 2.29730 - 10~4
28 5.45305 - 10~4 5.35299 - 1075
279 2.79635 - 1074 1.47431-107°
210 1.28695 - 1074 3.20665 - 1076
Rad konvergencie 1.35324 1.9648
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Stochasticka diferencidlna rovnica (5)

é

At

Euler Milstein
21 8.40111- 1072 8.40111-1072
272 6.49822 - 1073 6.49822 - 1073
273 9.85810 - 10~* 9.85810 - 10~*
24 1.71050 - 1074 1.71050 - 10~
275 3.23031-107° 3.23031-107°
26 9.18279 - 106 9.18279 - 10~
27 2.11478-1076 2.11478 1076
28 5.42365 - 1077 5.42365 - 1077
279 1.04235 - 1077 1.04235 - 1077
2-10 3.32457 - 1078 3.32457 - 1078
Rad konvergencie  2.2902 2.2902

Stochasticka diferencidlna rovnica (6)

At :

Euler Milstein
21 3.71584 - 107! 4.07715 - 1071
272 1.67390 - 101 1.22824 - 107!
273 7.74337-1072 4.99350 - 1072
24 2.71810 - 102 1.38974 - 1072
275 1.62248 - 102 7.34963 - 1073
26 8.86025 - 1073 4.21210-1073
27 5.05435 - 1073 2.16933 - 1073
28 3.14244 -1073 1.33994 - 1073
279 1.71614-1073 7.43437-1074
210 5.65700 - 1074 2.51163 - 1074
R4d konvergencie 0.980352 1.10606

4.2 Vyvoj hustoty pravdepodobnosti

Vyvoj hustoty pravdepodobnosti sme pocitali na obdfinikovej doméne, ktorej ¢asovym faktorom, rov-

nako ako pri vypocte presnych rieseni, bol vzdy interval [0, 1]. Priestorovy faktor domény [z;, x,| sme
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pre rozne ulohy volili rozne.

a) V pripade geometrického Brownovho pohybu (4) sme zvolili [z;, z,| = [0, 10] ked’ze pre Xy =1
je rieSenie nezdporné. Dalej m = 101 a n = 3000. Tieto hodnoty boli zvolené s ohl'adom na

stabilitu schémy.

b) V pripade SDE s ¢asovo zdvislym stochastickym ¢lenom SDE (5) sme zvolili Xo =0 a [z, z,] =

[—3,3], m = 101 a n = 1000.

c¢) V pripade SDE (6) sme zvolili Xo =0 a [z, 2,] = [-3,3], m = 101 a n = 1000.

Na obrazkoch 8, 9 a 10 st zndzornené vyvoje hustoty pravdepodobnosti pre dané SDE.

ki) 3

061

04+

00,

Obr. 8: Vyvoj hustoty pravdepodobnosti SDE (4) pre Xo = 1. V pociatocnom Case je vietka pravdepodobnostnd masa
koncentrovana v pozicii 1. Vyrazny deterministicky ¢len tejto rovnice ma za nésledok, ze hustota je advekciou vyrazne

zanaana doprava, pricom s rasticou suradnicou rychlost’ advekcie a difizie rastie.

4.3 Porovnanie rieSeni SDE s rieSeniami Fokker-Planckovej rovnice

Pomocou explicitnej metédy aplikovanej na Fokker-Planckovu rovnicu sme uréili graf funkcie vyvoja

hustoty pravdepodobnosti vo fixnom ¢ase, nasledne sme tento graf vykreslili spolo¢ne s histogramom
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ki) 3

061

04+

0.0

Obr. 9: Vyvoj hustoty pravdepodobnosti SDE (5) pre Xo = 0. V pociatocnom Case je vietka pravdepodobnostnd masa
koncentrovand v pozicii 0. Vyrazny deterministicky ¢len tejto rovnice ma za nasledok, ze po opadnuti vyraznej diftzie je

hustota pravdepodobnosti rekoncentrovana v okoliach bodu 0.

ki) 3

061

04+

0.2+

0.0

Obr. 10: Vyvoj hustoty pravdepodobnosti SDE (6) pre Xo = 0. V pociato¢nom ¢ase je vietka pravdepodobnostnd masa

koncentrovana v pozicii 0 a nésledne pomaly a symetricky difunduje v okoli svojej pociato¢nej pozicie.

hodnot riesenia SDE. Histogram bol ziskany pomocou Milsteinovej schémy, vypocitanim hodnot 2000

3

trajektii vo fixnom Case t € {%, %, 1,1} a ich nédslednym vykreslenim.
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Na obrazku 11 si zndzornené histogramy rezov Fokker-Planckovej rovnice pre SDE (5) s pocia-
toénymi podmienkami Xy = 0.0 a Xy = 1.0 vo fixnych casoch ¢ € {%, %, %, 1}.
Obrazok 12 zndzornuje histogramy rezov Fokker-Planckovej rovnice pre SDE (6) s pociato¢nymi

podmienkami Xy = 0.0 a Xy = 1.0 vo fixnych ¢asoch ¢ € {%, %, %, 1}.

5 ZavereCna poznamka

V blizkej budicnosti sa chceme venovat’ stidiu radu konvergencie numerického odhadu strednej hod-
noty rieSenia k presnej strednej hodnote. Vypocty st implementované, zatial’ vSak ¢akaji na spracov-

anie.
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Obr. 11: Rezy riesenia Focker-Planckovej rovnice pre SDE (5) vo fixnych ¢asoch t = {1, 1,3, 1}. Na lavo: s pociatoénou

podmienkou Xy = 1.0. Na pravo: s po¢iatotnou podmienkou Xy = 0.0.
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Obr. 12: Rezy riesenia Focker-Planckovej rovnice pre SDE (6) vo fixnych ¢asoch t = {1, 1,3, 1}. Na lavo: s pociatoénou

podmienkou Xy = 0.0. Na pravo: s po¢iatotnou podmienkou Xy = 1.0.
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6 Apendix A

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include "seq.h"

SEQ *seq_new(int len)

{

SEQ *to_create;

if ((to_create = (SEQ*)malloc(sizeof (SEQR))) == NULL)

return NULL;

to_create->len = len;
if(len == 0)
{

to_create->seq = NULL;

return to_create;

}

if ((to_create->seq = (doublex*)malloc(sizeof (double)*len)) == NULL)
return NULL;

return to_create;

}

void seq_destroy(SEQ *to_destroy)
{

if( to_destroy->len != 0 )
free(to_destroy->seq);
free(to_destroy);

}

void seq_print(SEQ *to_print)

{

unsigned int i;

printf("%d:\n", to_print->len);
for(i=0; i<to_print->len; i++)

{
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printf (" %1f", to_print->seqlil);
}

printf ("\n");

}

double seq_mean(SEQ *to_mean)
{

unsigned int i;

double a;

a=0;
for(i=0;i<to_mean->len;i++)

{

a=at+to_mean->seq[i];

}

return a;

}

double seq_variance(SEQ *to_variance)

{

unsigned int i;

double a,x;

a=0;
for(i=0;i<to_variance->len;i++)
{

a=a+to_variance->seq[i];

}

x=a/to_variance->len;

a=0;
for(i=0;i<to_variance->len;i++)
{
a=at+pow(to_variance->seq[i]-x,2);
}

return a;

}
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7 Apendix B

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <math.h>

#include <time.h>

#include "seq.h"

#include "sde3.h"

double rand_std_normal ()
{
double ul, u2;

double z1, z2;

ul = (((double)rand())+1)/((double) (RAND_MAX)+1);
u2 = (((double)rand())+1)/((double) (RAND_MAX)+1);
z1 = sqrt(-2.0xlog(ul))*cos(M_PI*2*u2);
return(zl);

}

void std_random_process(SEQ *to_init)
{

int i;

if( to_init->len == 0 )

return;

to_init->seq[0] = 0.0;

for( i=1; i<to_init->len; i++)
{
to_init->seq[i] = rand_std_normal();

}
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void w_z_process(SEQ *ul, SEQ *u2, double deltat)
{

int i;

double a,b;

if (ul->len != u2->len)

return;

for(i=0;i<ul->len;i++)

{

a=ul->seqlil;

b=u2->seq[i];

ul->seq[il=a*sqrt(deltat);
u2->seq[i]=0.5*pow(deltat,3/2)*(a+(1/sqrt(3))*b);
}

}

void brown_process(SEQ *w, SEQ *b)
{

int i;

b->seq[0]=w->seq[0];
for(i=1;i<w->len;i++)

{

b->seq[i]

b->seq[i-1]
+
w->seq[i];
}

}

void solve_scheme(SEQ *b, SEQ *s, double deltat)
{
int i;

for(i=0;i<s->len;i++)
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{
s->seq[i]

SDE3solve(b->seq[i],i*deltat);
}
}

void euler_scheme(SEQ *b,SEQ *e, double deltat, double init_val, double (*m)(double,double), double (*s) (double,dc
{

int i;

e->seq[0]=init_val;
for(i=1;i<e->len;i++)
{

e->seq[i]

e->seq[i-1]

+

(*m) (e->seq[i-1], (i-1) *deltat)*deltat

+

(*s) (e->seq[i-11, (i-1)*deltat)*(b->seq[i]l-b->seql[i-1]1);
}

void milstein_scheme(SEQ *b, SEQ *m, double deltat)
{

int i;

m->seq[0]=SDE3Y();
for(i=1;i<m->len;i++)
{

m->seq[i]

m->seq[i-1]
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+
SDE3mi (m->seq[i-1], (i-1) *deltat)*deltat

+
SDE3sigma(m->seq[i-1], (i-1)*deltat)* (b->seq[i]-b->seq[i-1])
+

0.5*SDE3sigma(m->seq[i-1], (i-1)*deltat)

*

SDE3Dsigma(m->seql[i-1], (i-1)*deltat)

*

(pow(b->seq[i]l-b->seq[i-1],2)-deltat);

}

}

int main(void)

{

double deltat,pome,pomm;

int i,j,c,p,NN,t0,T,pl,p3;

SEQ *procl, *proc2, *brown, *euler, *milstein, *solve;

FILE *bm, *b, *e, *m, *s, *emt, *SDEE, *SDEM, *histogram;

srand ((unsigned)time (NULL));

p=160;//pocet trajektorii

p3=100000;

c=6;//mocnina;

NN=pow(2,c) ;//pocet krokov
t0=0;//zaciatok intervalu

T=1;//koniec intervalu

deltat=(double) (T-t0) /NN;//velkost kroku

bm=fopen("Scheme.nb","w");
b=fopen("BM.txt","w");
e=fopen("EU.txt","w");
m=fopen("MI.txt","w");
s=fopen("S0.txt","w");

SDEE=fopen ("SDEE.txt","w");

27



SDEM=fopen ("SDEM.txt","w") ;
histogram=fopen("HISTOGRAM.txt","w");

emt=fopen("EMT.txt","w");

procl = seq_new(NN);
proc2 = seq_new(NN);
brown=seq_new (NN) ;
euler=seq_new (NN) ;
milstein=seq_new(NN);

solve=seq_new (NN) ;

for(j=1;j<=p;j++)
{
std_random_process (procl);

std_random_process(proc2) ;

w_z_process (procl,proc2,deltat) ;

brown_process(procl,brown) ;

euler_scheme( brown, euler, deltat, 0.0, &SDE3mi, &SDE3sigma );
milstein_scheme(brown,milstein,deltat);

solve_scheme(brown,solve,deltat);

for(i=0;i<brown->len;i++)

{

fprintf (b,"%1f %1f\n",ixdeltat,brown->seq[i]);
fprintf(e,"%1f %1f\n",ixdeltat,euler->seqlil);
fprintf (m,"%1f %1f\n",ixdeltat,milstein->seq[il);
fprintf (s,"%1f %1f\n",ixdeltat,solve->seql[il);

}

}

fprintf (bm, "SetDirectory[\"/home/vierka/bakalarska_praca/C\"];\n\n");

fprintf (bm, "d=ReadList [\"BM.txt\", {Number,Number}];\n") ;

fprintf (bm,"b=Partition[d,’%d];\n",NN);
fprintf (bm, "For [j=1, j<=id, j++,graf [jl=ListLinePlot [b[[j]1],PlotStyle->Darker [Blue,0.7],PlotRange->A11]1]1\n",p);
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fprintf (bm, "Show[Table [graf [i],{i,1,%d}] ,PlotRange->A11,PlotLabel->\"Brown Motion\"]\n\n",p);

fprintf (bm,"ds=ReadList[\"S0.txt\", {Number,Number}];\n");
fprintf (bm, "bs=Partition[ds,%d];\n" ,NN);
fprintf (bm,"For[j=1, j<=%d,j++,grafS0[jl=ListLinePlot[bs[[j]],PlotStyle->Black,PlotRange->A11]1]1\n",p);

fprintf (bm, "Show[Table [grafS0[i],{i,1,%d}] ,PlotRange->A11,PlotLabel->\"Solve\"]\n\n",p);

fprintf (bm, "de=ReadList [\"EU.txt\",{Number,,Number}];\n");
fprintf (bm, "be=Partition[de,%d];\n",NN);
fprintf (bm, "For [j=1, j<=/d, j++,grafEU[j]=ListLinePlot [be[[j]],PlotStyle->0range,PlotRange->A11]]1\n",p);

fprintf (bm, "Show[Table [grafEU[i],{i,1,%d}] ,PlotRange->A11,PlotLabel->\"Euler Scheme\"]\n\n",p);

fprintf (bm, "dm=ReadList [\"MI.txt\", {Number,Number}];\n");

fprintf (bm, "bm=Partition[dm,%d];\n" ,NN);

fprintf (bm,"For[j=1, j<=%d,j++,grafMI[jl=ListLinePlot [bm[[j]],PlotStyle->Green,PlotRange->A11]1]1\n",p);
fprintf (bm, "Show[Table [grafMI[i],{i,1,%d}],PlotRange->A11,PlotLabel->\"Milstein Scheme\"]\n\n",p);

for(i=0;i<brown->len;i++)

{

fprintf (emt,"%1f %1lf\n",i*deltat,euler->seqlil);
}

for(i=0;i<brown->len;i++)

{

fprintf (emt,")1f %1f\n",i*deltat,milstein->seq[i]);
}

fprintf (bm, "demt=ReadList [\"EMT.txt\",{Number, Number}];\n") ;
fprintf (bm, "bemt=Partition[demt,%d];\n" ,NN);
fprintf (bm, "For [j=1, j<=id, j++,grafEMT[jl=ListLinePlot [bemt [[j]],PlotStyle->Red,PlotRange->A11]]1\n",p);

fprintf (bm, "Show[Table [grafEMT[i],{i,1,%d}],PlotRange->A11l,PlotLabel->\"Euler Milstein\"]\n\n",p);

fclose(b);
fclose(e);
fclose(m);

fclose(s);
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for(i=0;i<euler->len;i++)

{

fprintf (emt,"%1f %1f\n",ixdeltat,euler->seqlil);
}

for(i=0;i<milstein->len;i++)

{

fprintf (emt,"%1f %1lf\n",i*deltat,milstein->seq[i]);
}

for(i=0;i<solve->len;i++)

{

fprintf (emt,"%1f %1f\n",ixdeltat,solve->seql[il);
}

fprintf (bm, "demt=ReadList [\"EMT.txt\",{Number,Number}];\n");

fprintf (bm, "bemt=Partition[demt,%d];\n" ,NN);

fprintf (bm, "grafEMT [1]=ListLinePlot [bemt [[1]],PlotStyle->0range,PlotRange->A11];\n");

fprintf (bm, "grafEMT [2]=ListLinePlot [bemt [[2]],PlotStyle->Green,PlotRange->A11];\n");

fprintf (bm,"grafEMT [3]=ListLinePlot [bemt [[3]],PlotStyle->Red,PlotRange->A11];\n");

fprintf (bm, "Show[Table [grafEMT[i],{i,1,3}],PlotRange->A11,PlotLabel->\"Euler Milstein Solve\"]\n\n");

seq_destroy(procl) ;
seq_destroy(proc2);
seq_destroy (brown) ;
seq_destroy(euler) ;
seq_destroy(milstein) ;
seq_destroy(taylor) ;

seq_destroy(solve);

procl = seq_new(NN);

proc2 = seq_new(NN);
brown = seq_new(NN);

milstein=seq_new(NN);
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deltat=(double) (T-t0) /NN;

for(j=1;j<=p3;j++)

{

std_random_process(procl) ;
std_random_process(proc2) ;
w_z_process (procl,proc2,deltat) ;
brown_process(procl,brown) ;

milstein_scheme(brown,milstein,deltat);

fprintf (histogram,"%1f\n" ,milstein->seq[15]);
}

seq_destroy(procl) ;
seq_destroy(proc2) ;
seq_destroy(brown) ;

seq_destroy(milstein);

fclose(SDEE) ;
fclose(SDEM) ;
fclose(emt);
fclose(bm);

fclose(histogram) ;

return 1;

}
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