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Bakalárska práca
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Anotácia:

Práca sa zaoberá návrhom a realizáciou numerickej metódy druhého rádu presnosti na

riešenie rovnice advekcie pre dané rýchlostné vektorové pole. Dôraz je kladený na poč́ıtačovú

realizáciu v modernom softvéri DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment),

ktorý na základe jednotného rozhrania pre použitie numerických metód na rôznych ty-

poch výpočtových siet́ı umožňuje ich efekt́ıvne použitie od najjednoduchš́ıch ako sú rov-

nomerná, pevná, štruktúrovaná sieť až po komplexné, lokálne zjemnené, v čase premen-

livé, neštruktúrované siete. Úlohou študentskej práce je pochopǐt základy práce s týmto

softvérom, realizovať v ňom novú numerické metódu a preverǐt ju na rôznych pŕıkladoch.

Annotation:

This work deals with a proposal and realization of a second order accurate numerical met-

hod for the solution of advection equation for a given velocity vector field. The emphasize is

given on the implemenntation of such method in modern software tool DUNE (Distributed

and Unified Numerics Environment) that offers a single interface for numerical methods

based on different types of computational grids to work efficiently with them starting from

the simplest uniform, fixed, structured grids and finishing with complex, locally adapted,

changing in time, unstructured grids. The aim of this student work is to understand the

principles of this software, to realize new numerical method in this environment and to

check it on several examples.
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1.3 Inštalácia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2 Modul DUNE Grid 3
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4.1 Numerická metóda prvého rádu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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1 Úvod

1.1 Čo je vlastne DUNE?

DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment) je softvérová knižnica naṕısaná

v programovacom jazyku C++ na numerické riešenie parciálnych diferenciálnych rovńıc.

Sú použité moderné programovacie techniky ako generické programovanie či statický po-

lymorfizmus. Podporuje jednoduchú implementáciu metód ako Metóda konečných prvkov

(MKP), Metóda konečných objemov (MKO), alebo Metóda konečných diferencíı (MKD).

DUNE je vǒlne dostupná pod licenciou GPL. Je možné aj použitie s iným komerčným

softvérom. Knižnica DUNE je rozdelená do samostatných modulov. Pre aktuálnu verziu

1.2 (z 21. mája 2009) sú dostupné moduly:

• dune-common obsahuje základné triedy použ́ıvané všetkými ostatnými DUNE mo-

dulmi.

• dune-grid je najrozvinuteǰśı modul, ktorý je použitý v tejto práci. Definuje ne-

konformné, hierarchicky vnorené, paralelné siete a siete s rôznym typom elementov

v priestore s ľubovoľným rozmerom. Podporuje grafický výstup napŕıklad vo formáte

VTK.

• dune-istl - Iterative Solver Template Library poskytuje základné triedy riedkych

mat́ıc a vektorov a metódy na ich riešenie.

• dune-grid-howto - manuál [2] s ukážkovou implementáciou metódy prvého rádu, ktorú

sme modifikovali v práci na metódu druhého rádu

1.2 Stiahnutie

Zdrojové kódy DUNE je možné stiahnuť z internetovej stránky. V práci sú použité moduly

dune-common, dune-grid a dune-grid-howto. Ich posledné stabilné verzie sú dostupné

na adrese

www.dune-project.org/download.html

Dostupné sú taktiež vývojové verzie.

1.3 Inštalácia

Oficiálne pokyny na inštaláciu sú dostupné na internetovej adrese

www.dune-project.org/doc/installation-notes.html
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Poṕı̌seme len základnú inštaláciu modulov (verzia 1.2) použitých v tejto práci. Inštrukcie

na inštaláciu iných externých modulov a o rôznych variantoch zostavenia inštalácie roz-

hrania DUNE sú poṕısané na spomenutej stránke. Na zostavenie potrebujeme najlepšie

UNIX- ový operačný systém a vyhovujúci C++ kompilátor. V práci bol použitý GNU g++

kompilátor vo verzii 4.3.3 (odporúčaná verzia je ≥ 3.4.1).

Stiahnuté tar-baĺıčky dune-common, dune-grid a dune-grid-howto rozbaĺıme do spo-

ločného adresára. Prejdeme do tohto adresára, v ktorom sú po rozbaleńı tri ďaľsie adresáre

pomenované poďla pŕıslušných modulov a zadáme

$ dune-common-1.2/bin/dunecontrol all

pre nakonfigurovanie a zostavenie všetkých modulov so základnou konfiguráciou. Môžeme

ešte ako superuž́ıvatěl zadať

# dune-common-1.2/bin/dunecontrol make install

aby sa moduly DUNE nainštalovali do systému. Na priloženom cd k tejto práci je baĺıček

M2 dualna siet.tar.gz, čo je nami upravený modul dune-grid-howto, ktorý obsahuje

ukážkové programy z čast́ı 2.9 a 3.2 a program s metódou druhého rádu poč́ıtanú na vr-

choloch z časti 5.4.
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2 Modul DUNE Grid

Poṕı̌seme triedy a metódy modulu dune-grid, ktoré sú použité v tejto práci. Pre podrobný

popis jednotlivých rozhrańı tried viď [5]. K slovenskému názvu vždy v zátvorke uvádzame

oficiálny anglický názov použitý v [2].

2.1 Sieť (Grid)

Trieda Dune::Grid.

Keďže DUNE poskytuje nástroje pre metódy siet́ı (angl. grid-based methods), je modul

dune-grid jednou z jeho základných čast́ı. Uvedieme niekǒlko výrazov, ktoré definujú

koncept siete:

Dimenzia (Dimension)

Sieť má pevnú dimenziu d. Je to dimenzia jej referenčných elementov. Použ́ıva sa ako

parameter šablóny pri vytvárańı siete.

Entita (Entity)

Entita je geometrický objekt, ktorý je súčasťou siete. Jej dimenzia je rovná dimenzii sie-

te, alebo je menšia ako dimenzia siete.

Kodimenzia (Codimension)

Každá entita (napr. samotný 2D element, alebo jeho hrany, alebo vrcholy) má svoju kodi-

menziu c, pre ktorú plat́ı 0 ≤ c ≤ d. Plat́ı, že entita kodimenzie c je d − c dimenzionálny

objekt.

Obrázok 1: Pŕıklad štvoruholńıkového 2D elementu. Element je entita s kodimenzi-
ou 0, hrana je entita s kodimenziou 1 a vrchol je entita s kodimenziou 2.

Podentita (Subentity)

Entity majú hierarchickú konštrukciu v tom zmysle, že entity kodimenzie 0 (napr. štvorec
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v 2D) sú tvorené entitami s kodimenziou 1 (hrany štvorca), ktoré sú tvorené entitami

s kodimenziou 2 (vrcholy štvorca). Plat́ı teda, že maximálna možná kodimenzia nejakej

podentity v elemente je rovná dimenzii elementu.

Element (Element)

Element (obr. (1)) je entita kodimenzie 0. Napr. štvorec v 2D, kocka v 3D.

Vrchol (Vertex)

Vrchol (obr. (1)) je entita kodimenzie d (je rovná dimenzii siete).

Priestorová dimenzia (World dimension)

Každá sieť má priestorovú dimenziu w. Je to dimenzia priestoru, v ktorom je sieť umiest-

nená, alebo inak povedané je to počet súradńıc potrebný na popis poźıcie ľubovǒlného

vrcholu v sieti v priestore, v ktorom je sieť umiestnená. Plat́ı, že w ≥ d. Spolu s dimenzi-

ou siete sa použ́ıva ako parameter šablóny pri vytvárańı siete.

Koncová sieť (Leaf grid)

Keďže pri viacnásobnom zjemňovańı siete dostávame tzv. stromovú štruktúru zjemňovania,

konce tohto stromu tvoria tzv. koncovú sieť (obr. (2)). Sú to teda všetky koncové elementy

(listy) siete, ktoré už nie sú delené na menšie elementy (nie sú zjemnené). Hovoŕıme, že je

to sieť s najjemneǰśım rozĺı̌seńım.

Obrázok 2: Koncové elementy (listy) siete.

2.2 Zjemnenie siete (Grid refinement)

Sieť môže byť zjemnená globálne, alebo lokálne len v takzvanej zjemňovacej fáze. Keďže

koncept siete je v DUNE založený na view-only prinćıpe, mimo tejto fázy sieť nemôže

byť nijakým spôsobom modifikovaná.
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2.3 Poȟlady na sieť (Grid views)

Trieda Dune::GridView.

Sieť poskytuje dva poȟlady: poȟlad cez úrovne (Level view), alebo poȟlad cez koncové

elementy (Leaf view). Poȟlad cez úrovne použ́ıvame, keď pracujeme s lokálne zjemnenými

sieťami. V tejto práci nebudeme sieť lokálne zjemňovať a budeme použ́ıvať poȟlad cez

koncové elementy.

2.4 Entity (Entities)

Trieda Dune::Entity.

Pre jednotlivé entity siete všetkých kodimenzíı plat́ı, že ich nemôžeme v sieti modifikovať

ani vytvárať, ani mazať. Môžeme z nich informácie len č́ıtať. Každá entita nesie o sebe to-

pologickú (či sa jedná o trojuholńık, štvoruholńık atď.) a geometrickú (poźıcia entity v sieti)

informáciu. Entita je definovaná referenčným elementom a transformáciou z referenčného

elementu do globálnych súradńıc.

2.5 Referenčný element (Reference element)

Trieda Dune::ReferenceElement.

Každá entita siete je výsledkom zobrazenia z referenčného elementu do globálnych súradńıc.

Topológia referenčného elementu je poṕısaná len raz (t.j. všetky elementy v sieti, napr.

štvoruholńıky, majú jeden spoločný referenčný element). Referenčný element popisuje, ako

je daná entita zostavená z iných ent́ıt vyššej kodimenzie a akých typov sú tieto podentity.

V tejto práci sa obmedźıme na 2D elementy.

Obrázok 3: Pŕıklad referenčného elementu pre trojuholńıkový a štvoruholńıkový element
s oč́ıslovanými vrcholmi a hranami.
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2.6 Geometria (Geometry)

Trieda Dune::Geometry.

Geometria definuje zobrazenie (transformáciu) [2]

g : D → W (1)

kde D ⊆ Rmydim a W ⊆ Rcdim. Oblasť D je z množiny referenčných elementov Eref ∈ D.

Vo všeobecnosti plat́ı mydim ≤ cdim. V práci budeme uvažovať mydim = cdim = 2.

Pomocou metód triedy budeme źıskavať informácie o lokálnych a globálnych súradniciach

entity, jej vělkosť, alebo inverzný Jakobián zobrazenia.

Obrázok 4: Transformácia referenčného trojuholńıkového elementu.

2.7 Priesečńıky (Intersections)

Priesečńıkmi sú vo všeobecnosti pomenované hrany (v 2D pŕıpade), alebo plochy (v 3D

pŕıpade), ktorými sa susedné elementy dotýkajú. Priesečńık môže mať element s iným (su-

sedným) elementom, alebo s okrajom výpočtovej siete. Cez priesečńıky elementu môžeme

iterovať pomocou IntersectionIterator. Tento iterátor zároveň poskytuje informácie o to-

pológii a geometrii priesečńıka.

2.8 Iterátor a ukazovatěl (Iterator, Entity Pointer)

Triedy Dune::EntityPointer, Dune::Iterator, Dune::IntersectionIterator.

Na jednotlivé entity siete pristupujeme pomocou iterátorov a ukazovatělov (obr. (5)). V práci

sme použili:

Entity Pointer

Ukazovatěl na entitu.
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Iterator

Iterator je ukazovatěl na entitu, ktorý môže byť zvyšovaný, aby ukazoval na ďaľsiu entitu

v porad́ı - v pŕıpade poȟladu cez listy, alebo aby ukazoval na ďaľsiu entitu v porad́ı na danej

úrovni zjemnenia - v pŕıpade poȟladu cez úrovne.

IntersectionIterator

Iterátor cez priesečńıky elementu so susedným elementom, alebo okrajom výpočtovej siete.

Viď nasledujúcu časť.

Obrázok 5: Pŕıklad iterátora cez koncové elementy - červená a iterátora cez priesečńıky v
jednom elemente - modrá.

2.9 Ukážka - prechádzka po sieti s DUNE

Na záver tejto časti uvádzame základný algoritmus, ktorý prejde najprv cez každý koncový

element 2D siete a potom cez každý vrchol siete.

1 // C/C++ h la v i c kov e subory
2 #include<iostream>
3
4 // DUNE h la v i c kov e subory
5 #include” c on f i g . h” // obsahuje in formacie o dostupnych typoch s i e t i
6 #include<dune/ g r id / s g r i d . hh> // pouzijeme s i e t typu SGrid
7
8 template<class G>
9 void t r a v e r s a l (G& gr id )

10 {
11 // z i s t ime dimenziu s i e t e
12 const int dim = G: : dimension ;
13
14 // typ suradnic
15 typedef typename G: : ctype ct ;
16
17 // prechadzka po koncovej s i e t i
18 std : : cout << ”∗∗∗ Prechadzam koncove elementy” << std : : endl ;
19
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20 // typ pohladu
21 typedef typename G : : LeafGridView LeafGridView ;
22
23 // pohlad
24 LeafGridView lea fView = gr id . l ea fView ( ) ;
25
26 // i t e r a t o r cez elementy ( e n t i t y s kodimenziou 0)
27 typedef typename LeafGridView : : template Codim<0>:: I t e r a t o r E lementLea f I t e ra tor ;
28
29 int count = 0 ;
30 for ( E lementLea f I t e ra tor i t = lea fView . template begin <0>();
31 i t != lea fView . template end<0>(); ++i t )
32 {
33 // geometria elementu
34 Dune : : GeometryType gt = i t−>type ( ) ;
35
36 std : : cout << ”prechadzam ” << gt
37 << ” so zaciatocnym vrcholom ” << i t−>geometry ( ) . corner (0 )
38 << std : : endl ;
39 count++;
40 }
41
42 std : : cout << ” spo lu j e tu ” << count << ” koncovych elementov” << std : : endl ;
43
44 // t e ra z prejdeme po vrcho loch s i e t e
45 std : : cout << std : : endl ;
46 std : : cout << ”∗∗∗ Prechadzam en t i t y s kodimenziou ” << dim << std : : endl ;
47
48 // i t e r a t o r cez v rcho l y ( e n t i t y s kodimenziou dim)
49 typedef typename LeafGridView : : template Codim<dim> : : I t e r a t o r Ve r t exLea f I t e r a t o r ;
50
51 // i t eru jeme cez v rcho l y
52 count = 0 ;
53 for ( Ve r t exLea f I t e r a to r i t = lea fView . template begin<dim>() ;
54 i t != lea fView . template end<dim>() ; ++i t )
55 {
56 Dune : : GeometryType gt = i t−>type ( ) ;
57 std : : cout << ”prechadzam ” << gt
58 << ” na ” << i t−>geometry ( ) . corner (0 )
59 << std : : endl ;
60 count++;
61 }
62 std : : cout << ”Spolu j e tu ” << count << ” vrcho lov ”
63 << std : : endl ;
64 }
65
66 // hlavny program
67 int main ( int argc , char ∗∗ argv )
68 {
69
70 // t ry / catch b lok , DUNE v r a t i chybu ak sa nejaka vysky tne
71 try {
72 // vyroba s i e t e
73 const int dim=2;
74 // typ s i e t e
75 typedef Dune : : SGrid<dim , dim> GridType ;
76 // pocet elementov s i e t e
77 Dune : : Fie ldVector<int , dim> N( 1 ) ;
78 // lavy dolny roh (−1,−1)
79 Dune : : Fie ldVector<GridType : : ctype , dim> L( −1 .0) ;
80 // pravy horny roh (1 ,1)
81 Dune : : Fie ldVector<GridType : : ctype , dim> H( 1 . 0 ) ;
82
83 GridType g r id (N,L ,H) ;
84
85 // j edenkra t zjemnime s i e t
86 g r id . g l oba lRe f i n e ( 1 ) ;
87
88 // funkc ia prechadzky
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89 t r a v e r s a l ( g r i d ) ;
90 }
91 catch ( std : : except ion & e ) {
92 std : : cout << ”STL ERROR: ” << e . what ( ) << std : : endl ;
93 return 1 ;
94 }
95 catch (Dune : : Exception & e ) {
96 std : : cout << ”DUNE ERROR: ” << e . what ( ) << std : : endl ;
97 return 1 ;
98 }
99 catch ( . . . ) {

100 std : : cout << ”Unknown ERROR” << std : : endl ;
101 return 1 ;
102 }
103
104 return 0 ;
105 }

Výstup vyzerá takto:

∗∗∗ Prechadzam koncove elementy
prechadzam ( cube , 2) so zaciatocnym vrcholom −1 −1
prechadzam ( cube , 2) so zaciatocnym vrcholom 0 −1
prechadzam ( cube , 2) so zaciatocnym vrcholom −1 0
prechadzam ( cube , 2) so zaciatocnym vrcholom 0 0
spo lu j e tu 4 koncovych elementov

∗∗∗ Prechadzam en t i t y s kodimenziou 2
prechadzam ( cube , 0) na −1 −1
prechadzam ( cube , 0) na 0 −1
prechadzam ( cube , 0) na 1 −1
prechadzam ( cube , 0) na −1 0
prechadzam ( cube , 0) na 0 0
prechadzam ( cube , 0) na 1 0
prechadzam ( cube , 0) na −1 1
prechadzam ( cube , 0) na 0 1
prechadzam ( cube , 0) na 1 1
spo lu j e tu 9 vrcho lov

(cube,2), resp. (cube,0) je typ geometrie a kodimenzia entity. T.j. entita s ty-

pom geometrie štvoruholńık a s kodimenziou 2 (samotný element), resp. entita s typom

geometrie štvoruholńık a s kodimenziou 0 (vrchol). Pre ostatné typy geometrie viď [5].
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3 Práca s dátami na sieti

V aplikáciách potrebujeme priradǐt už́ıvatělské dáta konkrétnym entitám siete. V tejto

časti poṕı̌seme ako dáta možno priradǐt sieti.

3.1 Zobrazovače (Mappers)

Jednou zo základných vlastnost́ı DUNE grid rozhrania je oddelenie siete od dát už́ıvatěla.

Inak povedané, sieť ako objekt nepotrebuje žiadne informácie o už́ıvateľských dátach. Dáta

už́ıvatěla sú kvôli úspornosti ukladané do jednorozmerných poĺı a pristupuje sa k nim

prostredńıctvom indexov, ktoré sú č́ıslované od nuly.

Predpokladajme, že množina všetkých ent́ıt na sieti je E a E ′ ⊆ E je podmnožina tých

ent́ıt, pre ktoré chceme dáta uložǐt. Napŕıklad to môžu byť všetky vrcholy siete. Potom

pŕıstup z týchto ent́ıt k dátam tvoria dva kroky: Takzvaný zobrazovač realizuje zobrazenie

m : E ′ → IE′ (2)

kde IE′ = {0, . . . , |E ′| − 1} ⊂ N je množina indexov (postupnosť so začiatkom v nule)

priradená množine ent́ıt. Už́ıvatělské dáta D(E ′) = {de|e ∈ E ′} sú uložené v poli, čo je

ďaľsie zobrazenie

α : IE′ → D(E ′). (3)

Ak teda chceme priradǐt dáta de ∈ D(E ′) entite e ∈ E ′ treba uskutočnǐt dve zobrazenia:

de = α(m(e)). (4)

DUNE implementuje dva typy zobrazovačov, ktoré sa ĺı̌sia vo funkcionalite a náročnosti

(čo sa týka kapacity a času behu):

Indexové zobrazovače

Trieda Dune::LeafMultipleCodimMultipleGeomTypeMapper.

Indexový zobrazovač je alokovaný pre sieť a má zmysel s ńım pracovať, pokiǎl sieť nie je

zmenená (zjemňovaná). Základom implementácie je trieda Dune::IndexSet, ktorá reali-

zuje zobrazenie (2). V práci sú použité len indexové zobrazovače.

Id zobrazovače

Id zobrazovače sa použ́ıvajú ak sa sieť počas výpočtov zjemńı. V tejto práci ich nebudeme

použ́ıvať.
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3.2 Ukážka - priradenie dát elementom

Tento krátky program prirad́ı každému elementu siete hodnotu funkcie f v daných súrad-

niciach stredu elementu:

1 #include<dune/ g r id /common/ r e f e r en c e e l emen t s . hh>
2 #include<dune/ g r id /common/mcmgmapper . hh>
3 #include<dune/ g r id / i o / f i l e /vtk/ vtkwr i t e r . hh>
4
5 // funkc ia na vypocet hodnot
6 template<int dimworld , class ct>
7 double f ( const Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld>& x)
8 {
9 return s q r t (pow(x [0 ]− .5 ,2)+pow(x [1 ] − . 75 , 2 ) ) − . 15 ;

10 }
11
12 // parameter pre mapper
13 template<int dim>
14 struct P0Layout
15 {
16 bool conta in s (Dune : : GeometryType gt )
17 {
18 i f ( gt . dim()==dim) return true ;
19 return fa l se ;
20 }
21 } ;
22
23 // pr i raden i e dat elementom
24 template<class G, class F>
25 void elementdata ( const G& grid , const F& f )
26 {
27 // z i s t e n i e dimenzi i , typu suradnic , nas taven ie pohladu a typu i t e r a t o r a
28 const int dim = G: : dimension ;
29 const int dimworld = G: : dimensionworld ;
30 typedef typename G: : ctype ct ;
31 typedef typename G: : LeafGridView GridView ;
32 typedef typename GridView : : template Codim<0>:: I t e r a t o r E lementLea f I t e ra tor ;
33
34 // pohlad na koncovu s i e t
35 GridView gridView = gr id . l ea fView ( ) ;
36
37 // mapper pre e n t i t y kodimenzie 0 na koncovej s i e t i
38 Dune : : LeafMultipleCodimMultipleGeomTypeMapper<G, P0Layout> mapper ( g r id ) ;
39
40 // vek tor na u l o z en i e dat
41 std : : vector<double> c (mapper . s i z e ( ) ) ;
42
43 // i t eru jeme cez e n t i t y kodimenzie 0 ( elementy )
44 for ( E lementLea f I t e ra tor i t = gridView . template begin <0>();
45 i t !=gridView . template end<0>(); ++i t )
46 {
47 // typ geometr ie elementu
48 Dune : : GeometryType gt = i t−>type ( ) ;
49
50 // s t r ed v referencnom elemente
51 const Dune : : Fie ldVector<ct , dim>&
52 l o c a l = Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . p o s i t i o n ( 0 , 0 ) ;
53
54 // s t r ed v g l oba lnych suradnic iach
55 Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld> g l oba l = i t−>geometry ( ) . g l oba l ( l o c a l ) ;
56
57 // vypocet funkc i e a u l o z en i e hodnoty
58 c [ mapper .map(∗ i t ) ] = f ( g l oba l ) ;
59 }
60
61 // generovanie VTK suboru
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62 Dune : : VTKWriter<typename G: : LeafGridView> vtkwr i t e r ( gridView ) ;
63 v tkwr i t e r . addCellData ( c , ”data” ) ;
64 v tkwr i t e r . wr i t e ( ” elementdata ” ,Dune : : VTKOptions : : binaryappended ) ;
65 }

Indexový zobrazovač je vytvorený na riadku 38. Entity v podmnožine E ′ sú všetky

koncové entity a môžu byť ďalej vyberané z tejto množiny poďla dimenzie, kodimenzie

a typu geometrie. Kvôli tomu je jeden parameter pri vytvárańı zobrazovača štruktúra

P0layout, ktorej metóda contains vráti true, ak má entita nami požadovanú dimen-

ziu, kodimenziu a typ geometrie (riadky 12-21). Na riadku 40 je alokovaný vektor pre u-

loženie dát. Cyklus na riadkoch 44-59 iteruje cez elementy siete a každom elemente sú

vypoč́ıtané súradnice jeho stredu, ktoré sú použité ako premenné vo funkcii f. Vypoč́ıtaná

hodnota je potom uložená na pŕıslušné miesto v poli c. Zobrazenie m je realizované vo-

lańım mapper.map(*it) kde *it je entita, ktorú spracuje zobrazovač. Zvyšné riadky kódu

generujú VTK súbor, ktorý možno zobrazǐt napŕıklad v softvéri ParaView. Ak by sme dáta

ukladali pre vrcholy siete, stač́ı zmenǐt riadok 63 na vtkwriter.addVertexData(c,"data");
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4 Metóda konečných objemov

Popis metódy konečných objemov a numerickej metódy prvého rádu sme prebrali z [2].

Budeme riešǐt lineárnu hyperbolickú parciálnu diferenciálnu rovnicu, alebo tzv. rovnicu

advekcie
∂c

∂t
+∇ · (uc) = 0 na Ω× T (5)

kde Ω ⊂ R je výpočtová oblasť, T = (0, tend) je časový interval, c : Ω× T → R je neznáma

funkcia a u : Ω × T → Rd je dané rýchlostné pole. Divergencia rýchlostného pǒla nech je

nulová. Pre rovnicu máme definovanú počiatočnú podmienku

c(x, 0) = c0(x) x ∈ Ω (6)

a okrajovú podmienku

c(x, t) = b(x, t) t > 0, x ∈ Γin(t) = {y ∈ ∂Ω | u(y, t) · ν(y) < 0}. (7)

ν(y) je jednotkový vektor vonkaǰsej normály v bode y ∈ ∂Ω a Γin(t) je pŕıtoková hranica

v čase t.

Spojitú diferenciálnu rovnicu (5) aproximujeme diskrétnymi rovnicami pomocou metódy

konečných objemov. Výpočtová sieť pozostáva z elementov ωi a časový interval T je dis-

kretizovaný na kroky 0 = t0, t1, . . . , tn, tn+1, . . . , tN = tend. Rovnicu (5) preṕı̌seme do in-

tegrálneho tvaru, t.j. integrujeme cez každý element výpočtovej siete ωi a časový interval

(tn, tn+1): ∫
ωi

tn+1∫
tn

∂c

∂t
dt dx+

∫
ωi

tn+1∫
tn

∇ · (uc) dt dx = 0 ∀i. (8)

Po čiastočnej integrácii dostávame

∫
ωi

c(x, tn+1) dx−
∫
ωi

c(x, tn) dx+

tn+1∫
tn

∫
∂ωi

cu · ν ds dt = 0 ∀i (9)

Hranicu elementu ∂ωi rozdeĺıme na časti γij, čo je buď prienik s iným (susedným) ele-

mentom ∂ωi ∩ ∂ωj, alebo prienik s hranicou oblasti ∂ωi ∩ ∂Ω.

Aproximácia integrálov v (8) vedie k nasledujúcej rovnici pre neznáme hodnoty Cn+1
i ele-

mentov v čase tn+1

Cn+1
i |ωi| − Cn

i |ωi|+
∑
γij

F
n+ 1

2
ij |γij|4tn = 0 ∀i, (10)
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kde 4tn = tn+1− tn, u
n+ 1

2
ij je rýchlosť na hranici elementu γij v jej strednom bode xij ∈ γij

v čase tn+ 1
2

= tn + 1
2
4tn, νij je jednotkový vektor vonkaǰsej normály časti hranice γij

a funkcia toku je definovaná ako

F
n+ 1

2
ij =


b(xij, tn+ 1

2
) xij ∈ Γin(tn+ 1

2
)

C
n+ 1

2
ji u

n+ 1
2

ij · νij u
n+ 1

2
ij · νij < 0

C
n+ 1

2
ij u

n+ 1
2

ij · νij u
n+ 1

2
ij · νij ≥ 0

(11)

Hodnota b(xij) je daná okrajovou podmienkou na pŕıtokovej časti hranice elementu γij.

Hodnoty C
n+ 1

2
ji upresńıme neskôr. Ak zvoĺıme C

n+ 1
2

ji = b(xij) na xij ∈ Γin(t), môžeme

tvar (11) preṕısať na

F
n+ 1

2
ij = C

n+ 1
2

ij max(0, u
n+ 1

2
ij · νij)− C

n+ 1
2

ji max(0,−un+ 1
2

ij · νij). (12)

4.1 Numerická metóda prvého rádu

4.1.1 Metóda na elementoch

Aproximujme c(x, t) funkciou C(x, t) = Cn
i , x ∈ ωi, t ∈ [tn, tn+1), pričom Cn

i je hodnota

na elemente ωi v čase tn. Pri metóde prvého rádu zvoĺıme C
n+ 1

2
ij = Cn

i a funkcia toku má

tvar

F
n+ 1

2
ij = Cn

i max(0, u
n+ 1

2
ij · νij)− Cn

j max(0,−un+ 1
2

ij · νij). (13)

Z (10) po rozṕısańı a vyjadreńı Cn+1
i dostávame

Cn+1
i = Cn

i − Cn
i 4tn

∑
γij

|γij|
|ωi|

max(0, u
n+ 1

2
ij · νij) +4tn

∑
γij

Cn
j

|γij|
|ωi|

max(0,−un+ 1
2

ij · νij)∀i.

(14)

Schéma je stabilná, ak je splnené

∀i : 1−4tn
∑
γij

|γij|
|ωi|

max(0, u
n+ 1

2
ij · νij) ≥ 0⇔4tn ≤ min

i

∑
γij

|γij|
|ωi|

max(0, u
n+ 1

2
ij · νij)

−1

(15)

Preṕı̌seme (14) na tvar

Cn+1
i = Cn

i −4tn
∑
γij

|γij|
|ωi|

(Cn
i max(0, u

n+ 1
2

ij · νij) + Cn
j max(0,−un+ 1

2
ij · νij))︸ ︷︷ ︸

δi

∀i (16)
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4.1.2 Metóda na vrcholoch

Pri metóde poč́ıtanej na vrcholoch, ktorú sme navrhli, využijeme tzv. duálnu sieť (obr. (6)).

Tok poč́ıtame cez pŕıslušný element ωi duálnej siete. Výpočet hodnôt funkcie Cn+1
i je

rovnaký ako pri metóde na elementoch:

Cn+1
i = Cn

i − Cn
i 4tn

∑
γij

|γij|
|ωi|

max(0, u
n+ 1

2
ij · νij) +4tn

∑
γij

Cn
j

|γij|
|ωi|

max(0,−un+ 1
2

ij · νij)∀i.

(17)

kde γij je teraz segment duálnej siete.

Obrázok 6: Duálna sieť (čiarkovaná). Tok poč́ıtame cez pŕıslušný element duálnej siete
(modrý), ktorého hranica pozostáva zo segmentov (na obrázku je vyznačený jeden červenou
farbou) na duálnej sieti.

4.2 Numerická metóda druhého rádu

Pri metóde prvého rádu sme funkciu c aproximovali konštantnou funkciou. Pri metóde

druhého rádu [1] použijeme

Cn(x) = Cn
i +∇Cn

i · (x− xi) (18)

kde Cn(x) je lineárna funkcia a

C
n+ 1

2
ij = Cn(xij)−

4tn

2
∇Cn

i · u
n+1/2
i , (19)
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kde xij sú súradnice stredu priesečńıka dvoch susedných elementov (časť hranice, ktorou

sa elementy dotýkajú). Ďalej upresńıme výpočet gradientu.

4.2.1 Gradient v metóde na elementoch

Gradient pre vnútorný element siete ωi poč́ıtame ako

∇Ci =

(
Cix+1 − Cix−1

2h
,
Ciy+1 − Ciy−1

2h

)
(20)

a pre hraničný element na (napŕıklad ľavom) okraji oblasti

∇Ci =

(
Cix+1 − Ci

h
,
Ciy+1 − Ciy−1

2h

)
(21)

kde Cix+1(resp.Cix−1) je hodnota na nasledujúcom (resp. predchádzajúcom) elemente v sme-

re osi x a analogicky aj pre y-ový smer.

4.2.2 Gradient v metóde na vrcholoch

Pri metóde na vrcholoch budeme poč́ıtať gradient najprv v referenčnom elemente (lokálny

gradient), ktorý vynásob́ıme inverzným Jakobiánom J−Tg (x) zobrazenia g(x) (1), viď časť

5.4. Teda, ak chceme poč́ıtať gradient z funkcie f : W → R v mieste y = g(x), x ∈ D a ak

f ref (x) = f(g(x)), potom máme:

∇f(g(x)) = J−Tg (x)∇f ref (x) (22)

4.3 Výpočet chyby

Na demonštráciu konvergencie oboch metód použijeme jednoduchý výpočet pre tzv. L1 chy-

bu

E = h2
∑
ωi

|cni − cpni | (23)

kde cp je presné riešenie v xi ∈ ωi.
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5 Implementácia v DUNE

Obe metódy predvedieme na takzvanom single vortex pŕıklade, ktorý je často využ́ıvaný

na testovanie numerických metód. Úlohu riešime na jednotkovom štvorci [0, 1] × [0, 1].

Počiatočná podmienka je funkcia φ(0, x, y) =
√

(x− 0.5)2 + (y − 0.75)2−0.15 = 0. Časovo

závislé rýchlostné pole je dané ako V(x, y, t) = cos(πt
8

)(u(x, y), v(x, y)), (plat́ı∇·V(x, y, t) =

0), pričom: u(x, y) = −sin2(πx)sin(πy)cos(πy), v(x, y) = sin2(πy)sin(πx)cos(πx).

Počiatočná funkcia, ktorej kontúry majú na začiatku tvar kruhu, sa postupne v čase

deformujú. V čase t = 4, keď je dosiahnutá maximálna deformácia, sa zač́ına tvar funkcie

vracať do pôvodného tvaru, ktorý dosiahne v čase t = 8, viď obr. 7.

Obrázok 7: Kontúry numerického riešenia pŕıkladu single vortex v časoch t = 0, t = 4
a t = 8.

5.1 Metóda prvého rádu poč́ıtaná na elementoch

Ako prvé si zadefinujeme počiatočné podmienky, okrajové podmienky a rýchlostné pole.

1 #define pi 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510
2
3 // pociatocna podmienka c0
4 template<int dimworld , class ct>
5 double c0 ( const Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld>& x)
6 {
7 return s q r t (pow(x [0 ]− .5 ,2)+pow(x [1 ] − . 75 , 2 ) ) − . 15 ;
8 }
9

10 // casovo z a v i s l e r y ch l o s tne po l e
11 template<int dimworld , class ct>
12 Dune : : Fie ldVector<double , dimworld> u ( const Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld>& x , double t )
13 {
14 Dune : : Fie ldVector<double , dimworld> r ;
15 r [ 0 ] = −cos ( p i ∗ t /8 . 0 )∗pow( s i n ( p i ∗x [ 0 ] ) , 2 ) ∗ s i n ( p i ∗x [ 1 ] ) ∗ cos ( p i ∗x [ 1 ] ) ;
16 r [ 1 ] = cos ( p i ∗ t /8 . 0 )∗pow( s i n ( p i ∗x [ 1 ] ) , 2 ) ∗ s i n ( p i ∗x [ 0 ] ) ∗ cos ( p i ∗x [ 0 ] ) ;
17 return r ;
18 }
19

17



20 // okrajova podmienka na v t o kove j c a s t i hranice
21 template<int dimworld , class ct>
22 double b ( const Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld>& x , double t )
23 {
24 return c0 (x ) ;
25 }

Samotný výpočet (16) implementuje funkcia evolve s časovým krokom pre ktorý plat́ı (15).

1 #include<dune/ g r id /common/ r e f e r en c e e l emen t s . hh>
2
3 template<class G, class M, class V, class Z>
4 void evo lve ( const G& grid , const M& mapper , V& c , double t , double& dt , V& cp , Z& gr )
5 {
6 // z i s t e n i e dimenzie mriezky
7 const int dim = G: : dimension ;
8 const int dimworld = G: : dimensionworld ;
9

10 // typ suradnic pouz i t ych v mriezke
11 typedef typename G: : ctype ct ;
12
13 // typ pohladu
14 typedef typename G: : LeafGridView GridView ;
15
16 // typ i t e r a t o r a cez elementy
17 typedef typename GridView : : template Codim<0>:: I t e r a t o r L e a f I t e r a t o r ;
18
19 // typ i t e r a t o r a cez p r i e s e cn i k y
20 typedef typename GridView : : I n t e r s e c t i o n I t e r a t o r I n t e r s e c t i o n I t e r a t o r ;
21
22 // typ ukazova t e l a na en t i t u kodimenzie 0
23 typedef typename G: : template Codim<0>:: Ent i tyPo inte r Ent i tyPo inte r ;
24
25 // p r i p o c i t a v a c i vek to r
26 V update ( c . s i z e ( ) ) ;
27 for (typename V: : s i z e t y p e i =0; i<c . s i z e ( ) ; i++) update [ i ] = 0 ;
28
29 // cyk l u s na vypocet p r i po c i t a va c i e ho vek tora
30 Le a f I t e r a t o r end i t = gridView . template end<0>();
31 for ( L e a f I t e r a t o r i t = gridView . template begin <0>(); i t != end i t ; ++i t )
32 {
33 // typ geometr ie
34 Dune : : GeometryType gt = i t−>type ( ) ;
35
36 // s t r ed elementu v referencnom elemente
37 const Dune : : Fie ldVector<ct , dim>&
38 l o c a l = Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . p o s i t i o n ( 0 , 0 ) ;
39
40 // s t r ed elementu v g l oba lnych suradnic iach
41 Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld>
42 g l oba l = i t−>geometry ( ) . g l oba l ( l o c a l ) ;
43
44 // v e l k o s t elementu
45 double volume = i t−>geometry ( ) . in tegrat ionElement ( l o c a l )
46 ∗Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . volume ( ) ;
47
48 // index elementu
49 int i ndex i = mapper .map(∗ i t ) ;
50
51 // cyk l u s cez v s e t k y hrany elementu
52 I n t e r s e c t i o n I t e r a t o r i s end = gridView . iend (∗ i t ) ;
53 for ( I n t e r s e c t i o n I t e r a t o r i s = gridView . i b eg i n (∗ i t ) ; i s != i s end ; ++i s )
54 {
55 // typ geometr ie hrany
56 Dune : : GeometryType g t f = i s . i n t e r s e c t i o n S e l f L o c a l ( ) . type ( ) ;
57
58 // s t r ed hrany v referencnom elemente
59 const Dune : : Fie ldVector<ct , dim−1>&
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60 f a c e l o c a l =
61 Dune : : ReferenceElements<ct , dim−1>:: g ene ra l ( g t f ) . p o s i t i o n ( 0 , 0 ) ;
62
63 // vypocet normaloveho vek tora
64 Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld> integrat ionOuterNormal
65 = i s . integrat ionOuterNormal ( f a c e l o c a l ) ;
66 integrat ionOuterNormal
67 ∗ = Dune : : ReferenceElements<ct , dim−1>:: g ene ra l ( g t f ) . volume ( ) ;
68
69 // s t r ed hrany v g l oba lnych suradnic iach
70 Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld>
71 f a c e g l o b a l = i s . i n t e r s e c t i o nG l oba l ( ) . g l oba l ( f a c e l o c a l ) ;
72
73 // r y c h l o s t v s t r ede hrany
74 Dune : : Fie ldVector<double , dim> v e l o c i t y = u( f a c eg l oba l , t ) ;
75
76 // vypocet suciny a normaloveho vek tora
77 double f a c t o r = v e l o c i t y ∗ integrat ionOuterNormal /volume ;
78
79 // r o z l i s o v an i e typu suseda
80 i f ( i s . ne ighbor ( ) )
81 {
82 // p r i s t up na suseda
83 Ent i tyPo inter ou t s id e = i s . ou t s i d e ( ) ;
84 int i ndex j = mapper .map(∗ out s id e ) ;
85
86 // vypocet tokov
87 i f ( i t−>l e v e l ()> outs ide−>l e v e l ( ) | |
88 ( i t−>l e v e l ()==outs ide−>l e v e l ( ) && index i<i ndex j ) )
89 {
90 // sucin r y c h l o s t i a normaloveho vek tora v susednom elemente
91 Dune : : GeometryType nbgt = outs ide−>type ( ) ;
92 const Dune : : Fie ldVector<ct , dim>&
93 nb loca l = Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( nbgt ) . p o s i t i o n ( 0 , 0 ) ;
94 double nbvolume = outs ide−>geometry ( ) . in tegrat ionElement ( nb l o ca l )
95 ∗ Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( nbgt ) . volume ( ) ;
96 double nbfac to r = v e l o c i t y ∗ integrat ionOuterNormal /nbvolume ;
97
98 i f ( f a c to r <0) // tok dovnutra
99 {

100 update [ i ndex i ] −= c [ index j ] ∗ f a c t o r ;
101 update [ i ndex j ] += c [ index j ] ∗ nbfac to r ;
102 }
103
104 else // tok von
105 {
106 update [ i ndex i ] −= c [ index i ] ∗ f a c t o r ;
107 update [ i ndex j ] += c [ i ndex i ] ∗ nbfac to r ;
108 }
109 }
110 }
111
112 // ak j e vonka j s i a hranica
113 i f ( i s . boundary ( ) )
114 {
115 i f ( f a c to r <0) // tok dovnutra , a p l i k a c i a ok ra j o v e j podmienky
116 update [ i ndex i ] −= b( f a c eg l oba l , t ) ∗ f a c t o r ;
117
118 else // tok von
119 {
120 update [ i ndex i ] −= c [ index i ] ∗ f a c t o r ;
121 }
122 }
123 } // koniec cyk lu cez hranice elementu
124
125 // presne r i e s e n i e
126 cp [ i ndex i ] = b( g loba l , t+dt ) ;
127
128 } // koniec cyk lu cez mriezku
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129
130 // nove r i e s e n i e
131 for (unsigned int i =0; i<c . s i z e ( ) ; ++i )
132 c [ i ] += dt∗update [ i ] ;
133
134 return ;
135 }

Riadky 30-128 obsahujú cyklus cez všetky elementy siete, v ktorom sa poč́ıta vek-

tor δi. Ten je alokovaný na riadku 26, kde predpokladáme že V je objekt s koṕırovaćım

konštruktorom a metódou size.

Výpočet tokov je implementovaný v riadkoch 80-122. Pomocou IntersectionIterator

pristupujeme na časti hranice γij elementu ωi. Ak γij je priesečńık so susedným elementom

ωi metóda iterátora neighbor() vráti true (riadok 80), alebo γij je priesečńık s hranicou

výpočtovej oblasti ak metóda boundary() vráti true (riadok 113).

A hlavný program:

1 // C++ h la v i c ko v e subory
2 #include” c on f i g . h”
3 #include<iostream>
4 #include<fstream>
5 #include<vector>
6
7 // dune h l a v i c kov e subory
8 #include<dune/ g r id / s g r i d . hh> // typ s i e t e
9 #include”vtkout . hh” // na zap i sovan i e vy s l edkov

10 #include” transportproblem2 . hh” // d e f i n i c i e zac . a okr . podmienok a rych . po la
11 #include” i n i t i a l i z e . hh” // i n i c i a l i z a c i a poc ia tocne j podmienky
12 #include” evo lve . hh” // vypocet MKO
13
14 template<class G>
15 void t imeloop ( const G& grid , double tend )
16 {
17 // vy t voren i e mappera
18 Dune : : LeafMultipleCodimMultipleGeomTypeMapper<G, P0Layout>
19 mapper ( g r id ) ;
20
21 // vek tor na numericke r i e s en i e , presne r i e s e n i e a grad i en t
22 std : : vector<double> c (mapper . s i z e ( ) ) ;
23 std : : vector<double> cp (mapper . s i z e ( ) ) ;
24 std : : vector<grad> gr (mapper . s i z e ( ) ) ;
25
26 // vypocet hodnot z poc ia tocne j podmienky
27 i n i t i a l i z e ( gr id , mapper , c , cp , gr ) ;
28
29 // zap i s pociatocnych hodnot
30 vtkout ( gr id , c , ” concent ra t i on ” , 0 ) ;
31
32 // casove kroky
33 double t=0,dt ;
34 int k=0;
35 const double s av e In t e r va l = 0 . 1 ;
36 double saveStep = 0 . 1 ;
37 int counter = 0 ;
38
39 // hlavny cyk l u s vypoctu hodnot v novom case
40 while ( t<tend )
41 {
42 // poc i t a d l o krokov
43 ++k ;
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44
45 // numericky vypocet
46 evo lve ( gr id , mapper , c , t , dt , cp ) ;
47
48 // casovy krok
49 t += dt ;
50
51 // zap i sovan i e vy s l edkov
52 i f ( t >= saveStep )
53 {
54 // zap i san i e dat
55 vtkout ( gr id , c , ” concent ra t i on ” , counter ) ;
56
57 // z v y s i t p o c i t a d l o a saveStep pre d a l s i i n t e r v a l
58 saveStep += sav e In t e r v a l ;
59 ++counter ;
60 }
61
62 // in f o o mriezke case , casovom kroku
63 std : : cout << ” s=” << g r id . s i z e (0 ) <<
64 ” k=” << k << ” t=” << t << ” dt=” << dt << std : : endl ;
65 }
66 // chyba po poslednom casovom kroku
67 chyba ( gr id , mapper , c , cp ) ;
68
69 // zap i s vy s l edkov
70 vtkout ( gr id , c , ” concent ra t i on ” , counter ) ;
71 }
72
73 // hlavny program
74 int main ( int argc , char ∗∗ argv )
75 {
76 int I = 0 , z = 0 ;
77 std : : cout <<”Pocet elementov : ”<< std : : endl ;
78 std : : c in >>I ;
79 std : : cout <<”Stupen zjemnenia : ”<< std : : endl ;
80 std : : c in >>z ;
81
82 // DUNE vyp i s e h lasku ak nastane vynimka
83 try {
84 using namespace Dune ;
85
86 // vy t voren i e s i e t e
87 const int dim=2;
88 typedef Dune : : SGrid<dim , dim> GridType ;
89 Dune : : Fie ldVector<int , dim> N( I ) ;
90 Dune : : Fie ldVector<GridType : : ctype , dim> L ( 0 . 0 ) ;
91 Dune : : Fie ldVector<GridType : : ctype , dim> H( 1 . 0 ) ;
92 GridType g r id (N,L ,H) ;
93 g r id . g l oba lRe f i n e ( z ) ;
94
95 // vypocet do casu 8.0
96 t imeloop ( gr id , 8 . 0 ) ;
97 }
98 catch ( std : : except ion & e ) {
99 std : : cout << ”STL ERROR: ” << e . what ( ) << std : : endl ;

100 return 1 ;
101 }
102 catch (Dune : : Exception & e ) {
103 std : : cout << ”DUNE ERROR: ” << e . what ( ) << std : : endl ;
104 return 1 ;
105 }
106 catch ( . . . ) {
107 std : : cout << ”Unknown ERROR” << std : : endl ;
108 return 1 ;
109 }
110
111 return 0 ;
112 }
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Funkcia timeloop vytvoŕı zobrazovač a alokuje vektor riešeńı, v ktorom jeden prvok je

jedna hodnota riešenia na sieti (hodnota vypoč́ıtaná na jednom elemente). Tento vektor

sa inicializuje na riadku 27 kde sa vypoč́ıtajú riešenia z počiatočnej podmienky. Fun-

kcia vtkout zapisuje vypoč́ıtané dáta do súboru vo formáte VTK, ktorý je možné použǐt

napr. v softvéri Paraview na vizualizáciu výsledkov. V cykle while je volaná funkcia

evolve, ktorá realizuje samotný výpočet. Po poslednom časovom kroku je vypoč́ıtaná L1

chyba.

V hlavnom programe zadávame počet elementov časový krok a stupeň zjemnenia siete

pričom jedno zjemnenie znamená rozdelenie každého elementu na polovicu v každom smere.

5.2 Metóda druhého rádu poč́ıtaná na elementoch

Pri použit́ı metódy druhého rádu uprav́ıme vo funkcii evolve riadky 80-122 čo je imple-

mentácia rovnice (19):

1 i f ( i s . ne ighbor ( ) )
2 {
3 // p r i s t up na suseda
4 Ent i tyPo inter ou t s id e = i s . ou t s i d e ( ) ;
5 int i ndex j = mapper .map(∗ out s id e ) ;
6
7 // vypocet tokov
8 i f ( i t−>l e v e l ()> outs ide−>l e v e l ( ) | |
9 ( i t−>l e v e l ()==outs ide−>l e v e l ( ) && index i<i ndex j ) )

10 {
11 // vypocet sucinu normaloveho vek tora a r y c h l o s t i
12 Dune : : GeometryType nbgt = outs ide−>type ( ) ;
13 const Dune : : Fie ldVector<ct , dim>&
14 nb lo ca l = Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( nbgt ) . p o s i t i o n ( 0 , 0 ) ;
15 double nbvolume = outs ide−>geometry ( ) . in tegrat ionElement ( nb l o ca l )
16 ∗Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( nbgt ) . volume ( ) ;
17 double nbfac to r = v e l o c i t y ∗ integrat ionOuterNormal /nbvolume ;
18
19 // g l o ba l n e suradnice s t redu suseda
20 Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld>
21 nbgloba l = i t−>geometry ( ) . g l oba l ( nb l o ca l ) ;
22
23 // r y c h l o s t v s t r ede suseda
24 Dune : : Fie ldVector<double , dim> v e l o c i t ynbg l oba l = u( nbglobal , t +0.5∗dt ) ;
25
26 i f ( f a c to r <0) // tok dovnutra
27 {
28 dd = gr [ i ndex j ] . h [ 0 ] ∗ ( f a c e g l o b a l [0]− nbgloba l [ 0 ] ) +
29 gr [ i ndex j ] . h [ 1 ] ∗ ( f a c e g l o b a l [1]− nbgloba l [ 1 ] ) − ( dt /2 . 0 ) ∗
30 ( gr [ i ndex j ] . h [ 0 ] ∗ v e l o c i t ynbg l oba l [ 0 ] +
31 gr [ i ndex j ] . h [ 1 ] ∗ v e l o c i t ynbg l oba l [ 1 ] ) ;
32
33 update [ i ndex i ] −= ( c [ index j ] + dd ) ∗ f a c t o r ;
34 update [ i ndex j ] += ( c [ i ndex j ] + dd ) ∗ nbfac to r ;
35 }
36 else // tok von
37 {
38 db = gr [ i ndex i ] . h [ 0 ] ∗ ( f a c e g l o b a l [0]− g l oba l [ 0 ] ) +
39 gr [ i ndex i ] . h [ 1 ] ∗ ( f a c e g l o b a l [1]− g l oba l [ 1 ] ) − ( dt /2 . 0 ) ∗
40 ( gr [ i ndex i ] . h [ 0 ] ∗ v e l o c i t y g l o b a l [ 0 ] +
41 gr [ i ndex i ] . h [ 1 ] ∗ v e l o c i t y g l o b a l [ 1 ] ) ;
42

22



43 update [ i ndex i ] −= ( c [ i ndex i ] + db ) ∗ f a c t o r ;
44 update [ i ndex j ] += ( c [ i ndex i ] + db ) ∗ nbfac to r ;
45 }
46 }
47 }
48
49 // ak hranica o b l a s t i
50 i f ( i s . boundary ( ) )
51 {
52 i f ( f a c to r <0) // ap l i k a c i a ok ra j o v e j podmienky
53 update [ i ndex i ] −= b( f a c eg l oba l , t +0.5∗dt )∗ f a c t o r ;
54
55 else // ou t f l ow
56 {
57 db = gr [ i ndex i ] . h [ 0 ] ∗ ( f a c e g l o b a l [0]− g l oba l [ 0 ] ) +
58 gr [ i ndex i ] . h [ 1 ] ∗ ( f a c e g l o b a l [1]− g l oba l [ 1 ] ) − ( dt /2 . 0 ) ∗
59 ( gr [ i ndex i ] . h [ 0 ] ∗ v e l o c i t y g l o b a l [ 0 ] +
60 gr [ i ndex i ] . h [ 1 ] ∗ v e l o c i t y g l o b a l [ 1 ] ) ;
61
62 update [ i ndex i ] −= ( c [ i ndex i ] + db)∗ f a c t o r ;
63
64 }
65 }

5.3 Metóda prvého rádu poč́ıtaná na vrcholoch

Vypoč́ıtané hodnoty teraz ukladáme pre vrcholy siete. Cyklus cez hrany už nie je rea-
lizovaný pomocou IntersectionIterator. Využili sme referenčný element a jeho podentity
vyššej kodimenzie (riadky 63-137). Keďže tok na hranici výpočtovej oblasti, v pŕıpade
pŕıkladu single vortex, je nulový, jeho výpočet neuvádzame. Hodnoty gradientu budú opäť
ukladané do vektora gr.

1 #include<dune/ g r id /common/ r e f e r en c e e l emen t s . hh>
2
3 template<class G, class M, class V, class Z>
4 void evo lve ( const G& grid , const M& mapper , V& c , double t , double& dt , Z& gr )
5 {
6 const int dim = G: : dimension ;
7 const int dimworld = G: : dimensionworld ;
8
9 typedef typename G: : ctype ct ;

10
11 const typedef typename G: : template Codim<0>:: Leaf IndexSet& LeafIndexSet ;
12
13 // vytvorime s i potrebne typy ukazova t e l ov s konkretnymi
14 // nazvami , pre jednoduchs iu o r i en t a c i u
15 typedef typename G: : template Codim<0>:: L e a f I t e r a t o r E lement I te rator ;
16
17 typedef typename G: : template Codim<dim−1>:: Ent i tyPo inter EdgePointer ;
18
19 typedef typename G: : template Codim<dim> : : Ent i tyPo inter VertexPointer ;
20
21 // na z i s k an i e indexov vrcho lov hrany nepouzijeme mapper , a l e
22 // priamo mnozinu indexov Dune : : IndexSet
23 Leaf IndexSet index s e t = gr id . l e a f I ndexSe t ( ) ;
24
25 V update ( c . s i z e ( ) ) ;
26 for (typename V: : s i z e t y p e i =0; i<c . s i z e ( ) ; i++) update [ i ] = 0 ;
27
28 // na plochu oko lo vrcholu , k torou t reba vypoci tanu hodnotu p r e d e l i t
29 std : : vector<double> area ( c . s i z e ( ) ) ;
30 for (unsigned int i = 0 ; i < area . s i z e ( ) ; i++) area [ i ] = 0 ;
31
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32 // cyk l u s cez elementy
33 Element I te rator end i t = gridView . template end<0>();
34 for ( E lement I te rator i t = gridView . template begin <0>(); i t != end i t ; ++i t )
35 {
36 // geometria elementu
37 Dune : : GeometryType gt = i t−>type ( ) ;
38
39 // s t r ed elementu v l oka lnych suradnic iach
40 const Dune : : Fie ldVector<ct , dim>&
41 l o c a l = Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . p o s i t i o n ( 0 , 0 ) ;
42
43 // s t r ed elementu v g l oba lnych suradnic iach
44 Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld>
45 elementCenter = i t−>geometry ( ) . g l oba l ( l o c a l ) ;
46
47 // v e l k o s t elementu
48 double volumeElement = i t−>geometry ( ) . in tegrat ionElement ( l o c a l )
49 ∗Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . volume ( ) ;
50
51 // pocet v rcho lov
52 int numberVertices = i t−>geometry ( ) . c o rne r s ( ) ;
53
54 // p locha oko lo vrcho lu
55 for ( int i = 0 ; i < numberVertices ; i++)
56 {
57 VertexPointer vp = i t−>template ent i ty<dim>( i ) ;
58
59 area [ mapper .map(∗vp ) ] += volumeElement / numberVertices ;
60 }
61
62 // cyk l u s cez hrany
63 int eend = Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . s i z e (dim−1);
64 for ( int edge=0; edge<eend ; edge++)
65 {
66 // l o ka l n e indexy vrcho lov hrany
67 int s ta r tVer t ex =
68 Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . subEntity ( edge , dim−1 ,0 ,dim ) ;
69 int endVertex =
70 Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . subEntity ( edge , dim−1 ,1 ,dim ) ;
71
72 // g l o ba l n e indexy vrcho lov hrany
73 int i ndex i = indexse t . template subIndex<dim>(∗ i t , s t a r tVer t ex ) ;
74 int i ndex j = indexs e t . template subIndex<dim>(∗ i t , endVertex ) ;
75
76 // l oka lna suradnica s tar tVer tex−u
77 const Dune : : Fie ldVector<ct , dim>&
78 svLoca l =
79 Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . p o s i t i o n ( s tar tVertex , dim ) ;
80
81 // g l o ba lna suradnica s tar tVer tex−u
82 Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld>
83 svGlobal = i t−>geometry ( ) . g l oba l ( svLoca l ) ;
84
85 // l oka lna suradnica endVertex−u
86 const Dune : : Fie ldVector<ct , dim>&
87 evLocal =
88 Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . p o s i t i o n ( endVertex , dim ) ;
89
90 // g l o ba lna suradnica endVertex−u
91 Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld>
92 evGlobal = i t−>geometry ( ) . g l oba l ( evLocal ) ;
93
94 // ukazova t e l na hranu
95 EdgePointer ep = i t−>template ent i ty<dim−1>(edge ) ;
96
97 // s t r ed hrany v l oka lnych suradnic iach
98 const Dune : : Fie ldVector<ct , dim−1>&
99 edgeCenterLocal =

100 Dune : : ReferenceElements<ct , dim−1>:: g ene ra l ( ep−>type ( ) ) . p o s i t i o n ( 0 , 0 ) ;
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101
102 // s t r ed hrany v g l oba lnych suradnic iach
103 Dune : : Fie ldVector<ct , dimworld> edgeCenter =
104 ep−>geometry ( ) . g l oba l ( edgeCenterLocal ) ;
105
106 // s t r ed segmentu
107 Dune : : Fie ldVector<ct , dim> segmentCenter = edgeCenter + elementCenter ;
108 segmentCenter [ 0 ] /= 2 . 0 ;
109 segmentCenter [ 1 ] /= 2 . 0 ;
110
111 // r y c h l o s t na segmente
112 Dune : : Fie ldVector<ct , dim> v e l o c i t y = u( segmentCenter , t ) ;
113
114 // pomocny vek tor
115 Dune : : Fie ldVector<ct , dim> help = elementCenter − edgeCenter ;
116
117 // normalovy vek to r na segmente
118 Dune : : Fie ldVector<ct , dim> normal ;
119 normal [ 0 ] = fabs ( he lp [ 1 ] ) ;
120 normal [ 1 ] = fabs ( he lp [ 0 ] ) ;
121
122 // tok
123 double f l u x = ( normal [ 0 ] ∗ v e l o c i t y [ 0 ] ) + ( normal [ 1 ] ∗ v e l o c i t y [ 1 ] ) ;
124
125 i f ( f lux <0)
126 {
127 update [ i ndex i ] −= f l ux ∗ c [ i ndex j ] ;
128 update [ i ndex j ] += f l ux ∗ c [ i ndex j ] ;
129 }
130
131 else
132 {
133 update [ i ndex i ] −= f l ux ∗ c [ i ndex i ] ;
134 update [ i ndex j ] += f l ux ∗ c [ i ndex i ] ;
135 }
136
137 } // koniec cez hrany
138
139 } // koniec cez mriezku
140
141 for (unsigned int i =0; i<c . s i z e ( ) ; ++i )
142 c [ i ] += dt∗update [ i ] / area [ i ] ;
143
144 return ;
145 }

5.4 Metóda druhého rádu poč́ıtaná na vrcholoch

Gradient je teraz implementovaný vo funkcii grad evolve takto:

1 template<class G, class M, class V, class C>
2 void g rad eva l ( const G& grid , const M& mapper , V& c , C& gr )
3 {
4 const int dim = G: : dimension ;
5
6 // typ suradnic
7 typedef typename G: : ctype ct ;
8
9 // pohlad

10 typedef typename G: : LeafGridView GridView ;
11
12 // typ i t e r a t o r a cez elementy
13 typedef typename GridView : : template Codim<0>:: I t e r a t o r L e a f I t e r a t o r ;
14
15 // typ i t e r a t o r a cez v rcho l y
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16 typedef typename GridView : : template Codim<dim> : : I t e r a t o r Ve r t ex I t e r a t o r ;
17
18 // typ ukazova t e l a na vrcho l
19 typedef typename G: : template Codim<dim> : : Ent i tyPo inter VertexPointer ;
20
21 typedef Dune : : Fie ldVector<ct , dim> DuneVector ;
22
23 // na plochu oko lo vrcho lu
24 std : : vector<double> area ( c . s i z e ( ) ) ;
25 for (unsigned int i = 0 ; i < area . s i z e ( ) ; i++) area [ i ] = 0 ;
26
27 for ( int i = 0 ; i < gr . s i z e ( ) ; i++)
28 {
29 gr [ i ] [ 0 ] = 0 ; gr [ i ] [ 1 ] = 0 ;
30 }
31
32 // cyk l u s cez ce lu s i e t
33 L e a f I t e r a t o r end i t = gridView . template end<0>();
34 for ( L e a f I t e r a t o r i t = gridView . template begin <0>(); i t != end i t ; ++i t )
35 {
36 // typ geometr ie elementu
37 Dune : : GeometryType gt = i t−>type ( ) ;
38
39 // pocet v rcho lov
40 int numberVertices =
41 Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . s i z e (dim ) ;
42
43 // s t r ed elementu v l oka lnych suradnic iach
44 const Dune : : Fie ldVector<ct , dim>&
45 l o c a l = Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . p o s i t i o n ( 0 , 0 ) ;
46
47 // v e l k o s t elementu
48 double volumeElement = i t−>geometry ( ) . in tegrat ionElement ( l o c a l )
49 ∗Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . volume ( ) ;
50
51 // ak s t v o ruho l n i k
52 i f ( gt . i sQuad r i l a t e r a l ( ) )
53 {
54 // na g l o ba l n e hodnoty
55 Dune : : Fie ldVector<ct , numberVertices> value ;
56 for ( int i = 0 ; i < numberVertices ; i++) value [ i ] = 0 . 0 ;
57
58 // na l o ka l ny grad i en t
59 Dune : : Fie ldVector<DuneVector , numberVertices> grad i en tLoca l ;
60
61 for ( int i = 0 ; i < numberVertices ; i++)
62 {
63 grad i entLoca l [ i ] [ 0 ] = 0 . 0 ;
64 g rad i entLoca l [ i ] [ 1 ] = 0 . 0 ;
65
66 // z i s k an i e hodnot na vrcho loch
67 VertexPointer vp = i t−>template ent i ty<dim>( i ) ;
68 value [ i ] = c [ mapper .map(∗vp ) ] ;
69 }
70
71 // l o ka l ny grad i en t
72 grad i en tLoca l [ 0 ] [ 0 ] = value [ 1 ] − value [ 0 ] ;
73 g rad i en tLoca l [ 0 ] [ 1 ] = value [ 2 ] − value [ 0 ] ;
74
75 grad i en tLoca l [ 1 ] [ 0 ] = value [ 1 ] − value [ 0 ] ;
76 g rad i en tLoca l [ 1 ] [ 1 ] = value [ 3 ] − value [ 1 ] ;
77
78 grad i en tLoca l [ 2 ] [ 0 ] = value [ 3 ] − value [ 2 ] ;
79 g rad i en tLoca l [ 2 ] [ 1 ] = value [ 2 ] − value [ 0 ] ;
80
81 grad i en tLoca l [ 3 ] [ 0 ] = value [ 3 ] − value [ 2 ] ;
82 g rad i en tLoca l [ 3 ] [ 1 ] = value [ 3 ] − value [ 1 ] ;
83
84
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85 for ( int ver tex = 0 ; ver tex < numberVertices ; ve r tex++)
86 {
87 VertexPointer vp = i t−>template ent i ty<dim>(ver tex ) ;
88 int index = mapper .map(∗vp ) ;
89
90 // l o ka l n e suradnice vrcho la
91 const Dune : : Fie ldVector<ct , dim>& vertexLoca l =
92 Dune : : ReferenceElements<ct , dim> : : g ene ra l ( gt ) . p o s i t i o n ( vertex , dim ) ;
93
94 // jacob ian g loba lneho uz l a
95 const Dune : : Fie ldMatrix<ct , dim , dim>& ja cob i =
96 i t−>geometry ( ) . j acob ianInver seTransposed ( ver t exLoca l ) ;
97
98 // g l o ba lny grad i en t = lo ka lny grad i en t vynasobeny inverznym
99 // jakobianom a plochou pr i s l u cha jucou k vrcho lu

100 gr [ index ] [ 0 ] += ( volumeElement / numberVertices ) ∗
101 ( ( j a c ob i [ 0 ] [ 0 ] ∗ grad i en tLoca l [ ve r tex ] [ 0 ] ) +
102 ( j a c ob i [ 0 ] [ 1 ] ∗ grad i en tLoca l [ ve r tex ] [ 1 ] ) ) ;
103
104 gr [ index ] [ 1 ] += ( volumeElement / numberVertices ) ∗
105 ( ( j a c ob i [ 1 ] [ 0 ] ∗ grad i en tLoca l [ ve r tex ] [ 0 ] ) +
106 ( j a c ob i [ 1 ] [ 1 ] ∗ grad i en tLoca l [ ve r tex ] [ 1 ] ) ) ;
107
108 } // koniec f o r
109
110 } // koniec i f g t . i sQuad r i l a t e r a l ( )
111
112 // p locha oko lo vrcho lu
113 for ( int ver tex = 0 ; ver tex < 4 ; ver tex++)
114 {
115 VertexPointer vp = i t−>template ent i ty<dim>(ver tex ) ;
116 area [ mapper .map(∗vp ) ] += volumeElement / numberVertices ;
117 }
118
119 } // koniec cez v s e t k y elementy
120
121 // prede l ime g l o ba l ny grad i en t plochou oko lo vrcho lu
122 for ( Ve r t ex I t e r a t o r v i = gr id . template l e a f b eg i n<dim>() ;
123 v i != gr id . template l ea f end<dim>() ; ++vi )
124 {
125 gr [ mapper .map(∗ v i ) ] [ 0 ] /= area [ mapper .map(∗ v i ) ] ;
126 gr [ mapper .map(∗ v i ) ] [ 1 ] /= area [ mapper .map(∗ v i ) ] ;
127 }
128 }

Vo funkcii evolve sa oproti metóde prvého rádu zmenia riadky 123-135 takto:

1 i f ( f lux <0)
2 {
3 dd = gr [ i ndex j ] [ 0 ] ∗ ( segmentCenter [ 0 ] − evGlobal [ 0 ] ) +
4 gr [ i ndex j ] [ 1 ] ∗ ( segmentCenter [ 1 ] − evGlobal [ 1 ] ) −
5 0 .5 ∗ dt ∗ ( u( evGlobal , t +0.5∗dt ) [ 0 ] ∗
6 gr [ i ndex j ] [ 0 ] + u( evGlobal , t +0.5∗dt ) [ 1 ] ∗ gr [ i ndex j ] [ 1 ] ) ;
7
8 update [ i ndex i ] −= f l ux ∗ ( c [ i ndex j ] + dd ) ;
9 update [ i ndex j ] += f l ux ∗ ( c [ i ndex j ] + dd ) ;

10 }
11
12 else
13 {
14 db = gr [ i ndex i ] [ 0 ] ∗ ( segmentCenter [ 0 ] − svGlobal [ 0 ] ) +
15 gr [ i ndex i ] [ 1 ] ∗ ( segmentCenter [ 1 ] − svGlobal [ 1 ] ) −
16 0 .5 ∗ dt ∗ ( u( svGlobal , t +0.5∗dt ) [ 0 ] ∗
17 gr [ i ndex i ] [ 0 ] + u( svGlobal , t +0.5∗dt ) [ 1 ] ∗ gr [ i ndex i ] [ 1 ] ) ;
18
19 update [ i ndex i ] −= f l ux ∗ ( c [ i ndex i ] + db ) ;
20 update [ i ndex j ] += f l ux ∗ ( c [ i ndex i ] + db ) ;
21 }
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6 Zhodnotenie dosiahnutých výsledkov a navrhnutých

riešeńı

V nasledujúcich tabǔlkách uvádzame vypoč́ıtané L1 chyby po použit́ı oboch metód na ele-

mentoch pri N časových krokoch a deleniach siete 50, 100 a 150. Obdobné výsledky sme

źıskali aj po použit́ı metód na vrcholoch.

I N chyba

50 500 0.0555
100 1000 0.0370
150 1500 0.0280

Tabǔlka 1: Chyby po použit́ı metódy prvého rádu na elementoch.

I N chyba

50 500 0.00604
100 1000 0.00186
150 1500 0.00080

Tabǔlka 2: Chyby po použit́ı metódy druhého rádu na elementoch.

Vid́ıme, že chyba pri použit́ı metódy prvého rádu konverguje s rádom 1 a metóda druhého

rádu, ktorú sme odvodili, konverguje s rádom 2. Pre vizuálne porovnanie ešte uvádzame

(Obrázku 2.) vykreslené riešenia v časoch t = 8 pri deleńı siete I = 150 po použit́ı oboch

metód.

Obrázok 8: Kontúry numerického riešenia pŕıkladu single vortex v časoch t = 8.
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Súhrn

Ciělom práce bol návrh a realizácia numerickej metódy druhého rádu presnosti na riešenie

rovnice advekcie pre dané rýchlostné vektorové pole. Dôraz bol kladený na poč́ıtačovú

realizáciu v modernom softvéri DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment).

Metódu sme úspešne implementovali, podrobne poṕısali a otestovali na netriviálnom pŕı-

klade. Implementácia bola zrealizovaná aj pre metódu konečných objemov s neznámymi

vo vrcholoch siete, ktorá doteraz v softvéri DUNE nebola implementovaná. Práca posky-

tuje úvodné informácie potrebné pre implementáciu podobných metód konečných objemov

na riešenie parciálnych diferenciálnych rovńıc v softvéri DUNE.

Summary

The aim of this work was a proposal and realization of a second order accurate numeri-

cal method for the solution of advection equation for a given velocity vector field. The

emphasize has been given on the implemenntation of such method in modern software tool

DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment). The method was successfully

realized, described in details and tested on a nontrivial example. The implementation

was done also for a finite volume method with unknowns placed in vertices of a grid that

was not available in software DUNE. This bachelor work offers introductory informati-

on for analogous implementation of similar finite volume methods for solution of partial

differential equations in software DUNE.
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Pŕılohy

Na priloženom CD sa nachádza aktuálna verzia modulu dune-common, modulu dune-grid

a upraveného modulu dune-grid-howto s názvom M2 dualna siet.tar.gz, ktorý ob-

sahuje ukážkové programy a implementácie metódy druhého rádu poč́ıtanej na vrcho-

loch. Na CD sa nachádzajú aj dve animácie pŕıkladu single vortex. Pri prvej animácii

M1 150.avi bol pŕıklad vypoč́ıtaný metódou prvého rádu na elementoch a pri druhej

animácii M2 150.avi bol pŕıklad poč́ıtaný metódou druhého rádu na elementoch.
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