SLOVENSKA TECHNICKA UNIVERZITA V BRATISLAVE
Stavebna fakulta

Riesenie rovnice advekcie pomocou softvéru
DUNE

Bakalarska praca

Studijny odbor: Matematicko-pocita¢ové modelovanie

Veduci bakalarskej prace: Bakalar:
RNDr. Peter Frolkovi¢, PhD. Maros Bohuncak

Bratislava 2009



Slovenska technicka univerzita

v Bratislave
Stavebna fakulta

Riesenie rovnice advekcie pomocou softvéru DUNE.

Solution of advection equation using software DUNE.

Autor prace: Maros Bohuncak
Roénik /stupen studia: 3. ro¢nik/1. stupen studia
Studijny program: matematicko-poc¢itacové modelovanie
Veduci prace: RNDr. Peter Frolkovi¢, PhD.
Katedra: KMaDG
Anotacia:

Praca sa zaoberd navrhom a realizaciou numerickej metody druhého radu presnosti na
rieSenie rovnice advekcie pre dané rychlostné vektorové pole. Doraz je kladeny na pocitacovi
realizdciu v modernom softvéri DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment),
ktory na zaklade jednotného rozhrania pre pouzitie numerickych metéd na roznych ty-
poch vypoctovych sieti umoznuje ich efektivne pouzitie od najjednoduchsich ako su rov-
nomernd, pevné, struktirovand siet az po komplexné, lokdlne zjemnené, v ¢ase premen-
livé, nestruktirované siete. Ulohou Studentskej prace je pochopit zdklady prace s tymto

softvérom, realizovat v fiom novi numerické metédu a preverit ju na roznych prikladoch.

Annotation:

This work deals with a proposal and realization of a second order accurate numerical met-
hod for the solution of advection equation for a given velocity vector field. The emphasize is
given on the implemenntation of such method in modern software tool DUNE (Distributed
and Unified Numerics Environment) that offers a single interface for numerical methods
based on different types of computational grids to work efficiently with them starting from
the simplest uniform, fixed, structured grids and finishing with complex, locally adapted,
changing in time, unstructured grids. The aim of this student work is to understand the
principles of this software, to realize new numerical method in this environment and to

check it on several examples.
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1 Uvod

1.1 Co je vlastne DUNE?

DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment) je softvérova kniznica napisand
v programovacom jazyku C++ na numerické riesenie parcidlnych diferencidlnych rovnic.
Su pouzité moderné programovacie techniky ako generické programovanie ¢i staticky po-
lymorfizmus. Podporuje jednoduchti implementaciu metéd ako Metoda konecnych prvkov
(MKP), Met6da koneénych objemov (MKO), alebo Metéda koneénych diferencii (MKD).
DUNE je volne dostupna pod licenciou GPL. Je mozné aj pouzitie s inym komerénym
softvérom. Kniznica DUNE je rozdelena do samostatnych modulov. Pre aktudlnu verziu

1.2 (z 21. maja 2009) st dostupné moduly:

e dune-common obsahuje zdkladné triedy pouzivané vSetkymi ostatnymi DUNE mo-

dulmi.

e dune-grid je najrozvinutej$i modul, ktory je pouzity v tejto praci. Definuje ne-
konformné, hierarchicky vnorené, paralelné siete a siete s roznym typom elementov
v priestore s lubovolngm rozmerom. Podporuje graficky vystup napriklad vo forméte

VTK.

e dune-istl - [terative Solver Template Library poskytuje zdkladné triedy riedkych

matic a vektorov a metédy na ich rieSenie.

e dune-grid-howto - manudl [2] s ukdzkovou implementéciou met6édy prvého radu, ktori

sme modifikovali v praci na metédu druhého radu

1.2 Stiahnutie

Zdrojové kédy DUNE je mozné stiahnut z internetovej stranky. V praci st pouzité moduly
dune-common, dune-grid a dune-grid-howto. Ich posledné stabilné verzie si dostupné

na adrese
www.dune-project.org/download.html

Dostupné su taktiez vyvojové verzie.

1.3 Instalacia
Oficidlne pokyny na instaldciu si dostupné na internetovej adrese

www.dune-project.org/doc/installation-notes.html



Popiseme len zakladni instaldciu modulov (verzia 1.2) pouzitych v tejto praci. Instrukcie
na instalaciu inych externych modulov a o roznych variantoch zostavenia instalacie roz-
hrania DUNE st popisané na spomenutej stranke. Na zostavenie potrebujeme najlepsie
UNIX- ovy operacny systém a vyhovujici C++ kompilator. V praci bol pouzity GNU g++
kompilator vo verzii 4.3.3 (odporiucana verzia je > 3.4.1).

Stiahnuté tar-balicky dune-common, dune-grid a dune-grid-howto rozbalime do spo-
loéného adresira. Prejdeme do tohto adresira, v ktorom si po rozbaleni tri dalsie adresére

pomenované podla prislusnych modulov a zaddme
$ dune-common-1.2/bin/dunecontrol all

pre nakonfigurovanie a zostavenie vsetkych modulov so zakladnou konfiguraciou. Mozeme

este ako superuzivatel zadaf
# dune-common-1.2/bin/dunecontrol make install

aby sa moduly DUNE nainstalovali do systému. Na prilozenom cd k tejto praci je balicek
M2_dualna_siet.tar.gz, o je nami upraveny modul dune-grid-howto, ktory obsahuje
ukazkové programy z casti 2.9 a 3.2 a program s metédou druhého radu pocéitani na vr-
choloch z casti 5.4.



2 Modul DUNE Grid

PopiSeme triedy a metédy modulu dune-grid, ktoré su pouzité v tejto praci. Pre podrobny
popis jednotlivych rozhrani tried vid [5]. K slovenskému nazvu vzdy v zatvorke uvadzame

oficidlny anglicky ndzov pouzity v [2].

2.1 Siet (Grid)

Trieda Dune: :Grid.
Kedze DUNE poskytuje néstroje pre metédy sieti (angl. grid-based methods), je modul
dune-grid jednou z jeho zakladnych casti. Uvedieme niekolko vyrazov, ktoré definuju

koncept siete:

Dimenzia (Dimension)
Siet m4 pevni dimenziu d. Je to dimenzia jej referenénych elementov. Pouziva sa ako

parameter Sablény pri vytvarani siete.

Entita (Entity)
Entita je geometricky objekt, ktory je sicastou siete. Jej dimenzia je rovnd dimenzii sie-

te, alebo je mensia ako dimenzia siete.

Kodimenzia (Codimension)

Kazd4 entita (napr. samotny 2D element, alebo jeho hrany, alebo vrcholy) ma svoju kodi-
menziu ¢, pre ktord plati 0 < ¢ < d. Plati, Ze entita kodimenzie ¢ je d — ¢ dimenzionélny
objekt.

element vrchol
P o“/
hrana
A-"//
® ®

Obrazok 1: Priklad stvoruholnikového 2D elementu. Element je entita s kodimenzi-
ou 0, hrana je entita s kodimenziou 1 a vrchol je entita s kodimenziou 2.

Podentita (Subentity)

Entity majui hierarchickd konstrukciu v tom zmysle, ze entity kodimenzie 0 (napr. Stvorec



v 2D) si tvorené entitami s kodimenziou 1 (hrany Stvorca), ktoré si tvorené entitami
s kodimenziou 2 (vrcholy stvorca). Plati teda, ze maximalna mozna kodimenzia nejakej

podentity v elemente je rovna dimenzii elementu.

Element (Element)
Element (obr. (1)) je entita kodimenzie 0. Napr. stvorec v 2D, kocka v 3D.

Vrchol (Vertex)

Vrchol (obr. (1)) je entita kodimenzie d (je rovnéd dimenzii siete).

Priestorova dimenzia (World dimension)

Kazd4 siet mé priestorovi dimenziu w. Je to dimenzia priestoru, v ktorom je siet umiest-
nend, alebo inak povedané je to pocet stiradnic potrebny na popis pozicie lubovolného
vrcholu v sieti v priestore, v ktorom je siet umiestnena. Plati, ze w > d. Spolu s dimenzi-

ou siete sa pouziva ako parameter Sablony pri vytvarani siete.

Koncova siet (Leaf grid)
Kedze pri viacndsobnom zjemiovani siete dostdvame tzv. stromovi struktiru zjemnovania,
konce tohto stromu tvoria tzv. koncovi siet (obr. (2)). St to teda vietky koncové elementy
(listy) siete, ktoré uz nie su delené na mensie elementy (nie st zjemnené). Hovorime, Ze je
to siet s najjemnejsim rozlisenim.
uroven
Zjemnenia
0 | | |
1 | | | |
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Obrazok 2: Koncové elementy (listy) siete.

2.2 Zjemnenie siete (Grid refinement)

Siet moze byt zjemnend globélne, alebo lokilne len v takzvanej zjemiiovacej faze. Kedze
koncept siete je v DUNE zalozeny na view-only principe, mimo tejto fazy siet nemoze

byt nijakym sposobom modifikovani.



2.3 Pohlady na siet (Grid views)

Trieda Dune: :GridView.

Siet poskytuje dva pohlady: pohlad cez trovne (Level view), alebo pohlad cez koncové
elementy (Leaf view). Pohlad cez tirovne pouzivame, ked pracujeme s lokélne zjemnenymi
siefami. V tejto préaci nebudeme siet lokdlne zjemiiovat a budeme pouzivat pohlad cez

koncové elementy.

2.4 Entity (Entities)

Trieda Dune: :Entity.

Pre jednotlivé entity siete vSetkych kodimenzii plati, Ze ich nemozeme v sieti modifikovat
ani vytvéarat, ani mazat. Mozeme z nich informdcie len ¢itat. Kazd4 entita nesie o sebe to-
pologicki (& sa jedna o trojuholnik, stvoruholnik atd.) a geometricki (pozicia entity v sieti)
informaciu. Entita je definovana referencnym elementom a transformdciou z referenéného

elementu do globalnych suradnic.

2.5 Referencny element (Reference element)

Trieda Dune: :ReferenceElement.

Kazda entita siete je vysledkom zobrazenia z referen¢ného elementu do globalnych siradnic.
Topolégia referencného elementu je popisand len raz (t.j. vSetky elementy v sieti, napr.
stvoruholniky, majui jeden spolo¢ny referencény element). Referenény element popisuje, ako
je dand entita zostavena z inych entit vyssej kodimenzie a akych typov si tieto podentity.

V tejto praci sa obmedzime na 2D elementy.

(0,1) (0.1) (1.1)

2 2 3 3

2 1 2 1

(0,0) (1,0y (0,0) (1,00

Obrazok 3: Priklad referenéného elementu pre trojuholnikovy a stvoruholnikovy element
s o¢islovanymi vrcholmi a hranami.



2.6 Geometria (Geometry)

Trieda Dune: :Geometry.

Geometria definuje zobrazenie (transforméciu) [2]
g:D—W (1)

kde D C R™dim o 1)/ C R¥™  QOblast D je z mnoziny referenénych elementov £ € D.
Vo vseobecnosti plati mydim < cdim. V praci budeme uvazovat mydim = cdim = 2.
Pomocou metdd triedy budeme ziskavat informécie o lokalnych a globalnych siradniciach

entity, jej velkost, alebo inverzny Jakobién zobrazenia.

Obréazok 4: Transformécia referenéného trojuholnikového elementu.

2.7 Priesecniky (Intersections)

Priesetnikmi st vo v8eobecnosti pomenované hrany (v 2D pripade), alebo plochy (v 3D
pripade), ktorymi sa susedné elementy dotykaji. Priese¢nik moZze mat element s inym (su-
sednym) elementom, alebo s okrajom vypoctovej siete. Cez priesecniky elementu mozeme
iterovat pomocou Intersectionlterator. Tento iterdtor zaroven poskytuje informdcie o to-

poldgii a geometrii priesecnika.

2.8 Iterator a ukazovatel (Iterator, Entity Pointer)

Triedy Dune: :EntityPointer, Dune: :Iterator, Dune: :IntersectionIterator.
Na jednotlivé entity siete pristupujeme pomocou iteratorov a ukazovatelov (obr. (5)). V praci

sme pouzili:

Entity Pointer

Ukazovatel na entitu.
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Iterator
Iterator je ukazovatel na entitu, ktory méze byt zvysovany, aby ukazoval na dalsiu entitu
v poradi - v pripade pohladu cez listy, alebo aby ukazoval na dalsiu entitu v poradi na danej

urovni zjemnenia - v pripade pohladu cez tdrovne.

Intersectionlterator
Iterator cez priesecniky elementu so susednym elementom, alebo okrajom vypoctovej siete.

Vid nasledujicu ¢ast.

? P

. ‘ l
‘\“

*— e . .

_JI__ | A

® / . . |

Obrazok 5: Priklad iteratora cez koncové elementy - ¢ervend a iteratora cez priesecniky v
jednom elemente - modra.

2.9 Ukazka - prechadzka po sieti s DUNE

Na zaver tejto casti uvadzame zakladny algoritmus, ktory prejde najprv cez kazdy koncovy

element 2D siete a potom cez kazdy vrchol siete.

// C/C++ hlavickove subory
#include<iostream>

// DUNE hlavickove subory
#include” config.h” // obsahuje informacie o dostupnych typoch siets
#include<dune/grid /sgrid .hh> // pouzijeme siet typu SGrid

template<class G>
void traversal (G& grid)

{

// zistime dimenziu siete
const int dim = G::dimension;

// typ suradnic
typedef typename G::ctype ct;

// prechadzka po koncovej sieti

std :: cout << ”#**x_Prechadzam_koncove_elementy” << std::endl;



// typ pohladu
typedef typename G :: LeafGridView LeafGridView;

// pohlad
LeafGridView leafView = grid.leafView ();

// iterator cez elementy (entity s kodimenziou 0)
typedef typename LeafGridView ::template Codim<0>::Iterator ElementLeaflterator;

int count = 0;
for (ElementLeaflterator it = leafView.template begin <0>();
it!=leafView .template end<0>(); ++it)
{
// geometria elementu
Dune:: GeometryType gt = it—>type ();

std :: cout << ”prechadzam.” << gt
<< ”_so.zaciatocnym.vrcholom.” << it—>geometry ().corner (0)
<< std ::endl;
count—++;

}

std ::cout << ”spolu.je.tu.” << count << ”_koncovych_elementov” << std::endl;

// teraz prejdeme po vrcholoch siete
std :: cout << std::endl;
std :: cout << ”xxx_Prechadzam_entity._.s_kodimenziou.” << dim << std ::endl;

// iterator cez vrcholy (entity s kodimenziou dim)
typedef typename LeafGridView ::template Codim<dim>::Iterator VertexLeaflterator;

// iterujeme cez wvrcholy
count = 0;
for (VertexLeaflterator it = leafView.template begin<dim>();
it!=leafView .template end<dim>(); ++it)
{
Dune:: GeometryType gt = it—>type();
std :: cout << ”prechadzam.” << gt
<< 7._na.” << it—>geometry ().corner (0)
<< std::endl;
count—+4+;

std :: cout << ”Spolu_je_tu.” << count << ”_vrcholov”
<< std::endl;

// hlavny program
int main(int argc, char sxargv)

// try/catch blok, DUNE vrati chybu ak sa nejaka vyskytne
try {

// wvyroba siete

const int dim=2;

// typ siete

typedef Dune:: SGrid<dim,dim> GridType;

// pocet elementov siete

Dune:: FieldVector<int ,dim> N(1);

// lavy dolny roh (—1,—1)

Dune:: FieldVector<GridType:: ctype ,dim> L(—1.0);

// pravy horny roh (1,1)

Dune:: FieldVector<GridType:: ctype ,dim> H(1.0);

GridType grid (N,L,H);

// jedenkrat zjemnime siet
grid . globalRefine (1);

// funkcia prechadzky



89 traversal (grid);

90

91 catch (std::exception & e) {

92 std :: cout << ”STL_ERROR:.” << e.what() << std::endl;
93 return 1;

94

95 catch (Dune:: Exception & e)

96 std :: cout << "DUNE_ERROR:.” << e.what() << std::endl;
97 return 1;

98

99 catch (...)

100 std :: cout << ”Unknown.ERROR” << std::endl;

101 return 1;

102 }

103

104 return O0;

105 }

Vystup vyzera takto:

*x% Prechadzam koncove elementy

prechadzam (cube, 2) so zaciatocnym vrcholom —1 —1
prechadzam (cube, 2) so zaciatocnym vrcholom 0 —1
prechadzam (cube, 2) so zaciatocnym vrcholom —1 0
prechadzam (cube, 2) so zaciatocnym vrcholom 0 0
spolu je tu 4 koncovych elementov

*x% Prechadzam entity s kodimenziou 2
prechadzam (cube, 0) na —1 —1

prechadzam (cube, 0) na 0 —1
prechadzam (cube, 0) na 1 —1
prechadzam (cube, 0) na —1 0
prechadzam (cube, 0) na 0 0
prechadzam (cube, 0) na 1 0
prechadzam (cube, 0) na —1 1
prechadzam (cube, 0) na 0 1
prechadzam (cube, 0) na 1 1

spolu je tu 9 vrcholov

(cube,?2), resp. (cube,0) je typ geometrie a kodimenzia entity. T.j. entita s ty-
pom geometrie Stvoruholnik a s kodimenziou 2 (samotny element), resp. entita s typom

geometrie Stvoruholnik a s kodimenziou 0 (vrchol). Pre ostatné typy geometrie vid [5].



3 Praca s datami na sieti

V aplikdcidch potrebujeme priradif uzivatelské déta konkrétnym entitdm siete. V tejto

casti popiSeme ako data mozno priradit sieti.

3.1 Zobrazovace (Mappers)

Jednou zo zakladnych vlastnosti DUNE grid rozhrania je oddelenie siete od dat uzivatela.
Inak povedané, siet ako objekt nepotrebuje Ziadne informdcie o uzivatelskijch ddtach. Déta
uzivatela st kvoli dspornosti ukladané do jednorozmernych poli a pristupuje sa k nim
prostrednictvom indexov, ktoré su ¢islované od nuly.

Predpokladajme, ze mnozina vSetkych entit na sieti je £ a £/ C E je podmnozina tych
entit, pre ktoré chceme data ulozit. Napriklad to mozu byt vsetky vrcholy siete. Potom

pristup z tychto entit k datam tvoria dva kroky: Takzvany zobrazovac realizuje zobrazenie
m:E — Ig (2)

kde I = {0,...,|E'| — 1} C N je mnozina indexov (postupnost so zaciatkom v nule)
priradens mnozine entit. Uzivatelské ddta D(E') = {d.|e € E'} sii ulozené v poli, ¢o je
dalsie zobrazenie

a: gy — D(E'). (3)

Ak teda chceme priradit ddta d. € D(E’) entite e € E’ treba uskutoénit dve zobrazenia:
de = a(m(e)). (4)

DUNE implementuje dva typy zobrazovacov, ktoré sa lisia vo funkcionalite a narocnosti

(¢o sa tyka kapacity a casu behu):

Indexové zobrazovace

Trieda Dune: :LeafMultipleCodimMultipleGeomTypeMapper.

Indexovy zobrazovaé je alokovany pre siet a mé zmysel s nim pracovat, pokial sief nie je
zmenena (zjemnovana). Zakladom implementécie je trieda Dune: : IndexSet, ktord reali-

zuje zobrazenie (2). V praci su pouzité len indexové zobrazovace.

Id zobrazovace
Id zobrazovace sa pouzivaju ak sa siet pocas vypoétov zjemni. V tejto praci ich nebudeme

pouzivat.

10
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3.2 Ukazka - priradenie dat elementom

Tento kratky program priradi kazdému elementu siete hodnotu funkcie £ v danych sirad-

niciach stredu elementu:

#include<dune/grid /common/referenceelements . hh>
#include<dune/grid /common/mcmgmapper . hh>
#include<dune/grid/io/file /vtk/vtkwriter .hh>

// funkcia ma vypocet hodnot
template<int dimworld, class ct>
double f (const Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>& x)

{
}

// parameter pre mapper
template<int dim>
struct POLayout

return sqrt (pow(x[0] —.5,2)+pow(x[1] —.75,2)) —.15;

{
bool contains (Dune:: GeometryType gt)
if (gt.dim()==dim) return true;
return false;
}
I8

// priradenie dat elementom
template<class G, class F>
void elementdata (const G& grid, const F& f)
{
// zistenie dimenzii, typu suradnic, mnastavenie pohladu a typu iteratora
const int dim = G::dimension;
const int dimworld = G:: dimensionworld;
typedef typename G::ctype ct;
typedef typename G:: LeafGridView GridView;
typedef typename GridView ::template Codim<0>::Iterator ElementLeaflterator;

// pohlad na koncovu siet
GridView gridView = grid.leafView ();

// mapper pre entity kodimenzie 0 na koncovej sieti
Dune:: LeafMultipleCodimMultipleGeomTypeMapper<G, POLayout> mapper (grid );

// vektor na ulozenie dat
std :: vector <double> c(mapper. size ());

// iterujeme cez entity kodimenzie 0 (elementy)
for (ElementLeaflterator it = gridView.template begin <0>();
it!=gridView.template end<0>(); ++it)
{

// typ geometrie elementu
Dune:: GeometryType gt = it—>type();

// stred v referencnom elemente
const Dune:: FieldVector<ct ,dim>&
local = Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (gt ). position (0,0);

// stred v globalnych suradniciach
Dune:: FieldVector<ct ,dimworld> global = it—>geometry (). global(local);

// wvypocet funkcie a ulozenie hodnoty
¢ [mapper.map(xit )] = f(global);

}

// generovanie VIK suboru
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62
63
64
65

Dune : : VTKWriter<typename G:: LeafGridView> vtkwriter (gridView );
vtkwriter .addCellData(c,” data”);
vtkwriter. write (” elementdata” ;Dune:: VITKOptions:: binaryappended );

}

Indexovy zobrazovac¢ je vytvoreny na riadku 38. Entity v podmnozine E’ si wvsetky
koncové entity a mozu byt dalej vyberané z tejto mnoziny podla dimenzie, kodimenzie
a typu geometrie. Kvoli tomu je jeden parameter pri vytvarani zobrazovaca struktura
POlayout, ktorej metéda contains vrati true, ak ma entita nami pozadovanu dimen-
ziu, kodimenziu a typ geometrie (riadky 12-21). Na riadku 40 je alokovany vektor pre u-
lozenie dat. Cyklus na riadkoch 44-59 iteruje cez elementy siete a kazdom elemente su
vypocitané siradnice jeho stredu, ktoré si pouzité ako premenné vo funkcii £. Vypocitana
hodnota je potom ulozend na prislusné miesto v poli c. Zobrazenie m je realizované vo-
lanim mapper .map (*it) kde *it je entita, ktoru spracuje zobrazovac. Zvysné riadky kodu
generuji VTK sibor, ktory mozno zobrazit napriklad v softvéri ParaView. Ak by sme déta

ukladali pre vrcholy siete, staci zmenit riadok 63 na vtkwriter.addVertexData(c,"data");

12



4 Metdéda konecnych objemov

Popis metédy konecnych objemov a numerickej metédy prvého rddu sme prebrali z [2].
Budeme riesit linedrnu hyperbolicki parcidlnu diferencidlnu rovnicu, alebo tzv. rovnicu
advekcie

oc
E—FV'(UC):O na QxT (5)
kde © C R je vypoctovd oblast, T = (0, t..q) je casovy interval, ¢ : Q x T'— R je nezndma
funkcia a u : Q x T — R? je dané rychlostné pole. Divergencia rychlostného pola nech je

nulova. Pre rovnicu mame definovani pociatoéni podmienku
c(x,0) = co(x) x€Q (6)
a okrajovi podmienku
c(z,t) =b(z,t) t>0,2e€l,(t)={yed | uyt) v(y) <0} (7)

v(y) je jednotkovy vektor vonkajsej normaly v bode y € 9 a I';,(t) je pritokova hranica
v case t.

Spojitt diferencidlnu rovnicu (5) aproximujeme diskrétnymi rovnicami pomocou metédy
koneénych objemov. Vypoctové siet pozostdva z elementov w; a éasovy interval T je dis-
kretizovany na kroky 0 = tg,t1,...,tn, ths1, ..., tN = teng. Rovnicu (5) prepiseme do in-

tegralneho tvaru, t.j. integrujeme cez kazdy element vypoctovej siete w; a ¢asovy interval

(tna thrl):
tht1 tnt1
Jc ,
//Edtdx—l—//v-(uc)dtdxzo Vi. (8)

wi ln wi ln

Po ciastocénej integracii dostavame

tn+1
/c(m,tn+1)daz—/c($,tn) dx + / /cu-udsdt:O \) (9)
w; wi tn Ow;

Hranicu elementu Ow; rozdelime na casti v;;, €o je bud prienik s inym (susednym) ele-
mentom dw; N Ow;, alebo prienik s hranicou oblasti dw; N OS2
Aproximécia integralov v (8) vedie k nasledujticej rovnici pre nezndme hodnoty C/*™' ele-

mentov v case {p41
ntl
Ci il = Gl + Y F 2 gl A" =0 Vi, (10)

Yij
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kde A" = ty1 —t,, ul;

v case t, 1= t, + %At", v;; je jednotkovy vektor vonkajSej normdly casti hranice ;;

Je rychlost na hranici elementu v;; v jej strednom bode x;; € 7

a funkcia toku je definovana ako

b(xj, tn+;1) Xij € Din(tpi1)
nJr% o n+% n+3 n+%
Fip =9 Cy 2wy ® v ouy * vy <0 (11)
n+% n+% n+%
Cij ij s Vij uij * Vij Z 0

Hodnota b(x,]) je dana okrajovou podmienkou na prltokoveJ casti hranice elementu ;.
Hodnoty C’ 2 upresnime neskor. Ak zvolime C’ = b(x;;) na x;; € I';,(t), mozeme

tvar (11) preplsaf na

1

1 1 1 1
Fire =t nqao{(O,uZ-Jr2 Vi) — e max(0, —uZ-JrQ “V4j). (12)

) v Jt

4.1 Numericka metoéda prvého radu
4.1.1 Metéda na elementoch

Aproximujme c¢(z,t) funkciou C(z,t) = CI', x € w;, t € [tn,th) pricom C?* je hodnota
na elemente w; v case t,. Pri metéde prvého radu zvolime C’ = (7' a funkcia toku ma

tvar
2=Cr nrlax((),u:;r2 cvy) — CF max(0, —u,; 2 - vij). (13)

Z (10) po rozpfsan{ a vyjadren{ C"*' dostdvame

n+i ij nti .
Cm+1 Cn - CnAtn Z "Zj] X(()? uij+2 ’ Vij) + At” Z CJR% maX(O, —UZ-]-JF2 . Vij) Vi.
il Yij !

(14)
Schéma je stabilna, ak je splnené

-1

n |fyl +l n |/YZ n+l
1 — At Z ]wj 0,u; * - vij) > 0& At <m1n Z |wj| max(0,u;; * - V)
Yij Vi
(15)

Prepiseme (14) na tvar

nt+i n+1
crtl =cop — Atnz ||%J C-”max((),ui;r? - Vi) + CF max(0, —u,; AR -v5)) Vi (16)
wi|

05
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4.1.2 Metéda na vrcholoch

Pri met6de pocitanej na vrcholoch, ktort sme navrhli, vyuZijeme tzv. dudlnu siet (obr. (6)).
Tok pocitame cez prislusny element w; dudlnej siete. Vypocet hodnot funkcie CH je

rovnaky ako pri metode na elementoch:

.. n+i i nt+i .
Crtl = O — CP A" Z |’Z)ZZ|’ max(O,uijJr2 V) + A" ZC’? i max(0, —u,; * - v;;) Vi.

Yij Yij

kde v;; je teraz segment dudlnej siete.

L L 2 L ]
® ® ¢ Q
._ _____ Y Ij. L 4 . ]
ENERED

Obrazok 6: Dudlna siet (¢iarkovand). Tok pocitame cez prislusny element dudlnej siete
(modry), ktorého hranica pozostéva zo segmentov (na obrazku je vyznaceny jeden ¢ervenou
farbou) na dudlnej sieti.

4.2 Numericka metoéda druhého radu

Pri metdéde prvého rdadu sme funkciu ¢ aproximovali konstantnou funkciou. Pri metdde

druhého radu [1] pouzijeme
C"(x) =CI'+ V(] - (x —x;) (18)

kde C™(x) je linedrna funkcia a

ntl A" n
ot = C"(x45) — T2

v]
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kde x;; su sturadnice stredu priese¢nika dvoch susednych elementov (¢ast hranice, ktorou

sa elementy dotykajt). Dalej upresnime vypocet gradientu.

4.2.1 Gradient v metéde na elementoch

Gradient pre vnutorny element siete w; pocitame ako

C +1 Ci -1 C +1 ¢, —1
L T x Yy Y 2
Ve ( 2h ’ 2h (20)
a pre hraniény element na (napriklad lavom) okraji oblasti

Ci 1_C’i C’L 1_C’i71

kde C;, ., (resp.C;, ) je hodnota na nasledujicom (resp. predchadzajicom) elemente v sme-

re osi x a analogicky aj pre y-ovy smer.

4.2.2 Gradient v metdéde na vrcholoch

Pri metéde na vrcholoch budeme pocitat gradient najprv v referenénom elemente (lokalny
gradient), ktory vyndsobime inverznym Jakobidnom J; 7 (x) zobrazenia g(z) (1), vid cast
5.4. Teda, ak chceme pocitat gradient z funkcie f : W — R v mieste y = g(x), * € D a ak
fref(z) = f(g(x)), potom mame:

Vi(g(x) = J7 @)V (x) (22)

4.3 Vypocet chyby
Na demonstraciu konvergencie oboch metéd pouzijeme jednoduchy vypocet pre tzv. L1 chy-

bu
E=h")" | —cp}| (23)

Wi

kde cp je presné rieSenie v x; € w;.
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5 Implementacia v DUNE

Obe metédy predvedieme na takzvanom single vortex priklade, ktory je ¢asto vyuzivany
na testovanie numerickych metéd. Ulohu riesime na jednotkovom stvorci [0,1] x [0, 1].
Pociatoénd podmienka je funkcia ¢(0, z,y) = /(z — 0.5)2 + (y — 0.75)2—0.15 = 0. Casovo
z&vislé rychlostné pole je dané ako V(z,y,t) = cos(%)(u(x, y), v(z,y)), (plati V-V (z,y,t) =
0), pricom: u(x,y) = —sin*(wx)sin(ry)cos(my), v(x,y) = sin®(7y)sin(rz)cos(rx).

Pociatoéna funkcia, ktorej kontiry maju na zaciatku tvar kruhu, sa postupne v case

deformuju. V case t = 4, ked je dosiahnutda maximalna deformaécia, sa zac¢ina tvar funkcie

vracat do povodného tvaru, ktory dosiahne v ¢ase ¢ = 8, vid obr. 7.

Obrazok 7: Kontiry numerického riesenia prikladu single vortex v ¢asoch ¢t = 0, t = 4
at=_8.

5.1 Metoda prvého radu pocitana na elementoch

Ako prvé si zadefinujeme pociatoéné podmienky, okrajové podmienky a rychlostné pole.

#define pi 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510

// pociatocna podmienka c0
template<int dimworld, class ct>
double c0 (const Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>& x)
{
return sqrt (pow(x[0] —.5,2)+pow(x[1] —.75,2)) —.15;

}

// casovo zavisle rychlostne pole
template<int dimworld, class ct>
Dune:: FieldVector<double,dimworld> u (const Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>& x, double t)

{
Dune:: FieldVector<double,dimworld> r;
r[0] = —cos(pi*t/8.0)*xpow(sin(pi*x[0]),2)*sin(pixx[1])*xcos(pi*x[1]);
r[1] = cos(pi*t/8.0)*xpow(sin(pi*x[1]),2)*sin(pi*xx[0])*cos(pi*x[0]);
return r;

}

17
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// okrajova podmienka na vtokovej casti hranice
template<int dimworld, class ct>
double b (const Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>& x, double t)

{
}

return c0(x);

Samotny vypocet (16) implementuje funkcia evolve s ¢asovym krokom pre ktory plati (15).

#include<dune/grid /common/referenceelements .hh>

template<class G,

void evolve (const G& grid, const M& mapper, V& c, double t, double& dt, V& cp, Z& gr)

{

class M, class V, class Z>

// zistenie dimenzie mriezky
const int dim = G::dimension;
const int dimworld = G:: dimensionworld;

// typ suradnic
typedef typename

// typ pohladu
typedef typename

// typ iteratora
typedef typename

// typ iteratora
typedef typename

pouzitych v mriezke
G::ctype ct;
G:: LeafGridView GridView;

cez elementy
GridView :: template Codim<0>::Iterator Leaflterator;

cez priesecniky
GridView :: Intersectionlterator Intersectionlterator;

// typ ukazovatela na entitu kodimenzie 0

typedef typename

// pripocitavaci
V update(c.size (

for (typename V::

// cyklus na vyp

G::template Codim<0>::EntityPointer EntityPointer;
vektor
));

size_type i=0; i<c.size(); i++) update[i] = 0;

ocet pripocitavacieho wvektora

Leaflterator endit = gridView.template end <0>();

for (Leaflterato

{
// typ g

r it = gridView.template begin <0>(); it!=endit; ++it)

eomelrie

Dune:: GeometryType gt = it—>type ();

// stred

elementu v referencnom elemente

const Dune:: FieldVector<ct ,dim>&

lo

// stred
Dune:: Fi

gl

// wvelko
double v

cal = Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>:: general (gt ). position (0,0);

elementu v globalnych suradniciach
eldVector<ct ,dimworld>
obal = it—>geometry (). global(local);

st elementu
olume = it—>geometry ().integrationElement (local)

*Dune : : ReferenceElements<ct ,dim>:: general (gt ). volume ();

// indezx

int inde

// cyklu

Intersec
for (Int

{

elementu

xi = mapper.map(*it );

s cez vsetky hrany elementu

tionIterator isend = gridView.iend(xit);

ersectionlterator is = gridView.ibegin (xit); is!=isend; 4+is)

// typ geometrie hrany
Dune:: GeometryType gtf = is.intersectionSelfLocal ().type();

// stred hrany v referencnom elemente
const Dune:: FieldVector<ct ,dim—1>&

18



facelocal =

Dune:: ReferenceElements<ct ,dim—1>::general (gtf). position (0,0);

// vypocet normaloveho vektora

Dune:: FieldVector<ct ,dimworld> integrationOuterNormal
= is.integrationOuterNormal (facelocal);

integrationOuterNormal

x = Dune:: ReferenceElements<ct ,dim—1>::general (gtf).volume ();

// stred hrany v globalnych suradniciach
Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>

faceglobal = is.intersectionGlobal (). global(facelocal);

// rychlost v strede hrany
Dune:: FieldVector <double,dim> velocity = u(faceglobal ,t);

// wypocet suciny a normaloveho wvektora
double factor = velocity #* integrationOuterNormal/volume;

// rozlisovanie typu suseda

if (is.neighbor())

{
// pristup na suseda
EntityPointer outside = is.outside ();
int indexj = mapper.map(*xoutside);

// wvypocet tokow
if ( it—>level()>outside—>level () ||

(it —>level()==outside—>level () && indexi<indexj) )
{

// sucin rychlosti a normaloveho vektora v susednom elemente

Dune :: GeometryType nbgt = outside—>type ();
const Dune:: FieldVector<ct ,dim>&

nblocal = Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (nbgt). position (0,0);

double nbvolume = outside—>geometry (). integrationElement (nblocal)
* Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (nbgt).volume ();
double nbfactor = velocity*integrationOuterNormal/nbvolume;

if (factor <0) // tok dovnutra

update [indexi] —= c[indexj] % factor;
update [indexj] 4= c[indexj] * nbfactor;

}

else // tok wvon

update [indexi] —= c[indexi] * factor;
update [indexj] += c[indexi] % nbfactor;
}
}
}

// ak je wvonkajsia hranica
if (is.boundary())

if (factor<0) // tok dovnutra, aplikacia okrajovej podmienky

update [indexi] —= b(faceglobal ,t) * factor;
else // tok wvon

update [indexi] —= c[indexi] % factor;

}

} // koniec cyklu cez hranice elementu

// presne riesenie
cplindexi] = b(global ,t+dt);

} // koniec cyklu cez mriezku
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// nmove riesenie
for (unsigned int 1=0; i<c.size (); ++i)
c[i] += dt+update[i];

return;

}

Riadky 30-128 obsahuji cyklus cez vSetky elementy siete, v ktorom sa pocita vek-
tor 9;. Ten je alokovany na riadku 26, kde predpokladame ze V je objekt s kopirovacim
konstruktorom a metodou size.

Vypocet tokov je implementovany v riadkoch 80-122. Pomocou IntersectionIterator
pristupujeme na casti hranice v;; elementu w;. Ak ~;; je priesecnik so susednym elementom
w; metéda iterdatora neighbor () vrati true (riadok 80), alebo 7;; je priese¢nik s hranicou

vypoctovej oblasti ak metéda boundary () vréti true (riadok 113).

A hlavny program:

// C++ hlavickove subory
#include” config.h”
#include<iostream>
#include<fstream>
#include<vector>

// dune hlavickove subory

#include<dune/grid /sgrid .hh> // typ siete

#include” vtkout .hh” // na zapisovanie vysledkov

#include” transportproblem2.hh” // definicie zac. a okr. podmienok a rych. pola
#include” initialize .hh” // inicializacia pociatocnej podmienky

#include” evolve .hh” // vypocet MKO

template<class G>
void timeloop (const G& grid, double tend)
{
// wytvorenie mappera
Dune:: LeafMultipleCodimMultipleGeomTypeMapper<G, POLayout>
mapper (grid );

// wvektor na numericke riesenie, presne riesenie a gradient
std :: vector<double> c(mapper. size ());

std :: vector<double> cp(mapper. size ());

std :: vector<grad> gr(mapper. size ());

// wypocet hodnot z pociatocnej podmienky
initialize (grid ,mapper,c,cp,gr);

// zapis pociatocnych hodnot
vtkout (grid ,c,” concentration” ,0);

// casove kroky
double t=0,dt;

int k=0;

const double savelnterval = 0.1;
double saveStep = 0.1;

int counter = 0;

// hlavny cyklus vypoctu hodnot v movom case
while (t<tend)

{
// pocitadlo krokowv
+tk;
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45 // mumericky vypocet

46 evolve (grid ,mapper,c,t,dt,cp);

47

48 // casovy krok

49 t += dt;

50

51 // zapisovanie vysledkov

52 if (t >= saveStep)

53

54 // zapisanie dat

55 vtkout (grid ,c,” concentration” ,counter );
56

57 // zvysit pocitadlo a saveStep pre dalsi interval
58 saveStep 4+= savelnterval;

59 ++counter;

60 }

61

62 // info o mriezke case, casovom kroku

63 std ::cout << 7s=" << grid.size (0) <<

64 Pk=" << k << 7ot=" << t << 7odt=" << dt << std::endl;
65

66 // chyba po poslednom casovom kroku

67 chyba(grid ,mapper,c,cp);

68

69 // zapis wvysledkowv

70 vtkout (grid ,c,” concentration” ,counter );

7}

72

73 // hlavny program

74 int main (int argc , char *x argv)

75 {

76 int I = 0, z = 0;

77 std :: cout <<”Pocet_elementov:."’<< std ::endl;

78 std::cin >>I;

79 std :: cout <<”Stupen.zjemnenia:.”’<< std::endl;

80 std::cin >>z;

81

82 // DUNE vypise hlasku ak nastane vynimka

83 try {

84 using namespace Dune;

85

86 // vytvorenie siete

87 const int dim=2;

88 typedef Dune:: SGrid<dim,dim> GridType;

89 Dune:: FieldVector<int ,dim> N(I);

90 Dune:: FieldVector<GridType:: ctype ,dim> L(0.0);
91 Dune:: FieldVector<GridType:: ctype ,dim> H(1.0);
92 GridType grid (N,L,H);

93 grid . globalRefine(z);

94

95 // wvypocet do casu 8.0

96 timeloop (grid, 8.0);

97}

98 catch (std::exception & e)

99 std :: cout << ”"STL._ERROR:.” << e.what() << std::endl;
100 return 1;

101

102 catch (Dune:: Exception & e) {

103 std :: cout << "DUNE_ERROR:._.” << e.what() << std::endl;
104 return 1;

105}

106 catch (...)

107 std :: cout << ”Unknown_ERROR” << std::endl;

108 return 1;

109}

110

111 return O0;

112}

21



© 00 O U W~

Funkcia timeloop vytvori zobrazovac¢ a alokuje vektor rieSeni, v ktorom jeden prvok je
jedna hodnota riesenia na sieti (hodnota vypoc¢itana na jednom elemente). Tento vektor
sa inicializuje na riadku 27 kde sa vypocitaji rieSenia z pociatoénej podmienky. Fun-
kcia vtkout zapisuje vypocitané dita do stiboru vo formate VTK, ktory je mozné pouzit
napr. v softvéri Paraview na vizualizdciu vysledkov. V cykle while je volana funkcia
evolve, ktord realizuje samotny vypocet. Po poslednom ¢asovom kroku je vypocitana L1
chyba.

V hlavnom programe zadavame pocet elementov casovy krok a stupen zjemnenia siete

pricom jedno zjemnenie znamena rozdelenie kazdého elementu na polovicu v kazdom smere.

5.2 Metdéda druhého radu pocitana na elementoch

Pri pouziti metédy druhého radu upravime vo funkcii evolve riadky 80-122 ¢o je imple-

mentacia rovnice (19):

if (is.neighbor())

{

// pristup na suseda
EntityPointer outside = is.outside ();
int indexj = mapper.map(*outside);

// wvypocet tokow
if ( it—>level()>outside—>level () ||
(it —>level()==outside—>level () && indexi<indexj) )

// wvypocet sucinu normaloveho vektora a rychlosti
Dune :: GeometryType nbgt = outside—>type ();
const Dune:: FieldVector<ct ,dim>&
nblocal = Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (nbgt). position (0,0);

double nbvolume = outside —>geometry (). integrationElement (nblocal)
*Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>:: general (nbgt ). volume ();
double nbfactor = velocity*integrationOuterNormal/nbvolume;

// globalne suradnice stredu suseda
Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>
nbglobal = it—>geometry (). global(nblocal);

// rychlost v strede suseda
Dune:: FieldVector<double,dim> velocitynbglobal = u(nbglobal ,t+0.5xdt);

if (factor <0) // tok dovnutra

dd = gr[indexj].h[0]*(faceglobal[0] —nbglobal [0]) +
grindexj].h[1]*( faceglobal[l] —nbglobal [1]) — (dt/2.0) =x
(gr[indexj].h[0]* velocitynbglobal [0] +
grindexj].h[1]*velocitynbglobal [1]);

update[indexi] —= ( c[indexj] 4+ dd ) = factor;
update [indexj] += ( c[indexj] 4+ dd ) % nbfactor;

else // tok won
db = gr[indexi].h[0]*(faceglobal[0]—global[0]) +
grindexi].h[1]x(faceglobal[l]—global[1]) — (dt/2.0) =x

(gr[indexi].h[0]* velocityglobal [0] +
grindexi].h[1l]*velocityglobal [1]);
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update [indexi] —= ( c¢[indexi] + db ) x factor;
update[indexj] += ( c[indexi] + db ) % nbfactor;

}
}

// ak hranica oblasts
if (is.boundary())

{

if (factor<0) // aplikacia okrajovej podmienky

update [indexi] —= b(faceglobal ,t+0.5%xdt)*factor;

else // outflow

db = gr[indexi].h[0]*( faceglobal[0]—global[0]) +

gr[indexi].h[1]x(faceglobal[l]—global[1]) — (dt/2.0) =
(gr[indexi].h[0]* velocityglobal [0] +
grindexi].h[1]*velocityglobal [1]);

update [indexi] —= (c[indexi] + db)x factor;

}

5.3 Metoda prvého radu pocitana na vrcholoch

Vypocitané hodnoty teraz ukladame pre vrcholy siete. Cyklus cez hrany uz nie je rea-
lizovany pomocou Intersectionlterator. Vyuzili sme referencény element a jeho podentity
vyssej kodimenzie (riadky 63-137). Kedze tok na hranici vypoctovej oblasti, v pripade
prikladu single vortex, je nulovy, jeho vypocet neuvaddzame. Hodnoty gradientu budu opit

ukladané do vektora gr.

#include<dune/grid /common/referenceelements .hh>

template<class G, class M, class V, class 7Z>

void evolve

{

const int dim = G::dimension;
const int dimworld = G:: dimensionworld;

typedef typename G::ctype ct;

const typedef typename G::template Codim<0>::LeafIndexSet& LeaflndexSet;

// vytvorime si potrebme typy ukazovatelov s konkretnymi
// mazvami, pre jednoduchsiu orientaciu
typedef typename G::template Codim<0>::Leaflterator Elementlterator;

typedef typename G::template Codim<dim—1>::EntityPointer EdgePointer;
typedef typename G::template Codim<dim >::EntityPointer VertexPointer;
// ma ziskanie indexov wrcholov hrany nepouzijeme mapper, ale

// priamo mnozinu indezxov Dune::IndexSet

LeafIndexSet indexset = grid.leafIndexSet ();

V update(c.size ());
for (typename V::size_type i=0; i<c.size (); i++) update[i] = 0;

// ma plochu okolo wvrcholu, ktorou treba vypocitanu hodnotu predelit

std :: vector<double> area(c.size ());
for (unsigned int i = 0; i < area.size(); i++) area[i] = 0;
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// cyklus cez elementy
ElementIterator endit = gridView.template end<0>();
for (Elementlterator it = gridView.template begin <0>(); it!=endit; ++it)

{

// geometria elementu
Dune:: GeometryType gt = it—>type();

// stred elementu v lokalnych suradniciach
const Dune:: FieldVector<ct ,dim>&
local = Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (gt ). position (0,0);

// stred elementu v globalnych suradniciach
Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>
elementCenter = it—>geometry (). global(local);

// velkost elementu
double volumeElement = it —>geometry ().integrationElement (local)
*Dune : : ReferenceElements<ct ,dim>:: general (gt ).volume ();

// pocet wrcholowv
int numberVertices = it—>geometry (). corners ();

// ploch

for (int

{

}

a okolo wrcholu
i = 0; i < numberVertices; i++)

VertexPointer vp = it—>template entity <dim>(i);

area [mapper .map(*vp)] += volumeElement / numberVertices;

// cyklus cez hrany
int eend = Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>:: general (gt). size (dim—1);

for (int

{

edge=0; edge<eend; edge++)

// lokalne indexy vrcholov hrany

int startVertex =

Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (gt).subEntity (edge ,dim—1,0,dim);
int endVertex =

Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (gt).subEntity (edge ,dim—1,1,dim);

// globalne indexy vrcholov hrany
int indexi = indexset.template subIndex<dim>(*xit ,startVertex);
int indexj = indexset.template subIndex<dim>(*xit ,endVertex);

// lokalna suradnica startVertez—u
const Dune:: FieldVector<ct ,dim>&
svLocal =
Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (gt ). position (startVertex ,dim);

// globalna suradnica startVerter—u
Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>
svGlobal = it —>geometry (). global(svLocal);

// lokalna suradnica endVertez—u
const Dune:: FieldVector<ct ,dim>&
evLocal =
Dune:: ReferenceElements<ct ,dim >::general (gt ). position (endVertex ,dim);

// globalna suradnica endVertex—u
Dune:: FieldVector<ct ,dimworld>
evGlobal = it —>geometry (). global (evLocal);

// ukazovatel na hranu
EdgePointer ep = it —>template entity <dim—1>(edge);

// stred hrany v lokalnych suradniciach
const Dune:: FieldVector<ct ,dim—1>&
edgeCenterLocal =
Dune:: ReferenceElements<ct ,dim—1>::general (ep—>type ()). position (0,0);
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101

102 // stred hrany v globalnych suradniciach

103 Dune:: FieldVector<ct ,dimworld> edgeCenter =
104 ep—>geometry (). global (edgeCenterLocal);
105

106 // stred segmentu

107 Dune:: FieldVector<ct ,dim> segmentCenter = edgeCenter + elementCenter;
108 segmentCenter [0] /= 2.0;

109 segmentCenter [1] /= 2.0;

110

111 // rychlost na segmente

112 Dune:: FieldVector<ct ,dim> velocity = u(segmentCenter ,t);
113

114 // pomocny vektor

115 Dune:: FieldVector<ct ,dim> help = elementCenter — edgeCenter;
116

117 // mormalovy wvektor ma segmente

118 Dune:: FieldVector<ct ,dim> normal;

119 normal [0] = fabs(help [1]);

120 normal [1] = fabs (help [0]);

121

122 // tok

123 double flux = (normal[0] * velocity [0]) + (normal[l] x velocity [1]);
124

125 if (flux <0)

126 {

127 update [indexi] —= flux #* c[indexj];

128 update [indexj] += flux #* c[index]];

129 }

130

131 else

132 {

133 update[indexi] —= flux x c[indexi];

134 update [indexj] += flux #* c[indexi];

135 }

136

137 } // koniec cez hrany

138

139 } // koniec cez mriezku

140

141 for (unsigned int i=0; i<c.size (); ++i)

142 c[i] 4= dtxupdate[i] / areali];

143

144 return;

145 }

5.4 Metoéda druhého radu pocitana na vrcholoch

Gradient je teraz implementovany vo funkcii grad_evolve takto:

1 template<class G, class M, class V, class C>

2 void grad_eval(const G& grid, const M& mapper, V& c, C& gr)
3 4

4 const int dim = G::dimension;

5

6 // typ suradnic

7 typedef typename G::ctype ct;

8

9 // pohlad

10 typedef typename G:: LeafGridView GridView;

11

12 // typ iteratora cez elementy

13 typedef typename GridView ::template Codim<0>::Iterator Leaflterator;
14

15 // typ iteratora cez wrcholy
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typedef typename GridView ::template Codim<dim >::Iterator Vertexlterator;

// typ

ukazovatela ma vrchol

typedef typename G::template Codim<dim >::EntityPointer VertexPointer;

typedef Dune:: FieldVector<ct ,dim> DuneVector;

// nma plochu okolo vrcholu
std :: vector<double> area(c.size ());

for (unsigned int i = 0; i < area.size(); i++4) area[i] = 0;

for (int i = 0; i < gr.size(); i++)

gr{i][0] = 0; gr[i][1] = 0;

// cyklus cez celu siet

Leaflte

rator endit = gridView.template end <0>();

for (Leaflterator it = gridView.template begin <0>(); it!=endit; ++it)

{

// typ geometrie elementu
Dune:: GeometryType gt = it—>type();

// pocet wrcholov
int numberVertices =
Dune:: ReferenceElements<ct ,dim >::general (gt ). size (dim);

// stred elementu v lokalnych suradniciach
const Dune:: FieldVector<ct ,dim>&
local = Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (gt ). position (0,0);

// velkost elementu
double volumeElement = it —>geometry (). integrationElement (local)
*Dune : : ReferenceElements<ct ,dim>:: general (gt ).volume ();

// ak stvoruholnik
if (gt.isQuadrilateral())

// na globalne hodnoty
Dune:: FieldVector<ct ,numberVertices> value;
for (int i = 0; i < numberVertices; i++) value[i] = 0.0;

// na lokalny gradient
Dune:: FieldVector<DuneVector ,numberVertices> gradientLocal;

for (int i = 0; i < numberVertices; i++)
{
gradientLocal [i][0] = 0.0;
gradientLocal [i][1] = 0.0;

// ziskanie hodnot na wvrcholoch
VertexPointer vp = it —>template entity <dim>(i);
value[i] = c[mapper.map(*vp)];

}

// lokalny gradient

gradientLocal [0][0] = value[l] — value[0];
gradientLocal [0][1] = value[2] — value[0];
gradientLocal [1][0] = value[l] — value[0];
gradientLocal [1][1] = value[3] — value[1];
gradientLocal [2][0] = value[3] — value[2];
gradientLocal [2][1] = value[2] — value[0];
gradientLocal [3][0] = value[3] — value[2];
gradientLocal [3][1] = value[3] — value[1l];

26



85 for (int vertex = 0; vertex < numberVertices; vertex++)

86 {

87 VertexPointer vp = it—>template entity <dim>(vertex);
88 int index = mapper.map(*vp);

89

90 // lokalne suradnice vrchola

91 const Dune:: FieldVector<ct ,dim>& vertexLocal =

92 Dune:: ReferenceElements<ct ,dim>::general (gt ). position (vertex ,dim);
93

94 // jacobian globalneho wuzla

95 const Dune:: FieldMatrix<ct ,dim,dim>& jacobi =

96 it —>geometry (). jacobianInverseTransposed (vertexLocal);
97

98 // globalny gradient = lokalny gradient vynasobeny inverznym
99 // jakobianom a plochou prisluchajucou k vrcholu

100 gr[index][0] 4+= (volumeElement / numberVertices) =
101 ((jacobi[0][0] =* gradientLocal[vertex][0]) +
102 (jacobi[0][1] * gradientLocal[vertex][1]));

103

104 gr[index][1] 4= (volumeElement / numberVertices) =
105 ((jacobi[1][0] * gradientLocal[vertex][0]) +
106 (jacobi[1][1] * gradientLocal[vertex]|[1]));

107

108 } // koniec for

109

110 } // koniec if gt.isQuadrilateral()

111

112 // plocha okolo wvrcholu

113 for (int vertex = 0; vertex < 4; vertex++)

114 {

115 VertexPointer vp = it —>template entity <dim>(vertex);
116 area [mapper.map(*vp)] += volumeElement / numberVertices;
117 }

118

119 } // koniec cez wvsetky elementy

120

121 // predelime globalny gradient plochou okolo wrcholu

122 for (VertexIterator vi = grid.template leafbegin<dim>();

123 vil=grid .template leafend<dim>(); ++vi)

124

125 gr [mapper .map(*vi)][0] /= area[mapper.map(*vi)];

126 gr [mapper .map(*vi)]|[1] /= area[mapper.map(*vi)];

127 }

128 }

Vo funkcii evolve sa oproti metéde prvého radu zmenia riadky 123-135 takto:

1 if (flux <0)

2

3 dd = gr[indexj][0] * (segmentCenter[0] — evGlobal[0]) +
4 gr[indexj][1] % (segmentCenter[1l] — evGlobal[l]) —
5 0.5 % dt * ( u(evGlobal,t+0.5%xdt)[0] =x

6 grindexj][0] + u(evGlobal,t+0.5%xdt)[1] * gr[indexj|[1] );
7

8 update [indexi] —= flux % (c[indexj] + dd);

9 update [indexj] += flux % (c[indexj] + dd);

10 }

11

12 else

13

14 db = gr[indexi][0] * (segmentCenter[0] — svGlobal[0]) +
15 grindexi][1] * (segmentCenter[1] — svGlobal[l]) —
16 0.5 % dt % ( u(svGlobal,t+0.5%dt)[0] =

17 gr[indexi][0] + u(svGlobal,t+0.5xdt)[1] * gr[indexi][1l] );
18

19 update [indexi] —= flux * (c[indexi] + db);

20 update [indexj] += flux % (c[indexi] 4+ db);

21 }
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6 Zhodnotenie dosiahnutych vysledkov a navrhnutych
rieSeni
V nasledujicich tabulkéch uvddzame vypocitané L1 chyby po pouziti oboch metéd na ele-

mentoch pri N casovych krokoch a deleniach siete 50, 100 a 150. Obdobné vysledky sme

ziskali aj po pouziti metdéd na vrcholoch.

| I | N | chyba |
50 | 500 | 0.0555

100 | 1000 | 0.0370
150 | 1500 | 0.0280

Tabulka 1: Chyby po pouziti metédy prvého rédu na elementoch.

| T | N | chyba |
50 | 500 | 0.00604
100 | 1000 | 0.00186
150 | 1500 | 0.00080

Tabulka 2: Chyby po pouziti metédy druhého rédu na elementoch.

Vidime, ze chyba pri pouziti metédy prvého radu konverguje s radom 1 a metéda druhého
radu, ktord sme odvodili, konverguje s rddom 2. Pre vizualne porovnanie eSte uvadzame
(Obrazku 2.) vykreslené riesenia v ¢asoch ¢ = 8 pri deleni siete I = 150 po pouziti oboch

metdd.

Obrazok 8: Kontury numerického riesenia prikladu single vortex v casoch t = 8.
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Suhrn

Cielom prace bol navrh a realizdcia numerickej metédy druhého rédu presnosti na riesenie
rovnice advekcie pre dané rychlostné vektorové pole. Doraz bol kladeny na pocitacovi
realizaciu v modernom softvéri DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment).
Metodu sme uspesne implementovali, podrobne popisali a otestovali na netrivialnom pri-
klade. Implementacia bola zrealizovana aj pre metédu konecnych objemov s neznamymi
vo vrcholoch siete, ktora doteraz v softvéri DUNE nebola implementovana. Praca posky-
tuje ivodné informacie potrebné pre implementaciu podobnych metdéd konecnych objemov

na rieSenie parcialnych diferencidlnych rovnic v softvéri DUNE.

Summary

The aim of this work was a proposal and realization of a second order accurate numeri-
cal method for the solution of advection equation for a given velocity vector field. The
emphasize has been given on the implemenntation of such method in modern software tool
DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment). The method was successfully
realized, described in details and tested on a nontrivial example. The implementation
was done also for a finite volume method with unknowns placed in vertices of a grid that
was not available in software DUNE. This bachelor work offers introductory informati-
on for analogous implementation of similar finite volume methods for solution of partial

differential equations in software DUNE.
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Prilohy

Na prilozenom CD sa nachadza aktudlna verzia modulu dune-common, modulu dune-grid
a upraveného modulu dune-grid-howto s ndzvom M2_dualna_siet.tar.gz, ktory ob-
sahuje ukazkové programy a implementacie metédy druhého radu pocitanej na vrcho-
loch. Na CD sa nachidzaju aj dve animacie prikladu single vortex. Pri prvej animaécii
M1.150.avi bol priklad vypocitany metodou prvého radu na elementoch a pri druhej

animacii M2_150.avi bol priklad pocitany metodou druhého radu na elementoch.
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