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Suhrn

V préaci prezentujeme numericki metédu na tvorbu logicky stvoruholnikovych sieti v 2D
a 3D oblastiach nad topografiou zeme. Praca je rozdelena na dve casti. V prvej ¢asti ro-
zoberieme tvorbu siete nad uzavretou krivkou (prierez zemskym povrchom) a v druhej
¢asti sa budeme zaoberat tvorbou siete nad plochou, ktord aproximuje zemsky povrch.
Siet v 2D sa bude tvorif vyvojom uzavretej krivky v ¢ase, a to v smere jej normaly
rychlostou dostatocne velkou na to, aby sa krivka zvicsovala az do pozadovanej vzdia-
lenosti od pociatoéného povrchu zeme. K tomuto potrebujeme pridat tiez vyvoj podla
krivosti, co nam zabezpeci, ze vysledna krivka, dostato¢ne vzdialend od povrchu Zeme,
nadobudne tvar blizky kruznici. Redistribiicia bodov vytvorenej siete v tangencialnom
smere nam zabezpeci, Ze siet bude rozdelend rovnomerne. Vhodn4 volba éasového kroku
nam zabezpedi siet s rovhomerne vzdialenymi bodmi aj v radidlnom smere. Siet v 3D
budeme vytvarat vyvojom uzavretej plochy v éase v norméalovom smere rychlostou do-
statocne velkou, aby sa plocha zvicsovala a tiez zdvislou od strednej krivosti. Rychlost
pohybu v tangencidlnom smere vypocitame vzhladom na jednotlivé krivky, ¢o ndm
zabezpedi, ze body budi rovnomerne rozdelené len vzhladom na jednotlivé krivky a
nie vzhladom na celt plochu. Ako v 2D aj tu je dolezitd vhodné volba ¢asového kroku,

aby vysledn4 sief bola rovnomerne rozdelend aj v radidlnom smere.



Abstract

We present numerical methods for creating logically rectangular grids in 2D and 3D
domains above the Earth topography. The work will be divided into two parts. In the
first part we discuss building of a grid above a closed curve (crossing of the Earth’s
surface). In the second part we will deal with creating of a grid above a surface that
approximates the Earth topography. A grid in 2D will be created by evolution of a
closed curve in time in the direction of its normal with speed large enough to magnify
the curve up to a desired distance from the initial position. We also add the evolution
according to curvature, which ensures that the resulting curve will lead to a circle.
Redistribution of grid points in tangential direction will ensure that the grid will be
uniform. With a right choice of time step, we provide a grid of almost uniformly disc-
retized points in the radial direction. The grid in 3D will be created by evolution of a
closed surface by a speed in normal direction large enough to magnify the surface and
it will depend also on the mean curvature. The velocity of grid points in tangential
direction will be computed regarding to each curve, which will ensure that points are
uniformly distributed with respect to each curve and not with respect to the whole
surface area. As in 2D, the choice of appropriate time step is important in order to get

the resulting grid uniformly divided also in radial direction.
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Kapitola 1

Vyvoj krivky v 2D

1.1 Vyvoj krivky zavisly od krivosti a vonkajSej sily

Vhodnym sposobom na tvorbu siete nad topografiou Zeme je pozeranie sa na rez po-
vrchom Zeme ako na uzavrett krivku I', ktord sa v ¢ase vyvija podla krivosti, ¢o ndm
zabezpeci vysledni krivku v tvare blizkom kruznici. Vhodnd volba sily f, ktord bude
konstantnd pre vsetky body, ndm zabezpedi, Ze sa krivka nebude stahovat, ale naopak
roztahovat. Spravnou volbou ¢asového kroku docielime, Ze krivky I'; budi od seba
vhodne vzdialené. Presnejsi popis volby ¢asového kroku a ¢o je vhodnd vzdialenost
popisem v praci neskor. Model pre vyvoj 2D krivky je uvedeny v pracach [1,2,3,4,5].

Vseobecna rovnica pre vyvoj krivky ma tvar
(1.1) or = SN + aT,

kde r je pozitny vektor uzavretej krivky I', ktord je dand predpisom I' = {r(u,t),u €
St >0}, kde S* je kruznica jednotkovej dizky a t je €as. Nazvime s taky parameter,
aby rovnako velkej zmene parametra prislichala vZdy rovnakd zmena dizky krivky. Ide

o parametrizaciu podla diiky oblika. Pre takto dand parametrizaciu plati, ze kazdej

hodnote s prislicha jedineény bod na krivke. Oznac¢me g = |r,| = \/(%)2 + (&2)2,

potom plati ds = gdu.

Krivka sa bude vyvijat v smere normély N rychlostou 8 a v smere tangenty T
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rychlostou a. Posun bodov krivky v smere tangenty nebude mat vplyv na vysledny
tvar krivky len na rozloZenie bodov, ¢o nam v nasom pripade zabezpe¢i ¢o najrovno-
mernejsiu vyslednt siet.

Rychlost 3 bude zavisla od krivosti krivky v danom bode, ¢o sposobi, ze krivka bude
nadobtiidat tvar kruznice. Bude tiez zavisld od sily f, vdaka ktorej sa krivka nebude

stahovat ale rozsirovat. Rovnica pre  md tvar
(1.2) 8= —ck+f.

V rovnici je € > 0 redlny parameter, ktory bude uréovat, ako rychlo sa bude krivka
zahladzovat. k je krivost krivky a f je sila, zabezpecujiica rozsirovanie krivky.

Rozpisanim rovnice dostaneme
(1.3) or = —ekN + fN + aT.

Pre kazdy bod sa d4 tangenta vypocitat ako T = 9,r. Vd'aka Frenetovym vzorcom

dalej plati kN = —9,T = —0,,r. Co ndm dovoluje prepisat rovnicu na tvar

(1.4) oir = €05t + fN + aOsr.

1.2 Odvodenie tangencialnej rychlosti

Dolezitou sticastou vyvoja krivky numerickou metédou je rovnomerné rozdelenie bo-
dov. Bez takéhoto rozdelenia by na krivke mohli vznikat body singularity, kde by sa
viacero bodov dostalo do jedného bodu, ¢im by vytvorili hranu na inak hladkej krivke.
Dalsim problémom je, ze by sa body mohli predbehnit a tym by sa krivka mohla zauz-
lit. Vid obrazok (1.1). Na obrazku (1.1) je aj ten isty pripad, ale s vhodne zvolenym
a.

Pre derivaciu (1.1) podla u plati

(t)e = (BN +aT), = —dde: oT)
- WD _ (N +am),

(1.5) = g(BsN + N + asT + aT).



KAPITOLA 1. VYVOJ KRIVKY V 2D 3

¥ e
05f RVASN LS o5f

| | | | | | | |
-10 -05 05 19 T -05 05 19
AC o F » . -
-05F 7 e -05+
o = Ad o »

] ety A e « P e o
o S2OF e [N ".’_.,4.0—.....-'

Obr. 1.1: Nalavo vyvoj krivky bez a a napravo s a

Podla Frenetovych vzorcov plati Ty, = kKN a N, = —kT. Na zdklade ¢oho mozeme

rovnicu prepisat na
(1.6) g(BsN + BN + asT + aTy) = g((ka+ Bs)N + (=kB + a5)T).
7, coho vyplyva, ze

(1.7) (re)y = g((ka+ Bs)N + (—kB + a,)T).

Dalej plati, ze

dr dr dr
(1'8) ru:%:l_dSZQEZ.grS:gT'
g

Pre casovy vyvoj g moZeme napisat

(1.9) gt = |ru|t = |—
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Kedze plati (r,); = (r;)y, tak z (1.8) a (1.7) mdzeme (1.9) prepisat na

T
o = g? - g((ka + BN + (—kB + a,)T)
da
= g(-kf+ay) =—ghf+g—-
do do
= —gkﬁ—l—%——gkﬁ—k%
(1.10) = —gkB + ay.

Zintegrovanim rovnice dostaneme

/gtdu = =/ —gkﬁdu+/ o, du
S1 51 51

1
(1.11) ds=gdu= — [ ds = /—kﬁds + a(l) — a(0).
r
Navyse, kedze je o cyklické, plati «(0) = a(1). Z toho vyplyva

(1.12) L= —/kﬁds.
T

Pretoze chceme zachovat rovnomernt redistribiciu bodov, chceme, aby bolo g, teda

zmena diZky vzhladom na parameter u, konstantné. Ked'ze

1
(1.13) / gdu =L,
0

tak sa konstantné g = L. Z ¢oho vyplyva, Ze by sme potrebovali, aby 4 — 1 pret — oo.
Dalej si zavedieme veli¢inu § = In(£). Chceme, aby tdto velicina isla z narastajicim

casom k 0. Pre zmenu 6 v case plati

_ Lgl—gl _ (=gkB+gas)L+gLkB)r

g
0, = (In(Z
K (n(L>)t g L2 gL

(1.14) = —kB+ (EB)r + as,

kde (kB)r = 1 [ kBds. Ak bude oy = —kS3 + (kB)r, bude 6; = 0. Pretoze sa nebude
menit pomer 4 nebude sa menit rozloZenie bodov na krivke. Pociatotné rozloZenie sa

bude zachovavat. Ak navyse zvolime

(1.15) as = —kB+ (kB)r +w(e™’ —1),
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tak pre 6, plati
(1.16) 0, =w(e? —1).

Riesenim takejto rovnice je funkcia, pre ktord plati # — 0 ked ¢t — oo. w je relaxacny

parameter, ktory uréuje, ako rychlo sa budi body redistribuovat.

1.3 Numericka aproximacia

Zintegrovanim rovnice (1.4) na oblasti [r;_; /25 Tig1 /2] dostaneme
Tit1/2 rit1/2 rit1/2 rit1/2

(1.17) / oirds :/ Eassrds+/ f(0,r)tds +/ adsrds,
ri_1/2 ri_1/2 ri—1/2 ri—1/2

kde f a e st konstantné na celej oblasti. Vzdialenost r;_; 2 0od i1/ vypocitame ako

[Tip1/2 — Ti1yo| = W, kde h" = /(x" — 2 )% + (y" — yi™;)? a Casovi derivéciu

nahradime spétnou diferenciou. To ndm dovoluje prepisat rovnicu na tvar

h:n + h;n I.Zm-i-l _ rzm r; ri— r;
(1g)  MERCEMTET DR i s (R ol

Ked nahradime derivdcie v prvom ¢lene pravej strany centrdlnymi diferenciami a

Tip1/2 = H%, dostaneme rovnicu
(1.19)
m m ,.m+1 m m+1 m+1 m+1 m+1 m+1 m—+1
hity + e —xr (i -1 r; T mam i — T
2 At C B T HEA R
i+1 i
kde v/t = [27 y™*1 i = 1,...,n je neznamy bod na krivke. NI je normala, ktori

(Bt = (o — )/, (e — 20)/2)

Vo vztahu si a vypocitame z

ziskame ako N = [n}, ni]

)

(1.20) oy = —kB+ (kB)r +w(e™ —1).

Po diskretizacii

o' — o m am > ic1 ki jaBi% i > b
(1.21) -1 _ki—l/Qﬂi—l/Q - w( v

o S nhi

- 1),
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kde
m sgn(det(hi”,, hi},)) hi, - h
M = thml + arccos(w_ll—ﬂ)
e = ekt [l
m i+

(1.22) i-1/2 = IT

Volbou af* = (0 zabezpectime, ze prvy bod sa bude hybat iba v normdlovom smere

a nie tangencidlnom. Ostatné tangencialne rychlosti sa vypocitaji vztahom

nogm o gm n g
>zt KB w(zzzl L),

(1.23) o' =a%; - kﬁlpﬁﬁl/zhzm - h

T 2 i I h
1.4 RieSenie sistavy rovnic
Zo vztahu (1.19) dostaneme
o> € i+ Ry € £ ag’ €
124 T = m+1 i+1 7 = m+1 e m+1
(1.24) ( 2 hgﬂ) Fi-1 +< oAt Twp )t T\ T T ) T
R+ R

mo emNm
onp TN

kde i =1,...,n a kedze I je uzavretd krivka, platia cyklické okrajové podmienky. Preto
rg ™ =t a r = ™ Hodnoty o ziskame z vyssie uvedenych rovnic a r je
rieSenie z predchddzajiceho ¢asového kroku. Zo vztahu (1.24) ziskame n rovnic s n

neznamymi. Tento systém budeme riesit ako cyklicky trojdiagondlny systém.

Vysledny systém ma tvar:

b — (h?}rl—irh{-” € —I—i)
’ 2At o R
o €
“ = (5 h;n)’
o €
o = (=5 h;zl)’
i+1 1 .m m..m
T
e
(1.25) ¢ = (5 )
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bl C1 0 Ce c. 0 a P1
(05} bg Co 0 0 D2
0 0 an—1 bn—l Cn—1 Pn—1
c 0 ... ... 0 an, by, DPn

Na rieSenie pouzijeme Sherman-Morrisonov vzorec, ¢o je upraveny Thomasov algo-
ritmus. Aby sme dostali spravne rieSenie systému, musi byt matica systému diagondlne

dominantné. Teda musi platit

Pre nas systém musi platit
o} € ’ ol €

2 B

2 "Rl

hf}r1+h§"+ €

1.2
(1.28) oAt W,

* i 2|

Ked'ze vzdialenost je vzdy nezdpornd a ¢ sa tieZ voli ako nezdporné éislo, potom mozeme

’ )
zapisat
hﬁ1+h§n € € a £ oy e
+ + > | — + - —
2At hr U R = |2 R 2 DY
P th S je e || o e | e e
2AL = |72 R 2 R CY PR T
R 4RI
(1.29) At <1 il
— 2| am a’™
|| | —
2 h 2 hi+1 hi+1 hi

Pre riesitelnost ststavy musi platit vyssie uvedend nerovnost pre i = 1,...,n.
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1.5 Numerické experimenty

1.5.1 Porovnanie s presnym rieSenim

Rad konvergencie vyssSie pouzitej schémy si overime na jednoduchom experimente s
jednotkovou kruznicou, stahujicou sa len podla krivosti bez sily f a s rovnomernou
pociatoénou distribiiciou bodov. Krivka sa bude stahovat do ¢asu ¢t = 0.1.

Body pociatocnej krivky budi mat predpis
(1.30) x; = cos(2m/n), y; = sin(27) /n, i=1,...,n.
Presny polomer v ¢ase t ziskame ako
(1.31) lr(t)| = +/|r(0)]? — 2t.

Pre vypocet chyby pouzijeme numerickta L2 chybu

M n
(1.32) lentoll = [ D ALY (| = [r(mAd)]) 5
m=1 =1

R4d konvergencie ur¢ime ako

||6£1w(r)||
3

(1.33) EOC = log,

V tabulke (1.1) si uvedené chyby pre vypocty s roznym poctom bodov a s rdéznym
¢asovym krokom. Z tabulky vyplyva, Ze rdd konvergencie semi-implicitnej Eulerovej
schémy je 1. Na obrazku (1.2) je zobrazena stahujica sa jednotkova kruznica s poctom
bodov n = 40 a s ¢asovym krokom At = 0.025.

Druhym pokusom si overime rad konvergencie vypoctu s nerovhomernym pociatoénym
rozdelenim bodov.

Body pociatoénej krivky budi mat predpis

(1.34) x; = cos(2m/n + 0.125sin(4w/n)), y; = sin(27 + 0.125sin(4w/n)) /n,

1=1,...,n.
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no | At eyl EOC
10 |01 0.0115279

20 | 0.05 0.00492918 | 1.22571
40 | 0.025 0.00221758 | 1.15236

80 | 0.0125 0.00104144 | 1.09041
160 | 0.00625 0.000503117 | 1.04961
320 | 0.003125 | 0.000247056 | 1.02606

640 | 0.0015625 | 0.000122389 | 1.01336
Tabulka 1.1

05

" L L I
-10 -05 0.5 10

-051

S tot

Obr. 1.2: Stahujiica sa jednotkova kruznica s rovnomernym pociatoénym rozdelenim
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Obr. 1.3:

no | At eyl EOC
10 0.1 0.011144

20 | 0.05 0.0047429 | 1.23243
40 | 0.025 0.00222523 | 1.09181
80 |0.0125 | 0.00107217 | 1.05342
160 | 0.00625 | 0.000524712 | 1.03094
320 | 0.003125 | 0.000259316 | 1.01681
640 | 0.0015625 | 0.000128871 | 1.00878

Tabulka 1.2

1 P

05

4.
-10

L
-05

L
0.5

-051

I
1.0

10

Stahujica sa jednotkova kruznica s nerovnomernym pociatoénym rozdelenim
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Presny polomer sa vypocita podla vzorca (1.31). Chyba podla vzorca (1.32). A
rdd konvergencie podla vzorca (1.33). Z vysledkov v tabulke (1.2) je vidno, Ze rad
konvergencie je 1 aj s nenulovou a.

Dolezitost pouzitia pohybu v tangencidlnom smere budeme prezentovat na umelo
vytvorenych détach. V prvom experimente sa bude vyvijat krivka bez pouzitia pohybu
v tangencialnom smere. Na obrdazku (1.4) je vidno miesta, kde sa body na krivke zhlu-
kuju. V druhom experimente pouzijeme na tu istu krivku aj pohyb v tangencialnom
smere s w = 0. Na obrazku (1.5) je vidno, ze pohyb v tangencidlnom smere sa to-
muto zhlukovaniu snazi zabranit, ale kedZze o s w = 0 udrziava rozdelenie bodov len
z predchadzajuceho casového kroku. Akonahle sa body k sebe priblizia, tento pohyb
ich uz neoddeluje. V tretom experimente pouzijeme a s w = 100. Na obrazku (1.6) je

vidno, ze a udrziava rovnomernu redistribiciu bodov po cely cas vyvoja krivky.

)

Obr. 1.4: Vyvijajuca sa krivka bez pouzitia tangencialneho pohybu
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Obr. 1.6: Vyvijajuca sa krivka s pouzitim tangencialneho pohybu s w = 100

1.5.2 Vypocty s redlnymi datami

Vysledky budeme prezentovat na datach Zeme z rovnobezky 27.525 stupiia severnej

zemepisnej sirky s poc¢tom deliacich bodov 3332. Rozdiel medzi jednotlivymi bodmi je
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priblizne 0.10804 stupna a priblizne 10.665 km. Presna hodnota zavisi od nadmorskej
vysky, v ktorej sa bod a jeho susedia nachédzaji. Volba parametra e pre velkost vplyvu
krivosti je 0.002, ¢o ndm zabezpedi, Ze sa krivka nevyrovnd hned v druhom ¢asovom
kroku. Parameter w sme zvolili 100. Na obrdzku (1.7) s zobrazené prvé tri casové

kroky a na obrazku (1.8) je ich 10.

Bt A S S A [ B S

imi“wbqlulb\\
- \T\\\T"‘j

. 17

Obr. 1.7: 27.525 rovnobezka. Prvé tri casové kroky.

Obr. 1.8: 27.525 rovnobezka. Desat ¢asovych krokov.



Kapitola 2

Vyvoj plochy v 3D

2.1 Vyvoj plochy zavisly od krivosti

Rozhodujice pri volbe metédy pre tvorbu sieti nad topografiou Zeme je pociatotna
diskretizécia siete. V praci budeme uvazovat len diskretizdciu Zeme ako na obrazku
(2.1). Povodny zdmer bolo pozerat sa na siet ako na systém navzajom previazanych
kriviek, ktoré by sa vyvijali, ako je uvedené v kapitole 1. Tento pristup nie je vhodny
pre takuto diskretizaciu Zeme, lebo spojenim kratkych rovnobeziek blizko pélov a po-
ludnikov dostdvame vicsiu krivost, ako spojenim dlhych rovnobeziek pri rovniku s
poludnikmi. To sposobi, ze sa bude vyslednd plocha pri péloch sfahovat rychlejsie.
Vhodnejsia metdda je pozerat sa na siet, ako na uzavrett plochu a ti aproximovat
metddou koneénych objemov, ako je to uvedené v préci [7].

Vseobecnd rovnica pre vyvoj plochy podla krivosti
(2.1) Or = ekN + fN.

Nezndma r je pozicny vektor vyvijajicej sa plochy 2 a N je norméla na nu v bode
r. f je sila posobiaca v smere normély. kN vypocitame ako kN = A,r. € je parame-
ter urcujuci, ako rychlo sa plocha vyrovna. A, je Laplac-Beltramiho operator, co je

Laplacov operator na ploche. Rovnicu budeme riesif metédou koneénych objemov.

14
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Obr. 2.1: Diskretizacia gule

2.2 Odvodenie tangencialnej rychlosti

Ako v pripade krivky v 2D, je aj pre plochu v 3D dolezité udrziavat rovnomerné rozde-
lenie bodov. Aj tu sa ndm bez rovnomerného rozdelenia moze stat, Ze sa plocha zauzli,
alebo na nej budi vznikat body singularity. Jednym zo sposobov udrziavania rovno-
merného rozdelenia je zachovdvanie rovnako velkych koneénych objemov. V nasom
pripade je vsak dolezitejsie zachovat rovnomerné rozdelenie bodov na jednotlivych
krivkach (rovnobezkach a poludnikoch). To docielime pridanim pohybu plochy v smere
a'T" a o?T7, kde T" je tangenta k i-tej rovnobezke, prechddzajicej bodom r;; a T7 je
tangenta k j-temu poludniku prechadzajicemu bodom r;;. V pripade pdlov pridame
n; pohybov TV, pricom n; je pocet poludnikov.

V d'alsom texte budeme poéitat o' vzhladom na jednotlivé krivky, ktoré nam tvoria
plochu, ako je to uvedené v préci [6], s rozdelenim pohybu aj do tangencidlneho smeru.
Vypocet bude rovnaky ako pre krivku v 2D, ale pre pripad krivky I" v 3D, ktorej o'
chceme poéitat, si pohyb v smere normaly podla krivosti a sily f rozdelime do troch
smerov. Do smeru NY, ¢o je smer normély k ploche premietnuty do normélovej plochy

krivky. Do smeru N}, ktory je kolmy na NY a lezi v normalovej ploche krivky. A do
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smeru T, ¢o je tangenta ku krivke. Teda krivka sa bude pohybovat podla rovnice
(2.2) or =U"NY + VINL +a'Th + o' T,

kde r je poziény vektor uzavretej krivky I' a nie plochy Q. Dalej o je velkost pohybu
v smere tangenty, ktory nam bude zabezpecovat rovnomerni redistribiiciu bodov na

krivke a UT,V! a &' sa vypocita ako

U' = (kN + fN) - N}
VP = (ekN + fN) - Nj

(2.3) a' = (ekN + fN) - T'
Pre casovy vyvoj g, ktoré je urcené ako g\ = |r,r| = \/(%)2 + (42)2 + (232,
mozme napisat
r,r
(2.4) g = Iturls = ] (rur )
r

Pre vicsiu prehladnost textu budeme dalej parametrizédciu u! oznacovat len ako u.

Dalej budeme A" oznacovat sicet o' a @' t.j. AT = ol 4+ a'. Mozme napisat
(2.5)  (ru)e = (ry)u = (U'N] + VINL + A"TY), = ¢"(U'N] + VINy + ATT),
Z rovnice (1.8) a z rovnice (2.5) si méZme rovnicu (2.4) napisat ako

(2.6) gb =g¢"T" - (U'NY + VNS + A'T),.

Kedze st N! a T navzajom kolmé, plati

(2.7) 0= (T -ND), = T% - NT 4 7 - (ND),.

7, coho vyplyva, ze

(2.8) T (ND), = —T0 . N

Podla Frenetovho vzorca plati

(2.9) —T, Ny = —Nj - (F'N') = =Ny - (k] N} + kN3 ) = —hy,
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kde kI je projekcia k"N do N a k] je projekcia k'IN" do N5. Analogicky plati
(2.10) ~TL - N = —kj.
Vdaka tomu mézme rovnicu (2.6) prepisat na tvar

g = ¢T" - (U;Ny +U"(Ny)s + VING + VI(Ny ), + AT + AT(TH),)
— TN TN, T VN,
+gFTF . AETF + gFTF X AF(TF)S
= ¢"T" - UY(N]), +¢' T - VI(Ny), + g7 A]

(211) = —g"U"k; —g"Vky +¢" AL

Zintegrovanim rovnice dostaneme

/gfdu = /—gF(UFk{+VFk5)du+/ —¢"Aldu
St St St

1
(2.12) v ds = / —(U"k} + VEy)ds + AT(1) — AT(0).
T

Kedze je Al cyklické, plati AT(0) = AY(1). Z ¢oho vyplyva

(2.13) Li = /5 —(U Kk} + V'Ey)du.

KedZe chceme zachovat rovnomernt redistribticiu bodov tak ako v 2D pripade, aj tu

chceme, aby £ LF — 1 pre t — oo. Teda 6" = In(4r ) — 0 pre t — oo. Pre zmenu 0" v

case plati
I I I I'r
ro_ g L'g L' —g"L;
6 = (In(75) = o T
_ (g Uk =g Viky + 9" ALY 4 ¢ LU Ry + Vi)
- gFLF
(2.14) = AL — (U k] + VYEY) + (U Ky + VUK,

kde (U kT +VVED)r = 7+ [ —(UTK] + VUEY)ds. Ked AL = (UYk{ +VVEY) + (UTK] +
VYEDr bude 65 = 0. Z toho vyplyva, Ze sa s meniacim ¢asom nebude menit rozlozenie

bodov na krivke. Ak zvolime

(2.15) Ay = (UTK + VIkS) = (UK + VIR)r +w(e™” = 1),
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tak plati

(2.16) oF = w(e® —1).

S

Takéto rovnica spliia nasu poziadavku, aby 6 isla k nule pre zvicsujici sa cas, ¢o

A ’ ~ . . 7 ’ . h)
sposobi zrovnomernovanie siete. Vysledna rovnica bude mat tvar

(2.17) of = —al — (U K + VkY) + (UKD + VIR + w(e™® —1).

s s

Pridanim pohybu v smere tangenty kriviek, prechadzajicich bodmi, bude mat vyslednd

rovnica pre pohyb plochy €2 tvar
(2.18) O = ekN + fN + (o' T"),

kde (a''T") je priemer vietkych o' T'. V spojitom modeli dévajii rovnice (2.18) a (2.1)

rovnaky obraz vyvijajucej plochy.

2.3 Numericka aproximacia

Plochu si zdiskretizujeme ako na obrazku (2.1). Plocha sa bude skladat z n; rovnobeziek
a n; poludnikov. Bod, kde sa pretina i-ta rovnobezka a j-ty poludnik, bude bod r;;.
Plochu si rozdelime na koneény pocet koneénych objemov. Objem V;; bude patrit bodu
r;;. Oznacme si rgj susedné body k r;;. Koneény objem V;; je priestorovy plosny utvar
s vrcholmi v faziskach useciek rijrgj a v faziskach stvorstenov (v pripade pélov ide o
trojuholniky) prislichajicich k tomu istému bodu. e;’j oznac¢ime cast hranice kone¢ného
objemu V;; medzi bodom r;; a bodom rf;. 7j; si oznacime vonkajsiu normalu k casti
hranice ef;. Pre lepsie pochopenie vid obr. (2.2).
Zintegrovanim rovnice 2.18 na konetnom objeme V;; dostaneme slabi formuldciu.
(2.19) ordr = [ Aydr+ [ fNdx+ / (o' T")da.
Vij Vig Vig Vig

Vdaka Greenovej vete mézme rovnicu prepisat na tvar

(2.20) / Oyrdr = / V,r - ij;ds + / FNdz + / (o' T")dz,
Vi A% Vij Vij
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Obr. 2.2: Konecny objem

kde 7j; je vonkajSia normala k hranici kone¢ného objemu V;;. Z tvaru kone¢ného objemu
Vi; vyplyva, ze prvy ¢len pravej strany rovnice (2.20) mézme prepisat na

Qij Qij
(221) v VSI' . 77];de = /a Z v r- nljds = Z Vsr . f]?de’

Vi q=1 q=1 Vi

kde Q;; je pocet susednych bodov k r;;. Rovnicu si d'alej mozeme prepisat na
QI] QlJ

(2.22) Z/@V r-ijlds = Z/

oVi; 771]
Na hranici 8‘/5 budeme predpokladat konstantni parcidlnu derivdciu r;; podla normély
13- Jej hodnotu potom moézeme aproximovat vztahom

q
or Tij — T,

(2.23) = :
ot~ hL

kde hfj je vzdialenost medzi bodom r;; a jeho ¢-tym susedom. To ndm dovol{ prepisat

rovnicu (2.22) na tvar
Qz] q
(2.24) / ds = %m(efj),
oV nz] q= hy;
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kde m(e;) je miera hrany ef;, teda jej dizka.

75
Na celom objeme V;; budeme predpokladat konstantnt hodnotu fN;;. Vd'aka tomu
mozme prepisat druhy élen pravej strany na tvar
(2.25) SNdz = m(V;) fNy;,
Vij

kde m(V;;) je miera objemu Vi;. Aj o a T! predpokladdme na celom objeme Vij
konstantné, ¢o ndm dovoluje prepisat
m(v;j) r I‘,ZE rFW

| M| Y hijp1 + hij’

(2.26) /V (" TV d = m(Viy) (a"TT) —

i T'eM
kde rj}V je predchddzajici bod na krivke I' a r;” je nasledujici bod. Potom M si
oznacime ako mnozinu vsetkych kriviek prechddzajicich bodom r;; a |M| je pocet kri-
viek prechédzajicich bodom. Dalej, Or;; aproximujeme spétnou diferenciou a budeme

predpokladat konstantnt hodnotu r;; na konecnom objeme V;;, vdaka ¢omu mozeme

lavid stranu rovnice prepisat na tvar

T
(2.27) /V e = m(vy) {F ).

Vyuzitim rovnic (2.24), (2.25), (2.26) a (2.27), pricom vypocty (2.24) a (2.25) budi

v case m + 1, dostaneme

Pl pm Qi Al pg mtd
m(Vig) (%) = > g m(ely) + m(Viy) FNy;
q=1 K
v p[B mtl _  TW m+1
(228) +m( J) Z 0575‘ J J
| M| Fea hijt1 + hi

Prepisanim rovnice dostaneme systém n; X n; rovnic s n; X n; nezndmymi r;;, i =

1,...,ni,j:1,...,n]~

Qij Qu
m(Vij) _ Z m<€q m+1 Z pamEl m(Vi;) O‘z‘Fj (LB m+l
At g hy; hq tii | M| & hijn + hig ¥
(2.29) |M|] h.AHih., g = At] riy +m(V;) [Ny,
i ij

I'eM
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1
kde rZLH a rZ™ g4 nezndme a rFE ml g pLE mtl

z i su jednym zo susednych bodov

q m+1 / -« ’ , o ’
r;; . Normdlu a a vypocitame v ¢ase m. V nasom pripade vypocet normaly ako

N = N kN‘ d4val nepresnejsie vysledky, ako ked sme zobrali vypocet normaly ako kolmicu

na dve tangenty ku krivkam, ktoré prechddzaju bodom ry;. V nasom pripade boli tieto

. . p ri r2
krivky rovnobezka a poludnik. Teda N;; = T, x T,

Zo vzfahu (2.17) aproximéciou al

a & dostaneme
~T

OéiP iie i — Qi
(2.30) ’ B I = - B i (Uz] 1/2/{5113 1/2
1) 1)

LF
+ Vi1 joknis_1yo) = (U Ky + Vi) + w(ZF — 1

kde a;;j—1 a &;j—1 st hodnoty pre predchadzajici bod krivky I' a h;; je vzdialenost

medzi bodom r;; a predchddzajicim bodom krivky. Vo vztahu (2.30)

(2.31) (UK} + V' ky)r thl il—1/2 11171/2"“/1 1/2km 1/2)5

(2.32) L' = Z hi.
=1
Zo vztahov (2.30), (2.31) a (2.32) dostaneme

(2.33) aj; = a/r'—l —ay; — gy — h (Uj 1/2klzg 12+ ‘/;] 1/2]{721] 1/2)

ij 1] ij ij—1 i
ng
Zz:1 hy
n;

+hwzhl il—1/2 121 1/2+Vl 1/2k11z 1/2)+W( — hij),

Vysledny systém (2.27) riesime algoritmom SOR.

2.4 Numerické experimenty

V prvom experimente overime rad konvergencie metédy a v d’alsich konvergenciu elip-
soidu a perturbovanej gule ku expandujicej gulovej ploche. V prvom experimente sa
bude stahovat jednotkova gula len podla krivosti. V druhom sa bude roztahovat elip-

soid a v trefom sa bude roztahovat perturbovand gula.
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Jednotkova gula dand predpisom

z;; = sin((t —1)w/(n; — 1)) cos(j2m/n;)
g = sin((i = m/(n; — 1)) sin(j2m/n;)
(2.34) zij = cos((i —1)m/(n; — 1))

pre i =1,...,n; j = 1,...,n;. Skutotnd hodnota polomeru gule stahujiicej sa podla

krivosti sa vypocita ako
(2.35) r(t) = /r(0)% — 4t

Pre vypocet chyby pouzijeme numerickt L2 chybu

r(mAt)|)? '

(2.36) eIl = ZAtZZ il o
J

=1 j=1

R4d konvergencie ur¢ime ako

llentn
(2.37) EOC = log, T

2n(r ||

V tabulke (2.1) st uvedené hodnoty chyb a rad konvergencie EOC pre zjemiiujiicu sa

sief a zmensujici sa ¢asovy krok. Z tabulky vyplyva, ze metéda je 1. radu.

n; | n; | At l|engryn || EOC

10 1 20 | 0.1 0.0142043
14 | 28 | 0.05 0.00653283 | 1.12055
20 | 40 | 0.025 0.00306943 | 1.08974
28 | 56 | 0.0125 | 0.0014745 1.05774

39 | 78 | 0.00625 | 0.000719444 | 1.03527
Tabulka 2.1
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V experimente budeme pozorovat meniace sa pomery hlavnych osi elipsoidu. DIZky
hlavnych osi v ¢ase 0 budu 1.2 v z-ovom smere a 1 v z-ovom a y-ovom smere. Pocet
deliacich bodov bude 42 na rovnobezke a 40 na poludnikoch. V grafe (2.1) sledujeme
meniaci sa pomer osi v z-ovom smere a z-ovom smere. Budeme uvazovat vyvoj plochy
podla krivosti s parametrom ¢ = 1 a v smere vonkajsej normély so silou f = 4.
Parameter w nastavime na 1. Pocet ¢asovych krokov je 100 a velkost ¢asového kroku
je 0.02. Z grafu vyplyva, ze so zvicsujucim sa ¢asom ide pomer k 1.

Ako aj v predchddzajicom experimente aj teraz budeme pozorovat, ako sa bude

menit pomer osi v zdvislosti od ¢asu. Budeme mat perturbovant gulu dant predpisom

cos(12(: — 1)w/(n; — 1)) /20 + 1) sin((i — 1)7/(n; — 1))

in]’ =
cos(12jm/n;)/20 + 1) cos(j2m/n;)

(cos( )7

(cos( )

yig = (cos((12i = D)m/(n; = 1))/20 + 1) sin((i — )7/ (n; — 1))

(cos(12jm/n;)/20 + 1) sin(j2m /n;)
(cos(1 )

(2.38) Zij = 26 — ) /(n; — 1))/20 + 1) cos((i — 1)7/(n; — 1))

COS

pret =1,...,n;, 7 = 1,...,n;. Na perturbovanej guli sa nachadzaji miesta s rozne
dlhymi polomermi. Budeme sledovat pomer najdlhsieho polomeru k najkratsiemu po-
lomeru. Parametre nastavime ako ¢ = 0.02, f = 3. Parameter w nastavime na 100.
Pocet ¢asovych krokov je 100 a velkost ¢asového kroku je 0.02. Z grafu (2.2) je vidno,
ze aj tento pomer ide k 1.

Dolezitost pouzitia redistribiicii budeme prezentovat na vyvoji perturbovanej guli.
Perturbovand gula sa bude vyvijat s e = 0.001 a f = 1. Na obrazku (2.4) je vidno, ako
sa bez pouzitia redistribicie body na niektorych oblastiach zhlukuji. Na obrézku (2.5)
je vidno, ze pouzitie redistribicie zachovava rovnomerné vzdialenosti na jednotlivych
krivkdch. V grafe (2.3) je vidno, ako sa zachoviva pomer najdlhsej vzdialenosti od

najkratsej na jednej z kriviek s pouzitim redistribicie a bez.
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Obr. 2.3: Perturbovand gula v ¢ase 0
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Graf 2.3: Zavislost pomerov vzdialenosti na 6 rovnobezke. Modrd krivka je s pouzitim

redistribucie. Fialova krivka je bez pouzitia redistribucie.



Kapitola 3

Zaver

Zamerom prace bolo vytvorif optimalnu logickt §tvoruholnikovi siet nad topografiou
Zeme. Cielom bolo dosiahnut priblizne rovnaké vzdialenosti medzi jednotlivimi bodmi
siete a teda ¢o najrovnomernejsiu siet. Dalsou poziadavkou bolo, aby spodnou hranicou
siete bola topografia Zeme v 3D a prierez topografiou Zeme v 2D a vrchnou hranicou
bola plocha blizka guli v 3D a krivka blizka kruznici v 2D. Pristup, ktory sme si zvolili,
bolo pozerat sa na pociatoéni topografiu Zeme ako na plochu (krivku), vyvijajicu sa
podla krivosti a konstantnej sily, vd'aka ¢omu nasa vysledna sief bola nad topografiou
Zeme a postupne nadobidala tvar blizky guli (kruznici). Sprdvna volba ¢asového kroku
a pohyb krivky v tangencidlnom smere nam zabezpecili priblizne rovnaké vzdialenosti

medzi bodmi na jednotlivych krivkach.
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