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Abstrakt

V préci sa venujeme rieseniu Laplaceovej rovnice metédou koneénych objemov na ne-
rovnomernych logicky stvoruholnikovych siefach v 2D. Vypoétova oblast moze repre-
zentovat napriklad vysek nad rezom topografiou Zeme. V prvej kapitole price pre-
zentujeme diskretizdciu vypoctovej oblasti. Siet vytvdrame vyvojom otvorenej krivky,
ktord je castou diskretizovanej topografie Zeme. Krivka sa vyvija podla krivosti a
konstantnou silou f. Takymto vyvojom zabezpecime, ze krivka nadobudne priblizne
tvar vyseku kruznice. Vhodnou tangencidlnou redistribiciou zabezpecime priblizne rov-
naki velkost vnitornych koneénych objemov a poloviéni velkost okrajovych koneénych
objemov, ¢o je dolezité pre implementéaciu Dirichletovej okrajovej podmienky. V druhej
kapitole sa venujeme metdde konecnych objemov na takto vytvorenej nerovnomernej
stvoruholnikovej sieti. V jej prvej casti prezentujeme novu diskretizaciu Laplaceove;j
rovnice metédou konecénych objemov. Rozdiel v pristupe oproti diskretizacii na rov-
nomernej sieti je, ze derivaciu v smere normaly k hrane konecného objemu rozdelime
na derivaciu v smere tangenty a derivaciu v smere vektora, ktory spdja reprezentacné
body. V druhej casti sa venujeme Neumannovym okrajovym podmienkam a v tretej
casti pripadu, ked je namiesto derivicie v smere normaly zadand derivicia v Sikmom
smere. V pripade Sikmej derivicie nahrddzame hranicu hraniénou oblastou a riesime
okrajovi podmienku v tvare Sikmej derivacie ako rovnicu advekcie s vyuzitim up-wind

metody.



Abstract

This work is devoted to solving the Laplace equation using the finite volume method
on non-uniform logically rectangular 2D grids. Computational area can represents e.g.
a partial crossing above the Earth topography. The first chapter deals with discretiza-
tion of the computational domain. The grid is created by evolution of an open curve
which is evolved according to its curvature and by a constant force f. Such evolution
ensures that the curve take a form of circular arc. A redistribution of grid points in
tangential direction guarantees the uniform size of internal finite volumes and half
size of boundary finite volumes, which is important when implementing the Dirichlet
boundary conditions. The second chapter deals with the finite volume method on the
non-uniform logically rectangular 2D grid created in the first chapter. In its first section
the Laplace equation is discretized by a new finite volume method. In comparison with
the finite volume method on a uniform grid, the derivative in the normal direction to
the edge of finite volume is split into the direction of tangent to the edge and to the
vector connecting the representative points of finite volumes. The second section deals
with the Neumann boundary condition and the third section deals with the prescribed
derivative in an oblique direction. In the case of the oblique derivative, the boundary is
replaced by a boundary layer and the oblique derivative boundary condition is solved

as an advection equation using the up-wind method.
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Kapitola 1
Uvod

Laplaceova rovnica je parcidlna diferencidlna rovnica opisujica deje v roznych castiach

fyziky. V geodézii je to geodetickd okrajova uloha s pevnou hranicou na oblasti 2

AT(z) = 0, x €}
v(z) -VT(x)= g(x), z€l
T(x) = Tpi(z), ©e€dQ—T,

kde T'(z) je poruchovy potencidl. Jej riesenie pri zlozitych oblastiach so zlozitymi
okrajovymi podmienkami nie je vzdy jednoduché, preto sa vyuzivaju rozne nume-
rické metédy. Praca sa zaobera rieSsenim Laplaceovej rovnice od vytvarania siete na
vypoctovej oblasti, cez diskretizaciu Laplaceovej rovnice metédou konecnych objemov
po diskretizaciu Neumannovych okrajovych podmienok a predpisanej Sikmej derivacie
na okraji. Prva kapitola sa venuje Specidlnemu pripadu tvorby siete na oblasti, ktora
reprezentuje priestor nad vysekom rezu topografie Zeme. V praci su prezentované nu-

merické experimenty ukazujuce rad metod.



Kapitola 2

Tvorba siete

2.1 Vyvoj krivky zavisly od krivosti a vonkajsej sily

Uvazujeme, Ze mame vypoctovi oblast, ktorej dolnou hranicou je ¢ast rezu topogra-
fie Zeme a hornd hranica je ¢ast kruznice v urcitej vyske H nad topografiou Zeme.
Tuito vypoctovi oblast diskretizujeme a vytvorime siet skladajicu sa z konvexnych
stvoruholnikov.

Uvazujeme krivku T', ktord reprezentuje rez topografiou Zeme. Dalej uvazujeme, ze
mame dant hornd hranicu oblasti, ktorou je ¢ast kruznice. Sief vytvorime postupnym
vyvojom krivky I podla krivosti a konstantnej sily f, ¢im docielime, Ze vysledna krivka
nadobudne priblizne tvar ¢asti kruznice s polomerom 1/f. Ako f zvolime 1/R, kde R je
polomer Zeme. Takyto vyvoj sposobi, ze krivka nadobudne priblizne tvar ¢asti kruznice,
ale jej polomer nebude H. Tuto krivku budeme musiet este preskalovat, aby krivka v
kone¢nom ¢ase vyvoja mala polomer H a krivka v ¢ase 0 bola nezmenend. Body siete
budt tvorené bodmi preskalovanej krivky v jednotlivych ¢asovych krokoch vyvoja.

Vseobecna rovnica pre vyvoj krivky mé tvar
(2.1) or = N + aT,

kde r je pozitny vektor krivky T', ktora je dand predpisom I' = {r(u,t),u € S*,t > 0},
kde S! je tsecka jednotkovej diZky a t je ¢as. Od okrajovych bodov chceme, aby sa
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v konecnom case t.,q dostali do vzdialenosti R od stredu Zeme, teda mame okrajové

podmienky r(0,¢) = r(0,0) + ;Eg—:g;l(R — [r(0,0));=) a r(1,t) = r(1,0) + ‘:8:8%(}2 —

Ir(1, O)])ﬁ) pre vietky t. Nazvime s taky parameter, aby rovnako velkej zmene para-
metra prislichala vzdy rovnaka zmena dfiky krivky. Ide o jednotkovu dizkovi paramet-

rizaciu. Pre takto dani parametrizaciu plati, ze kazdej hodnote s prislicha jedinecny

bod na krivke. Ozna¢me g = |r,| = \/(%)2 + (42)2, potom plati ds = gdu.

Krivka sa bude vyvijat v smere normély N rychlostou 8 a v smere tangenty T
rychlostou a. Posun bodov krivky v smere tangenty nebude mat vplyv na vysledny
tvar krivky len na rozlozenie bodov, ¢o nam v nasom pripade zabezpeci ¢o najrovno-
mernejsiu vyslednt siet.

Rychlost 8 bude zavisld od krivosti krivky v danom bode kréat e, ¢o sposobi, Ze
krivka bude nadobtidat tvar ¢asti kruznice. Bude tiez zdvisla od sily f, vdaka ktorej

sa vyvoj krivky zastavi, ked krivka bude maft krivost f/e a teda pojde o ¢ast kruznice

s polomerom ¢/ f. Rovnica pre  ma tvar
(2.2) B =—ck+ f.

V rovnici je € > 0 redlny parameter, ktory bude urcovat, ako rychlo sa bude krivka
zhladzovat, k je krivost krivky a f je konstanta.

Rozpisanim rovnice (2.1) dostaneme
(2.3) Or = —ekN + fN + aT.

Pre kazdy bod sa d4 tangenta vypocitat ako T = 9,r. Vdaka Frenetovym vzorcom

d'alej plati kN = —9,T = —0,,r. Co ndm dovoluje prepisat rovnicu na tvar

(2.4) oir = €05t + fN + aO,r.

2.2 Odvodenie tangencialnej rychlosti

Dolezitou sticastou vyvoja krivky numerickou metédou je rovnomerné rozdelenie bo-

dov. Bez takéhoto rozdelenia by na krivke mohli vznikat body singularity, kde by sa
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viacero bodov dostalo do jedného bodu, ¢im by vytvorili hranu na inak hladkej krivke.
Dalsfm problémom je, ze by sa body mohli predbehnit a tym by sa krivka mohla
zauzlit.

Pre derivaciu (2.1) podla u plati

d(fN + T
(rt)u = (ﬁN + OéT)u = %
d(fN + aT
= 8 1 oT) = g(BN +aT),
EdS
(2.5) = g(BsN+ BN, + o, T + aTy).
Podla Frenetovych vzorcov plati Ty = kKN a N, = —kT. Na zdklade ¢oho mozeme
rovnicu prepisat na
(2.6) 9(BN + BN, + , T + aT,) = g((ka + BN + (—kB + a,)T).
7, coho vyplyva, ze
(2.7) (ri)y = g((ka+ Bs)N + (=kB + a5)T).
Dalej plati, ze
d d d

(2.8) r, = o r_ grs = g7T.

T du éds s
Pre casovy vyvoj g moZeme napisat

ry
(2.9) gt = [rule = o

ul

(ry):

Kedze plati (r,); = (r;)u, tak z (2.8) a (2.7) mdzeme (2.9) prepisat na

T
g = 97 ~g((ka + Bs)N + (kB + a,)T)
= glka+ BN -T+g(—kf+as)T - T
do
= g(—kB+a,) = —gkB + 97
da da
— kB kg 2
gkB + Lis ~ * A+ T

(2.10) = —gkB+ .
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Zintegrovanim rovnice dostaneme

/gtdu /—gkﬁdu+/ adu
s1 st s1

(2.11) ds = gdu = L ds = /—kﬁds + (1) — o(0).
r

Kedze chceme, aby sa poloha bodov r(0,¢) a r(1,¢) v ¢ase nemenila, musi byt tan-

gencidlna rychlost tychto bodov nulovd. Zvolime a(0) = 0 a (1) = 0. Z toho vyplyva

(2.12) L=— / kfds.
I

PretoZe chceme zachovat rovnomernt redistribiciu bodov, chceme, aby bolo g, teda

zmena dizky vzhladom na parameter u, konstantné. Ked'ze

1
(2.13) / gdu =L,
0

tak sa konstantné g = L. Z ¢oho vyplyva, Ze by sme potrebovali, aby 4 — 1 pre t — oo

[2, 4, 5]. Pre zmenu £ v ¢ase plati

L
_ gL —gLi _ (=gkB+ga)L+gL{kf)r

9 _
<E)t - L2 L2
(2.14) =9 (kB + (kB)r + ay).

Ak zvolime (£); = 0, bude platit 0 = —kS3 + (kB)r + a,, kde (kB)r = 1 [, kBds. Teda

as = kB — (kfB)r. Pretoze sa nebude menit pomer 4, nebude sa menit rozlozenie bodov
na krivke [1, 3].

V préci [8] je g chapané ako tzv. hustota dfiky, pricom pre predchadzajice redis-
tribucie plati, ze hustota diZky sa bud nemenf v ¢ase, alebo konverguje ku konstante s
narastajicim c¢asom. Vzhladom na nase dalsie ciele pri vytvarani sieti bude uzitoéné
navrhnit model s predpisanou hustotou diZky krivky. Ak chceme, aby krivka nadobudla

hustotu diZky v, zvolime

(2.15) (

Potom péjde pomer £ k 7, a teda pojde g k v.
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Rovnicu (2.14) mozeme prepisat

L.v g
(2.16) as =kB — (kf)r +w§(z —7)
2.17 = kB — (k Lv_y
(2.17) o = 5—<5>F+W(EE—),
(2.18) = kB — (kB)r +w(§ —1).

Kedze g bude konvergovat k v v nekonetne a pre vsetky g plati rovnica (2.13),

musime zvolit v , pre ktoré plati

1
(2.19) / vdu = L,
0

Oznacme v’ funkciu relativnej hustoty diiky, ktora nespiﬁa vztah (2.19) a oznacme

1
(2.20) LQZ/ v'du,
0

potom mozeme funkciu relativnej hustoty diiky v’ upravit na funkciu hustoty diiky,

aby splnala vzfah (2.19) transforméciou

V'L
T
V'L
(2.21) oy = kB — (kB)r + w(% —1).

Ak chceme, aby g bolo rovhomerné, zvolime za v' = L a teda

(2.22) a; = kB — (kB)r + W(g - 1),
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2.3 Numericka aproximacia

Zintegrovanim rovnice (2.4) na oblasti [r;_; /2, T;11/2] dostaneme
Tit1/2 Tit1/2 Tit1/2 Tit1/2

(2.23) / oirds :/ €04,rds —i—/ f(0,r)tds —i—/ adsrds,
i—1/2 i—1/2 i—1/2 i—1/2

kde f a e st konstantné na celej oblasti. Vzdialenost r;_; 2 0od i1/ vypocitame ako

ITip1/2 — Ti1yo| = w, kde A" = /(" — 2 1)? + (y" — yi™;)? a casovil derivéciu

nahradime spétnou diferenciou. To ndm dovoluje prepisat rovnicu na tvar

i’ 1T hi" r;nJrl — r;n i i— r;
(on)  MRIRII T o R ol
kde r"*t = [z"*! y" 1] i = 1,...,n s=u nezndme body na krivke. Ked nahradime

derivdcie v prvom ¢lene pravej strany centrdlnymi diferenciami a riiip = "L

dostaneme rovnicu

(2.25)
m m .m+1 m m+1 m+1 m+1 m—+1 m+1 m+1
iy + bt e — 1t riyp — I rp o —ri N rz+1 — I
2 At hm B B +i 2 ’
i+1 7
mo: e PR m TN
kde Ni" je normala, ktord ziskame ako Ni" = [nl}, nyi] = (=H5-1)" = [(yi) —
+1 m+l 1

yﬁ))/Q, (z"y — x)/2]. Z okrajovych podmienok vyplyva, ze ri""™ =r{ ar"™ =1}

Tangencidlnu rychlost o vypoéitame zo vztahu

V'L
(2.26) oy = kB — (kB)r + w(% —1).
Po diskretizacii
(WP TR
m_ ™ "okmo B T ST
(227) STl pmoogm - DS ST (—a 1),
h; Z] 1 1 nh;
kde
sgn(det(h;” 1,hﬁ1)) h, - h:rjrl
k™ = — arccos(—————-),
/2 2h; R Ry
e = ekt + [l
fi71/2 = 1—7

(2.28) h* = " —1r",.
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Volbou a!* = 0 zabezpecime, Ze prvy bod sa bude hybat iba v normdlovom smere

a nie tangencidlnom. Ostatné tangencidlne rychlosti sa vypoéitaji vztahom

2 =1 kﬁl/zﬁj@l/?thL (W) 25 by,

SN S N (1 TR R

Vo vztahu (2.29) je > j—1 W' rovné L. Do hodnoty ;' sa zosumuji vietky predchddzajiice

m o ; ) ()L m . m . (V)L
al". Cast vztahu <t — h!" sa zosumuje na 0 lebo A" sa zosumuje na L a <=t
v j:l(” )j ¢ i j:l(” )j

.o . . (vl)sz .
sa tiez zosumuje na L, kedze S (pym S zosumuje na 1.
5=1{V");

(2.29) o = oy K" o3 o i =i

V nasom pripade, ked vytvdrame siet pre metédu konecénych objemov, chceme,
aby konecné objemy na okraji vypoctovej oblasti mali poloviény obsah, teda zvolime
(V)" =1/2prei=1ai=n,a ()" =1 inde. Vysledok tejto redistribticie je vidiet
na obrazku 2.2.

Na obrazku 2.1 je krivka z redistribuovanymi bodmi, ked numerickd hodnota fun-
kcie relativnej hustoty dfiky v je dané vztahom

|k?711/2 —kn
nm __ [ m

mazx min

+1,

(2.30)

kde k™, . je maximdlna krivost a k™. je minimdlna krivost. Takdto volba funkcie
v" zabezpedi, Ze sa body redistribuuji podla krivosti. Funkcia v’ nie je priamo funkcia
krivosti lebo v pripade nulovej krivosti by sa vo vztahu (2.29) delilo nulou. Redistribticia

podla krivosti nie je v tejto praci priamo vyuzita ale moze byt velmi uzitoéna.

2.4 RiesSenie sustavy rovnic

Zo vztahu (2.25) dostaneme

o € hi™, + hI™ € € o' €
231 T m—i—l i+1 ) m+1 et m—i—l
(231) (2 hzn)‘"“ *( oat ap, w)T T T )
hiy, + hi?
D1 T m pmpgm
oap AN

kde i = 2,...;n — 1. Hodnoty «]" ziskame z vyssie uvedenych rovnic a rj" je rieSenie
z predchadzajiceho ¢asového kroku. Zo vztahu (2.31) ziskame n — 1 rovnic s n — 1

neznadmymi. Tento systém budeme riesif ako trojdiagonélny systém.
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121

-0.2

-0.2-

Obr. 2.1: Krivka z redistribuovanymi bodmi podla krivosti

12
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Vysledny systém ma tvar:

— (hﬁrl + hi? 2 i)
t 2At hryo b
o €
a = (5 =g
o €
SR T
h?}rl + h;n m m._.m
Pi = Ty N + [,
I
a = ( 2 hT)?
am €
2.32 = (- _ '
b2 Co 0 0 0 p2_ar;n+1
az bz cz 0 0 D3
(2.33) 0 a b ¢ 0 = Di
0 0 Qp—2 bn72 Cn—2 Pn—2
0 0 ... ce 0 Ap—1 bn—l Pn—1 — CI'ZLJrl

Na riesenie pouzijeme metédu SOR.

2.5 Preskalovanie

Dalsim krokom je preskalovanie kriviek v jednotlivych ¢asovych okamihoch, aby sme
dosiahli diskretizaciu celej vypoctovej oblasti. Preskalujeme ich tak, aby sa prva krivka
nezmenila a poslednd krivka bola ¢astou kruznice s polomerom H a so stredom v strede

Zeme. To znamena, ze kazdy bod krivky preskalujeme pomocou rovnice

(2.34) = (% (% - 1) + 1) (r™ - C) + C.
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20

171

T

T T S

10

051

. e s s e I N O A O
05 10 15 20

Obr. 2.2: Vysledn4 siet

kde C je stred Zeme,R je jej polomer a M je posledny casovy krok vyvoja krivky. Pre
m = 0 plati r" = r? a pre m = M plati r" = Z(r® — C) + C. Jednotlivé body r}"
budu tvorit uzly siete.

Na obréazku 2.2 je vyslednd siet vytvorend prezentovanym postupom.



Kapitola 3

Diskretizacia okrajovych tloh

3.1 Riesenie Laplaceovej rovnice s Dirichletovymi
okrajovymi podmienkami

Uvazujeme Laplaceovu rovnicu na oblasti €2 s Dirichletovymi okrajovymi podmienkami.

(3.1) AT =0,
(3.2) T (z) = Tpir, © € O

Oblast Q rozdelime na koneény pocet konvexnych stvoruholnikovych podoblasti
(konecnych objemov) tak, aby kazdy konecny objem, ktory nie je na hranici, mal
styroch susedov, s ktorymi mé spoloéni hranu. Mnozinu tychto susedov nazveme N (p).
Kazdy objem bude mat aj styroch susedov, s ktorymi ma spoloény vrchol. Pre okra-
jové konecné objemy bude hodnota predpisana Dirichletovou okrajovou podmienkou.
Ozna¢me mnozinu konec¢nych objemov, v ktorych je hodnota 7" neznama, ako P.

Zintegrovanim rovnice (3.1) na kone¢nom objeme p € P dostaneme

(3.3) / ATdz =0,

Pouzitim Greenovej vety dostaneme

(3.4) VT -ndr = 0.
Op

11
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Obr. 3.1: Konec¢ny objem

Ked budeme uvazovat, ze kone¢ny objem p ma susedné objemy ¢ € N(p), pricom

. . . . . A~ . ’ )
epq je hranica medzi objemami p a ¢, mozeme rovnicu (3.4) prepisat na tvar

(3.5) > / VT -ndr = 0.

gEN(p) ” »

Oblast Q zdiskretizujeme tak, Ze kazdému koneénému objemu p € P priradime
reprezentacny bod x, = (x1,,x2,) ako tazisko konecného objemu p. V bode x, bu-
deme uvazovat nezndmu hodnotu 7,. Okrajovym koneénym objemom priradime re-
prezentacny bod do polovice hranice kone¢ného objemu, ktora lezi na hranici oblasti

Q.

Jednotkovy vektor s,, smerujici do susedného bodu x, z bodu z, je dany vztahom

T, — X
(3.6) Sy, = — P
r [2g — |

Tangenta t,, k hranici medzi objemami p a ¢ je dand vztahom

2 1
xi o —
3.7 R Pq
37 . |£Bz%q - le)q 7

kde z, a 7, st siradnice hraniénych bodov tisecky €.
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Pre normalu k hranici objemu plati
(3.8) Ny = tpqL7

pricom normala sa skonstruuje tak, aby islo o vonkajsiu normalu k objemu p.

Kedze vektor s,, mozeme rozlozit do dvoch navzdjom kolmych vektorov n,, a t,,

[7], plati

(3.9) VT - sp; = VT - (Bpglpg + Qpgtpg) = Bpg VT - 1py 4+ 04, VT - t,
kde

(3.10) Bpg = Spq - Mg

a

(3.11) Qpg = Spq * tpq-

V pripade, zZe s,, a n,, su totozné ,, = 0 a a,, = 0.

7 toho vyplyva, ze pre derivaciu v smere normaly plati

(3.12) VT - -ny, = (VT Spg — Qpg VT - tq).

617(1

Rovnicu (3.12) aproximujeme vztahom

1 17,1, _ Qpg T2 Tplq

Bpq B_pq dpq Bpg mlepq) 7

kde T, a T7 st hodnoty v bodoch z,,, 23, a dyg je vzdialenost medzi bodmi z, a x,,

(3.13) (VT Spg — Cpg VT - t,g) =

a m(eyq) je dizka hranice €pq-

Vyuzitim rovnice (3.13) mozeme rovnicu (3.5) prepisat na tvar

1T, -1, opg /10 i)
(3.14) > (m(epq) . —ﬁ—pq(qu—qu)) =0,

gEN(p)

kde 7}, je neznama hodnota v kone¢nom objeme p. V pripade vnutornych kone¢nych ob-
jemov je T}, neznama hodnota v susednych konecnych objemoch. V pripade kone¢nych
objemov, ktoré susedia s objemami na hranici vypoctovej oblasti €2, je hodnota T}, na

hrani¢nom objeme, dand Dirichletovou okrajovou podmienkou (3.2).
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Hodnoty Tplq a Tp?q vyjadrime pomocou bilinedrnej interpolacie.

(3.15) T;iq = T(a:;q) =a+ b*xllpq +cx* xépq + d * xllpq *xépq,l =1,2.

Oznac¢me hodnoty riesenia v konecnych objemoch, na hraniciach ktorych lezi bod xéq

ako T! |, T} o, T s, T}, Potom koeficienty a, b, ¢, d mozno ziskat riesenim sistavy

qls +pg2> +pqg3r L pgd-
rovnic
(3.16) Tl =T(by) =a+bxal, g +exal +dsal,*ah,,,
Tl =T(ah ) = a+bxal, o+ cxal,+dsal,*ah,,
T[iq3 = T(xéqz;) =a+bx :rllpqg +c* xépqg + d * :vllpq3 * a:épq3,
T;iqél = T(x;q4) =a+bxay,, +cx xépq4 +d* xllpq4 * xépq4

T o, T 5, T

. -/ s l [
V koeficientoch a, b, ¢, d vystupuju nezname hodnoty T/ 1, T, T3, T4, Pricom

bilinearnu interpolaciu prepiseme do tvaru

(3.17) T]iq = T(x;q) = k;ql * T;ql + k;qQ * qug + /cj,qg * qug + k;)q4 « T

pg4:

Rovnicu (3.14) moézeme pomocou (3.17) prepisat do tvaru

(3.18)

1 7,—1T, «o
Z m(e”‘I)_ qd o ﬂ(k;ql * Tp2ql + kfnﬂ * Tqu2 + kqui’) * Tp2q3 + k§q4 * Tqu4)
qu Pq ﬁpq

geN(p)

a
pq (11 1 1 1
—(k;pql kTt + Fpgo 1

1 1 1 1 _
qu pq2 + kpq3 * qu3 + kpq4 * qu4)> = 0.

Aj ked sa zd4, Ze v rovnici vystupuje vela nezndmych, ide len o 9 neznamych, kedze
vécsina rozne oznacenych neznamych je totoznych.

Rovnica (3.18) plati pre kazdy konecny objem p € P s neznamou hodnotou 7},. Z
toho vyplyva, ze mame tolko rovnic, kolko méame neznamych. Z tychto rovnic vytvorime

sustavu, ktord néasledne rieSime.



KAPITOLA 3. DISKRETIZACIA OKRAJOVYCH ULOH 15

3.2 Riesenie Laplaceovej rovnice s Neumannovymi
okrajovymi podmienkami v normalovom smere

Uvazujeme Laplaceovu rovnicu na oblasti {2 s Neumannovymi okrajovymi podmien-
kami danymi na ¢asti hranice I' a Dirichletovymi okrajovymi podmienkami danymi na

zvysku hranice 92 — I'. T.j. mame dani rovnicu (3.1) a okrajové podmienky

(3.19) g—i(x) =g(z),z el.

Oblast Q rozdelime na koneény pocet konvexnych Stvoruholnikovych podoblasti
(kone¢nych objemov), vid predchddzajicu kapitolu. Pre koneéné objemy, ktorych cast
hranice lezi na 02 — I} je dand hodnota T" pomocou Dirichletovych okrajovych pod-
mienok. Oznacme mnozinu koneénych objemov s neznamou hodnotou 7" ako P.

Pre koneéne objemy P budeme pokracovat ako v predchadzajicej kapitole, az po
rovnicu (3.18). Tu si vSak treba uvedomit rozdiel, ze v pripade okrajovych kone¢nych
objemov, na ktorych nie je predpisand Dirichletova okrajovd podmienka sa bod z, =
(x1p, 22p) vypolita ako tazisko konecného objemu p a nie ako stred hranice.

V rovnici (3.18) pre objemy p, nachddzajice sa na okraji oblasti €2, vystupuju
nezname susedné hodnoty 7y, ktoré nie st definované. Tohoto problému sa zbavime
pridanim novych nezndmych v smere normaly n,, vo vzdialenosti od hranice e,,, ktora
je rovna vzdialenosti e, od z,. Teda bod z,, v ktorom uvazujeme novt neznamu 7} sa

vypocita ako
(3.21) Ty = Tp + 2|Tp, €pg|Npg,

kde |z,,ep,| je vzdialenost z;, od e,,. Oznatme mnozinu vsetkych novo pridanych
neznamych a ich siuradnic ako N. Tym sme kazdému hrani¢nému objemu z mnoziny P
pridali susedni nezndmu, s ktorou susedf s hranicou. Vzdy ked sme pridali suseda T},
cez hranu e,,, pridali sme suseda aj d'alsim kone¢nym objemom, ktoré maji vrchol vo

vrchole e,,.
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Objemy p, nachadzajice sa na okraji oblasti 2, so susednym objemom s predpisanou
Dirichletovou okrajovou podmienkou majui stale jedného alebo aj viacerych neexis-
tujucich susedov, susediacich cez vrchol. Tohto suseda pridame do najblizsieho bodu
k vrcholu, cez ktory mé susedit, kde je predpisand Dirichletova okrajové podmienka.
Bude to sused s prepisanou Dirichletovou okrajovou podmienkou.

Pridanim | N| nezndmych sme sposobili, ze mame viac neznamych ako rovnic. Tento
problém ndm pomoze vyriesit rovnica (3.19). Pre kazdd novo pridant nezndmu 7,

priddme rovnicu

T, T
(3.22) P Ta_g (@) ,pEN

d

Ppq
Vdaka pridaniu tychto rovnic je pocet nezndmych a pocet rovnic rovnaky, ¢o nam

dovoluje vyriesit tito sistavu rovnic.

3.3 Riesenie Laplaceovej rovnice s predpisanou de-
rivaciou v sikmom smere

Uvazujeme Laplaceovu rovnicu (3.1) na oblasti 2 s danou kladnou derivéciou v lubovolnom
smere v, smerujucom von s oblasti €2, na casti hranici I' a Dirichletovymi okrajovymi

podmienkami (3.20) na zvysku hranice, t.j.
(3.23) v-VI=g(x),z el

Pri delen{ oblasti na podmnoziny budeme postupovat ako v predchddzajicej kapi-
tole, az kym nedojdeme do casti kde pridavame nezname. V tejto casti okrem toho,
ze priddme nezname hodnoty, priddme k nim celé koneéné objemy. Pridané konecné
objemy budi konvexné stvoruholniky s jednou hranou spédjajicou novy koneény objem
s koneénym objemom p. Dalsie dve hrany, budd predfiem’m hran kone¢ného objemu
p, ktoré majui spolocny bod s novo pridanou hranou a budu rovnako dlhé ako hrany,
ktorych prediienim su. Poslednd hrana je uz jednoznac¢ne urcend predchadzajicimi

hranami. Mnozinu novo pridanych kone¢nych objemov oznac¢ime N.
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Rovnicu (3.23) budeme chépat ako rovnicu advekcie, pozri tiez [6], a zintegrujeme

ju na konecnom objeme p € N

(3.24) /v -VTdx = /gdx.
p p

Ked'ze plati
(3.25) v-VT'=V.-0l)—-TV v,

mozeme rovnicu (3.24) prepisat do tvaru

(3.26) / V- (uT)dz — / TV - vdz = / gd.

Kedze povazujeme hodnotu 7' za konstantni na koneénom objeme, moézeme T' v dru-

hom integrali vynat pred integrél

(3.27) /V (vT)dx — T, /V vdr = /gdm.
p

e, . A~ . z )
Pouzitim Greenovej vety mozeme rovnicu prepisat do tvaru

(3.28) / Tv-nds—Tp/ v-nds:/gdx.
Op Op D

Predpokladajme g konstantné na objeme a T konstantné na hraniciach a ked'ze koneény
objem m4 hranice e,, , moézeme rovnicu prepisat do tvaru
(3.29) Z pq/ v-nds — T, Z / v-nds = |plg,
q€N(p) €ra qEN(p) ” P
kde T,, je hodnota na hranici ep,.
Tu sa vyuzije metéda up-wind. Oznacéme tok

(3.30) Upg = / v - nds.

Pq

V pripade, Ze v,, > 0 ide o tok z oblasti, takzvany outflow, a T,,, = T,. V pripade,
ze upy < 0 ide o tok do oblasti, takzvany inflow, a T}, = T},. Oznacme N°“(p) susedov,
pre ktorych plati v,, > 0 a N™(p) susedov, pre ktorych plati v,, < 0. Potom mozeme
rovnicu (3.29) prepisat do tvaru

(3.31) S Tpopds — > Toopg+ > Tywg— Y Tyupg = Iplg.

qENin (p) quv,n (p) quout(p quout(
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Po tdprave tejto rovnice dostaneme rovnicu

(3.32) Z upe(Ty — 1) = [ply,
q€N"(p)

kde

(3.33) Upg = M(€pq) (v - ).

KedZe sme poslednti hranu koneéného objemu p € N vytvorili tak aby vektor v
vychadzal von z oblasti vo vyslednej rovnici tento neexistujuci sused nebude vystupo-
vat.

Vd'aka pridaniu tychto rovnic je pocet nezndmych a pocet rovnic rovnaky ¢o ndm

dovoluje vyriesit tiito sistavu rovnic.

3.4 Numerické experimenty

R4d konvergencie numerickej metddy rieSenia Laplaceovej rovnice s Dirichletovymi
okrajovymi podmienkami overfme na priklade, ked je riesenim Laplaceovej rovnice
funkcia T'(z,y) = —ln(\/m). Vypoétova oblast bude kruhovy vysek, ktorého
spodnou hranicou je krivka (sin(p)(1 — 0.01sin(16p)),sin(p)(1 — 0.01 cos(16p))), p €
(0,7/2) a hornou hranicou je stvrtkruznica. Vypoctova oblast pre najhustejsiu siet je
diskretizovana metodou, ktora je prezentovana v prvej kapitole, az na ten rozdiel, ze
aj okrajové objemy budd maft priblizne rovnaky obsah ako vnitorné objemy. Menej
hust4 siet je vytvorend tak, Ze z hustejsej siete je odstrdneny kazdy druhy bod v oboch
smeroch. Keby boli okrajové konecné objemy najhustejsej siete poloviénej velkosti, pri
odstranovani kazdého druhého bodu by sa poloviény pomer nezachoval. Takéto siete sa
vytvaraja len na tucely testovania radu metody, na praktické vypocty budi uvazované
siete s polovicnymi koneénymi objemami v okoli hranice so zadanymi Dirichletovymi

okrajovymi podmienkami. Chyba metédy sa dd zapisat vztahom

(3.34) E, = Ch®,
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hmax | |ehmax | | EOC

0.583761 | 0.00365633
0.343303 | 0.00154455 1.6232
0.184575 | 0.000497954 1.82414
0.0954733 | 0.000141749 1.906
0.0485238 | 3.80067e — 005 | 1.9449

Tabulka 3.1: R4d konvergencie pre Dirichletove okrajove podmienky

kde C je konstanta vychddzajica z vlastnosti siete a numerickej metédy, h je maximalna
vzdialenost susednych reprezentacnych bodov a « je rad metédy. Potom sa rdd metédy

vypoé&ita vztahom

En

2
Keby bola kazd4d siet vytvdrand samostatne, ovplyvnilo by to hodnotu C, ¢o by sa
prejavilo na rdde metédy pocitaného vztahom (3.35). Pre vypocet chyby sa pouzije
numerickd Ly norma. Z tabulky (3.1) vyplyva, Ze metdda je druhého radu.

Pre overenie radu konvergencie metddy rieSenia Laplaceovej rovnice s Neuman-
novymi okrajovymi podmienkami v normélovom smere a v lubovolnom smere pouZijeme
rovnaké presné rieSenie na rovnakej sieti ako v predchddzajicom pripade. Neumannova
okrajové podmienka je na spodnej hranici oblasti. Sikmg derivécia je dand na spodnej
hranici v normélovom smere oto¢enom o 7/8 proti smeru hodinovych ruéiciek. Z ta-
bulky (3.2) vyplyva, ze metéda s Neumannovymi okrajovymi podmiekami je druhého
rddu a z tabulky (3.3) vyplyva, Ze metéda s Sikmou derivéciou je prvého radu.

V poslednom experimente ukazeme, ze metéda odvodena pre derivaciu v Sikmom
smere funguje, aj ked sa smery, v ktorych je zadand derivdcia, krizuji. Vektor v(z) je v
tomto pripade otoceny o uhol, ktory sa vypocita ako sin(p*512)/3, kde p = arcsin(zy).
V tabulke (3.4) vidno, Ze aj pre tento pripad metéda konverguje.
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obr. 3.2: Rozne husté siete pouzité pri vypocte radu konvergencie
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hmam ’ |ehmam | ’ EOC

0.583761 | 0.00365633
0.343303 | 0.00154455 1.6232
0.184575 | 0.000497954 1.82414
0.0954733 | 0.000141749 1.906
0.0485238 | 3.80067 « 107° | 1.9449
0.024513 | 9.86559 x 107¢ | 1.97511

Tabulka 3.2: R4d konvergencie pre Neumannove okrajove podmienky v smere normaly

himac [1€h e | EOC

0.583761 | 0.0270094
0.343303 | 0.0156229 1.03121
0.184575 | 0.00791816 | 1.09511
0.0954733 | 0.0038136 1.10827
0.0485238 | 0.00186823 | 1.05436
0.024513 | 0.000926264 | 1.02744

Tabulka 3.3: Rad konvergencie pre deriviciu danti v normdlovom smere otoGenom o

/8
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hmaz | |ehmaac | | EOC

0.583761 | 0.0268217
0.343303 | 0.019441 0.60622
0.184575 | 0.00705683 | 1.63303
0.0954733 | 0.0036628 0.994777
0.0485238 | 0.00183307 | 1.02282
0.024513 | 0.000874991 | 1.08301

Tabulka 3.4: R4d konvergencie pre derivdciu dant v normélovom smere oto¢enom o

funkciu sinusu
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Zaver

V praéci je prezentovana numericka metdda na riesenie Laplaceovej rovnice s okrajovymi
podmienkami. Prva kapitola sa venuje diskretizacii vypoctovej oblasti nad vysekom
rezu topografie Zeme. Siet sa vytvara vyvojom krivky s vyuzitim redistribiicie. V praci
je odvodeny novy model redistribiicie bodov. V druhej kapitole je odvodend metdda
kone¢nych objemov na nerovnomernych sietach, kde sa vyuziva rozdelenie derivacie v
smere normaly na derivaciu v smere tangenty a derivaciu v smere vektora, ktory spéja
reprezentaéné body koneénych objemov. Sikm4 derivacia sa riesi ako rovnica advekcie
na okrajovej oblasti s vyuzitim up-wind metody. V poslednej casti prace su prezen-
tované numerické experimenty, ktoré ukazuju, ze metddy pre Dirichletove okrajové
podmienky a Neumannove okrajové podmienky st druhého rddu a metéda so Sikmou

derivéaciou je prvého radu.

23
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