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Suhrn

V préci je prezentovand nova numerickd metéda pre pohyb ploch, ktord je pouzita
na konstrukciu rovnomernej 3D logicky stvoruholnikovych siete pre metédu koneénych
objemov. Siet sa vytvdra pohybom uzavretej plochy (napriklad topografie Zeme) v
normalovom smere rychlostou dostato¢ne velkou na to, aby sa plocha zviicSovala a tieZ
zavislou od jej strednej krivosti, aby sa plocha zhladzovala a priblizovala sa sférickému
tvaru. Je navrhnuté origindlne rieSenie pohybu v tangencidlnom smere jednotlivych
bodov na diskretizovanej ploche, ktoré zabezpecuje rovnomernu redistribuciu dizok

hran kone¢nych objemov.



Abstract

We present new numerical method for surface evolution, which is used for construction
of uniform 3D logically rectangular grids for finite volume method. The grid is construc-
ted by evolution of a closed surface (e.g. the Earth topography) in the normal direction
by a constant speed large enough to allow the surface growth and by mean curvature
to allow a smoothing of the evolving surface and its convergence to a spherical shape.
New method for tangential redistribution of points on the moving surface is suggested

which guarantee a uniform redistribution of the sizes of edges of finite volumes.
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Kapitola 1
Uvod

Dolezitou sicastou rieSenia parcidlnych diferencidlnych rovnic numerickymi metédami
je spravna diskretizécia vypoctovej oblasti. Nesprdvnou volbou diskretizdcie oblasti
mozeme zhorsit presnost metédy. Casto sa vypocty robia aj nad topografiou Zeme.
Spodnou hranicou tejto oblasti je topografia Zeme a hornou hranicou je plocha malo
sa lisiaca od sféry. Tato préca je zamerand na tvorbu podobnych sieti. Vstupnymi
udajmi metédy prezentovanej v tejto praci bude uzavretd plocha (spodnd hranica
vypoctovej oblasti), ktori budeme vyvijat podla krivosti a sily f aby sme dosiahli
plochu podobni sfére (horné hranica). Vhodnou volbou redistribticie a ¢asového kroku
docielime rovnomernu redistribiciu bodov siete na jednotlivych krivkach, ktoré lo-
gicky stvoruholnikovii sief vytvdraji. S tymto cielom je v praci vytvorend nova nu-
mericka metdéda na baze metddy plavajicich konecnych objemov pre pohyb plochy
v normélovom smere rychlostou danou externou silou f a strednou krivostou plo-
chy. Tato metéda obsahuje novym spdsobom rieseni tangencialnu redistribiciu bo-
dov plochy, ktoré st prieseénikmi kriviek vytvarajicich logicky stvoruholnikovi siet.
Navrhnuty numericky algoritmus bol implementovany v jazyku C a su prezentované

vysledky vypoctov ukazujice vlastnosti navrhovanej metody.



Kapitola 2
Vyvoj plochy v 3D

V tejto casti odvodime rovnicu pre vyvoj krivky v zavislosti od strednej krivosti
a externej sily a odvodime pohyb v tangencidlnom smere, ktory bude riadit redis-
tribiciu bodov, aby sme ziskali rovnomerne rozdelend siet. Na ziskanie priblizného
rieSenia pouzijeme metédou plavajicich koneénych objemov. Numerickymi experimen-

tami overfme presnost metddy.

2.1 Vyvoj plochy zavisly od krivosti a externej sily

V nasej praci budeme uvazovat diskretizdciu ako na obrazku 2.1. Na siet sa budeme
pozerat, ako na uzavretd plochu a ti budeme aproximovat metédou koneénych objemov
[3-7].

Vseobecnd rovnica pre vyvoj plochy €, ktorti budeme uvazovat, mé tvar
(21) 8,51' = €ka + fN,

kde neznama r je pozicny vektor vyvijajicej sa plochy £ a N je normala na nu v
bode r, f je externa sila posobiaca v smere normaly, kN je vektor strednej krivosti
(sucet hlavnych krivosti) a e je parameter uréujici, ako rychlo plocha ziska sféricky
tvar. V naSom pristupe vyuzijeme vztah kN = A,r, kde A, je tzv. Laplace-Beltramiho

operator.
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Obr. 2.1: Diskretizacia gule

2.2 Volba vhodnej tangencidlnej rychlosti

Od siete, ktort chceme vytvorit, pozadujeme aby mala rovnomerne rozdelené body, na
jednotlivych krivkach, ktoré ju vytvéaraji. Bez rovnomerného rozdelenia sa moze stat,
7e sa plocha zauzli, alebo na nej budu vznikat singularity [1-5]. V nasom pripade sa
zameriavame na rovnomerné rozdelenie bodov na jednotlivych krivkach (rovnobezkéch
a poludnikoch). To docielime pridanfm pohybu bodov plochy v smere o'T% a a/T7,
kde T" je tangenta k i-tej rovnobezke, prechddzajticej bodom r;; a TV je tangenta k
j-temu poludniku prechédzajicemu bodom r;;, o' resp. o/ si tangencidlne rychlosti v
prislusnych smeroch. V pripade pélov priddme ny/2 pohybov o/T7, pricom n, je pocet
poludnikov.

Pre pripad uzavretej krivky I' v 3D, ktorej tangencidlnu rychlost o' chceme uréit,
si pohyb jej bodov rozlozime do troch smerov. Do smeru le, ¢o je smer normaly k
ploche leziaci v normélovej rovine krivky I' . Do smeru N3, ktory je kolmy na N7 a lezi
v normélovej rovine krivky I'. A do smeru TT, ¢o je tangenta ku krivke. Takze krivka

sa bude pohybovat podla rovnice

(2.2) or =U'NY + VIND + o' T,
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kde r je v tomto pripade pozi¢ny vektor krivky I' a nie plochy €2 ako v predchadzajicej
casti. Prvé dva ¢leny na pravej strane (2.2) vyjadruji normalové zlozky pohybu bodu
na krivke I' a sd zviazané s normélovym pohybom plochy Q. treti ¢len ol TT bude
reprezentovat pohyb v smere tangenty, ktory ndm bude zabezpecovat rovnhomernti re-

distribticiu bodov na krivke. Normdlové rychlosti UT a VT sa vypoéitaji vzfahmi

U" = (ekN + fN) - Ni,
(2.3) VP = (ekN + fN) - Nj.

V pripade Specidlneho rychlostného pola, ktoré uvazujeme v tejto praci len v normalovom
smere, je VI = 0. Pre vSeobecné rychlostné pole moze byt VI nenulové, preto ho
uvadzame v odvodeniach, ktoré nasleduju.

Tangencidlnu rychlost, zabezpecujicu rovnomerni redistribiciu bodov na krivke

ziskame nasledujicim postupom, pozri tiez [6]. Pre ¢asovy vyvoj lokdlneho dizkového

elementu g, ktory je urceny vzfahom g' = |r,| = \/(%)2 + (%2)2 4 (432 plati

Iy
(2.4) g = rale =5 - (e,

Tl
kde u € S! reprezentuje fixni parametrizdciu krivky I' nezdvisli na case, S* je kruznica
s jednotkovou dlzkou. Medzi fixnou parametrizaciou a jednotkovou dizkovou paramet-

rizdciou s je vztah ds = g"'du. Potom mozme napisat

(25)  (ru)e=(r)u = (U'Ny + VINy +a!'Th), = ¢ (U'N} + VIN, +a' T'),
Dalej plati

_dr rdr r

'l
= — = —_— = I‘S = T .
duw Yas Y g

(2.6) Ty,
Z rovnice (2.6) a z rovnice (2.5) si mézme rovnicu (2.4) napisat ako
(2.7) g =g " T" - (U'NT] + VINY + o' TT),.

Kedze Nf a T' s navzajom kolmé vektory, plati

(2.8) 0= (T -N%), = TV - NT 4 T (N,
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7 toho vyplyva
(2.9) T"- (N}), = -T. - Nj.
Podla Frenetovho vzorca plati
(210)  T"-(Ny)s = —Ty -Nj = =Ny - (A'N") = =N7 - ()i N} + Ky Ny) = —k,
kde kI je projekcia k' N' do NT. Analogicky plati
) T (ND), = TN = L
kde k5 je projekcia k"N do Nj. Vd'aka (2.10), (2.11) a tomu, ze T" - T} = 0, moézme
rovnicu (2.7) prepisat na tvar
g = ¢"TV - (U'NT] + UN(NT), + VING + VE(NS), + oL TV +a5(Th),)

= ¢'T -U'(N})s+g'T" - VI(Ny s + g ey
(212) = —¢"U"] —g" V) + g"al = —g"U k] — g" VKL + ol
Zintegrovanim rovnice (2.12) dostaneme

/ grdu = / —g" (U k] + V'Ey)du —|—/ abdu
51 s1 51

(2.13) G [ - /F—(Ufk{+v%§)ds+af(1)—aF(O).

KedZe ¢len na lavej strane predstavuje zmenu dIZky krivky L v ¢ase a ol je cyklické,

t.j. a'(0) = a’(1), dostaneme
(2.14) L; = / —(U K + VD) ds = —(UTKY + VRN LT,
r

kde (UTki +VEY)r = 2r [ UTK] + VT EY ds. KedZe nasim cielom je ziskat rovnomernt
redistribiiciu bodov na krivke, podobne ako v 2D pripade [4], aj tu pozadujeme, aby

pomer z—; — 1 pre t — oo a teda aby ' = In <z—;> — 0 pre t — o0o. Pre zmenu 0" v

case plati

T LI‘ I‘LF_ I"Ll"
¢ - (), 5t
Lry), g" (L)

(—g"UTKY — g"VTEY 4+ gTa)LE + g" LUK + VIED)
gFLF
(2.15) = o — (UK +VTE)) + (U] + VTED )y
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Ak of = (UK} + VIED) — (UTK] + VVED)r bude 0f = 0. Z toho vyplyva, Ze sa s

meniacim ¢asom nebude menit rozlozenie bodov na krivke. Ak zvolime

(2.16) oy = (UK} + V') — (UK + VIR )e +w(e™® 1),
tak plati
(217) 9{ — LU(@?HF . 1)7

kde parameter w urcuje ako rychlo pojde redistribicia krivky k jednotkovej diikovej
redistribucii. Takato rovnica spfﬁa nasu poziadavku, aby 0" isla k nule pre zvicsujuci
sa ¢as, ¢o sposobi rovnomernu redistribiciu bodov na I' a bude nasim vychodiskom pre
tvorbu algoritmu na zrovnomernovanie siete.

Pridanim pohybu bodov plochy v smere dotyénic jednotlivych kriviek méa nasa

vyslednd rovnica pre pohyb plochy 2 tvar
(2.18) O = ekN + fN + (o' T"),

kde (a''T") je priemer tangencialnych rychlosti vietkych kriviek prechadzajticich danym
bodom. V spojitom modeli ddvaji rovnice (2.18) a (2.1) rovnaky obraz vyvijajicej sa

plochy.

2.3 Numericka aproximacia vyvoja plochy s tan-
gencialnou redistribticiou

V naSom pristupe uvazujeme diskretizaciu plochy ako na obrazku 2.1. Plocha sa bude
skladat z n; rovnobeziek a ny poludnikov. Bod, v ktorom sa pretina i-ta rovnobezka
a j-ty poludnik, ozna¢ime r;;. Plochu rozdelime na konecny pocet konecnych obje-
mov. Objem V;; prislicha bodu r;;. Ozna¢me pomocou rgj body spojené s r;; hranou
siete, budeme ich volat susedné. Koneény objem V;; je priestorovy plosny ttvar s vr-
cholmi v taziskach tseciek rijrgj a v taziskdch stvoruholnikov (v pripade pélov ide o

trojuholniky) prislichajici k bodu r;;. Pomocou egj ozna¢ime ¢ast hranice koneéného
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objemu Vj; medzi bodom r;; a bodom r{; a pomocou 7j; oznacime vonkajsiu normélu

k casti hranice e . Pre lepsie pochopenie vid' obr. 2.2.

Obr. 2.2: Konec¢ny objem

Zintegrovanim rovnice (2.18), v ktorej nahradime vektor krivosti Laplace-Beltramiho
operatorom, na kone¢nom objeme V;; dostaneme
(2.19) / Ordr = € / Agrdr + [ fNdz + / (o' T")du.

Vi Vi Vi Vi
Vdaka Greenovej vete mézme rovnicu prepisat na tvar
(2.20) / ordr =€ V,r - 7;;ds + / fNdz + / (' T")du,
7 OVij Vij Vij
kde 7j;; je vonkajsia normala k hranici koneéného objemu V;;. Z tvaru kone¢ného objemu
Vi; vyplyva, ze prvy ¢len pravej strany rovnice (2.20) mozme prepisat na
Qij Qij Qij

(221) [ V.r-ijds z/ D Verifids =) roijds = Z/
v; 0

Vij g=1 qg=1 6‘/11 aVlJ

kde @);; je pocet susednych bodov k r;;.
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Na casti hranici e - budeme predpokladat konstantni parcidlnu derivdciu r;; podla

normaly nij a jej hodnotu aproximujeme vztahom

q
81‘ I‘ij - rij

Oy b

(2.22)

kde hfj je vzdialenost medzi bodom r;; a jeho ¢-tym susedom. To ndm dovol{ prepisat

rovnicu (2.21) na tvar

Qz] ij q

Tij — Lij
(2.23) Z/W —ds— 2 ”hTm(G?j),

kde m(ef;) je dizka hrany ef;
Na celom objeme V;; budeme predpokladat konstantni hodnotu fN;;. Vd'aka tomu

mozme prepisat druhy ¢len pravej strany na tvar
Vij

kde m(V;;) je plocha objemu Vj;. Podobne predpokladdme, ze o' a T' sd na celom

objeme V;; konstantné, ¢o ndm dovoluje prepisat posledny ¢len (2.20)

m(Vi;) r Ty — Ty
(2.25) / (0" T e = m (Vi) (o' = ") 5~ e Ty =ty
e = z
kde riFjW je predchadzajici bod na krivke I' a r £ je mnasledujtici bod, hFW a hFE

st vzdialenosti bodov rj; a rj}V, resp. rj; a

i M je mnozina vsetkych kriviek

’Lj )
prechddzajiicich bodom r;; a | M| je pocet kriviek prechddzajicich tymto bodom. Dalej,
Oyr aproximujeme v bode r;; spétnou diferenciou, pricom predpokladdme konstantnu

hodnotu r;; na kone¢nom objeme V;;, vdaka ¢omu mézme Tavii stranu rovnice (2.20)

A
Ordr =m(Vy;) | L+—=2 A7 <1,

kde m predstavuje index ¢asového kroku a At velkost ¢asového kroku.

prepisat na tvar

(2.26) /V

)



KAPITOLA 2. VYVOJ PLOCHY V 3D 12

Vyuzitim rovnic (2.23), (2.24), (2.25) a (2.26), pricom ¢leny (2.23) a (2.25) budu

uvazované v ¢ase m + 1 semi-implicitne, dostaneme

rerl Qij rd m+1 rmtl

(V) (B )==) (el + (Vi) NG

] PE m+l _ TW med
(2.27) +m<v”> fjmr” o r”FEm
| M| reu hij + hij

Prepisanim rovnice dostaneme systém n; X ny rovnic s m; X ng neznamymi ry;, ¢ =

1,...,n1,j:1,...,n2
Qi' q Qz rm
m(Vi;) te XJ: m(ef;) m+1 . (4 mHl m(Vij) Z ij (LB mt1
q q Lij rwm TEM 4]
rm
m(Vi;) & rw mir _ (Vi)
(228) —+ |M| Z hFWmZ_ hFEm rw m+ At I‘;? + m( l])sz]7
kde r?}“ a r?jm+ si nezname a rFW mtl g riFjE ™t s tiez prislusné susedné body

rfij. Normdlu N7 vypocitame ako kolmicu na dve tangenty ku krivkdm, ktoré

prechadzaju bodom rj}, t.j. N;; = TZ-Fj1 X Tirf. Tangencidlnu rychlost Ozirjm pocitame zo

vztahu (2.16) pricom v nasledujicom odvodeni vynechdme index m. Nech bod r;; je

p-tym bodom krivky I'. Potom z (2.16) dostaneme

O‘g — O‘F r r U r;r L
(2.29) A (U I/lep 1/2 +V 1/2k2p 1/2) Uk +V k2>F+W(g_p -1),
P
kde ozg a a£—1 st hodnoty tangencidlnych rychlosti dvoch po sebe nasledujicich bodov

krivky T, h, je vzdialenost medzi nimi, U 12 VF 12 k’lp 129 kgpq /o St aproximacie
prislusnych veli¢in na segmente medzi p-tym a predchéadzajicim bodom krivky a

nl

(2:30) (UTky + VI ) Lth Ul 1jekti-ao + Vi jekaiyo);

nl"
(2.31) L"=> M.
=1
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Zo vzfahov (2.29), (2.30) a (2.31) dostaneme pre vypocet oy vztah

(2.32) af =a)_, + h,(UL 1/2k1p e VKD )
——th—— r r r T Zilhl
oy Z MUy jokii—1 o + Visijokior1/2) + w(n—r — hy),
=17 =

Po dosadeni vsetkych tangencidlnych rychlosti do (2.28) vysledny linedrny systém

rieSime algoritmom SOR.

2.4 Numerické experimenty

V prvom experimente overime rad konvergencie metédy a v d'alsich experimentoch
ukdzeme vyvoj elipsoidu a perturbovanej gule ku expandujicej gulovej ploche. V pr-
vom experimente sa bude stahovat jednotkovd gula len podla krivosti. V druhom sa
bude roztahovat elipsoid a v trefom sa bude roztahovat perturbovand gula aj vplyvom
konstantnej externej sily.

Jednotkova gula je dand predpisom

xy; = sin((¢ — )w/(ny — 1)) cos(j2m/n2)
yi; = sin((i — 1)m/(ng — 1)) sin(j2m/n2)

(2.33) zij = cos((it —1)m/(ng — 1))

pre i = 1,...,m1, 7 = 1,...,mny. Presnd hodnota polomeru gule stahujicej sa podla

strednej krivosti sa vypocita ako
(2.34) r(t) = /r(0)? — 4t

Pre vypocet chyby pouzijeme numerickta L2 chybu

0L (] — r(mAn)?
(2.35) lent nall = Z ay 3 .
i=1 j=1 M
R4d konvergencie ur¢ime ako

H 2n12n2”
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V tabulke 2.1 st uvedené hodnoty chyb a rad konvergencie EOC pre zjemiiujiicu sa
sief a zmensujuci sa ¢asovy krok. Z tabulky vyplyva, Zze metéda je 2. rddu pri vizbe

At ~ h?.

ny | ng | At ey || EOC
10 120 | 0.1 0.0842326
20 | 40 | 0.025 0.0160878 2.38841

40 | 80 | 0.00625 0.00382243 | 2.07341

80 | 160 | 0.0015625 | 0.000945399 | 2.01549
Tabulka 2.1

V druhom numerickom experimente budeme pozorovat meniace sa pomery hlavnych
osi elipsoidu. DIZky hlavnych osi v ¢ase 0 budu 1.2 v z-ovom smere a 1 v z-ovom a
y-ovom smere. Pocet deliacich bodov bude 42 na rovnobezkéach a 40 na poludnikoch.
Na obrazku 2.3 sledujeme meniaci pomer osi v z-ovom smere a x-ovom smere, pricom
uvazujeme vyvoj plochy podla strednej krivosti s parametrom € = 1 a v smere vonkajsej
normély silou f = 4. Parameter w nastavime na 1, At = 0.002 a pocitame 100 ¢asovych
krokov. Z grafu vidno, ze so zvacSujucim sa casom ide pomer hlavnych osi k jednotke.

V trefom experimente uvazujeme perturbovani gulu dantd predpisom

x;; = (cos(12(i —1)m/(nqy —1))/20 + 1)sin((i — 1)7/(ny — 1))

cos(12jm/ny) /20 4 1) cos(j2m/ns)

(cos( )
(cos( )
yij = (cos((12i — 1)m/(ny —1))/20 + 1)sin((i — 1)7/(n; — 1))
(cos(12jm/n2) /20 + 1) sin(j2m /ny)

(cos( )

(2.37) zij = (cos(12(i —1)m/(n1 —1))/20 + 1) cos((s — 1)7/(ny — 1))

pre i = 1,...,n1, j = 1,...,ny, pricom budeme najskor sledovat vyvoj ku gulovej
ploche a potom redistribiciu bodov v tangencialnom smere. Na perturbovanej guli
sa nachddzaji miesta s rozne dlhymi vzdialenostami od pociatku. Najskor budeme

sledovat pomer najdlhsej vzdialenosti k najkratsej vzdialenoti od pociatku. Hodnoty
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obr 2.3: Priebeh pomeru hlavnych osi v ¢ase pre vyvijajuici sa elipsoid
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obr. 2.4: Elipsoid vyvijajici sa podla krivosti a sily f v ¢asovom kroku 0, 10, 20, 30

parametrov nastavime na ¢ = 0.02, f = 3, w = 100, At = 0.02 a pocet ¢asovych krokov

je 100. Na obrazku 2.5 je vidno, ze aj tento pomer ide k jednotke aj v tomto pripade.
Dolezitost pouzitia tangencidlnej redistribiicie budeme prezentovat na vyvoji per-

turbovanej gule, pricom zvolime parametre € = 0.001 a f = 1. Na obrazku 2.8 je vidno,

ako sa bez pouzitia redistribiicie body v niektorych oblastiach zhlukuji. Na obrazku

15
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Obr 2.5: Priebeh pomeru najdlhsej a najkratsej vzdialenosti bodu od pociatku v case
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KAPITOLA 2. VYVOJ PLOCHY V 3D

2.9 je naopak vidno, ze pouzitie redistribiicie sposobuje rovnomerné vzdialenosti na

jednotlivych krivkach. Na obrézku 2.10 je zobrazeny c¢asovy vyvoj pomeru najdlhsej a

najkratsej vzdialenosti na jednej z kriviek s pouzitim redistribticie a bez jej pouzitia.

Obr. 2.8: Perturbovand gula bez pouzitia redistribicie v 20. éasovom kroku
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Obr. 2.9: Perturbované gula s pouzitim redistribticie v 20. ¢asovom kroku

2.5 Tvorba siete

Samotn4 siet sa bude skladat z vrstiev vytvorenych pomocou evolicii plochy. Dolnou
hranicou siete bude poéiatoéna diskretizdcia plochy, ktord sa bude vyvijat modelom
(2.18). Dalsie vrstvy 3D siete budd diskretizdcie plochy v réznych éasovych interva-
loch. Kedze sme pri vyvoji plochy pouzili externu silu f, kazda dalsia vrstva bude
nad tou predchddzajicou. Vyvoj plochy zastavime, ked bude plocha tak vzdialen4
od pociatocnej plochy ako od nej pozadujeme. Tak ako sme pouzili redistribticiu bo-
dov, aby sme ziskali rovnomernt siet v jednotlivych vrstvéach, tak v radidlnom smere
pouzijeme vhodni volbu ¢asového kroku zavisli od priemernej vzdialenosti bodov na
ploche v predchadzajicej vrstve.

Na obrazkoch 2.10 a 2.11 st prezentované dve, resp. tri vrstvy takto vytvorenej

siete, kde pociatocnd plocha bola zadané ako perturbovand gula.
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Obr. 2.10: Casovy vyvoj pomeru najdlhsej a najkratsej vzdialenosti na 6. rovnobezke.
Modra krivka reprezentuje vyvoj s pouzitim redistribicie a fialova krivka bez pouzitia

redistribucie.
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Obr. 2.10: Dve vrstvy siete vytorenej perturbovanej gule
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Obr. 2.11: Tri vrstvy siete vytorenej perturbovanej gule
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Zaver

V praci sme vytvorili novit metodu na tvorbu 3D logicky Stvoruholnikovych sieti nad
uzavretou plochou. Na tvorbu siete sme vyuzili rovnicu pre pohyb plochy v norméalovom
smere rychlostou danou externou silou f a strednou krivostou plochy. V prici sme vy-
tvorili novy sposob tangencialnej redistribiicie bodov plochy. Body siete sme redistri-
buovali tak aby sme zrovnomernili body len vzhladom na krivky, ktoré plochu tvoria.
Experimenty ukazali, Ze nova metdda na redistribiiciu bodov vytvara rovnomernejsiu
siet ako keby sme tito metédu nepouzili. Tato metdda bola tiez vyuzita v elanku [8]
pre navrh konstrukcie v tvare minimalnej plochy s rovnomernou redistribticiou dizok

hran elementov.
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