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Súhrn

V práci je prezentovaná nová numerická metóda pre pohyb plôch, ktorá je použitá

na konštrukciu rovnomernej 3D logicky štvoruholńıkových siete pre metódu konečných

objemov. Siet’ sa vytvára pohybom uzavretej plochy (napŕıklad topografie Zeme) v

normálovom smere rýchlost’ou dostatočne vel’kou na to, aby sa plocha zväčšovala a tiež

závislou od jej strednej krivosti, aby sa plocha zhladzovala a približovala sa sférickému

tvaru. Je navrhnuté originálne riešenie pohybu v tangenciálnom smere jednotlivých

bodov na diskretizovanej ploche, ktoré zabezpečuje rovnomernú redistribúciu d́lžok

hrán konečných objemov.



Abstract

We present new numerical method for surface evolution, which is used for construction

of uniform 3D logically rectangular grids for finite volume method. The grid is construc-

ted by evolution of a closed surface (e.g. the Earth topography) in the normal direction

by a constant speed large enough to allow the surface growth and by mean curvature

to allow a smoothing of the evolving surface and its convergence to a spherical shape.

New method for tangential redistribution of points on the moving surface is suggested

which guarantee a uniform redistribution of the sizes of edges of finite volumes.
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Kapitola 1

Úvod

Dôležitou súčast’ou riešenia parciálnych diferenciálnych rovńıc numerickými metódami

je správna diskretizácia výpočtovej oblasti. Nesprávnou vol’bou diskretizácie oblasti

môžeme zhoršit’ presnost’ metódy. Často sa výpočty robia aj nad topografiou Zeme.

Spodnou hranicou tejto oblasti je topografia Zeme a hornou hranicou je plocha málo

sa ĺı̌siaca od sféry. Táto práca je zameraná na tvorbu podobných siet́ı. Vstupnými

údajmi metódy prezentovanej v tejto práci bude uzavretá plocha (spodná hranica

výpočtovej oblasti), ktorú budeme vyv́ıjat’ podl’a krivosti a sily f aby sme dosiahli

plochu podobnú sfére (horná hranica). Vhodnou vol’bou redistribúcie a časového kroku

docielime rovnomernú redistribúciu bodov siete na jednotlivých krivkách, ktoré lo-

gicky štvoruholńıkovú siet’ vytvárajú. S týmto ciel’om je v práci vytvorená nová nu-

merická metóda na báze metódy plávajúcich konečných objemov pre pohyb plochy

v normálovom smere rýchlost’ou danou externou silou f a strednou krivost’ou plo-

chy. Táto metóda obsahuje novým spôsobom riešenú tangenciálnu redistribúciu bo-

dov plochy, ktoré sú priesečńıkmi kriviek vytvárajúcich logicky štvoruholńıkovú siet’.

Navrhnutý numerický algoritmus bol implementovaný v jazyku C a sú prezentované

výsledky výpočtov ukazujúce vlastnosti navrhovanej metódy.
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Kapitola 2

Vývoj plochy v 3D

V tejto časti odvod́ıme rovnicu pre vývoj krivky v závislosti od strednej krivosti

a externej sily a odvod́ıme pohyb v tangenciálnom smere, ktorý bude riadit’ redis-

tribúciu bodov, aby sme źıskali rovnomerne rozdelenú siet’. Na źıskanie približného

riešenia použijeme metódou plávajúcich konečných objemov. Numerickými experimen-

tami oveŕıme presnost’ metódy.

2.1 Vývoj plochy závislý od krivosti a externej sily

V našej práci budeme uvažovat’ diskretizáciu ako na obrázku 2.1. Na siet’ sa budeme

pozerat’, ako na uzavretú plochu a tú budeme aproximovat’ metódou konečných objemov

[3-7].

Všeobecná rovnica pre vývoj plochy Ω, ktorú budeme uvažovat’, má tvar

(2.1) ∂tr = εkN + fN,

kde neznáma r je pozičný vektor vyv́ıjajúcej sa plochy Ω a N je normála na ňu v

bode r, f je externá sila pôsobiaca v smere normály, kN je vektor strednej krivosti

(súčet hlavných krivost́ı) a ε je parameter určujúci, ako rýchlo plocha źıska sférický

tvar. V našom pŕıstupe využijeme vzt’ah kN = ∆sr, kde ∆s je tzv. Laplace-Beltramiho

operátor.
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KAPITOLA 2. VÝVOJ PLOCHY V 3D 6

Obr. 2.1: Diskretizácia gule

2.2 Vol’ba vhodnej tangenciálnej rýchlosti

Od siete, ktorú chceme vytvorit’, požadujeme aby mala rovnomerne rozdelené body, na

jednotlivých krivkách, ktoré ju vytvárajú. Bez rovnomerného rozdelenia sa môže stat’,

že sa plocha zauzĺı, alebo na nej budú vznikat’ singularity [1-5]. V našom pŕıpade sa

zameriavame na rovnomerné rozdelenie bodov na jednotlivých krivkách (rovnobežkách

a poludńıkoch). To docielime pridańım pohybu bodov plochy v smere αiT i a αjT j,

kde T i je tangenta k i-tej rovnobežke, prechádzajúcej bodom rij a T j je tangenta k

j-temu poludńıku prechádzajúcemu bodom rij, α
i resp. αj sú tangenciálne rýchlosti v

pŕıslušných smeroch. V pŕıpade pólov pridáme n2/2 pohybov αjT j, pričom n2 je počet

poludńıkov.

Pre pŕıpad uzavretej krivky Γ v 3D, ktorej tangenciálnu rýchlost’ αΓ chceme určit’,

si pohyb jej bodov rozlož́ıme do troch smerov. Do smeru NΓ
1 , čo je smer normály k

ploche ležiaci v normálovej rovine krivky Γ . Do smeru NΓ
2 , ktorý je kolmý na NΓ

1 a lež́ı

v normálovej rovine krivky Γ. A do smeru TΓ, čo je tangenta ku krivke. Takže krivka

sa bude pohybovat’ podl’a rovnice

(2.2) ∂tr = UΓNΓ
1 + V ΓNΓ

2 + αΓTΓ,
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kde r je v tomto pŕıpade pozičný vektor krivky Γ a nie plochy Ω ako v predchádzajúcej

časti. Prvé dva členy na pravej strane (2.2) vyjadrujú normálové zložky pohybu bodu

na krivke Γ a sú zviazané s normálovým pohybom plochy Ω, tret́ı člen αΓTΓ bude

reprezentovat’ pohyb v smere tangenty, ktorý nám bude zabezpečovat’ rovnomernú re-

distribúciu bodov na krivke. Normálové rýchlosti UΓ a V Γ sa vypoč́ıtajú vzt’ahmi

UΓ = (εkN + fN) ·NΓ
1 ,

V Γ = (εkN + fN) ·NΓ
2 .(2.3)

V pŕıpade špeciálneho rýchlostného pola, ktoré uvažujeme v tejto práci len v normálovom

smere, je V Γ = 0. Pre všeobecné rýchlostné pole môže byt’ V Γ nenulové, preto ho

uvádzame v odvodeniach, ktoré nasledujú.

Tangenciálnu rýchlost’, zabezpečujúcu rovnomernú redistribúciu bodov na krivke

źıskame nasledujúcim postupom, pozri tiež [6]. Pre časový vývoj lokálneho d́lžkového

elementu gΓ, ktorý je určený vzt’ahom gΓ = |ru| =
√

(dr1
du

)2 + (dr2
du

)2 + (dr3
du

)2, plat́ı

(2.4) gΓ
t = |ru|t =

ru
|ru|
· (ru)t,

kde u ∈ S1 reprezentuje fixnú parametrizáciu krivky Γ nezávislú na čase, S1 je kružnica

s jednotkovou d́lžkou. Medzi fixnou parametrizáciou a jednotkovou d́lžkovou paramet-

rizáciou s je vzt’ah ds = gΓdu. Potom môžme naṕısat’

(2.5) (ru)t = (rt)u = (UΓNΓ
1 + V ΓNΓ

2 + αΓTΓ)u = gΓ(UΓNΓ
1 + V ΓNΓ

2 + αΓTΓ)s

Ďalej plat́ı

(2.6) ru =
dr

du
= gΓdr

ds
= gΓrs = gΓTΓ.

Z rovnice (2.6) a z rovnice (2.5) si môžme rovnicu (2.4) naṕısat’ ako

(2.7) gΓ
t = gΓTΓ · (UΓNΓ

1 + V ΓNΓ
2 + αΓTΓ)s.

Kedže NΓ
1 a TΓ sú navzájom kolmé vektory, plat́ı

(2.8) 0 = (TΓ ·NΓ
1 )s = TΓ

s ·NΓ
1 + TΓ · (NΓ

1 )s.
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Z toho vyplýva

(2.9) TΓ · (NΓ
1 )s = −TΓ

s ·NΓ
1 .

Podl’a Frenetovho vzorca plat́ı

(2.10) TΓ · (NΓ
1 )s = −TΓ

s ·NΓ
1 = −NΓ

1 · (kΓNΓ) = −NΓ
1 · (kΓ

1 NΓ
1 + kΓ

2 NΓ
2 ) = −kΓ

1 ,

kde kΓ
1 je projekcia kΓNΓ do NΓ

1 . Analogicky plat́ı

(2.11) TΓ · (NΓ
2 )s = −TΓ

s ·NΓ
2 = −kΓ

2 ,

kde kΓ
2 je projekcia kΓNΓ do NΓ

2 . Vd’aka (2.10), (2.11) a tomu, že TΓ ·TΓ
s = 0, môžme

rovnicu (2.7) preṕısat’ na tvar

gΓ
t = gΓTΓ · (UΓ

s NΓ
1 + UΓ(NΓ

1 )s + V Γ
s NΓ

2 + V Γ(NΓ
2 )s + αΓ

sT
Γ + αΓ(TΓ)s)

= gΓTΓ · UΓ(NΓ
1 )s + gΓTΓ · V Γ(NΓ

2 )s + gΓαΓ
s

= −gΓUΓkΓ
1 − gΓV ΓkΓ

2 + gΓαΓ
s = −gΓUΓkΓ

1 − gΓV ΓkΓ
2 + αΓ

u.(2.12)

Zintegrovańım rovnice (2.12) dostaneme∫
S1

gΓ
t du =

∫
S1

−gΓ(UΓkΓ
1 + V ΓkΓ

2 )du+

∫
S1

αΓ
udu

d

dt

∫
Γ

ds =

∫
Γ

−(UΓkΓ
1 + V ΓkΓ

2 )ds+ αΓ(1)− αΓ(0).(2.13)

Ked’že člen na l’avej strane predstavuje zmenu d́lžky krivky L v čase a αΓ je cyklické,

t.j. αΓ(0) = αΓ(1), dostaneme

(2.14) LΓ
t =

∫
Γ

−(UΓkΓ
1 + V ΓkΓ

2 )ds = −〈UΓkΓ
1 + V ΓkΓ

2 〉ΓLΓ,

kde 〈UΓkΓ
1 +V ΓkΓ

2 〉Γ = 1
LΓ

∫
Γ
UΓkΓ

1 +V ΓkΓ
2 ds. Ked’že našim ciel’om je źıskat’ rovnomernú

redistribúciu bodov na krivke, podobne ako v 2D pŕıpade [4], aj tu požadujeme, aby

pomer gΓ

LΓ → 1 pre t → ∞ a teda aby θΓ = ln
(
gΓ

LΓ

)
→ 0 pre t → ∞. Pre zmenu θΓ v

čase plat́ı

θΓ
t =

(
ln

(
gΓ

LΓ

))
t

=
LΓ

gΓ

gΓ
t L

Γ − gΓLΓ
t

(LΓ)2

=
(−gΓUΓkΓ

1 − gΓV ΓkΓ
2 + gΓαΓ

s )LΓ + gΓLΓ〈UΓkΓ
1 + V ΓkΓ

2 〉Γ
gΓLΓ

= αΓ
s − (UΓkΓ

1 + V ΓkΓ
2 ) + 〈UΓkΓ

1 + V ΓkΓ
2 〉Γ.(2.15)
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Ak αΓ
s = (UΓkΓ

1 + V ΓkΓ
2 ) − 〈UΓkΓ

1 + V ΓkΓ
2 〉Γ bude θΓ

t = 0. Z toho vyplýva, že sa s

meniacim časom nebude menit’ rozloženie bodov na krivke. Ak zvoĺıme

(2.16) αΓ
s = (UΓkΓ

1 + V ΓkΓ
2 )− 〈UΓkΓ

1 + V ΓkΓ
2 〉Γ + ω(e−θ

Γ − 1),

tak plat́ı

(2.17) θΓ
t = ω(e−θ

Γ − 1),

kde parameter ω určuje ako rýchlo pojde redistribúcia krivky k jednotkovej d́lžkovej

redistribúcii. Takáto rovnica sṕlňa našu požiadavku, aby θΓ ǐsla k nule pre zväčšujúci

sa čas, čo spôsob́ı rovnomernú redistribúciu bodov na Γ a bude našim východiskom pre

tvorbu algoritmu na zrovnomerňovanie siete.

Pridańım pohybu bodov plochy v smere dotyčńıc jednotlivých kriviek má naša

výsledná rovnica pre pohyb plochy Ω tvar

(2.18) ∂tr = εkN + fN + 〈αΓTΓ〉,

kde 〈αΓTΓ〉 je priemer tangenciálnych rýchlost́ı všetkých kriviek prechádzajúcich daným

bodom. V spojitom modeli dávajú rovnice (2.18) a (2.1) rovnaký obraz vyv́ıjajúcej sa

plochy.

2.3 Numerická aproximácia vývoja plochy s tan-

genciálnou redistribúciou

V našom pŕıstupe uvažujeme diskretizáciu plochy ako na obrázku 2.1. Plocha sa bude

skladat’ z n1 rovnobežiek a n2 poludńıkov. Bod, v ktorom sa pret́ına i-ta rovnobežka

a j-ty poludńık, označ́ıme rij. Plochu rozdeĺıme na konečný počet konečných obje-

mov. Objem Vij prislúcha bodu rij. Označme pomocou rqij body spojené s rij hranou

siete, budeme ich volat’ susedné. Konečný objem Vij je priestorový plošný útvar s vr-

cholmi v t’ažiskách úsečiek rijr
q
ij a v t’ažiskách štvoruholńıkov (v pŕıpade pólov ide o

trojuholńıky) prislúchajúci k bodu rij. Pomocou eqij označ́ıme čast’ hranice konečného
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objemu Vij medzi bodom rij a bodom rqij a pomocou ~ηqij označ́ıme vonkaǰsiu normálu

k časti hranice eqij. Pre lepšie pochopenie vid’ obr. 2.2.

r

r

r r

r

r

r

r

r
ri−1,j−1

ri−1,j
ri−1,j+1

ri,j−1

ri,j

ri,j+1

ri+1,j−1
ri+1,j

ri+1,j+1

Vi,j

~η 1
i,j

~η 2
i,j

~η 3
i,j

~η 4
i,j

e3
i,j

e2
i,j

e1
i,j

e4
i,j

r r

r r

r
r

r
r

Obr. 2.2: Konečný objem

Zintegrovańım rovnice (2.18), v ktorej nahrad́ıme vektor krivosti Laplace-Beltramiho

operátorom, na konečnom objeme Vij dostaneme

(2.19)

∫
Vij

∂trdx = ε

∫
Vij

∆srdx+

∫
Vij

fNdx+

∫
Vij

〈αΓTΓ〉dx.

Vd’aka Greenovej vete môžme rovnicu preṕısat’ na tvar

(2.20)

∫
Vij

∂trdx = ε

∫
∂Vij

∇sr · ~ηijds+

∫
Vij

fNdx+

∫
Vij

〈αΓTΓ〉dx,

kde ~ηij je vonkaǰsia normála k hranici konečného objemu Vij. Z tvaru konečného objemu

Vij vyplýva, že prvý člen pravej strany rovnice (2.20) môžme preṕısat’ na

(2.21)

∫
∂Vi

∇sr · ~ηijds =

∫
∂Vij

Qij∑
q=1

∇sr · ~ηqijds =

Qij∑
q=1

∫
∂Vij

∇sr · ~ηqijds =

Qij∑
q=1

∫
∂Vij

∂r

∂~ηqij
ds,

kde Qij je počet susedných bodov k rij.
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Na časti hranici eqij budeme predpokladat’ konštantnú parciálnu deriváciu rij podl’a

normály ηqij a jej hodnotu aproximujeme vzt’ahom

(2.22)
∂r

∂~ηqij
=

rqij − rij

hqij
,

kde hqij je vzdialenost’ medzi bodom rij a jeho q-tym susedom. To nám dovoĺı preṕısat’

rovnicu (2.21) na tvar

(2.23)

Qij∑
q=1

∫
∂Vij

∂r

∂~ηqij
ds =

Qij∑
q=1

rqij − rij

hqij
m(eqij),

kde m(eqij) je d́lžka hrany eqij.

Na celom objeme Vij budeme predpokladat’ konštantnú hodnotu fNij. Vd’aka tomu

môžme preṕısat’ druhý člen pravej strany na tvar

(2.24)

∫
Vij

fNdx = m(Vij)fNij,

kde m(Vij) je plocha objemu Vij. Podobne predpokladáme, že αΓ a TΓ sú na celom

objeme Vij konštantné, čo nám dovol’uje preṕısat’ posledný člen (2.20)

(2.25)

∫
Vij

〈αΓTΓ〉dx = m(Vij)〈αΓTΓ〉 =
m(Vij)

|M |
∑
Γ∈M

αΓ
ij

rΓE
ij − rΓW

ij

hΓE
ij + hΓW

ij

,

kde rΓW
ij je predchádzajúci bod na krivke Γ a rΓE

ij je nasledujúci bod, hΓW
ij a hΓE

ij

sú vzdialenosti bodov rΓ
ij a rΓW

ij , resp. rΓ
ij a rΓE

ij , M je množina všetkých kriviek

prechádzajúcich bodom rij a |M | je počet kriviek prechádzajúcich týmto bodom. Ďalej,

∂tr aproximujeme v bode rij spätnou diferenciou, pričom predpokladáme konštantnú

hodnotu rij na konečnom objeme Vij, vd’aka čomu môžme l’avú stranu rovnice (2.20)

preṕısat’ na tvar

(2.26)

∫
Vij

∂trdx = m(Vij)

(
rm+1
ij − rmij

∆t

)
,

kde m predstavuje index časového kroku a ∆t vel’kost’ časového kroku.
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Využit́ım rovńıc (2.23), (2.24), (2.25) a (2.26), pričom členy (2.23) a (2.25) budú

uvažované v čase m+ 1 semi-implicitne, dostaneme

m(Vij)(
rm+1
ij − rmij

∆t
) = ε

Qij∑
q=1

rq m+1
ij − rm+1

ij

hqij
m m(eqij) +m(Vij)fNm

ij

+
m(Vij)

|M |
∑
Γ∈M

αΓ
ij

m rΓE m+1
ij − rΓW m+1

ij

hΓW
ij

m
+ hΓE

ij
m .(2.27)

Preṕısańım rovnice dostaneme systém n1 × n2 rovńıc s n1 × n2 neznámymi rij, i =

1, . . . , n1, j = 1, . . . , n2m(Vij)

∆t
+ ε

Qij∑
q=1

m(eqij)

hqij

 rm+1
ij − ε

Qij∑
q=1

m(eqij)

hqij
m rq m+1

ij − m(Vij)

|M |
∑
Γ∈M

αΓ
ij
m

hΓW
ij

m
+ hΓE

ij
m rΓE m+1

ij

+
m(Vij)

|M |
∑
Γ∈M

αΓ
ij
m

hΓW
ij

m
+ hΓE

ij
m rΓW m+1

ij =
m(Vij)

∆t
rmij +m(Vij)fNm

ij ,(2.28)

kde rm+1
ij a rq m+1

ij sú neznáme a rΓW m+1
ij a rΓE m+1

ij sú tiež pŕıslušné susedné body

rq m+1
ij . Normálu Nm

ij vypoč́ıtame ako kolmicu na dve tangenty ku krivkám, ktoré

prechádzajú bodom rmij , t.j. Nij = TΓ1
ij ×TΓ2

ij . Tangenciálnu rýchlost’ αΓ
ij
m

poč́ıtame zo

vzt’ahu (2.16) pričom v nasledujúcom odvodeńı vynecháme index m. Nech bod rij je

p-tym bodom krivky Γ. Potom z (2.16) dostaneme

(2.29)
αΓ
p − αΓ

p−1

hp
= (UΓ

p−1/2k
Γ
1p−1/2 + V Γ

p−1/2k
Γ
2p−1/2)− 〈UΓkΓ

1 + V ΓkΓ
2 〉Γ + ω(

LΓ

gΓ
− 1),

kde αΓ
p a αΓ

p−1 sú hodnoty tangenciálnych rýchlost́ı dvoch po sebe nasledujúcich bodov

krivky Γ, hp je vzdialenost’ medzi nimi, UΓ
p−1/2, V Γ

p−1/2, kΓ
1p−1/2, kΓ

2p−1/2 sú aproximácie

pŕıslušných velič́ın na segmente medzi p-tym a predchádzajúcim bodom krivky a

(2.30) 〈UΓkΓ
1 + V ΓkΓ

2 〉Γ =
1

L

nΓ∑
l=1

hl(U
Γ
l−1/2k

Γ
1l−1/2 + V Γ

l−1/2k
Γ
2l−1/2),

(2.31) LΓ =
nΓ∑
l=1

hl.
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Zo vzt’ahov (2.29), (2.30) a (2.31) dostaneme pre výpočet αΓ
p vzt’ah

(2.32) αΓ
p = αΓ

p−1 + hp(U
Γ
p−1/2k

Γ
1p−1/2 + V Γ

p−1/2k
Γ
2p−1/2)

− hp∑nΓ

l=1 hl

nΓ∑
l=1

hl(U
Γ
l−1/2k

Γ
1l−1/2 + V Γ

l−1/2k
Γ
2l−1/2) + ω(

∑nΓ

l=1 hl
nΓ

− hp),

Po dosadeńı všetkých tangenciálnych rýchlost́ı do (2.28) výsledný lineárny systém

riešime algoritmom SOR.

2.4 Numerické experimenty

V prvom experimente oveŕıme rád konvergencie metódy a v d’aľśıch experimentoch

ukážeme vývoj elipsoidu a perturbovanej gule ku expandujúcej gul’ovej ploche. V pr-

vom experimente sa bude st’ahovat’ jednotková gul’a len podl’a krivosti. V druhom sa

bude rozt’ahovat’ elipsoid a v tret’om sa bude rozt’ahovat’ perturbovaná gul’a aj vplyvom

konštantnej externej sily.

Jednotková gul’a je daná predpisom

xij = sin((i− 1)π/(n1 − 1)) cos(j2π/n2)

yij = sin((i− 1)π/(n1 − 1)) sin(j2π/n2)

zij = cos((i− 1)π/(n1 − 1))(2.33)

pre i = 1, . . . , n1, j = 1, . . . , n2. Presná hodnota polomeru gule st’ahujúcej sa podl’a

strednej krivosti sa vypoč́ıta ako

(2.34) r(t) =
√
r(0)2 − 4t

Pre výpočet chyby použijeme numerickú L2 chybu

(2.35) ‖eMn1,n2‖ =

√√√√ M∑
m=1

∆t

n1∑
i=1

n2∑
j=1

(|rmij | − r(m∆t)|)2

n1n2

.

Rád konvergencie urč́ıme ako

(2.36) EOC = log2

‖eMn1,n2‖
‖e2M

2n1,2n2‖
.
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V tabul’ke 2.1 sú uvedené hodnoty chýb a rád konvergencie EOC pre zjemňujúcu sa

siet’ a zmenšujúci sa časový krok. Z tabul’ky vyplýva, že metóda je 2. rádu pri väzbe

∆t ∼ h2.

n1 n2 ∆t ‖en(r)M‖ EOC

10 20 0.1 0.0842326

20 40 0.025 0.0160878 2.38841

40 80 0.00625 0.00382243 2.07341

80 160 0.0015625 0.000945399 2.01549

Tabul’ka 2.1

V druhom numerickom experimente budeme pozorovat’ meniace sa pomery hlavných

ośı elipsoidu. Dĺžky hlavných ośı v čase 0 budú 1.2 v z-ovom smere a 1 v x-ovom a

y-ovom smere. Počet deliacich bodov bude 42 na rovnobežkách a 40 na poludńıkoch.

Na obrázku 2.3 sledujeme meniaci pomer osi v z-ovom smere a x-ovom smere, pričom

uvažujeme vývoj plochy podl’a strednej krivosti s parametrom ε = 1 a v smere vonkaǰsej

normály silou f = 4. Parameter ω nastav́ıme na 1, ∆t = 0.002 a poč́ıtame 100 časových

krokov. Z grafu vidno, že so zväčšujúcim sa časom ide pomer hlavných ośı k jednotke.

V tret’om experimente uvažujeme perturbovanú gul’u danú predpisom

xij = (cos(12(i− 1)π/(n1 − 1))/20 + 1) sin((i− 1)π/(n1 − 1))

(cos(12jπ/n2)/20 + 1) cos(j2π/n2)

yij = (cos((12i− 1)π/(n1 − 1))/20 + 1) sin((i− 1)π/(n1 − 1))

(cos(12jπ/n2)/20 + 1) sin(j2π/n2)

zij = (cos(12(i− 1)π/(n1 − 1))/20 + 1) cos((i− 1)π/(n1 − 1))(2.37)

pre i = 1, . . . , n1, j = 1, . . . , n2, pričom budeme najskôr sledovat’ vývoj ku gul’ovej

ploche a potom redistribúciu bodov v tangenciálnom smere. Na perturbovanej guli

sa nachádzajú miesta s rôzne dlhými vzdialenost’ami od počiatku. Najskôr budeme

sledovat’ pomer najdlhšej vzdialenosti k najkratšej vzdialenoti od počiatku. Hodnoty
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obr 2.3: Priebeh pomeru hlavných ośı v čase pre vyv́ıjajúci sa elipsoid

obr. 2.4: Elipsoid vyv́ıjajúci sa podl’a krivosti a sily f v časovom kroku 0, 10, 20, 30

parametrov nastav́ıme na ε = 0.02, f = 3, ω = 100, ∆t = 0.02 a počet časových krokov

je 100. Na obrázku 2.5 je vidno, že aj tento pomer ide k jednotke aj v tomto pŕıpade.

Dôležitost’ použitia tangenciálnej redistribúcie budeme prezentovat’ na vývoji per-

turbovanej gule, pričom zvoĺıme parametre ε = 0.001 a f = 1. Na obrázku 2.8 je vidno,

ako sa bez použitia redistribúcie body v niektorých oblastiach zhlukujú. Na obrázku
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Obr 2.5: Priebeh pomeru najdlhšej a najkratšej vzdialenosti bodu od počiatku v čase

pre perturbovanú gul’u

obr. 2.6: Pertrubovaná gul’a vyv́ıjajúca sa podl’a krivosti a sily f v časovom kroku 0,

10, 20, 30
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2.9 je naopak vidno, že použitie redistribúcie spôsobuje rovnomerné vzdialenosti na

jednotlivých krivkách. Na obrázku 2.10 je zobrazený časový vývoj pomeru najdlhšej a

najkratšej vzdialenosti na jednej z kriviek s použit́ım redistribúcie a bez jej použitia.

Obr. 2.7: Perturbovaná gul’a v čase 0

Obr. 2.8: Perturbovaná gul’a bez použitia redistribúcie v 20. časovom kroku



KAPITOLA 2. VÝVOJ PLOCHY V 3D 18

Obr. 2.9: Perturbovaná gul’a s použit́ım redistribúcie v 20. časovom kroku

2.5 Tvorba siete

Samotná siet’ sa bude skladat’ z vrstiev vytvorených pomocou evolúcii plochy. Dolnou

hranicou siete bude počiatočna diskretizácia plochy, ktorá sa bude vyv́ıjat’ modelom

(2.18). Ďaľsie vrstvy 3D siete budú diskretizácie plochy v rôznych časových interva-

loch. Kedže sme pri vývoji plochy použili externú silu f , každa daľsia vrstva bude

nad tou predchádzajúcou. Vývoj plochy zastav́ıme, ked’ bude plocha tak vzdialená

od počiatocnej plochy ako od nej požadujeme. Tak ako sme použili redistribúciu bo-

dov, aby sme źıskali rovnomernú siet’ v jednotlivých vrstvách, tak v radiálnom smere

použijeme vhodnú vol’bu časového kroku závislú od priemernej vzdialenosti bodov na

ploche v predchádzajúcej vrstve.

Na obrázkoch 2.10 a 2.11 sú prezentované dve, resp. tri vrstvy takto vytvorenej

siete, kde počiatočná plocha bola zadaná ako perturbovaná gul’a.



KAPITOLA 2. VÝVOJ PLOCHY V 3D 19

0.5 1.0 1.5 2.0
t

2

3

4

5
pomer

Obr. 2.10: Časový vývoj pomeru najdlhšej a najkratšej vzdialenosti na 6. rovnobežke.

Modrá krivka reprezentuje vývoj s použit́ım redistribúcie a fialová krivka bez použitia

redistribúcie.
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Obr. 2.10: Dve vrstvy siete vytorenej perturbovanej gule
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Obr. 2.11: Tri vrstvy siete vytorenej perturbovanej gule
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Záver

V práci sme vytvorili novú metódu na tvorbu 3D logicky štvoruholńıkových siet́ı nad

uzavretou plochou. Na tvorbu siete sme využili rovnicu pre pohyb plochy v normálovom

smere rýchlost’ou danou externou silou f a strednou krivost’ou plochy. V práci sme vy-

tvorili nový spôsob tangenciálnej redistribúcie bodov plochy. Body siete sme redistri-

buovali tak aby sme zrovnomernili body len vzhl’adom na krivky, ktoré plochu tvoria.

Experimenty ukázali, že nová metóda na redistribúciu bodov vytvára rovnomerneǰsiu

siet’ ako keby sme túto metódu nepoužili. Táto metóda bola tiež využitá v článku [8]

pre návrh konštrukcie v tvare minimálnej plochy s rovnomernou redistribúciou d́lžok

hrán elementov.
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