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Anotácia:

Práca sa venuje problematike pohybujúcich sa kriviek a ich aplikácii v spracovaní
obrazu. Je vypracovaná v spolupráci s �rmou TatraMed Bratislava, a jej výsledkom má
by´ vytvorenie vhodného matematického modelu a po£íta£ového programu na h©adanie
hraníc objektov v medicínskych dátach s automatickým vyuºívaním obrazovej informá-
cie. Hlavnou my²lienkou je návrh vhodného rýchlostného po©a, zoh©ad¬ujúceho zhladené
vstupné dáta, ktoré pri´ahuje pohybujúcu sa krivku ku hranám segmentovaných objektov.
Takéto rýchlostné pole je získané pomocou gradientu intenzity obrazu a zoh©ad¬uje tieº
lokálnu krivos´ pohybujúcej sa krivky. Zapracovaním vhodnej tangenciálnej rýchlosti do
evolúcie je zvý²ená stabilita numerického rie²enia a zabezpe£ené rovnomerné rozdelenie
výslednej segmenta£nej krivky diskrétnymi bodmi.

Annotation:

This student work deals with evolution of curves and its application in image pro-
cessing. It is performed in cooperation with TatraMed company and its goal is a design
of suitable mathematical model and building of a computer program for �nding bound-
aries of objects in medical data sets using image information in an automatic way. The
main idea is in usage of a suitable vector �eld, utilizing smoothed image information,
which drives an evolving curve to the boundaries of segmented objects. Such vector �eld
can be given using image intensity gradient and considering the local curvature of the
evolving curve. Incorporating a proper tangential velocity into the curve evolution we im-
prove numerical stability of algorithm and we obtain uniform distribution of grid points
representing the �nal segmentation curve.



Úvod

Zdravotná starostlivos´ predstavuje dôleºitú sú£as´ kvality ºivota ©udskej spolo£nosti.
Je s ¬ou konfrontovaný kaºdý £lovek, preferujúci kvalitnú lie£bu. Tá je spojená s diagnó-
zou, ktorá £asto závisí od skúseností lekára a intenzity symptómov konkrétnej choroby.
Dnes v²ak pri lie£be a diagnostike uº zohráva ve©kú úlohu technika. Rozvoj priemyslu
a po£íta£ovej techniky dnes ponúka lekárom mnohé moºnosti, ako zdokonali´ diagnózu i
lie£bu pacientov.

Spolo£nos´ Tatramed spol. s r.o. so sídlom v Bratislave vyvíja od roku 1992 softvérové
diagnostické a terapeutické systémy zaloºené na trojrozmernej vizualizácii obrazových dát
pacientov. Pod obrazovými dátami rozumejme snímky z po£íta£ovej tomogra�e (computer
tomography - CT), magnetickej rezonancie (MR - magnetic resonance), pozitrónovej emis-
nej tomogra�e (PET - positron emission tomography), angiogra�e a skiagra�e.

Po vy²etrení pacienta niektorou z daných metód si lekár môºe pomocou spomínaného
softvéru prezrie´ série jeho snímok. Takto jednoduchým spôsobom môºe robi´ diagnózu
pacienta vy²etreného v jednej nemocnici odborník, ktorý si jeho snímky prezrie vo svo-
jej ambulancii na po£íta£i. Pomocou jednotlivých softvérových nástrojov môºe snímky
takmer dokonale diagnostikova´ a ozna£i´ v nich dôleºité miesta, napísa´ k nim správu a
pripravi´ tak materiál pre úspe²nú ¤al²iu lie£bu. Softvér tieº ponúka moºnos´ segmentá-
cie objektov v jednotlivých snímkach. Po detekcii hrán toho istého objektu vo viacerých
snímkach nasledujúcich za sebou je moºné z nich vytvori´ pribliºný trojrozmerný model
daného objektu.

Takto lekárom vytvorený model má viacero vyuºití. Môºe sa pouºi´ pri plánovaní
oºarovania pacientov pri rádioterapii, kde je potrebné ma´ okontúrované (vysegmento-
vané) orgány, ktoré sú rizikové z h©adiska oºiarenia a taktieº nádor, na ktorý má by´
celkové oºarovanie zamerané. Na základe týchto modelov fyzici navrhnú vhodné dávky a
smery oºiarenia. Trojrozmerný model je tieº výbornou pomôckou z h©adiska vizualizácie.
Lekár v¤aka nemu môºe napríklad pri operácii nádoru mozgu plánova´ spôsob a smer
najlep²ieho prístupu k danému nádoru. V neposlednom rade sa tieto modely vyuºívajú
pri porovnávaní ²túdií pacientov pred a po zákroku, alebo oºarovaní. Aplikácia, ktorú
�rma vyvinula dokáºe totiº po£íta´ objemy týchto modelov a teda sa dá s jej pomocou
napríklad zis´ova´, £i sa vnútorné krvácanie zastavilo, £i sa krv správne vstrebáva, alebo
£i nádor e²te rastie a pod.

V tejto oblasti potrebuje �rma Tatramed spol. s r.o. pre svoj produkt TomoCon
vyvinú´ nový segmenta£ný nástroj. Pomocou neho by si lekár mohol jednoducho, semi-
automaticky, detekova´ hranice dôleºitých objektov v medicínskych dátach.
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Sú£asné rie²enia vo �rme Úvod

Sú£asné rie²enia vo �rme

Momentálne produkt �rmy poskytuje lekárovi pre segmentáciu hrán objektov tieto
tri jednoduché nástroje:

• Freehand(vo©ná ruka)

V tomto prípade ide o najjednoduch²í prístup z poh©adu vývoja, ale zárove¬ asi
o najpracnej²í z poh©adu lekára. Pouºívate© v tomto prípade doslova vo©nou rukou
kreslí hranice zvoleného objektu. To je v²ak pre presné vystihnutie hrán i pri pouºití
tabletu £asovo náro£né a vyºaduje si to primeranú zru£nos´ pri segmentácii.

• Polygon (mnohouholník)

Ide o vyzna£enie okraja pomocou zadaných uzlových bodov, ktoré sú následne
spájané úse£kami. Tento prístup je pre pouºívate©a rýchlej²í ale zárove¬ je nepresný,
pretoºe segmentované hrany sú vä£²inou zakrivené a ich aproximácia pomocou úse£iek
priná²a pomerne ve©kú nepresnos´.

• Magic Wand (kúzelnícka pali£ka)

Posledný nástroj pracuje na báze zjednocovania susedných bodov snímky s
podobnou hodnotou úrovne ²edi. Vyuºíva sa pri ¬om zrejme istý druh region growing
algoritmu. �ahaním my²i uºívate© ur£uje pribliºné hranice vysegmentovaného ob-
jektu, pri£om zárove¬ zmen²uje, resp. zvä£²uje toleranciu intenzít ²edi v susedných
bodoch. Tento nástroj je rýchly a pohodlný, no je vhodný predov²etkým pre ve©ké
a pekne £lenené tvary. Vä£²inou je nutná e²te následná úprava objektu získaného
segmentáciou.

Pohybujúce sa krivky

Úlohy segmentácie objektov, prípadne automatickej detekcie hrán objektov v obraze,
moºno modelova´ pohybujúcimi sa krivkami. Takýto prístup nazývaný aj aktívne kon-
túrovanie, bol do spracovania obrazu zavedený v [6]. Pohyb krivky, ktorá má automaticky
nájs´ hranicu objektu, môºe by´ riadený vhodne zvoleným rýchlostným po©om [2, 7], re-
gularizovaný krivos´ou [4, 3, 1], elastickou energiou krivky [11] a stabilizovaný vhodnou
vo©bou tangenciálnych rýchlostí bodov krivky [5, 8, 9, 10, 11]. Vhodná numerická aprox-
imácia polohy krivky v obraze je dôleºitou sú£as´ou praktických segmenta£ných úloh a
vyºaduje netriviálne matematické prístupy.

Ciele práce

Hlavným cie©om predloºenej práce je osvojenie si problematiky pohybujúcich sa
kriviek z matematického a numerického h©adiska a vytvorenie matematického modelu
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Ciele práce Úvod

a po£íta£ového programu, pouºite©ného pre semi-automatické vyh©adávanie hraníc ob-
jektov v medicínskych dátach. Vyvinutý nástroj má pracova´ rýchlo a jeho pouºitie má
by´ jednoduché. Predpokladá sa pouºitie medicínskych obrazových údajov zo základných
vy²etrovacích modalít typu CT, MRI, PET. Uºívate© bude zadáva´ pomocou kurzora vºdy
za£iato£ný a koncový bod krivky. Jej tvar bude dopo£ítaný na základe obrazovej informá-
cie vstupných dát. Výsledná hranica bude reprezentovaná bodmi, leºiacimi na výslednej
krivke. Pokúsime sa docieli´ rôznymi metódami, aby distribúcia bodov krivky bola £o
najrovnomernej²ia. Výsledky dosiahnuté týmito metódami porovnáme.

Pri práci a implementácii výpo£tových modelov budeme vyuºíva´ programovacie jazyky
C, C++ vo vývojovom prostredie MS VisualStudio 2008. Na analýzu výsledkov pouºijeme
tieº softvér Mathematica 6.
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Kapitola 1

Vstupné dáta

Predtým, ako sa za£neme zaobera´ samotnými krivkami a ich pohybom, predstavme
si najskôr vstupné dáta, s ktorými budeme pracova´ a na ktorých predov²etkým budú
závisie´ na²e výsledky.

1.1 Reprezentácia vstupných dát

Vstupnými dátami budú v na²om prípade obrazy v stup¬och ²edi. Najskôr sme pra-
covali s obrázkami formátu *.PGM (portable graymap �le format) ale neskôr po vytvorení
uºívate©ského rozhrania sme pre²li na formát *.BMP (bitmap). Formát *.PGM, ako sám
názov hovorí je ur£ený pre obrazy v stup¬och ²edi, £o nazna£uje, ºe aj jeho ²truktúra je
jednoduch²ia ako pri bitmapách typu *.BMP. Vo v²eobecnosti si v²ak oba formáty môºeme
pre jednoduchos´ predstavi´ podobne. A to ako hlavi£ku, ktorá obsahuje dôleºité údaje
ako rozmery obrázka v bodoch (*.BMP obsahuje okrem iného aj údaj o ve©kosti súboru,
po£et bitov na bod a tieº dôleºitú paletu farieb, ktorá závisí od po£tu farieb obrázka)
a obrazové dáta. Tie sú pre nás najdôleºitej²ie. Vo v²eobecnosti sú to £ísla od 0 do 255
ktoré predstavujú hodnoty intenzít ²edi pre jednotlivé body obrázka, pri£om hodnota 0
predstavuje £iernu farbu a hodnota 255 bielu. Teda kaºdému bodu vstupného obrázka
prislúcha jedna intenzita. Pre úplnos´ pri formáte *.BMP toto nemusí plati´. Záleºí od
spôsobu uloºenia súboru. Ten totiº môºe by´ pre kaºdý bod reprezentovaný tromi hodno-
tami intenzít a to £ervenej, zelenej a modrej farby, £o sme v na²ej aplikácii museli o²etri´.
Ke¤ºe ale pracujeme s obrázkami v stup¬och ²edi, v prípade *.BMP pôjde o tri rovnaké
hodnoty, £o nám prácu zjednodu²uje. Podstatným pre nás ostáva, ºe vo vstupných dátach
dostávame rozmery obrázka a hodnoty celých £ísiel dané pre kaºdý jeho bod.

Vstupný obrázok si teda môºeme predstavi´ ako trojrozmerný graf funkcie dvoch pre-
menných. Kde hodnota funkcie je celo£íselná intenzita ²edi pre daný bod. Tu sa v²ak
stretávame s problémom, ktorý budeme musie´ rie²i´ ako prvý. Obrázok sa nám totiº javí
na prvý poh©ad spojitý, ale ak si ho vykreslíme v troch rozmeroch, tak zrete©ne môºeme
bada´ hrany alebo ²um spôsobený celo£íselnými hodnotami intenzít. Pre názornú ukáºku
sme vytvorili sami obrázok na základe funkcie danej analyticky.
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Reprezentácia vstupných dát Vstupné dáta

u(x, y) = 255 sin2(x) sin2(y) (1.1)

Obr. 1.1: Graf funkcie (1.1) vykreslená v systéme Wolfram Mathematica 6, pomocou

príkazu Plot3D

Obr. 1.2: Obrázok vytvorený na základe analytickej funkcie (1.1)

Ako bolo uº spomenuté, funkcia (1.1) predstavuje hodnoty intenzit ²edi pre body
obrázka. Obrázok, ktorý sme vytvorili je reprezentovaný celo£íselnými hodnotami funkcie
v stredoch pixelov. Znova sme ho na£ítali a vykreslili jeho graf v troch rozmeroch. Na
vykreslenie sme pouºili príkaz ListPlot3D systému Mathematica. Najskôr sme v tomto
príkaze pouºili vo©bu InterpolationOrder -> 0, ktorá nám poskytla poh©ad, ako je reálne
ná² obrázok reprezentovaný po £astiach kon²tantvnou funkciou intenzity ²edi. Parameter
"data", v uvedenom príkaze predstavuje pole naplnené hodnotami intenzít ²edi obrázka
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Predspracovanie vstupných dát Vstupné dáta

vytvoreného pod©a funkcie (1.1) Potom sme pouºili pre rovnaký príkaz vo©bu Interpola-
tionOrder -> 1, ktorá pomocou interpolácie prvého stup¬a pospájala hodnoty funkcie v
jednotlivých bodoch, pri£om vidíme stratu hladkosti oproti grafu na obrázku 1.1.

Obr. 1.3: ListPlot3D[data, Mesh -> False, Boxed -> False, InterpolationOrder -> 0]

Obr. 1.4: ListPlot3D[data, Mesh -> False, Boxed -> False, InterpolationOrder -> 1]

1.2 Predspracovanie vstupných dát

Ako bolo ukázané na obr. 1.4, dáta, ktoré dostávame z obrázka vytvoreného z hladkej
funkcie, nám vracajú síce podobné, ale ve©mi "zne£istené" hodnoty. Je zrejmé, ºe túto
nepresnos´ spôsobuje celo£íselná reprezentácia hodnôt (tzv. kvantizácia) v bodoch obrázka
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Predspracovanie vstupných dát Vstupné dáta

a samotný spôsob, akým je obrázok de�novaný. Je totiº ur£ený len v diskrétnych bodoch
a nie spojite v uvaºovanej oblasti (tzv. vzorkovanie). Na²e medicínske vstupné dáta budú
ma´ vo v²eobecnosti tento charakter. Hoci nemusí by´ aº takto výrazný, treba ho rie²i´.
Na£ítanú funkciu danú hodnotami v diskrétnych bodoch musíme nejakým spôsobom zhla-
di´. Jedným zo spôsobov je aplikova´ na vstupné údaje rovnicu nestacionárneho vedenia
tepla

∂u

∂t
= ∆u (1.2)

za£ínajúc z po£iato£nej podmienky danej originálnym obrazom. Ke¤ºe pracujeme s diskrét-
nymi dátami, k výpo£tu pristúpime numericky a pouºijeme numerickú schému

um+1
ij − umij

σ
=
umi−1j − 2umij + umi+1j

h2
+
umij−1 − 2umij + umij+1

h2
, (1.3)

kde umij predstavuje intenzitu v diskrétnom bode danom súradnicami (i, j) v £ase m, kde
m ∈ {0, 1, ...,M}. To znamená, ºe hodnoty u0

ij predstavujú pôvodný obrázok. T = M σ
je zvolený zhladzovací £asový interval, σ je £asový krok a M ur£uje, ko©kokrát budeme
aplikova´ na dané dáta diskrétne zhladenie. Kon²tanta h je vzdialenos´ medzi susednými
bodmi obrázka, t.j. ve©kos´ pixela. Pre jednoduchos´ uvaºujeme h = 1 a kvôli stabilite
musí plati´ σ ≤ h2/4. My sme v na²ej aplikácii zvolili σ = 0.25. Po úprave dostávame pre
bod um+1

ij nasledovný vz´ah:

um+1
ij = umij (1−

4σ

h2
) +

σ

h2
(umi−1j + umi+1j + umij+1 + umij−1) . (1.4)

Obr. 1.5: Detail povrchu grafu funkcie po postupnom aplikovaní rovnice vedena tepla

Na obr. 1.5 vidíme vplyv zhladenia na obrázok funkcie (1.1). Pre funkciu ListPlot3D
sme pouºili parameter ColorFunction->"CMYKColors" aby bolo lep²ie vidno poru²e-
nie pôvodného hladkého obrazu. Vidíme, ºe rovnica vedenia tepla nám pomáha docieli´,
poºadovanú hladkos´ vstupných dát.

Treba si v²ak uvedomi´ vplyv tohto modelu na dáta. Na jednej strane nám ich zhla-
dzuje, ale na strane druhej zárove¬ deformuje a môºe zhladi´ aj hrany, alebo nerovnosti,
ktoré sú dôleºité a patria k pôvodným dátam. Preto treba vhodne voli´ koe�cient σ a
zváºi´ ko©kokrát aplikova´ zhladenie na dané skalárne pole. Na základe charakteru vstup-
ných medicínskych dát a na²ich experimentálnych skúseností nastavujeme v na²ej aplikácii
ako predde�novanú hodnotu M = 2.
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Kapitola 2

Rýchlostné pole

V tejto £asti sa zameriame na získanie rýchlostného po©a, ktoré bude hlavnou hybnou
silou pohybu bodov krivky.

2.1 Kon²trukcia vhodného rýchlostného po©a

Obr. 2.1: Obrázok elipsy, ktorý budeme ¤alej spracováva´

Ako bolo v predchádzajúcej kapitole ukázané, môºeme si vstupné dáta, dané
skalárne pole, predstavi´ ako graf funkcie dvoch premenných. Pri rie²ení ná²ho prob-
lému nám ide o nájdenie hrán objektov v obraze. V prvom rade h©adáme miesta, kde sa
najviac a najrýchlej²ie mení intenzita ²edi. V trojrozmernej predstave, ide nám o nájdenie
miest, kde najviac stúpa resp. klesá daná funkcia. To znamená, ºe pre kaºdý bod obrázka
h©adáme vektor gradientu.

∇u =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)T
(2.1)
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Kon²trukcia vhodného rýchlostného po©a Rýchlostné pole

Ke¤ºe vstupné dáta nám neposkytujú analytickú funkciu, ale len diskrétne skalárne
dáta, gradient po£ítame numerickou aproximáciou

∇uij =

(
ui+1j − ui−1j

2h
,
uij+1 − uij−1

2h

)
. (2.2)

Ke¤ºe nás zaujímajú ve©kosti gradientov v jednotlivých bodoch obrázka, po£ítame ich
absolútne hodnoty vz´ahom

|∇uij| =
√

(ui+1j − ui−1j)2

4h2
+

(uij+1 − uij−1)2

4h2
(2.3)

Obr. 2.2: Trojrozmerné zobrazenie obrázka elipsy a jeho absolútnych hodnôt gradientov

Opísaný postup sme aplikovali na obrázok elipsy 2.1. Na obr. 2.2 vpravo vidíme, ºe
získaná "funkcia" absolútnych hodnôt gradientu v bodoch obrázka nadobúda najvä£²ie
hodnoty v miestach, kde je hrana objektu. Následne aplikujeme tzv. "²kálovaciu" funkciu

g(s) =
1

1 +K s2
, (2.4)

na hodnoty obrázka, kde s je parameter predstavujúci absolútnu hodnotu gradientu v bode
(x, y), s koe�cientom ²kálovania k ∈ R , k > 0, vi¤ obr. 2.3 a 2.4. Na základe dosahovaných
výsledkov pre dané vstupné medicínske dáta v na²ej aplikácii ako predde�novanú hodnotu
volíme K = 1000.

Týmto spôsobom získame nové skalárne pole, pre ktoré opä´ vypo£ítame gradienty
v kaºdom bode a tie vezmeme s opa£ným znamienkom, aby sme orientovali vektory ku
hrane objektu.Takto získame rýchlostné pole

v(x, y) = −∇g(|∇u(x, y)|) , (2.5)

ktoré je základom na²ej aplikácie a je najdôleºitej²ou informáciou, ktorú pri na²om algo-
ritme budeme vyuºíva´. Správnos´ orientácie rýchlostného po©a si môºeme overi´ i gra�cky.
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Kon²trukcia vhodného rýchlostného po©a Rýchlostné pole

Obr. 2.3: Graf funkcie (2.4)

Obr. 2.4: Graf výsledných hodnôt po aplikácii funkcie (2.4)

Pouºijeme na to príkaz v systéme Mathematica ListVectorFieldPlot, ktorý vykreslí
vektory v(x, y) ako ²ípky. Na obr. 2.5 vidíme, ºe jednotlivé vektory sú správne orientované
a ak by sme do ich po©a vloºili vo©ný bod, tak by mal by´ nimi posúvaný aº ku hrane
objektu. Táto my²lienka je podstatou rie²enia ná²ho problému.
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Krivka v rýchlostnom poli Rýchlostné pole

Obr. 2.5: Znázornenie vypo£ítaného vektorového po©a elipsy

2.2 Krivka v rýchlostnom poli

V tejto £asti sa prvýkrát budeme venova´ pohybu krivky. Po£iato£nú krivku v na²om
prípade predstavuje úse£ka. Tá bude reprezentovaná bodmi, ktoré ju rovnomerne delia.
Ich vzdialenos´ si nastavujeme v aplikácii. Uºívate© zadá prvý a posledný bod úse£ky.
Body medzi nimi sa dopo£ítajú na základe parametrickej rovnice priamky. Tieto body
budeme ozna£ova´ pomocou ich polohových vektorov rmi . Takto ozna£íme i-ty bod v m-
tom £asovom kroku pohybu. Samotný pohyb bude charakterizovaný vz´ahom

∂tr = v (2.6)

Teda nová pozícia bodu sa bude po£íta´ na základe vz´ahu

rm+1
i = rmi + τv (2.7)

kde nová pozícia je vypo£ítaná ako sú£et predchádzajúcej a posunutia sposobeného rýchlost-
ným po©om vypo£ítaným v pixeli, v ktorom sa nachádza bod rmi , pri£om τ je zvolený
£asový krok. Je vhodné ho voli´ tak, aby sa pri jednom £asovom kroku mohol bod krivky
pohnú´ maximálne o 1 pixel. V na²ej aplikácii je tento koe�cient automaticky nastavovaný
na základe vypo£ítaného rýchlostného po©a tak, aby sp¨¬al uvedenú podmienku. Naprík-
lad pre obrázok elipsy je to hodnota τ = 5.99. Dôleºitý je i po£et £asových krokov, po£as
ktorých sa krivka hýbe. Vo©be zastavovacích podmienok pre tento pohyb sa venujeme v
kapitole 3.3.

Implementácia tohto algoritmu do na²ej aplikácie bola pomerne jednoduchá a ponúkané
rie²enia boli nad o£akávania pote²ujúce. Na obr. 2.6 vidíme funk£nos´ aplikácie, s na£í-
taným obrázkom elipsy. Je tu znázornená trajektória pohybu jednotlivých bodov smerom
ku hrane elipsy. Ako vidíme, po£iato£nú krivku tvorili body úse£ky mimo elipsy, ktoré sa
postupne posúvali smerom ku hrane objektu.

11



Krivka v rýchlostnom poli Rýchlostné pole

Obr. 2.6: Ukáºka aplikácie, znázornenie pohybu bodov po£iato£nej úse£ky ku hrane elipsy

Ako vidíme na obr. 2.7, uº v tejto fáze dokáºeme pomocou na²ej aplikácie nájs´ hrany
jednoduchých objektov v obrázku. Toto v²ak neplatí pre zloºitej²ie tvary. Tieº si môºeme
v²imnú´, ºe vzdialenosti susedných bodov nie sú rovnomerné. Ur£ité rie²enie tohto prob-
lému si ukáºeme v nasledujúcej kapitole.

Obr. 2.7: Hrana nájdená s vyuºitím rýchlostného po©a (2.5)
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Kapitola 3

Modi�kácie rýchlostného po©a

Ako bolo vy²²ie spomenuté doposia© pouºívaný algoritmus nemusí fungova´ pre zlo-
ºitej²ie tvary. Takisto delenie výsledných kriviek je nerovnomerné. Pri jednoduchom tvare
akým je elipsa sa nám tieto veci nejavia ako ve©ký problém. Ten sa v²ak ukáºe pri pouºití
aplikácie na dáta, pre ktoré je ur£ená. Vytvorili sme si pre tento ú£el obrázok, na ktorom
bude dobre vidno spomínaný problém.

Obr. 3.1: Nedostatky pohybu len pomocou rýchlostného po©a (2.5)

Jasne vidíme, ºe body sa k sebe pribliºujú a od seba vz¤a©ujú nerovnomerne. Je to
pochopite©né, ke¤ºe v aplikácii vystupujú ako jednotlivci v rýchlostnom poli, ktoré ich
môºe nasmerova´ aj na rovnaké miesta. Tomuto sa v²ak pokúsime zabráni´. Budeme sa
snaºi´ nejakým spôsobom body zviaza´ a ich pohyb obmedzi´ v závislosti od susedných
bodov krivky

3.1 Zanedbanie tangenciálnej zloºky rýchlosti

Prvým prístupom k rie²eniu uvedenej problematiky je rozklad vektora rýchlosti pris-
lúchajúceho danému bodu krivky na normálový a dotykový vektor ku krivke v danom
bode. Ako vidíme z obr. 3.2, pri dostato£ne jemnom delení krivky, nám tangenciálna
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Zanedbanie tangenciálnej zloºky rýchlosti Modi�kácie rýchlostného po©a

zloºka vektora rýchlosti krivku nemení, pohybuje len bodmi smermi k sebe a od seba. Ak
ju zanedbáme, odstránime tento pohyb a pre rovnomerne rozdelenú po£iato£nú úse£ku
zabezpe£íme rovnomernej²iu distribúciu bodov po£as pohybu.

Obr. 3.2: Rozklad vektora rýchlosti

Pre modi�kovaný pohyb pri ktorom zanedbáme tangenciálne zloºky vektora rýchlosti
dostávame vz´ah

∂tr = µ vN N , (3.1)

kde µ je parameter a skalár vN vypo£ítame ako projekciu vektora rýchlosti na smer nor-
mály ku krivke, £iºe pôjde o nasledovný skalárny sú£in

vN = v ·N . (3.2)

Normálové vektory Ni pre jednotlivé body, kde N0 je normálový vektor prislúchajúci
prvému bodu a Nn poslednému bodu krivky, vypo£ítame nasledovne

N0 =

(
r1 − r0

|r1 − r0|

)⊥
Nn =

(
rn − rn−1

|rn − rn−1|

)⊥
(3.3)

Ni =

(
ri+1 − ri−1

|ri+1 − ri−1|

)⊥
kde i = 1, 2, ...n− 1 .

Obr. 3.3: Porovnanie pohybu bodov
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Regularizácia pomocou krivosti Modi�kácie rýchlostného po©a

To ºe táto projekcia funguje ako sme uviedli, znázor¬uje obrázok 3.3. Vidíme na
¬om porovnanie trajektórií pohybov bodov krivky. Vpravo sú to trajektórie pohybu spô-
sobeného len rýchlostným po©om (pôvodný prístup) a v©avo so zanedbanými zloºkami
rýchlostí tangenciálnymi ku vyvíjajúcej sa krivke. Na prípade v©avo je pekne vidno, ºe ide
o projekciu bodov pôvodnej úse£ky v smere normálového vektora. Vidíme, ºe tieto trajek-
tórie sú navzájom takmer rovnobeºné. Dostávame takto rovnomernej²ie delenú výslednú
krivku, av²ak pre zloºitej²ie tvary táto projekcia sta£i´ nemusí. Bude nutné e²te iným
spôsobom zviaza´ susedné body, aby sa od seba nevz¤a©ovali, resp. sa k sebe nepribliºo-
vali. Pomocou tohto prístupu sme dosiahli v na²ej aplikácii nasledujúce výsledky pre nami
vytvorený obrázok, ktorý môºeme porovna´ s obr. 3.1.

Obr. 3.4: Hrany nájdené so zanedbanou tangenciálnou zloºkou rýchlosti

3.2 Regularizácia pomocou krivosti

V predchádzajúcom postupe sme pri výpo£te pohybu krivky upravovali vektor rýchlosti
tak, ºe sme zanedbali jeho zloºku tangenciálnu ku krivke. Teraz tento prístup vylep²íme.
Do modelu zahrnieme vplyv krivosti modelovanej krivky.

Nami uvaºovaný model pohybu krivky môºeme vyjadri´ vo v²eobecnom tvare

∂tr = βN + αT . (3.4)

�len α násobený jednotkovou tangentou T povaºujeme v tejto £asti za nulový, teda ne-
budeme uvaºova´ pohyb v smere tangenty (tomuto problému sa venujeme v kapitole 3.4).
�len β vo vz´ahu (3.4) predstavuje normálovú zloºku vektora rýchlosti doplnenú aj o
vplyv krivosti krivky, t.j. uvaºujeme

β = µ vN + εk . (3.5)

Môºeme teda napísa´
∂tr = µ vN N + εkN . (3.6)

Projekciu rýchlosti vektorového po©a do smeru normály vN po£ítame pomocou uº spomí-
naného vz´ahu (3.2). �len kN predstavuje vektor krivosti. Ako je uvedené napr. v [1],
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Regularizácia pomocou krivosti Modi�kácie rýchlostného po©a

z Frenetových vzorcov pre vektor krivosti platí kN = ∂sT = ∂ssr, pri£om pozi£ný vek-
tor r je funkciou jednotkovej d¨ºkovej parametrizácie s krivky a £asu t. Takto získavame
nelineárnu parciálnu diferenciálnu rovnicu pre advekciu a difúziu krivky

∂tr = µ vN N + ε∂ssr . (3.7)

Ak pouºijeme na aproximáciu vektora krivosti metódu kone£ných prvkov a diagonalizáciu
matice hmotnosti [3] alebo metódu plávajúcich kone£ných objemov [9], dostávame vz´ah
(vi¤ napr. [1])

kiNi ≈
2

hmi+1 + hmi

(
rmi+1 − rmi
hmi+1

−
rmi − rmi−1

hmi

)
i = 1, 2, ...n− 1 . (3.8)

Kon²tanta n predstavuje po£et bodov po£ítanej krivky. Vzdialenosti uzlov hi v £asovom
okamihu m budeme po£íta´ vz´ahom

hmi =
√

(xmi − xmi−1)2 + (ymi − ymi−1)2, kde rmi = (xmi , y
m
i ). (3.9)

Vz´ah (3.6) môºeme teda aproximova´ v tvare

rm+1
i − rmi

τ
= µ vN Ni + ε

2

hmi+1 + hmi

(
rmi+1 − rmi
hmi+1

−
rmi − rmi−1

hmi

)
. (3.10)

Krivos´ prispieva k citlivosti modelu na vzájomnú vzdialenos´ susedných bodov, "zväzuje"
body krivky. Ak by niektorý bod krivky bol v pôvodnom modeli sám mimo nájdenej hrany
a takto by vytváral ostrý ²pic, krivostný £len spôsobí, ºe susedné body budú tento ´aha´
naspä´ ku nájdenej hrane. Po úprave vz´ahu (3.10) dostávame nasledovný výsledný model
pre pozíciu bodu v novom £ase

rm+1
i = rmi + τµ vN Ni + τε

2

hmi+1 + hmi

(
rmi+1 − rmi
hmi+1

−
rmi − rmi−1

hmi

)
(3.11)

Navrhnutý model sme implementovali do na²ej aplikácie. Výsledky, ktoré sme ním získali
vidíme na obrázku 3.5.

Obr. 3.5: Hrany nájdené modelom zah¯¬ajúcim krivos´
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Zastavovacie podmienky Modi�kácie rýchlostného po©a

3.3 Zastavovacie podmienky

Ako sme uviedli v kapitole 2.2, pri pohybe krivky je dôleºité správne zvoli´ i po£et jeho
£asových krokov. Ich po£et musí by´ dostato£ný na to, aby sa príslu²né body dokázali po-
sunú´ aº po hranice objektu. Na druhej strane pri zbyto£ne ve©kom po£te £asových krokov
sa neefektívne plytvá £asom výpo£tu. Pre tento ú£el sme navrhli dva typy zastavovacích
podmienok. Prvý sleduje zmeny celkovej d¨ºky pohybujúcej sa krivky. Táto zmena súvisí
aj s celkovou d¨ºkou krivky, preto sme navrhli zastavovaciu podmienku ako pomer ab-
solútnej hodnoty rozdielu d¨ºky krivky v danom a predchádzajúcom £asovom kroku a ich
priemernej d¨ºky

dm =
2|Lm − Lm−1|
Lm + Lm−1

, (3.12)

pri£om podmienku pre zastavenie pohybu krivky sme po analýze dosahovaných výsledkov
zvolili dm < 0.0001.

Druhý návrh zastavovacej podmienky je zameraný na smer pohybu jednotlivých bodov
krivky. Z predchádzajúcich £astí je zrejmé, ako sa body hýbu. Rýchlostné pole ich bu¤ po-
sunie na hranu objektu, kde sa zastavia a uº nehýbu, resp. ich pohyb je uº zanedbate©ný,
alebo sa priblíºia k hrane, prekro£ia ju a následne ich rýchlostné pole nasmeruje naspä´.
Teda ich pohyb sa zmení na ur£ité kmitanie okolo hrany. Pri kaºdom obrátení pohybu
v smere normály ku krivke sa zmení znamienko skaláru vN na opa£né. Táto zmena teda
signalizuje, ºe daný bod uº narazil na hranu objektu. Pre v²etky body krivky budeme
sledova´ zmenu tohto znamienka, a zárove¬ testova´ £i hodnota skaláru vN nie je v ab-
solútnej hodnote zanedbate©ne malé £íslo. Na základe analýzy dosiahnutých výsledkov
sme zvolili zastavovaciu podmienku

|(vN)mi | < 0.01 alebo (vN)mi (vN)m−1
i < 0 , (3.13)

ktorá musí by´ splnená pre v²etky body krivky i = 1, ..., n. Po porovnaní výsledkov sa
ukázala ako lep²ia druhá navrhnutá zastavovacia podmienka (3.13). Tú sme e²te doplnili
o maximálnu hodnotu po£tu £asových krokov 200. Tá sa v²ak uplat¬uje len výnimo£ne,
pretoºe pre nájdenie hrany sta£í vä£²inou ove©a menej £asových krokov.

3.4 Asymptoticky rovnomerná redistribúcia

V predchádzajúcich £astiach práce sme vytvárali krivku £o najlep²ie vystihujúcu
h©adanú hranu objektu. Ukázali sme, ºe modi�káciou pohybu krivky môºeme dosta´ rov-
nomernej²iu redistribúciu jej bodov, ako pri prvotnom modeli. V modi�kovaných mode-
loch sme zanebávali zloºku rýchlosti tangenciálnu ku krivke. V tejto £asti ju navrhneme
pod©a [11]. Model, ktorý vytvoríme bude v na²ej aplikácii slúºi´ ako postprocesing krivky
pod©a vo©by uºívate©a. Predpokladajme, ºe máme vytvorenú uzavretú krivku pouºitím
modelu (3.6) s vyuºitím regularizácie pomocou krivosti. Krivku si ozna£me Γ. Tá je
parametrizovaná funkciou pozi£ného vektora r : S1 → R2, t.j. Γ = {r(u), u ∈ S1}, kde
S1 je kruºnica s jednotkovou d¨ºkou. Majme veli£inu ur£ujúcu lokálnu d¨ºku g de�novanú
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na krivke, g =
∣∣ ∂r
∂u

∣∣ ≈ ri−ri−1

h
, pri£om h = 1

n
predstavuje rovnomerné delenie S1. Ke¤ºe

predpokladáme uzavretú krivku, môºeme po diskretizácii v priestore a £ase jednoducho
nade�nova´ periodické okrajové podmienky pridaním bodov rm0 = rmn , r

m
n+1 = rm1 . �alej si

ozna£me vzdialenosti susedných bodov ako

hmi = |Ri|, kde Ri = (Ri1, Ri2)T = rm−1
i − rm−1

i−1 , i = 1, ..., n+ 1, R0 = Rn. (3.14)

Pre £asový vývoj lokálnej d¨ºky a globálnej d¨ºky krivky pod©a [9] platí

∂tg = −gkβ + g∂sα (3.15)
dL

dt
= − < kβ >Γ L, (3.16)

kde L je celková d¨ºka krivky a strednú hodnotu < kβ >Γ= 1
L

∫
Γ
kβds budeme pre £asový

krok m aproximova´ vz´ahom

< kβ >Γ≈
1

Lm

n∑
l=1

hml k
m
l β

m
l . (3.17)

Krivos´ kmi a normálovú zloºku rýchlosti βmi budeme po£íta´ pomocou vz´ahov (vi¤ [11])

kmi = sgn (Ri−1 ∧Ri+1)
1

2hmi
arccos

(
Ri+1.Ri−1

hji+1h
j
i−1

)
, i = 1, ..., n (3.18)

βmi = εkmi +
µ(vN)m−1

i + µ(vN)m−1
i−1

2
, i = 1, ..., n. (3.19)

Pre odvodenie asymptoticky rovnomernej redistribúcie bodov krivky je zaujímavý podiel

g

L
≈ |ri − ri−1|

Lh
=
|ri − ri−1|(

L
n

) =
hi(
L
n

) , (3.20)

ktorý je vlastne pomerom lokálnej d¨ºky rozdelenej úse£ky a priemernej d¨ºky delenia. Pri
rovnomernej redistribúcii chceme dosiahnu´, aby sa tento podiel rovnal 1. Ozna£me

θ = ln
( g
L

)
, (3.21)

a potom bude na²ím cie©om aby sa asymptoticky θ = 0. Pretoºe platí

∂tθ = ∂t

[
ln
( g
L

)]
=
L

g

∂tgL− g∂tL
L2

, (3.22)

po dosadení (3.15) a (3.16) do (3.22) dostávame

∂tθ = ∂sα− kβ+ < k β >Γ . (3.23)

Ako sme uviedli, chceme, aby θ → 0 pre t→∞. To sa dá dosiahnu´ mnohými spôsobmi.
Napríklad ako je uvedené v [11] tak, ºe θ sp¨¬a diferenciálnu rovnicu ∂tθ = (e−θ−1)ω, kde
ω predstavuje rýchlos´ priebehu redistribúcie. Pre na²e θ dané vz´ahom (3.21) sa pravá
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strana zjednodu²í a dostaneme e− ln( g
L

)−1 = eln( L
g

)−1 = L
g
−1 a teda z (3.23) dostaneme

vz´ah pre tangenciálnu rýchlos´ α, ktorou dosiahneme asymptoticky rovnomernú redis-
tribúciu bodov krivky.

∂sα = kβ− < kβ >Γ +

(
L

g
− 1

)
ω. (3.24)

Ke¤ºe platí T = ∂sr a ako uº bolo uvedené kN = ∂sT = ∂ssr, môºeme napísa´ vz´ah
pre výsledný model aj s tangenciálnou zloºkou rýchlosti ako

∂tr = µ vNN + ε ∂ssr + α∂sr. (3.25)

Na aproximáciu rovníc (3.24) a (3.25) pouºijeme tzv. metódu plávajúcich kone£ných
objemov [9, 10, 11]. Integráciou pozd¨º v £ase sa meniaceho úseku krivky [ri−1, ri] dostaneme
z rovnice (3.24) vz´ah∫

ri

ri−1

∂sαds =

∫
ri

ri−1

kβ− < kβ >Γ +(
L

g
− 1)ωds , (3.26)

odkia©

αi = αi−1 + hikiβi − hi < kβ >Γ +

(
L

n
− hi

)
ω , i = 1, ..., n, α0 = 0, (3.27)

£o predstavuje výslednú tangenciálnu zloºku rýchlosti v jednotlivých diskrétnych bodoch
krivky. Na získanie numerickej aproximácie rovnice (3.25) ju zintegrujeme cez duálny
objem [r̃i, r̃i+1] ∫

r̃i+1

r̃i

∂trds =

∫
r̃i+1

r̃i

µ vNN + ε ∂ssr + α∂sr ds. (3.28)

kde r̃i = (ri−1 + ri)/2. Dostávame tak

qi
dri
dt

= µvNNiqi + ε [∂sr]
r̃i+1

r̃i
+ αi(r̃i+1 − r̃i) , (3.29)

kde qi = 1
2
(hi + hi+1). Získané £leny na pravej strane vz´ahu (3.29) môºu by´ prirodzene

aproximované ako

ε∂sr̃i+1 − ε∂sr̃i ≈ ε
ri+1 − ri
hi+1

− εri − ri−1

hi
(3.30)

αi(r̃i+1 − r̃i) ≈ αi
ri+1 + ri

2
− ri + ri−1

2
= αi

ri+1 − ri−1

2
(3.31)

Pokia© aproximujeme £asovú deriváciu spätnou diferenciou

qi
dri
dt
≈ qmi

rmi − rm−1
i

τ
(3.32)

a pouºijeme semi-implicitnú aproximáciu £lenov v (3.27), (3.30) a (3.31) dostaneme rovnice
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αmi = αmi−1 + hmi k
m
i β

m
i −

hmi
Lm

n∑
l=1

hml k
m
l β

m
l + ω

(
Lm

n
− hmi

)
, α0 = 0 (3.33)

qmi
τ
rmi +

rmi − rmi+1

hmi+1

+
rmi − rmi−1

hmi
+
αmi
2

(rmi−1 − rmi+1) =
qmi
τ
rm−1
i + µ vN Ni, (3.34)

i = 1, ..., n, Lm =
∑n

l=1 h
m
l . Tieto rovnice reprezentujú trojdiagonálny cyklický systém,

ktorý môºeme zapísa´ v tvare

Ami rmi−1 + Bmi rmi + Cmi rmi+1 = Fmi (3.35)

Ami = − ε

hmi
+
αmi
2

(3.36)

Cmi = − ε

hmi+1

− αmi
2

(3.37)

Bmi =
qmi
τ
−Ami − Cmi (3.38)

Fmi =
qmi
τ
rm−1
i + µ vN Niq

m
i (3.39)

Dostali sme tak na ©avej strane trojdiagonálnu cyklický maticu. Parameter τ volíme
automaticky tak, aby výsledná matica bola diagonálne dominantná. Na rie²enie sys-
tému lineárnych rovníc v takom prípade môºeme pouºi´ Sherman-Morrisonovu folmulu a
Thomasov algoritmus [12]. Uvedený model aplikujeme vo viacerých £asových krokoch na
uzavretú krivku. Dostávame tak stále rovnomernej²ie delenie bodov na nej. Po£et krokov
volíme opä´ automaticky, a to tak, ºe sledujeme pomer medzi najvä£²ou a najmen²ou
vzdialenos´ou susedných bodov krivky a výpo£et zastavíme ak je tento pomer blízky jed-
notke. Uvedený model sme implementovali do na²ej aplikácie, výsledky, ktoré sme ním
dosiahli sú prezentované v nasledujúcej kapitole na obrázku 3.7 a v tabu©ke 3.1.

3.5 Porovnanie dosiahnutých výsledkov

Ak porovnávame dosiahnuté výsledky, uº vo©ným okom vidíme, ºe pôvodný model
pri ktorom pohyb krivky spôsobuje len rýchlostné, pole dáva ako výsledok najmenej
rovnomerné delenie výslednej krivky. Iba na základe vizuálnej informácie vieme v²ak len
ve©mi ´aºko porovna´ ostatné modely. Preto sme v aplikácii vytvorili funkciu, ktorá ako
výstup dáva textový súbor so vzdialenos´ami bodov vytvorenej krivky. Tie sme potom
vykreslili v systéme Mathematica pomocou príkazu ListPlot. Dosiahnuté výsledky sme
mohli lep²ie porovna´. Uvádzame výsledky z tohto porovnania pre vstupné dáta ná²ho
skú²obného obrázka. Implicitnú vzdialenos´ bodov pôvodnej úse£ky sme nastavili na 2
pixely pre v²etky ²tyri metódy.
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Obr. 3.6: Hrany nájdené modi�kovaným modelom

�ervenou farbou sú znázornené hodnoty dosiahnuté prvým modelom (2.6), zelenou
druhým (3.1), modrou tretím (3.6) a �alovou ²tvrtým modelom (3.25). Ako vidíme, najlep-
²ie rozdelenie nám poskytuje ²tvrtý model s tangenciálnou rýchlos´ou α danou (3.24). Na-
priek výkyvom dosahujeme slu²né výsledky i pri ostatných modeloch. Dosiahnuté výsledky
reprezentuje aj výsledná tabu©ka. Uvádzame v nej minimálne a maximálne hodnoty vzdia-
leností susedných bodov a takisto vypo£ítaný rozptyl týchto vzdialeností.

Min Max Variance

model1 0.616815 3.59267 0.122167

model2 0.899491 3.17837 0.0420902

model3 1.3232 3.21941 0.0333361

model4 1.83412 2.19442 0.0009181

Tabu©ka 3.1: Porovnanie modelov

Na záver prezentujeme praktické výsledky pre medicínske dáta.
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Obr. 3.7: Praktické výsledky na medicínskych dátach
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