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Anotacia:

Praca sa venuje problematike pohybujicich sa kriviek a ich aplikicii v spracovani
obrazu. Je vypracovana v spolupréci s firmou TatraMed Bratislava, a jej vysledkom mé
byt vytvorenie vhodného matematického modelu a podcita¢ového programu na hladanie
hranic objektov v medicinskych datach s automatickym vyuzivanim obrazovej informa-
cie. Hlavnou myslienkou je navrh vhodného rychlostného pola, zohladiujiceho zhladené
vstupné data, ktoré pritahuje pohybujicu sa krivku ku hranam segmentovanych objektov.
Takéto rychlostné pole je ziskané pomocou gradientu intenzity obrazu a zohladhuje tiez
lokalnu krivost pohybujicej sa krivky. Zapracovanim vhodnej tangencialnej rychlosti do
evolucie je zvySena stabilita numerického rieSenia a zabezpecené rovnomerné rozdelenie
vyslednej segmentacnej krivky diskrétnymi bodmi.

Annotation:

This student work deals with evolution of curves and its application in image pro-
cessing. It is performed in cooperation with TatraMed company and its goal is a design
of suitable mathematical model and building of a computer program for finding bound-
aries of objects in medical data sets using image information in an automatic way. The
main idea is in usage of a suitable vector field, utilizing smoothed image information,
which drives an evolving curve to the boundaries of segmented objects. Such vector field
can be given using image intensity gradient and considering the local curvature of the
evolving curve. Incorporating a proper tangential velocity into the curve evolution we im-
prove numerical stability of algorithm and we obtain uniform distribution of grid points
representing the final segmentation curve.



Uvod

Zdravotna starostlivost predstavuje dolezitt sucast kvality zivota Tudskej spolo¢nosti.
Je s nou konfrontovany kazdy clovek, preferujici kvalitni liecbu. T4 je spojena s diagno-
zou, ktora casto zavisi od skisenosti lekdra a intenzity symptéomov konkrétnej choroby.
Dnes v8ak pri liecbe a diagnostike uz zohrava velku dlohu technika. Rozvoj priemyslu
a pocitacovej techniky dnes pontika lekdrom mnohé moznosti, ako zdokonalit diagnézu i
liecbu pacientov.

Spolo¢nost Tatramed spol. s r.o. so sidlom v Bratislave vyvija od roku 1992 softvérové
diagnostické a terapeutické systémy zalozené na trojrozmernej vizualizacii obrazovych dat
pacientov. Pod obrazovymi datami rozumejme snimky z pocitacovej tomografie (computer
tomography - CT), magnetickej rezonancie (MR - magnetic resonance), pozitronovej emis-
nej tomografie (PET - positron emission tomography), angiografie a skiagrafie.

Po vysetreni pacienta niektorou z danych metod si lekdr moze pomocou spominaného
softvéru prezriet série jeho snimok. Takto jednoduchym sposobom moze robit diagnézu
pacienta vySetreného v jednej nemocnici odbornik, ktory si jeho snimky prezrie vo svo-
jej ambulancii na pocitaci. Pomocou jednotlivych softvérovych néstrojov moze snimky
takmer dokonale diagnostikovat a oznacit v nich dolezité miesta, napisat k nim spravu a
pripravit tak material pre tspesna dalSiu liecbu. Softvér tiez pontika moznost segmenté-
cie objektov v jednotlivych snimkach. Po detekcii hran toho istého objektu vo viacerych
snimkach nasledujtcich za sebou je mozné z nich vytvorit priblizny trojrozmerny model
daného objektu.

Takto lekarom vytvoreny model mé viacero vyuziti. Moze sa pouzit pri planovani
ozarovania pacientov pri radioterapii, kde je potrebné mat okontirované (vysegmento-
vané) organy, ktoré su rizikové z hladiska oziarenia a taktiez nador, na ktory ma byt
celkové ozarovanie zamerané. Na zéklade tychto modelov fyzici navrhni vhodné davky a
smery oZiarenia. Trojrozmerny model je tieZ vybornou pomockou z hladiska vizualizacie.
Lekar vdaka nemu moZe napriklad pri operacii nddoru mozgu planovat sposob a smer
najlepsieho pristupu k danému nédoru. V neposlednom rade sa tieto modely vyuzivaja
pri porovnavani $tadii pacientov pred a po zdkroku, alebo ozarovani. Aplikacia, ktort
firma vyvinula dokaze totiz pocitat objemy tychto modelov a teda sa da s jej pomocou
napriklad zistovat, ¢i sa vnitorné krvacanie zastavilo, ¢i sa krv spravne vstrebéava, alebo
¢i nador este rastie a pod.

V tejto oblasti potrebuje firma Tatramed spol. s r.o. pre svoj produkt TomoCon
vyvinit novy segmenta¢ny nastroj. Pomocou neho by si lekdr mohol jednoducho, semi-
automaticky, detekovat hranice dolezitych objektov v medicinskych datach.
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Sucasné rieSenia vo firme

Momentalne produkt firmy poskytuje lekidrovi pre segmentaciu hran objektov tieto
tri jednoduché nastroje:

e Freehand(vol'na ruka)

V tomto pripade ide o najjednoduchsi pristup z pohladu vyvoja, ale zaroven asi
o najpracnejsi z pohladu lekara. Pouzivatel v tomto pripade doslova volnou rukou
kresli hranice zvoleného objektu. To je vSak pre presné vystihnutie hran i pri pouziti
tabletu ¢asovo naro¢né a vyzaduje si to primeranu zru¢nost pri segmentacii.

e Polygon (mnohouholnik)

Ide o vyznacenie okraja pomocou zadanych uzlovych bodov, ktoré st nasledne
spajané useckami. Tento pristup je pre pouZzivatela rychlejsi ale zaroven je nepresny,
pretoze segmentované hrany st vi¢Sinou zakrivené a ich aproximécia pomocou tseciek
prinasa pomerne velkd nepresnost.

e Magic Wand (kiizelnicka pali¢ka)

Posledny nastroj pracuje na béze zjednocovania susednych bodov snimky s
podobnou hodnotou trovne Sedi. Vyuziva sa pri iom zrejme isty druh region growing
algoritmu. Tahanim my$i uzivatel urcuje priblizné hranice vysegmentovaného ob-
jektu, pricom zaroven zmensuje, resp. zviac¢Suje toleranciu intenzit Sedi v susednych
bodoch. Tento nastroj je rychly a pohodlny, no je vhodny predovsetkym pre velké
a pekne clenené tvary. Vacsinou je nutna eSte naslednd tuprava objektu ziskaného
segmentaciou.

Pohybujtace sa krivky

Ulohy segmentacie objektov, pripadne automatickej detekcie hran objektov v obraze,
mozno modelovat pohybujicimi sa krivkami. Takyto pristup nazyvany aj aktivne kon-
ttrovanie, bol do spracovania obrazu zavedeny v [6]. Pohyb krivky, ktora méa automaticky
néajst hranicu objektu, moéze byt riadeny vhodne zvolenym rychlostnym polom [2, 7], re-
gularizovany krivostou [4, 3, 1], elastickou energiou krivky [11] a stabilizovany vhodnou
volbou tangencialnych rychlosti bodov krivky [5, 8, 9, 10, 11]. Vhodna numericka aprox-
iméacia polohy krivky v obraze je dolezitou sucastou praktickych segmentac¢nych tloh a
vyzaduje netrividlne matematické pristupy.

Ciele prace

Hlavnym cielom predloZenej prace je osvojenie si problematiky pohybujicich sa
kriviek z matematického a numerického hladiska a vytvorenie matematického modelu



Ciele prace Uvod

a pocitacového programu, pouzitelného pre semi-automatické vyhladavanie hranic ob-
jektov v medicinskych datach. Vyvinuty nastroj ma pracovat rychlo a jeho pouzitie ma
byt jednoduché. Predpoklada sa pouzitie medicinskych obrazovych udajov zo zakladnych
vySetrovacich modalit typu CT, MRI, PET. Uzivatel bude zadavat pomocou kurzora vzdy
zaCiato¢ny a koncovy bod krivky. Jej tvar bude dopocitany na zaklade obrazovej informa-
cie vstupnych dat. Vysledna hranica bude reprezentovand bodmi, leziacimi na vyslednej
krivke. Pokusime sa docielit réznymi metoédami, aby distribtucia bodov krivky bola ¢o
najrovnomernejsia. Vysledky dosiahnuté tymito metédami porovname.

Pri praci a implementécii vypoc¢tovych modelov budeme vyuzivat programovacie jazyky
C, C++ vo vyvojovom prostredie MS VisualStudio 2008. Na analyzu vysledkov pouzijeme
tiez softvér Mathematica 6.



Kapitola 1

Vstupné data

Predtym, ako sa za¢neme zaoberat samotnymi krivkami a ich pohybom, predstavme
si najskor vstupné data, s ktorymi budeme pracovat a na ktorych predovsetkym buda
zavisiet nase vysledky.

1.1 Reprezentacia vstupnych dat

Vstupnymi ddtami budt v nasom pripade obrazy v stupnoch Sedi. Najskor sme pra-
covali s obrazkami formatu *.PGM (portable graymap file format) ale neskor po vytvoreni
uzivatel'ského rozhrania sme presli na format *.BMP (bitmap). Format *. PGM, ako sam
nézov hovori je urceny pre obrazy v stupnoch Sedi, ¢o naznacuje, ze aj jeho Struktira je
jednoduchsia ako pri bitmapach typu *.BMP. Vo vSeobecnosti si vSak oba formaty mozeme
pre jednoduchost predstavit podobne. A to ako hlavi¢ku, ktord obsahuje délezité tdaje
ako rozmery obrazka v bodoch (*.BMP obsahuje okrem iného aj uadaj o velkosti siboru,
pocet bitov na bod a tiez déleziti paletu farieb, ktora zavisi od poc¢tu farieb obrézka)
a obrazové data. Tie st pre nas najdolezitejsie. Vo vSeobecnosti st to ¢isla od 0 do 255
ktoré predstavuji hodnoty intenzit Sedi pre jednotlivé body obrazka, pricom hodnota 0
predstavuje ¢iernu farbu a hodnota 255 bielu. Teda kazdému bodu vstupného obrazka
prislicha jedna intenzita. Pre uplnost pri formate *.BMP toto nemusi platit. Zalezi od
sposobu ulozZenia stiboru. Ten totiz moze byt pre kazdy bod reprezentovany tromi hodno-
tami intenzit a to Cervenej, zelenej a modrej farby, ¢o sme v naSej aplikacii museli oSetrit.
Ked7ze ale pracujeme s obrazkami v stupnoch Sedi, v pripade *. BMP pojde o tri rovnaké
hodnoty, ¢o ndm pracu zjednodusuje. Podstatnym pre nas ostava, ze vo vstupnych datach
dostavame rozmery obrazka a hodnoty celych ¢isiel dané pre kazdy jeho bod.

Vstupny obrazok si teda mozeme predstavit ako trojrozmerny graf funkcie dvoch pre-
mennych. Kde hodnota funkcie je celociselnd intenzita Sedi pre dany bod. Tu sa vSak
stretavame s problémom, ktory budeme musiet riesit ako prvy. Obrazok sa nam totiz javi
na prvy pohlad spojity, ale ak si ho vykreslime v troch rozmeroch, tak zretelne mozeme
badat hrany alebo Sum sposobeny celo¢iselnymi hodnotami intenzit. Pre nazorna ukazku
sme vytvorili sami obrazok na zaklade funkcie danej analyticky.
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u(z,y) = 255 sin®(z) sin?(y) (1.1)

Obr. 1.1: Graf funkcie (1.1) vykreslend v systéme Wolfram Mathematica 6, pomocou
prikazu Plot3D

Obr. 1.2: Obrazok vytvoreny na zaklade analytickej funkcie (1.1)

Ako bolo uz spomenuté, funkcia (1.1) predstavuje hodnoty intenzit Sedi pre body
obrazka. Obrazok, ktory sme vytvorili je reprezentovany celoc¢iselnymi hodnotami funkcie
v stredoch pixelov. Znova sme ho nacitali a vykreslili jeho graf v troch rozmeroch. Na
vykreslenie sme pouzili prikaz ListPlot3D systému Mathematica. Najskor sme v tomto
prikaze pouzili vol'bu InterpolationOrder -> 0, ktord nam poskytla pohlad, ako je realne
nas obrazok reprezentovany po c¢astiach konstantvnou funkciou intenzity Sedi. Parameter
"data", v uvedenom prikaze predstavuje pole naplnené hodnotami intenzit Sedi obréazka
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vytvoreného podl'a funkcie (1.1) Potom sme pouzili pre rovnaky prikaz volbu Interpola-
tionOrder -> 1, ktord pomocou interpolacie prvého stupna pospajala hodnoty funkcie v
jednotlivych bodoch, pricom vidime stratu hladkosti oproti grafu na obrazku 1.1.

Obr. 1.3: ListPlot3DIdata. Mesh -> False. Boxed -> False. InternolationOrder -> 0]

Obr. 1.4: ListPlot3D|data, Mesh -> False, Boxed -> False, InterpolationOrder -> 1|

1.2 Predspracovanie vstupnych dat

Ako bolo ukdzané na obr. 1.4, data, ktoré dostavame z obrazka vytvoreného z hladkej
funkcie, nam vracaju sice podobné, ale velmi "znecistené" hodnoty. Je zrejmé, Ze tuto
nepresnost sposobuje celo¢iselna reprezentacia hodnot (tzv. kvantizacia) v bodoch obrézka
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a samotny sposob, akym je obrazok definovany. Je totiz urceny len v diskrétnych bodoch
a nie spojite v uvazovanej oblasti (tzv. vzorkovanie). Nage medicinske vstupné data buda
mat vo vSeobecnosti tento charakter. Hoci nemusi byt az takto vyrazny, treba ho riesit.
Nacitand funkciu dani hodnotami v diskrétnych bodoch musime nejakym sposobom zhla-
dit. Jednym zo sposobov je aplikovat na vstupné tdaje rovnicu nestaciondrneho vedenia

tepla
ou

za¢inajic z pociato¢nej podmienky danej originalnym obrazom. Ked'ze pracujeme s diskrét
nymi datami, k vypoctu pristipime numericky a pouzijeme numericki schému

m+1 ul ’

i Y= 1.
. 2 + 3 : (1.3)

m

m m m m m m
u Uil — zuij T Uy Ui — 2“@' + Ui

kde u;; predstavuje intenzitu v diskrétnom bode danom saradnicami (1,7) v ¢ase m, kde
m € {0,1,..., M}. To znamend, Ze hodnoty u?j predstavuja povodny obrazok. T'= M o
je zvoleny zhladzovaci ¢asovy interval, o je ¢asovy krok a M urcuje, kolkokrat budeme
aplikovat na dané data diskrétne zhladenie. Konstanta h je vzdialenost medzi susednymi
bodmi obrazka, t.j. velkost pixela. Pre jednoduchost uvazujeme h = 1 a kvoli stabilite
musi platif ¢ < h?/4. My sme v nagej aplikacii zvolili o = 0.25. Po tprave dostavame pre
bod u*! nasledovny vztah:

m m 40- o m m m m
Wt = (1 — ﬁ) + ﬁ(%’fu +ugyyy u tulg). (1.4)

1T

Obr. 1.5: Detail povrchu grafu funkcie po postupnom aplikovani rovnice vedena tepla

Na obr. 1.5 vidime vplyv zhladenia na obrazok funkcie (1.1). Pre funkciu ListPlot3D
sme pouzili parameter ColorFunction->"CMYKColors" aby bolo lep§ie vidno poruse-
nie povodného hladkého obrazu. Vidime, Ze rovnica vedenia tepla nam poméha docielit,
pozadovanu hladkost vstupnych dat.

Treba si vSak uvedomit vplyv tohto modelu na data. Na jednej strane nam ich zhla-
dzuje, ale na strane druhej zaroven deformuje a moze zhladif aj hrany, alebo nerovnosti,
ktoré su dolezité a patria k povodnym datam. Preto treba vhodne volit koeficient o a
zvazit kol'kokrat aplikovat zhladenie na dané skalarne pole. Na zéklade charakteru vstup-
nych medicinskych dat a nasich experimentalnych sktisenosti nastavujeme v nasej aplikacii
ako preddefinovant hodnotu M = 2.



Kapitola 2

Rychlostné pole

V tejto Casti sa zameriame na ziskanie rychlostného pol'a, ktoré bude hlavnou hybnou
silou pohybu bodov krivky.

2.1 Konstrukcia vhodného rychlostného pola

Obr. 2.1: Obrazok elipsy, ktory budeme dalej spracovéavat

Ako bolo v predchadzajicej kapitole ukdzané, moézeme si vstupné data, dané
skalarne pole, predstavit ako graf funkcie dvoch premennych. Pri rieSeni nasho prob-
lému nam ide o najdenie hran objektov v obraze. V prvom rade hfadame miesta, kde sa
najviac a najrychlejSie meni intenzita Sedi. V trojrozmernej predstave, ide nam o najdenie
miest, kde najviac stipa resp. klesa dana funkcia. To znamena, ze pre kazdy bod obrazka

hladame vektor gradientu.
ou u\"
Vu=|—,=— 2.1
“ ((%’ 63/) (2.1)
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Kedze vstupné data nam neposkytuju analyticka funkciu, ale len diskrétne skalarne
data, gradient poc¢itame numerickou aproximéciou

Wit — Ui—15 Uij+1 — Ui5-1
Vuij = < J J J J . (22)

2h ’ 2h

KedZe nés zaujimaju velkosti gradientov v jednotlivych bodoch obrazka, poc¢itame ich
absolitne hodnoty vztahom

2

(Ui 1'—Ui—1‘)2 (Uz 1 _ui'—l)
Wuzﬂ:\/ +J4h2 ~—+ J+4h2j (2.3)

Obr. 2.2: Trojrozmerné zobrazenie obrazka elipsy a jeho absolitnych hodno6t gradientov

Opisany postup sme aplikovali na obrazok elipsy 2.1. Na obr. 2.2 vpravo vidime, Ze
ziskana "funkcia" absolttnych hodnét gradientu v bodoch obrézka nadobida najvicsie
hodnoty v miestach, kde je hrana objektu. Nasledne aplikujeme tzv. "Skalovaciu" funkciu

1

= 2.4

9(s)
na hodnoty obrazka, kde s je parameter predstavujuci absolitnu hodnotu gradientu v bode
(x,y), s koeficientom skdlovania k € R,k > 0, vid obr. 2.3 a 2.4. Na zaklade dosahovanych
vysledkov pre dané vstupné medicinske data v nasej aplikacii ako preddefinovant hodnotu
volime K = 1000.

Tymto sposobom ziskame nové skalarne pole, pre ktoré opéat vypocitame gradienty
v kazdom bode a tie vezmeme s opa¢nym znamienkom, aby sme orientovali vektory ku
hrane objektu.Takto ziskame rychlostné pole

v(z,y) = =Vy(|Vu(z,y)]), (2:5)

ktoré je zakladom nasej aplikicie a je najdolezitejSou informaciou, ktort pri nasom algo-
ritme budeme vyuzivat. Spravnost orientacie rychlostného pola si mézeme overit i graficky.
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50 100 150 200 250

Obr. 2.3: Graf funkcie (2.4)
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Obr. 2.4: Graf vyslednych hodnét po aplikacii funkcie (2.4)

Pouzijeme na to prikaz v systéme Mathematica ListVectorFieldPlot, ktory vykresli
vektory v(z,y) ako Sipky. Na obr. 2.5 vidime, 7Ze jednotlivé vektory st spravne orientované
a ak by sme do ich pola vlozili voIny bod, tak by mal byt nimi postivany az ku hrane
objektu. Tato myslienka je podstatou rieSenia nasho problému.

10
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Obr. 2.5: Znéazornenie vypocitaného vektorového pola elipsy

2.2 Krivka v rychlostnom poli

V tejto Casti sa prvykrat budeme venovat pohybu krivky. Po¢iato¢nu krivku v nasom
pripade predstavuje tsecka. T4 bude reprezentovand bodmi, ktoré ju rovnomerne delia.
Ich vzdialenost si nastavujeme v aplikacii. Uzivatel zada prvy a posledny bod tsecky.
Body medzi nimi sa dopocitaji na zaklade parametrickej rovnice priamky. Tieto body
budeme oznacovat pomocou ich polohovych vektorov r". Takto oznacime i-ty bod v m-
tom ¢asovom kroku pohybu. Samotny pohyb bude charakterizovany vztahom

or=v (2.6)

Teda nova pozicia bodu sa bude pocitat na zéklade vztahu

e N (2.7)

r’L

kde nova pozicia je vypocitané ako stucet predchadzajicej a posunutia sposobeného rychlost-
nym polom vypocitanym v pixeli, v ktorom sa nachadza bod rl”, pricom 7 je zvoleny
¢asovy krok. Je vhodné ho volit tak, aby sa pri jednom ¢asovom kroku mohol bod krivky
pohnut maximalne o 1 pixel. V naSej aplikacii je tento koeficient automaticky nastavovany
na zaklade vypo¢itaného rychlostného pola tak, aby splial uvedent podmienku. Naprik-
lad pre obrazok elipsy je to hodnota 7 = 5.99. Délezity je i pocet ¢asovych krokov, pocas
ktorych sa krivka hybe. Vol'be zastavovacich podmienok pre tento pohyb sa venujeme v
kapitole 3.3.

Implementacia tohto algoritmu do nasej aplikacie bola pomerne jednoducha a pontkané
rieSenia boli nad ocakavania poteSujice. Na obr. 2.6 vidime funk¢nost aplikicie, s nadi-
tanym obrazkom elipsy. Je tu znazornené trajektoria pohybu jednotlivych bodov smerom
ku hrane elipsy. Ako vidime, poc¢iato¢nia krivku tvorili body tsec¢ky mimo elipsy, ktoré sa
postupne posuvali smerom ku hrane objektu.
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Obr. 2.6: Ukazka aplikacie, znazornenie pohybu bodov pociato¢nej isecky ku hrane elipsy

Ako vidime na obr. 2.7, uz v tejto faze dokdzeme pomocou nasej aplikicie najst hrany
jednoduchych objektov v obrazku. Toto vSak neplati pre zlozitejSie tvary. Tiez si mozeme
vsimnit, ze vzdialenosti susednych bodov nie st rovnomerné. Ur¢ité rieSenie tohto prob-
lému si ukdzeme v nasledujtcej kapitole.

Obr. 2.7: Hrana najdena s vyuzitim rychlostného pola (2.5)

12



Kapitola 3

Modifikacie rychlostného pola

Ako bolo vyssie spomenuté doposial pouzivany algoritmus nemusi fungovat pre zlo-
zitejsie tvary. Takisto delenie vyslednych kriviek je nerovnomerné. Pri jednoduchom tvare
akym je elipsa sa nam tieto veci nejavia ako velky problém. Ten sa v8ak ukaze pri pouziti
aplikacie na data, pre ktoré je urcena. Vytvorili sme si pre tento ucel obrazok, na ktorom
bude dobre vidno spominany problém.

|

Obr. 3.1: Nedostatky pohybu len pomocou rychlostného pola (2.5)

Jasne vidime, Ze body sa k sebe priblizuju a od seba vzdalujiu nerovnomerne. Je to
pochopitelné, kedze v aplikacii vystupuji ako jednotlivei v rychlostnom poli, ktoré ich
moze nasmerovat aj na rovnaké miesta. Tomuto sa v8ak pokisime zabranit. Budeme sa
snazit nejakym sposobom body zviazat a ich pohyb obmedzit v zavislosti od susednych
bodov krivky

3.1 Zanedbanie tangencialnej zlozky rychlosti
Prvym pristupom k rieSeniu uvedenej problematiky je rozklad vektora rychlosti pris-

lichajiceho danému bodu krivky na normélovy a dotykovy vektor ku krivke v danom
bode. Ako vidime z obr. 3.2, pri dostato¢ne jemnom deleni krivky, nam tangencialna
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zlozka vektora rychlosti krivku nemeni, pohybuje len bodmi smermi k sebe a od seba. Ak
ju zanedbame, odstranime tento pohyb a pre rovnomerne rozdelent pociatocni tsecku
zabezpec¢ime rovnomernejsiu distribiiciu bodov pocas pohybu.

Obr. 3.2: Rozklad vektora rychlosti

Pre modifikovany pohyb pri ktorom zanedbame tangencialne zlozky vektora rychlosti
dostavame vztah

or =pon N, (3.1)

kde p je parameter a skaldr vy vypocitame ako projekciu vektora rychlosti na smer nor-
maly ku krivke, ¢ize pojde o nasledovny skaldrny stucin

oy =Vv-N. (3.2)

Normélové vektory N; pre jednotlivé body, kde Ngy je normélovy vektor prislichajici
prvému bodu a N,, poslednému bodu krivky, vypocitame nasledovne

ri —r =
N, — (¥>
T — 10|

N, = (M) ) (3.3)

’rn - rnfl‘

1
N, = (%) kde i=1,2,.n—1.
i1 —Ti—1

Obr. 3.3: Porovnanie pohybu bodov
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Regularizacia pomocou krivosti Modifikacie rychlostného pola

To ze tato projekcia funguje ako sme uviedli, znazornuje obrazok 3.3. Vidime na
nom porovnanie trajektorii pohybov bodov krivky. Vpravo st to trajektorie pohybu spo-
sobeného len rychlostnym polom (povodny pristup) a vliavo so zanedbanymi zlozkami
rychlosti tangencidlnymi ku vyvijajicej sa krivke. Na pripade vlavo je pekne vidno, Ze ide
o projekciu bodov povodnej tsecky v smere normélového vektora. Vidime, zZe tieto trajek-
torie st navzajom takmer rovnobezné. Dostavame takto rovnomernejsie delenti vysledni
krivku, avSak pre zlozitejSie tvary tato projekcia stacit nemusi. Bude nutné eSte inym
sposobom zviazat susedné body, aby sa od seba nevzdalovali, resp. sa k sebe nepriblizo-
vali. Pomocou tohto pristupu sme dosiahli v nasej aplikacii nasledujice vysledky pre nami
vytvoreny obrazok, ktory mozeme porovnat s obr. 3.1.

—

Obr. 3.4: Hrany n&jdené so zanedbanou tangencialnou zlozkou rychlosti

3.2 Regulariziacia pomocou krivosti

V predchadzajicom postupe sme pri vypocte pohybu krivky upravovali vektor rychlosti
tak, Ze sme zanedbali jeho zlozku tangencialnu ku krivke. Teraz tento pristup vylepsime.
Do modelu zahrnieme vplyv krivosti modelovanej krivky.

Nami uvazovany model pohybu krivky mozeme vyjadrit vo vSeobecnom tvare

dr = BN + aT . (3.4)

Clen « nasobeny jednotkovou tangentou T povazujeme v tejto casti za nulovy, teda ne-
budeme uvazovat pohyb v smere tangenty (tomuto problému sa venujeme v kapitole 3.4).
Clen B vo vztahu (3.4) predstavuje normélovi zlozku vektora rychlosti doplnent aj o
vplyv krivosti krivky, t.j. uvazujeme

f=pon+ek. (3.5)

Mozeme teda napisat
Or = ppon N+ ekIN . (3.6)

Projekciu rychlosti vektorového pola do smeru normély vn pocitame pomocou uZ spomi-
naného vztahu (3.2). Clen kN predstavuje vektor krivosti. Ako je uvedené napr. v [1],
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Regularizacia pomocou krivosti Modifikacie rychlostného pola

7 Frenetovych vzorcov pre vektor krivosti plati kAN = 0, T = 0O,,r, pricom pozi¢ny vek-
tor r je funkciou jednotkovej dlzkovej parametrizicie s krivky a casu t. Takto ziskavame
nelinedrnu parcialnu diferencidlnu rovnicu pre advekciu a diftziu krivky

Oir = pp vw N + €dger . (3.7)

Ak pouzijeme na aproximéciu vektora krivosti metodu konec¢nych prvkov a diagonalizaciu
matice hmotnosti [3] alebo metodu plavajicich kone¢nych objemov |9], dostavame vztah
(vid napr. [1])

2 r*, —r*» i —r"
kN, ~ s G ’_1) 1=1,2,.n—1. 3.8
e r 39

Konstanta n predstavuje pocet bodov pocitanej krivky. Vzdialenosti uzlov h; v ¢asovom
okamihu m budeme pocitat vztahom

B = e 2 -yt )? ke x = (' y). (3.9)

Vztah (3.6) mozeme teda aproximovat v tvare

rt

m 2 riv, —r"  r—r
L Th NN fe <Z“ L “). (3.10)

T hity + b hity hi

Krivost prispieva k citlivosti modelu na vzajomnu vzdialenost susednych bodov, "zvazuje"
body krivky. Ak by niektory bod krivky bol v pévodnom modeli sim mimo najdenej hrany
a takto by vytvaral ostry $pic, krivostny ¢len sposobi, ze susedné body budu tento tahat
naspat ku najdenej hrane. Po tprave vztahu (3.10) dostavame nasledovny vysledny model
pre poziciu bodu v novom case

2 r, —r*» " —r"
r™ = " rpon NG e (Z“ L2 ”) (3.11)

@ R+ e\ R hr

Navrhnuty model sme implementovali do nasej aplikacie. Vysledky, ktoré sme nim ziskali

vidime na obrazku 3.5.

Obr. 3.5: Hrany najdené modelom zahfhajacim krivost
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3.3 Zastavovacie podmienky

Ako sme uviedli v kapitole 2.2, pri pohybe krivky je dolezité spravne zvolit i pocet jeho
¢asovych krokov. Ich pocet musi byt dostatoCny na to, aby sa prislusné body dokazali po-
sunut az po hranice objektu. Na druhej strane pri zbytoc¢ne velkom poéte ¢asovych krokov
sa neefektivne plytva ¢asom vypoctu. Pre tento tcel sme navrhli dva typy zastavovacich
podmienok. Prvy sleduje zmeny celkovej dizky pohybujtcej sa krivky. Tato zmena stvisi
aj s celkovou dizkou krivky, preto sme navrhli zastavovaciu podmienku ako pomer ab-
soliitnej hodnoty rozdielu dlzky krivky v danom a predchadzajucom ¢asovom kroku a ich
priemernej dlzky

g — 2| L™ — [

L™+ [m—1 7
pricom podmienku pre zastavenie pohybu krivky sme po analyze dosahovanych vysledkov
zvolili d™ < 0.0001.

Druhy navrh zastavovacej podmienky je zamerany na smer pohybu jednotlivych bodov
krivky. Z predchéadzajucich ¢asti je zrejmé, ako sa body hybu. Rychlostné pole ich bud po-
sunie na hranu objektu, kde sa zastavia a uz nehybu, resp. ich pohyb je uz zanedbatelny,
alebo sa priblizia k hrane, prekroc¢ia ju a nasledne ich rychlostné pole nasmeruje naspét.
Teda ich pohyb sa zmeni na ur¢ité kmitanie okolo hrany. Pri kazdom obrateni pohybu
v smere normaly ku krivke sa zmeni znamienko skalaru vn na opacné. Tato zmena teda
signalizuje, Zze dany bod uz narazil na hranu objektu. Pre vSetky body krivky budeme
sledovat zmenu tohto znamienka, a zaroven testovat ¢i hodnota skalaru vn nie je v ab-
solutnej hodnote zanedbatelne malé ¢islo. Na zaklade analyzy dosiahnutych vysledkov
sme zvolili zastavovaciu podmienku

(3.12)

|(vn)*| < 0.01 alebo (vN)! (vn)" ' <0, (3.13)
ktora musi byt splnena pre vSetky body krivky ¢ = 1,...,n. Po porovnani vysledkov sa
ukézala ako lep$ia druh& navrhnuta zastavovacia podmienka (3.13). T sme eSte doplnili
o maximalnu hodnotu poctu ¢asovych krokov 200. Ta sa vSak uplatiuje len vynimocne,
pretoZe pre najdenie hrany sta¢i vac¢Sinou ovela menej ¢asovych krokov.

3.4 Asymptoticky rovnomerna redistribtucia

V predchadzajicich castiach prace sme vytvarali krivku ¢o najlepSie vystihujtcu
hladant hranu objektu. Ukazali sme, ze modifikiciou pohybu krivky méozeme dostat rov-
nomernejsiu redistribiciu jej bodov, ako pri prvotnom modeli. V modifikovanych mode-
loch sme zanebavali zlozku rychlosti tangencialnu ku krivke. V tejto ¢asti ju navrhneme
podTa [11]. Model, ktory vytvorime bude v nasej aplikacii slazit ako postprocesing krivky
podla volby uzivatela. Predpokladajme, Ze méame vytvoreni uzavrett krivku pouZzitim
modelu (3.6) s vyuzitim regularizacie pomocou krivosti. Krivku si oznatme I'. T4 je
parametrizovana funkciou pozi¢ného vektora r : ST — R? t.j. I’ = {r(u),u € S'}, kde
S je kruznica s jednotkovou dizkou. Majme veli¢inu uréujtcu lokalnu dizku g definovant
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ri—r;_1

na krivke, g = |%‘ ARz ~—=, pricom h = % predstavuje rovnomerné delenie S'. Kedze
predpokladame uzavreti krivku, mozeme po diskretizacii v priestore a case jednoducho
nadefinovat periodické okrajové podmienky pridanim bodov ri’ = r)’,r)". ; = r7". Dalej si
oznac¢me vzdialenosti susednych bodov ako

h* = |R;|, kde R; = (Riy1, Rip)" = 1"

(2

tormli=1,..,n+1, Ro=R,.  (3.14)

Pre ¢asovy vyvoj lokalnej dizky a globalnej dizky krivky podla [9] plati

0y = —gkB+ g0sa (3.15)
dL
- = - <kB>rL, (3.16)

kde L je celkova dlzka krivky a strednii hodnotu < kS >p= % fr kB3ds budeme pre casovy
krok m aproximovat vztahom

1 n
<k >re > hEG" (3.17)
=1

Krivost £ a norméalovu zlozku rychlosti 5™ budeme poéitat pomocou vztahov (vid [11])

1 Rii.Rioi )
k' = sgn(Riy A Riwn) g arceos | =50 | i=1..n (3.18)
oH e
m—1 m—1
g = g 4 MO ;“(UN)“ Li=1,..,n. (3.19)

Pre odvodenie asymptoticky rovnomernej redistribiicie bodov krivky je zaujimavy podiel
~ ri — 1 _ ri — 14 _ hi
Lh (%) (%)

n
ktory je vlastne pomerom lokalnej dizky rozdelenej usecky a priemernej dlzky delenia. Pri
rovnomernej redistribucii chceme dosiahnut, aby sa tento podiel rovnal 1. Ozna¢me

0 =In (%) , (3.21)

(3.20)

i

a potom bude nasim cielom aby sa asymptoticky 6 = 0. Pretoze plati

9,0 = 0, [m (%)} - E%LL;}M, (3.22)

po dosadeni (3.15) a (3.16) do (3.22) dostavame
00 = 0sa — kf+ < k(3 >p. (3.23)

Ako sme uviedli, chceme, aby # — 0 pre t — oco. To sa da dosiahnut mnohymi spdsobmi.
Napriklad ako je uvedené v [11] tak, Ze @ spliia diferencidlnu rovnicu 9;0 = (™% — 1)w, kde
w predstavuje rychlost priebehu redistribiicie. Pre nase 6 dané vzfahom (3.21) sa prava

18



Asymptoticky rovnomerna redistribiicia Modifikacie rychlostného pola

strana zjednodusi a dostaneme e~ n(#) — 1 = ¢"(s) —1 = § —1 ateda z (3.23) dostaneme
vztah pre tangencidlnu rychlost «, ktorou dosiahneme asymptoticky rovnomernu redis-
tribticiu bodov krivky.

0sa = kfB— < kB >p + (g - 1) w. (3.24)

Kedze plati T = 0sr a ako uz bolo uvedené kN = 0,T = 0,,r, moZeme napisat vztah
pre vysledny model aj s tangencialnou zlozkou rychlosti ako

Oir = poNIN + €Dt + ad,r. (3.25)

Na aproximaciu rovnic (3.24) a (3.25) pouZijeme tzv. metodu plavajicich koneénych

objemov [9, 10, 11]. Integraciou pozdlZ v ¢ase sa meniaceho tuseku krivky [r;_1, r;] dostaneme
z rovnice (3.24) vztah

r; r; L
/ Osads = / kB— < kB >r +<E — Nwds, (3.26)
odkial
L .
o = o1+ hzkzﬁz — hz < k‘ﬁ >r + (E — hz) W, = 1, N, g = O, (327)

¢o predstavuje vyslednu tangencialnu zlozku rychlosti v jednotlivych diskrétnych bodoch
krivky. Na ziskanie numerickej aproximécie rovnice (3.25) ju zintegrujeme cez duélny
objem [F;, Fii1]
f‘i+1 f'i+1
/ ords = / NN + € Dgsr + ad,r ds. (3.28)
kde t; = (r;_1 + r;)/2. Dostavame tak
dri Fit1 - -
i P puunN;g; + € [8Sr]fi + a;(Tip — 1) (3.29)
kde ¢; = %(hZ + hit1). Ziskané ¢leny na pravej strane vztahu (3.29) mozu byt prirodzene
aproximované ako

rip1 —T; rs—Yr;,

€0Ti 1 — €0,T; & € —€ 3.30
o his hi (3:30)
- - iy +r; I+ Fiy1 — T
o\ Ty — Ty ~ oy — = 3.31
(i E) - i ] (331)
Pokial aproximujeme ¢asovii derivaciu spatnou diferenciou
dr; rm— ol
i ~gr 3.32

a pouZijeme semi-implicitni aproximaciu ¢lenov v (3.27), (3.30) a (3.31) dostaneme rovnice
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aft = oy + Bk —L—m;hl e +w<7—hi),aozo (3.33)
sz m r;n B r;ﬁ-l rgn — rz”il Oé;m m m q;’ﬂ m—1
T + h + B + 9 (ri®y — i) = T + 1 on Ny, (3.34)

i=1,...,n L™= 3%"" h". Tieto rovnice reprezentuju trojdiagonalny cyklicky systém,
ktory mozeme zapisat v tvare

AP B O = (3.35)
€ am
m = —— L 3.36
€ am
hi—i—l 2
Br o= L gm_cm (3.38)
T
Fro= er g e Nog? (3.39)
T

Dostali sme tak na lavej strane trojdiagonalnu cyklicky maticu. Parameter 7 volime
automaticky tak, aby vyslednd matica bola diagonalne dominantni. Na rieSenie sys-
tému linedrnych rovnic v takom pripade moézeme pouzit Sherman-Morrisonovu folmulu a
Thomasov algoritmus [12]. Uvedeny model aplikujeme vo viacerych ¢asovych krokoch na
uzavreti krivku. Dostdvame tak stale rovnomernejsie delenie bodov na nej. Pocet krokov
volime opét automaticky, a to tak, Ze sledujeme pomer medzi najvicSou a najmensou
vzdialenostou susednych bodov krivky a vypocet zastavime ak je tento pomer blizky jed-
notke. Uvedeny model sme implementovali do nasej aplikacie, vysledky, ktoré sme nim
dosiahli su prezentované v nasledujicej kapitole na obrazku 3.7 a v tabulke 3.1.

3.5 Porovnanie dosiahnutych vysledkov

Ak porovnavame dosiahnuté vysledky, uz volnym okom vidime, Ze povodny model
pri ktorom pohyb krivky spdsobuje len rychlostné, pole dava ako vysledok najmenej
rovnomerné delenie vyslednej krivky. Iba na zaklade vizualnej informécie vieme vsak len
velmi tazko porovnat ostatné modely. Preto sme v aplikacii vytvorili funkciu, ktoré ako
vystup dava textovy sibor so vzdialenostami bodov vytvorenej krivky. Tie sme potom
vykreslili v systéme Mathematica pomocou prikazu ListPlot. Dosiahnuté vysledky sme
mohli lepsie porovnat. Uvadzame vysledky z tohto porovnania pre vstupné data nasho
sktsobného obrézka. Implicitnt vzdialenost bodov pdévodnej tsecky sme nastavili na 2
pixely pre vSetky styri metody.
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50 it} 10 ”‘ FDU 250 300 350

Obr. 3.6: Hrany najdené modifikovanym modelom

Cervenou farbou st znazornené hodnoty dosiahnuté prvym modelom (2.6), zelenou
druhym (3.1), modrou tretim (3.6) a fialovou $tvrtym modelom (3.25). Ako vidime, najlep-
Sie rozdelenie nam poskytuje $tvrty model s tangencidlnou rychlostou « danou (3.24). Na-
priek vykyvom dosahujeme slusné vysledky i pri ostatnych modeloch. Dosiahnuté vysledky
reprezentuje aj vysledna tabulka. Uvadzame v nej minimalne a maximalne hodnoty vzdia-
lenosti susednych bodov a takisto vypocitany rozptyl tychto vzdialenosti.

Min Max | Variance

modell | 0.616815 | 3.59267 | 0.122167

model2 | 0.899491 | 3.17837 | 0.0420902

model3 | 1.3232 | 3.21941 | 0.0333361

model4 | 1.83412 | 2.19442 | 0.0009181

Tabulka 3.1: Porovnanie modelov

Na zaver prezentujeme praktické vysledky pre medicinske data.
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Obr. 3.7: Praktické vysledky na medicinskych datach
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